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ALLE  RECHTE,  EENSCHLIESSLICH  DES  ÜBEESETZÜNGSKECHTS  VORBEHALTEN 


Tor  wort. 


In  einer  Töchterschule,  so  erzählt  man  sich,  soll  einst  das  Auf- 
satzthema „Gedanken  bei  Besteigung  eines  hohen  Berges"  aufgegeben 
worden  sein,  und  eine  Schülerin  wusste  die  Aufgabe  am  kürzesten 
und  treffendsten  zu  lösen,  indem  sie  nur  den  einen  Satz  niederschrieb: 
„Wäre  ich  oben!"  Ich  kann  nicht  sagen,  wie  oft  dieses  Geschichtchen 
in  meinem  Kopfe  als  Selbsterlebniss  umherspukte,  wenn  ich  als  An- 
fangsdatum auch  nur  das  Jahr  1894  wähle,  in  welchem  die  erste 
Abtheilung,  oder  das  Jahr  1896,  in  welchem  die  zweite  Abtheilung 
dieses  dritten  Bandes  meiner  Vorlesungen  über  Geschichte  der 
Mathematik  ausgegeben  wurde.  Wäre  ich  oben,  sehnte  ich  mich, 
und  Anfragen  von  den  verschiedensten  Seiten,  wann  die  Schluss- 
abtheilung erscheinen  werde,  verstärkten  die  Emijfindung.  Jetzt  bin 
ich  oben.  Ich  habe  den  Gipfelpunkt  erreicht,  welchen  ich  1880,  als 
ich  den  ersten  Band  in  die  Oeffentlichkeit  schickte,  als  Endziel  ge- 
nannt habe,  und  nachdem  ich  angelangt  bin,  geht  es  mir,  wie  es  so 
vielen  Reisenden  in  fremden  Landen  ergangen  ist.  Der  Gipfel,  den 
ich  unter  grosser  Anstrengung  erklommen  habe,  erweist  sich  als  Vor- 
berg, und  hinter  und  über  ihm  bleiben  neue  hohe  Spitzen  zu  er- 
reichen, neue  und  lohnende  Ausblicke  nach  rückwärts  wie  nach 
vorwärts  versprechend.  Auch  die  bereits  geschichtlich  gewordene 
Entwicklung  der  Mathematik  ist  mit  dem  Jahre  1758  nichts  weniger 
als  abgeschlossen.  Euler's,  Daniel  BernouUi's,  DAlembert's  spätere 
Arbeiten,  Lagrange,  Lambert,  Laplace,  Legendre,  Gauss,  Monge, 
Carnot,  um  nur  Schriftsteller  allerersten  Ranges  zu  nennen,  gehören 
sicherlich  schon  der  Geschichte  an,  und  ein  vierter  und  fünfter  Band 
mindestens  kann  zu  den  drei  vollendeten  Bänden  hinzutreten,  ohne 
dass  man  der  Gegenwart  so  nahe  käme,  dass  die  Objectivität  der 
Erzählung  Gefahr  liefe. 


IV  Vorwort. 

Allerdings  steigt  mit  jedem  neuen  Bande  die  Schwierigkeit  für 
den  Verfasser.  Zu  den  Denkschriften  gelehrter  Gesellschaften,  welche 
schon  in  dem  vorliegenden  III.  Bande  fortwährend  als  Arbeitsmaterial 
um  uns  herum  lagen,  oftmals  mehrere  zu  gleicher  Zeit  aufgeschlagen, 
kamen  neue,  von  denen  die  gedruckten  Abhandlungen  der  Turiner 
Akademie  am  Schlüsse  des  III.  Bandes  ankündigend  genannt  sind. 
Noch  etwas  später  erschienen  gegenwärtig  wenig  bekannte  Zeit- 
schriften, in  welchen  Mathematisches  man  könnte  fast  eher  sagen 
verborgen  als  veröffentlicht  wurde,  und  welche  nur  um  so  sorgsamer 
durchforscht  werden  müssen.  Eine  andere  Schwierigkeit  besteht 
darin,  dass  die  Gegenstände  der  Untersuchungen  mit  dem  wachsenden 
Umfange  der  mathematischen  Wissenschaften  immer  vielfältiger 
wurden.  Die  Kapiteleintheilung  wird  immer  misslicher,  die  Ab- 
schnitte können  nur  immer  kürzere  Zeitfristen  behandeln,  wenn  man 
überhaupt  dabei  beharren  will,  Abschnitte  mit  zeitlicher  Begrenzung 
festzuhalten  und  nicht  lieber  dazu  übergeht,  was  neuerdings  empfohlen 
worden  ist,  aus  einzelnen  Wissensgebieten  besondere  Abschnitte  statt 
besonderer  Kapitel  zu  bilden.  Ich  bin  in  der  That  schwankend,  ob  ich 
eine  solche  tief  einschneidende  Aenderung  empfehlen,  ob  ich  vor  ihr 
warnen  möchte.  Es  ist  ja  zweifellos,  dass  durch  sie  die  Entwicklung, 
in  welcher  eine  einzelne  Frage  sich  fortgepflanzt  hat,  deutlicher  her 
vortreten  wird,  aber  nicht  minder  zweifellos  geht  darüber  das  Ge- 
sammtbild  des  einzelnen  Zeitpunktes  verloren.  Der  Leser  wird  sich 
nicht  mehr  bewusst  werden,  welcherlei  Forschungsgegenstände  zu 
dieser  oder  jener  Zeit,  angeregt  durch  diesen  oder  jenen  Geistes- 
helden im  Vordergi'unde  standen,  mit  einem  Worte  in  der  Mode 
waren.  Es  wird  genau  überlegt  werden  müssen,  wohin  bei  solchem 
Für  und  Wider  die  Entscheidung  zu  fallen  hat. 

Soll  das  etwa  eine  entschuldigende  Anzeige  einer  Fortsetzung 
meines  Werkes  über  den  gewählten  Zielpunkt  hinaus  sein?  Keines- 
wegs. Die  Möglichkeit  weiter  zu  gehen,  gebe  ich  unumwunden  zu. 
Ich  hege  auch  den  Wunsch,  dass  weitergegangen  werde,  aber  jüngere 
Schriftsteller  mit  frischer  Kraft  mögen  sich  auf  die  Reise  begeben. 
Mit  über  68  vollendeten  Lebensjahren  beginnt  man  keinen  neuen 
Band,  zu  welchem  man  nicht  durch  längst  gegebenes  Versprechen 
sich  verpflichtet  hat.  Mein  Antheil  an  der  Geschichte  der  Mathematik 
ist  vollendet.  Nur  die  Druckfertigstellung  neuer  Auflagen  der  drei 
vorhandenen  Bände,  so  weit  die  Gunst  des  lesenden  Publikums  solche 
gestattet,  rechne  ich  noch  zu  meiner  Aufgabe.  Die  Fortsetzung 
meines  Lebenswerkes  überlasse  ich  Nachfolgern  von  weniger  bedingter 
Lebenszukunft.  Fehlt  es  doch  nicht  an  dazu  besonders  veranlagten 
Persönlichkeiten,  unter  welchen  ich  nur  vier  in  alphabetischer  Reihen- 


Vorwort.  V 

folge  nennen  möchte:  Friedrich  Engel,  Franz  W.  Meyer,  Ferdinand 
Rudio,  Paul  Stiickel.  Mit  keinem  dieser  jüngeren  Fachgenossen  habe 
ich  irgend  Rücksprache  genommen,  aber  Jeder  von  ihnen  wäre  mir 
als  Bearbeiter  nachfolsrender  Bände  willkommen. 

Mit  dieser,  ich  möchte  fast  sagen,  letztwilligen  Aeusserung  könnte 
ich  von  meinen  Lesern  mich  verabschieden,  bliebe  mir  nicht,  was  ich 
soeben  mir  noch  als  Altentheil  vorbehalten  habe.  Statt  einer  Druck- 
fertigstellung einer  neuen  Auflage  gewährt  mir  die  Ausgabe  der  dritten 
Abtheilung  dieses  Bandes  die  Möglichkeit,  auf  die  beiden  ersten  Ab- 
theilungen zurückzugreifen  und  Verbesserungen  nachzutragen,  zu 
welchen  mir  theils  spätere  Forschung,  meistens  Bemängelungen  von 
Seiten  von  Fachgenossen  die  Anregung  gaben,  unter  denen  ich  mich, 
abermals  in  alphabetischer  Reihenfolge,  den  Herren  Cajori,  Enesti-öm, 
Gibson,  Schwering,  Sonin,  Sturm,  Tischer,  Zeuthen  zu  besonderem 
Danke  für  ihre  Bemerkungen  verbunden  fühle.  Ich  will  die  nach- 
träglichen Zusätze  nach  der  Reihenfolge  der  Seitenzahlen  ordnen. 

S.  4.  Im  Jahre  1694  erschien  von  Harald  Vallerius  (1646  bis 
1716)  der  seit  169U  Professor  der  Mathematik  in  Upsala  war,  eine 
20  Seiten  starke  Abhandlung:  De  »latheseos  incrementis,  welche  durch 
Beispiele  zu  belegen  suchte,  wie  weit  die  damalige  Mathematik  der 
der  Alten  überlegen  sei.  Der  Verfasser  ist  nicht  mit  seinem  Sohne 
Johannes  Vallerius  (1677 — 1718)  zu  verwechseln,  wie  es  S.  255 
geschah,  wo  ich  Johannes  V.  als  Verfasser  einer  geschichtlichen  Arbeit 
über  die  Würfelverdoppelung  hätte  nennen  müssen. 

S.  11.  In  Spanien  übersetzte  1689  ein  Pater  Kresa  Euklid's 
Elemente  ins  Spanische,  und  der  Uebersetzer  sowie  auch  gleichzeitig 
Antonio  Hugo  betonten  dabei  die  Nothwendigkeit,  manche  Aen- 
derungen  eintreten  zu  lassen. 

S.  43.  De  Witt 's  Meinung  von  der  nur  sehr  langsam  sich  än- 
dernden Sterblichkeit  ist  nicht  klar  genug  wiedergegeben.  De  Witt 
behauptete,  im  Alter  von  3  bis  zu  53  Jahren  sterben  jährlich 
2  Personen,  von  53  bis  zu  63  Jahren  jährlich  3  Personen,  von  63 
bis  zu  73  Jahren  jährlich  4  Personen,  von  73  bis  zu  80  Jahren 
jährlich  6  Personen.  Die  Anfangszahl  der  Dreijährigen  ist  demzufolge 
50  X  2  4-  10  X  3  +  10  X  4  +  7  X  6  =  212.  Später  steUte  De  Witt 
eine  zweite  Annahme  in  Rechnung,  welche  ein  wesentlich  rascheres 
Absterben  der  Menschen  in  Aussicht  nimmt  und  demgemäss  den  Preis 
einer  zu  erwerbenden  Leibrente  erniedrigt. 

S.  45.  Gemeinsam  mit  einer  von  Spinoza  herrührenden  Schrift 
über  den  Regenbogen  und  vielleicht  von  dem  gleichen  Verfasser  her- 
rührend   erschien    1687    eine  Abhandlung:    Heeclxnituj    van   Kanssen, 


VI  Vorwort. 

d.  h.  Rechnung  von  Wahrscheinlichkeiten.  In  ihr  ist  folgende  Auf- 
gabe gelöst:  A  und  B  würfeln  mit  zwei  gewöhnlichen  Würfeln; 
Ä  soll  gewinnen,  wenn  er  (3  Augen  wirft,  J5  dagegen  muss  7  Augen 
werfen,  um  zu  gewinnen;  zuerst  wirft  Ä  einmal,  dann  B  zweimal, 
dann  haben  A  und  B  umschichtig  je  2  Würfe:  wie  verhalten  sich 
die  Gewinnwahrscheiulichkeiten  der  Spieler?  Die  Antwort  lautet 
A:B=  10355  :  12276. 

S.  65.  Die  Behauptung,  auf  Newton 's  Grabstein  in  der  West- 
minsterabtei  sei  die  Binomialreihe  eingemeisselt,  gründet  sich  auf 
eine  Mittheilung  von  Edmund  Stone  in  seinem  2^ew  ttiathematical 
(licfionari/.  von  welchem  S.  490  die  Rede  ist.  Sie  findet  sich  bei  dem 
Worte  Binomiol  Eoof.  Brewster  spricht  in  seiner  Biogi-aphie  New- 
ton's  weniger  bestimmt  nur  von  einer  eingemeisselten  convergenten 
Reihe.  De  Morgan  stellte  1840  die  ganze  Behauptung  in  Abrede. 
H.  Cajori  hat  1894  die  Inschrift  neuerdings  untersucht,  aber  nur 
ihre  durch  Verwitterung  verui-sachte  Unlesbarkeit  feststellen  können. 
Zweifel  sind  daher  jedenfalls  gestattet. 

S.  94.  Es  ist  irrig,  dass  die  Briefe  zahlentheoretischen  Inhaltes 
von  Fermat  u.  s.  w.  erst  1693  bekannt  geworden  wären.  Sie  er- 
schienen vielmehr  schon  1658  durch  Wallis  herausgegeben  (vergl. 
Bd.  n,  S.  704). 

S.  95.  Wallis  hat  sich  im  88.  und  im  89.  Kapitel  seiner  Algebra 
mit  den  bei  der  Division  entstehenden  Reihen  und  mit  der  Yer- 
gleichung  dieser  Betrachtungen  mit  der  Verwandlung  von  Brüchen  in 
Deeimal-  und  Sexagesimalbrüche  beschäftigt.  Er  will  bei  dieser  Ver- 
wandlung den  Brach  zunächst  reducirt  wissen,  ein  Kunstausdruck,  den 
er  hier  für  die  Kürzung  des  Bruches  durch  den  gi'össten  Gemeintheiler 
von  Zähler  und  Xenner  einführt.  Enthält  der  Nenner  des  reducirten 
Bruches  keine  anderen  Grundtheiler  als  2  und  5,  so  verwandelt  sich 
der  Bruch  in  einen  geschlossenen  Decimalbruch.  Enthält  der  Nenner 
noch  andere  Grundtheiler,  so  ist  der  DecimalbiTich  endlos,  Qiiotiens 
est  inferminata.  Alsdann  ergiebt  sich,  dass  nach  einer  gewissen  Fort- 
setzung des  Verfahrens  die  gleichen  Zahlen  wie  zuerst  und  in  der 
gleichen  Ordnung  immer  wieder  auftreten,  redcunt  iidem  numeri  d 
eodem  ordine  circidantur  quo  primo.  Die  Anzahl  der  so  cyklisch 
■wiederkehrenden  Ziffern  kann  nicht  grösser  als  der  um  die  Einheit 
verminderte  Divisor  sein,  häufig  ist  sie  ein  Untervielfaches  jener  Zahl. 
Damit  war  also  die  Lehre  von  den  periodischen  Decimalbrüchen 
imd  in  ihr  ein  wichtiges  Kapitel  der  Zahlentheorie  in  Angriff  genommen. 

S.  120.  Hier  durfte  ein  spanischer  Schriftsteller  A.  H.  Omerique 
erwähnt  werden,    der   1698   in   Cadix   eine   Analysis  geonietrica  oder 


Vorwort.  TQ 

wenigstens  deren  ersten  Tlieil   veröffentlichte,  welcher  Anwendungen 
der  Algebra  auf  die  Geometrie  der  Ebene  enthielt. 

S.  IGl — 166  bedürfen  einer  vollständigen  Umarbeitung,  da  ich 
mich  hier  mehrfach  getäuscht  habe,  indem  ich,  anstatt  vorher  die 
Quelle  genau  zu  vergleichen,  ungerechtfertigte  Vorwürfe  von  Anderen 
übernahm.  Newton  setzte  seiner  Vorschrift,  man  solle  von 
inax"'^^y"j.'  als  Fluxion  zu  ax'"y"  als  Fluente  übergehen  und  dürfe, 
wenn  in  der  Gleichung  nax"'y"~'  i/  gleichfalls  vorkomme,  welches 
zu  ax"'!/"  führe,  dieses  Glied  in  der  Endgleichung  nicht  mehrmals 
sondern  nur  einmal  schreiben,  die  Warnung  hinzu',  es  sei  zweck- 
mässig, von  der  gefundenen  Fluentengleichung  zur  Fluxionsgleichung 
zurückzukehren;  nur  wenn  man  daduixh  zur  ursprünglich  vorgelegten' 
Fluxionsgleichung  gelange,  sei  der  Gang  ein  richtiger  gewesen.     Die 

Vorschrift  Newton's,   man   soUe,   um   die   Fluente   von  —   bilden   zu 

7  7  r 


können,  die  Umformung  in  ;— ; —  oder  in  t vornehmen  und  diesen 

'  °        b-\-.v  b  —  x 

Bruch    in    Reihengestalt    entwickeln,    ist    als    eine    Verlegung    eines 

Coordinatensystems  aufzufassen,   wenn  auch  versäumt  ist  zu  betonen, 

dass  die  Verändeiaing  von  —   in  ^ — —  eine  gleichzeitige  Veränderung 
"  X         b  —  X  so  o 

von  i-  in  —  .*'■  erfordere.     Endlich  müssen  Newton's  Gleichungen  mit 

mehr    als    zwei    Veränderlichen    als    totale    und    nicht    als    partielle 

Differentialgleichungen  betrachtet  werden.    Alsdann  ist  das  Verfahren, 

O  O  7 

eine  hypothetische  Gleichung  zwischen  ;r  und  y  anzusetzen,  geeignet, 
zur  Integration  zu  führen;  berechtigt  ist  es  aber  damit  noch 
keineswegs. 

S.  172.  Newton  lernte  das  Horologium  osciUatorium  von  1673 
sofort  nach  dessen  Erseheinen  kennen.  Huygens  selbst  schickte  ihm 
ein  Exemplar,  und  Newton's  Emjifaugsanzeige  vom  23.  .Juni  1673 
hat  sich  erhalten. 

S.  179.  Im  zweiten  Newton'schen  Briefe  vom  24.  October  1676 
ist  nicht  nur  der  erste,  sondern  auch  der  zweite  Hauptfall  berührt,  in 
welchem  das  binomische  Integral  in  geschlossener  Form  gefunden 
werden  kann.  In  einem  letzten  Beispiele  deutet  Newton  nämlich  an, 
die  Entwicklung  gelinge  auch  mitunter  nach  Zurückführung  der 
Curvengleichung  auf  die  Form  ij  =  az'^'^''>(ez~''  -\-  f)'-,  und  das  kann 
keinen    anderen    Sinn    haben    als    den,    dass    die   Integration   gelinge, 

wenn         _  oder  — ~ 1-  A  ganzzahlig  ausfalle. 

S.  188.  John  Craig's  Methodus  qiiculraturas  determinandi  von 
1685,  welche  sich  in  Form  und  Inhalt  vollkommen  an  Leibnizens 
Aufsatz   von    1684   anschliesst,    ist   im   Einverständnisse   mit  Newton 


Vm  Vorwort. 

verööentliclit.  Man  könnte  ausser  aus  allgemeiuen  Erwägungen  den 
Schluss  daraus  ziehen,  dass  in  Craig's  Methodus  das  Newton'sche 
Binomialtlieorem  erstmalig  gedruckt  erscheint,  aber  man  hat  auch  ein 
ganz  bestimmtes  Zeugniss  dafür.  Craig  gab  ITlS  ein  zweites  Werk: 
De  calcido  flKciitiiim  heraus,  und  in  dessen  Vorrede  erzählt  er 
ausdrücklich,  er  habe  1685  in  Cambridge  gewohnt,  und  Newton 
habe  auf  seine  Bitte  sein  damaliges  Buch  vor  der  Drucklegung 
gelesen. 

S.  221.     Dass  die  Reihenfonn  a  ■  logfa  4-  ?)  =  — ^ 1-  — — t — 

a'^  - 

+  s-, — T — ^5  +  •  •  ■  mittels   der   Substitution   — ~ —  ^  n   in   die   Gestalt 

loga  —  log(l  —  «()  =  H  -f-  Y  ~t~  T  ~l~  "  "  übergeführt  werden  kann, 

ä,ndert  daran  nichts,  dass  zunächst  beide  Entwicklungen  von  einander 
verschieden  sind. 

S.  241.  Ein  wesentlich  neues  Licht  fiel  auf  die  ganze  Frage,  wie 
es  sich  mit  der  Abhängigkeit  De  L'Höpital's  von  Johann  Ber- 
noulli's  Voi'lesungsnotizen  verhalte,  seit  Briefe  zwischen  beiden 
Männern  bekannt  wurden,  welche,  im  Besitze  der  Stockholmer  Aka- 
demie der  Wissenschaften  befindlich,  vollständiger  Druckgebung  noch 
immer  entgegenharren.  Aus  jenen  Briefen  geht  nämlich  Dreierlei 
mit  Ausschluss  jedes  Zweifels  hervor:  Erstens  dass  De  L'Höpital  selbst 
Johann  Bernoulli  wiederholt  mitgetheilt  hat,  er  beabsichtige  eine 
DiS'erentialrechnung  zu  schreiben.  Zweitens  dass  Johann  BemoulU 
diese  Absicht  billigte.  Drittens  dass  Johann  Bernoulli,  nachdem  er 
die  gedruckte  Änuli/se  des  iHfnii>iie»ff:  jietits  gelesen  hatte,  ihi-em  Ver- 
fasser nur  einen  Vorwurf  machte,  nämlich  den  der  allzuhöflichen 
Erwähnung  Jacob  BemouUi's. 

S.  255.  Die  Quelle  für  die  Angabe,  Pierre  Remond  de  Mont- 
mort  habe  begonnen  eine  Geschichte  der  Geometrie  zu  schreiben,  ist 
eine  in  den  A.  E.  1721  pag.  214  abgedruckte  Stelle  eines  Briefes 
desselben  vom  17.  Jimi  1717  an  Johann  Bernoulli.  Dort  heisst  es: 
J'ai  dessin  de  donner  quelque  jour  une  Histoire  de  Ja  Geometrie  qni 
est  dejä  asses  avancee. 

S.  256.  Zu  den  Arbeiten  über  Geschichte  der  Mathematik  ge- 
hört ferner  eine  1706  in  Kopenhagen  gedruckte  Abhandlung  von 
J.  Gram:  Cogitationum  ad  loca  scriptorum  antiquiorum  specimina. 
I.  De  origine  geometriae  apud  Aegyptos,  und  ebenso  eine  1724  in 
Basel  veröifentlichte  Abhandlung  von  Johann  11  Bernoulli,  dem 
jüngeren  Bruder  Daniel  BernouUi's:  Utrum  GaUi  praestant  Anglis 
inventorum  physicorum  et  mathematicorum  laude. 


Vorwort.  IX 

S.  295.  Der  iu  den  Uutersuchutigsausschuss  über  den  Prioritäts- 
streit erwählte  Burnet  wird  von  De  Morgan  (Phil.  Mag.  4  Ser.  IV, 
325  Note  (1852))  Sohn  eines  Bischofs  und  Schüler  von  Craig  ge- 
nannt. An  einen  William  Burnet  (1688—1729),  der  also  1712 
erst  24  Jahre  alt,  mithin  etwas  jung  für  eine  so  verantwortliche 
Vertrauensstellung  gewesen  wäre,  könnte  man  auch  denken.  Ein 
Brief  an  diesen  von  Johann  Bernoulli  mit  dem  Datum  des  15.  Mai 
1714  befindet  sich  unter  den  Handschriften  der  Stockholmer  Akademie. 

S.  296.  Der  letzte  Satz  des  die  Veröifentlichung  des  Commercium 
Epistolicum  betreffenden  Beschlusses  der  Royal  Society  muss  fol- 
gendermassen  übersetzt  werden:  Die  Gesellschaft  ordnete  den  Druck 
der  Briefe,  der  Manuscripte  und  des  Sitzungsbeschlusses  an,  sowie 
auch  solcher  Schriftstücke,  welche  in  den  Acta  Eruditorum  sich  vor- 
fänden und  geeignet  erscheinen,  Licht  über  die  Angelegenheit  zu 
verbreiten. 

S.  311.  Die  naheliegende  Bemerkung,  dass  Newton  weit  eher 
als  ein  Anderer  in  der  Lage  gewesen  sei,  Manches  von  Barrow  zu 
entlehnen,  Hess  Leibniz  sich  in  seinem  Briefe  an  Conti  nicht  ent- 
gehen.    Sie  findet  sich  im  Recueil  Des  Maizeaux  II,  63. 

S.  333.  Wie  Jacob  Bernoulli  zu  den  nach  ihm  benannten 
Zahlen,  und  insbesondere  wie  er  zu  der  Kenntniss  gekommen  ist, 
dass  in  den  Potenzsummen  nicht  alle  Potenzen  der  Gliederanzahl 
vorkommen,  sondern  dass  sie  umschichtig  fehlen,  bleibt  nach  wie  vor 
ein  Geheimniss.  Herr  Schwering  hat  uns  indessen  einen  Wieder- 
herstellungsversuch mitgetheilt,  welcher  keiner  anderen  Hilfsmittel 
sich  bedient,  als  BernouUi  zur  Verfügung  standen.  Sei  angenommen 
Sw  =  X  ■  yf+^  -j-  y  ■  n"  -\-  2  ■  n'~^  +  u  ■  n''---  +  •  •  •,  wo  x,  y,  s,  u  ■  •  ■ 
vorläufig  unbestimmte  Coefficienten  sind.  Die  Gleichung  muss  auch 
für    S{n  -f-  Vf    anwendbar    sein    und    S{n  -\-  1/  =  x{n  -\-  l)=+i  + 

y  {n  +  ly  +  5  (w  +  ly- 1  +  u (n  +  l)'^-^  -| liefern.      Die    Bi- 

nomialentwicklungen  (n-\-iy+^,  (w  +  l)%  (m+1)'~S  (n-\-iy----- 
sind  aber  bekannt,  da  c  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  und  können  in 
die  Formel  für  S(n  -\-  1)°  eingesetzt  werden.  Erwägt  man  ferner, 
dass  (n  -\-  IV  =  S(n-\-  1)"  —  Sn",  so  findet  man  einestheils  (w-|-  1)'^ 

=  11'  -f-  cn'^~'^  -\ — ■—  n'~^  -\-  ■  ■  ■   und  andern theils 

{n  +  1)^  =  x[ic  +  1) if  +  ^£±1^  n^-^  +  ^'\']l^'-'^  r,-^  +  •  - •] 

+  ^[(c-l)w^-2  +  ---] 
+ 
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Coefficientenvergleichiuig  gleichhoher  Potenzen  von  n  liefert: 

l=.-c(c+  1) 

(c+l)c    , 
C  =X^    ^^    '     -\-1JC 

C(C— 1)  (C+1)C(C—  i)      ,  C(C—  1)      ,  .  -.v 

c(c-l)(c-2)  _      (c  +  l)e(e-l)(e-2)  c(c-l)(c-2) 

6  ~^  24  f"2/  6 


.        (c— l)(c  — 2)    .        ,         oN 
+  2  ^i^^ +  it  (c  —  2). 


1  1  c 

Daraus  findet  man  aber  der  Reihe  nach:  x  =      ,      ,  !l  =  ^ ,  ^  ^  t^, 

It  =  0.  Nachdem  die  ersten  Coefficienten  x,  y,  z  und  das  Ver- 
schwinden von  u  ermittelt  ist,  kann  neben  S{n  -j-  1)*^  auch  ^(w —  1)'' 
angesetzt  und  die  Dilferenz  (h.  -j-  1)-  +  *'''  =  ^  ('*  +  1)"^  —  '^'(w —  1)'^ 
==  a;  [«  +  1)^+'  —  (m  —  iy+']  +  y  [(,»  +  1/  —  {n  —  1/]  + 

z\{n  + 1)^-1  —  («  —  ly-i]  +  *(  [(« +  iy-2  —  (»  —  l)=-2]  1^ 

ins  Auge  gefasst  werden.  Die  Klammerausdrücke  sind  abwechselnd 
gerade  und  imgerade  Functionen  von  n.  Daher  zerfallt  die  Gleichung 
in  zwei,  deren  eine  die  Potenzen  )f,  if^-,  n"—^  u.  s.  w.  enthält,  die 
andere  die  übrigen.     Sie  heissen: 

zn^  +  ^^  n^--  +  '"^-'^^'l'^'r''  r,'^  +  ■  ■  • 

=  x{{n  +  iy+'  —  [H  -  ly+i]  +  .r[(»  +  l>-i  -  («_  l)c-ij 
+  i;[(M+  l)'^-3  — (w  — l)=-3]  4-... 

^"         ^^  1  ■  2  •  3         "  ^  1  .  2-.  3  •  4  •  5  "  ^ 

=  y [(«.  + 1)^  —  (»  -  ly]  + «[( M  + 1  )^--  -  (n — \y--]  +  •  • .. 

In  der  zweiten  Gleichung  ist  die  linke  Seite  —  [(m -|- l)"'  —  (n  —  1)'], 
rechts    steht    (wegen    //  =  _, j    die    Summe    ,,  [(h  +  ly  —  (n  —  l)*"] 

-j-  u  \{n  -\-  VY"-  —  (n  —  iy~']  +  •  •  •  •  Mithin  müssen  u  und 
überhaupt  die  Coefficienten  von  \{v  -\-  l)'-"'"^^  —  (n  —  l)"^"-^]  ver- 
schwinden. 

S.  31^6.  Die  Kyheia  Caramuel's  ist  keine  besondere  Schrift, 
sondern  nur  ein  Kapitel  seiner  Mathesis  biceps,  in  deren  IL  Bande 
es  pag.  972 — 995  als  ünterabtheilung  des  Syntagma  sextum  Com- 
binatoria  zu  finden  ist. 

S.  342.  Die  erste  Ausgabe  von  De  Moivre's  Dodriiic  of  chances 
ist  nicht  von  171G,  sondern  von  1718. 
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S.  31)4.  Es  giebt  nur  eiue  Ausgabe  vou  Taylor 's  Methodus 
increnioitonon,  nämlich  von  1715.  Im  Jahre  1717  wurde  nur  ein 
neues  Titelblatt  gedruckt,  also  eine  sogenannte  neue  Titelausgabe 
veranstaltet,  was  darauf  schliessen  lässt,  dass  der  Absatz  kein  sehr 
befriedigender  gewesen  sein  kann. 

S.  369.  Auch  am  Schlüsse  der  Methodus  incrementorum  kehrt 
die  Betrachtung  endlicher  Differenzen  noch  einmal  wieder,  indem  bei 
Gelegenheit  der  Aufgabe  der  athmosphärischen  Lichtbrechung  auf 
S.  112 — 114  eine  Differenzengleichung  integrirt  wird. 

S.  404.  Die  erste  Veröffentlichung  von  New  ton 's  Enumeratio 
fand  1704  statt;  die  Jahreszahl  1706  ist  ein  Versehen. 

S.  408.  Der  Satz,  eine  Curve  S'"*"  Grades  sei  durch  sieben  ihrer 
Punkte  gegeben,  und  man  könne  ohne  Rechnung  deren  Construetion 
finden,  ist  schon  in  Newtons  zweitem  Briefe  an  Leibniz  vom 
24.  October  1(376  ausgesprochen.  Daraus  schliessen  zu  wollen,  die 
ganze  Enumeratio  gehe   bis   auf  1676  zurück,   dürfte   allzukühn  sein. 

S.  429.  Jacob  Bernoulli  veröffentlichte  zuerst  in  Basel  im 
Jahre  1700  eine  kleine  Schrift:  Jacohi  Bernotdlü  ad  fratrem  suuni 
Johannen!  Bernoulli  epistola  cum  annexa  solutione  propria  problematis 
isoperiinetrici,  von  welcher  ein  Theil,  im  wesentlichen  eine  Anzahl 
von  Beispielen,  in  den  A.  E.  vom  Juni  1700  abgedruckt  wurde.  Der 
in  den  A.  E.  fehlende,  auch  später  in  die  Gesammtausgabe  von  Jacob 
BernouUis  Schriften  nicht  übergegangene  Theil  des  Briefes  von  1700 
ist  1792  durch  Charles  Bossut  in  der  vou  dem  Abbe  Rozier 
geleiteten  Zeitschrift:  Ohservations  sur  la physique,  sur  l'histoire  naturelle 
et  sur  les  arts  T.  XLI,  p.  161 — 173  erneut  zum  Abdruck  gebracht 
worden. 

S.  437.  Darüber,  wie  es  mit  der  vou  Johann  Bernoulli 
unter  dem  1.  Februar  1701  der  Pariser  Akademie  ver.siegelt  einge- 
reichten Abhandlung  gegangen  ist,  haben  im  Besitze  der  Stockholmer 
Akademie  befindliche  Briefe  von  Varignon  an  Joh.  Bernoulli 
Licht  verbreitet.  Varignon  schrieb  am  27.  Februar  1701  an  Johann 
Bernoulli,  dessen  Bruder  Jacob  habe  an  ihn  einen  übei-aus  groben 
Brief  über  seine  Parteilichkeit  für  Johann  gerichtet  und  habe  in  Aus- 
sicht gestellt,  er  woUe  bei  der  Eröifiiung  des  Umschlages  zugegen 
sein.  Darauf  habe  er,  Varignon,  im  Einverständnisse  mit  De  L'Höpital, 
Jacob  zugesagt,  Johanns  Abhandlung  werde  zurückgezogen  werden; 
er  bitte  also  Johann,  Anordnungen  in  diesem  Sinne  zu  treffen. 
Johann  muss  das  wohl  gethan  haben,  denn  am  23.  März  1701  schickte 
Fontenelle,  der  Secretär  der  Akademie,  das  Packet  an  Johann  Ber- 
noulli  zurück,   der   es  uneröffnet  aufbewahrte,   und  der  es  nach  dem 
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am  16.  August  1705  erfolgten  Tode  des  Jacob  Bemoulli  neuerdings 
nach  Paris  schickte.  Es  trug  damals  das  noch  unverletzte  Siegel  der 
Pariser  Akademie,   welches   erst  in  der  Sitzung  vom    17.  April   1706 

ööentlich  erbrochen  wurde. 

1  -i-  z' 
S.  442.     Die  von  Taylor  benutzte  Form  x  =  - '        — r- 

geht  in  die   andere  Form    -. ^         .„    über,    wenn   man   a   durch 

°  {az  +  yi—a'Y  ' 

■j/l  —  a^  ersetzt. 

S.  458.  Noch  bevor  Daniel  Bemoulli  seine  Untersuchungen 
über  die  Riecati'sche  Gleichung  in  den  A.  E.  von  1725  veröffentlichte, 
gab  er  sie  1724  in  Venedig  in  Druck  in  seinem  Buche:  DanieJis 
BernouUii  exercltationes  quaedam  »latheiiiaticae,  pag.  77 — 80. 

S.  460.  Von  dem  Leben  Goldbach's  vor  seiner  italienischen 
Reise  wissen  wir  noch,  dass  er  1718  einige  Zeit  in  Schweden  zu- 
brachte. 

Heidelberg,  April  1898. 

Moritz  Cantor. 
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82.  Kapitel. 

Geschiclite  der  Matlieinatik.     Klassikerausgaben. 
Elemeiitargeometrie. 

Die  gleichen  Namen,  welche  am  Schlüsse  des  VIIT.  Abschnittes 
im  I.  Baude  dieses  Werkes  auftraten,  imd  welche  als  die  der  Träger 
einer  neuen  Zeit  angekündigt  wurden,  eröffneten  im  U.  Bande  den 
IX.  Abschnitt.  Ein  ähnlicher  AbschUiss  wie  dem  I.  Bande  konnte 
auch  dem  11.  gegeben  werden,  ein  Zeichen  dafür,  dass  die  von  uns 
benutzte  Eintheilung  keine  bloss  äusserliche  ist.  Der  XV.  Abschnitt 
kündigte  in  seinen  letzten  Sätzen  wieder  zwei  Männer  an,  Leibniz 
und  Newton,  deren  geschichtliche  Bedeutung  es  bilden  sollte,  Me- 
thoden, welche  vorher  den  Gipfelpunkt  bezeichneten,  bis  zu  welchem 
nur  besonders  ausgewählte  Geister  aufzusteigen  vermochten,  der  All- 
gemeinheit zugänglich  zu  machen.  Auf  dem  früher  unerreichbar 
steilen  Gipfel  konnte  man  nunmehr  daran  denken,  einen  neuen  mächtig 
in  die  Höhe  ragenden  Bau  aufzuführen,  an  dessen  Errichtimg  aber- 
mals Jahrhunderte  gearbeitet  haben,  und  noch  immer  arbeiten. 

Werden  wir  den  XVT.  Abschnitt  damit  beginnen  können,  die 
wissenschaftliche  Thätigkeit  eben  jener  beiden  Männer  genau  zu 
schildern?  Was  wir  in  den  vorhergehenden  Zeilen  über  die  Bedeu- 
tung von  Leibniz  und  Newton  ausgesprochen  haben,  genügt,  um  die 
aufgeworfene  Frage  zu  verneinen.  Noch  war  die  Infinitesimalrech- 
nung das  letzte  Ziel  mathematischen  Denkens.  Noch  boten  niedriger 
gelegene  Gebiete  Raum  und  Gelegenheit  zu  erfolgreicher  Forschimg. 
Ihre  Geschichte  haben  wir  gleichfalls  zu  erzählen,  und,  wie  uns  däucht, 
ist  es  nicht  bloss  der  seitherigen  Darstellung  insbesondere  des  XIV. 
imd  XV.  Abschnittes  entsprechender,  sondern  in  der  That  sachge- 
mässer,  auch  die  di-ei  Abschnitte  dieses  letzten  Bandes,  deren  jeder 
eine  Zeitdauer  von  ungefähr  30  Jahren  umfassen  soU,  so  zu  gliedern, 
dass  die  einzelnen  Kapitel  etwa  der  Schwierigkeit  der  in  ihnen  be- 
arbeiteten Gegenstände  ihre  Rangfolge  verdanken,  während  als  Ein- 
leitung diejenigen  Arbeiten  besprochen  werden  sollen,  welche  inner- 
halb des  jedesmaligen  Zeitraumes  geschichtlichen  Untersuchungen 
sich  zuwandten. 
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Im  gegenwärtigen  Absclmitte  sind  es  drei  Männer,  von  welclien 
wir  geschichtliclie  Leistungen  zu  erwähnen  haben,  ein  Deutscher, 'ein 
Engländer,  ein  Franzose. 

Georg  Albrecht  Haniberger')  (1662  —  1716)  war  Professor 
der  Mathematik,  später  der  Physik  an  der  Universität  Jena.  Er  hat 
1694  zwei  Schriften  herausgegeben,  deren  Titel  beanspruchen  dürfen 
hier  genannt  zu  werden:  De  meritis  Germanorum  in  mathesin  imd 
De  usu  matlieseos  in  tlieologia. 

John  Wallis  (1616 — 1703)  ist  uns  im  vorigen  Bande  wieder- 
holt begegnet  [Bd.  II,  S.  628  imd  häufiger].  Sein  Treatise  of  Algebra 
both  historical  and  practical  tvitJi  some  additional  treatises  (London  1685) 
ist  in  lateinischer  Bearbeitung  1693  im  11.  Bande  der  Werke  von 
Wallis  abermals  gedruckt.  Auf  den  Werth  dieser  Algebra  als  solcher 
kommen  wir  später  zu  reden,  über  deren  geschichtlichen  Theil  müssen 
wir  das  Urtheil  ergänzend  wiederholen,  welches  wir  [Bd.  II,  S.  722 
Note  3]  gelegentlich  aussprachen.  Er  ist  überhaupt  kein  geschicht- 
licher Theil,  sondern  eine  von  englischem  übermässigem  National- 
stolze beeinüusste  Parteischrift.  Eine  Verherrlichung  von  Thomas 
Harriot,  von  Isaac  Newton,  von  Wallis  selbst  ist  beabsichtigt, 
und  namentlich  der  erstgenannte  hat,  wenn  man  Wallis  Glauben 
schenkt,  so  ziemlich  AUes  erfunden,  was  von  hervorragender  Wichtig- 
keit in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  ist.  Durch  das  Studium 
Harriots  soll  z.  B.  Descartes  auf  den  Satz  von  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolge  gekommen  sein'),  von  welchem  jener  nicht  ein  Wort 
gesagt  hat,  noch  sagen  konnte,  weil  für  ihn  negative  Wurzeln  nicht 
vorhanden  waren.     Sich    selbst  schreibt  Wallis   die   Ausziehung  der 


Kubikwurzel  aus  einem  Binomium  V  A  +  Y^t  ^^j  ^^  ^^^  diese  Lehi'e 
und  ihre  Anwendung  bei  dem  irreductiblen  Falle  der  Gleichung  dritten 
Grades  ei-funden  haben  ^),  Dinge  von  damals  schon  mehr  als  himdert- 
jährigem  Alter.  Das  schlimmste  war,  dass  kritiklose  Leser  den  zu- 
versichtlich ausgesjjrochenen  Behauptungen  vertrauten,  imd  so  ent- 
standen Irrthümer,  welche  lange  Zeit  unangefochten  von  Lehrbuch 
zu  Lehrbuch  sich  forterbten. 

Claude  Fran^ois  Milliet  Dechales^)  (1621  —  1678)  in 
Chambery  in  Savoyen  geboren,  war  Mitglied  des  Jesuitenordens  vmd 
.^fand  bald  als  Missionar  in  der  Türkei,  bald  als  Lehrer  an  verschie-' 
denen  Anstalten,  in  Marseille,  in  Lyon,  in  Chambery,  Verwendung. 
Sein  Cnrsits  seu  Mnndus  mathematicus  erschien  1674  in  Lyon  in  drei 
Foliobänden,  und  1690  folgte  eine  auf  vier  Bände  angewachsene  aber 


■)  Poggendoiff  I,  1007.         »)  Wallis  Opera  11,   171.         ^)  Ebenda  187. 
*)  Biographie  universelle  VII,  637  s.  v.  Challe. 
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dadurch  keineswegs  verbesserte  zweite  Auflage.  Decliales  war  iu- 
zwisclien  längst  verstorben,  so  dnss  es  zweifelhaft  erscheinen  könnte, 
wie  weit  man  berechtigt  ist,  ihn  für  die  108  Seiten  starke  Abhand- 
lung Tracfatiis  prooemialis  de  jiroyrcssu  matheseos  et  ülustrihus  mathe- 
maticis,  welche  in  der  zweiten  Auflage  das  Werk  eröffnet,  während 
die  erste  Auflage  sich  durch  ihr  Fehlen  vortheilhaft  auszeichnet, 
verantwortlich  zu  machen.  Der  Zweifel  schwindet  jedoch  gegenüber 
der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage.  Pater  Aime  Varcin,  der  durch 
den  Bruder  des  Verstorbenen  mit  der  Aufgabe  den  Neudruck  zu 
leiten  betraut  war,  und  dem  Dechales'  schriftlicher  Nachlass  dazu  zur 
Verfügung  stand,  erklärt  dort  ausdrücklich,  er  habe  jene  Abhandlung, 
welcher  er  nicht  genug  Lobsprüche  ertheilen  kann,  vorgefunden. 
Fachmänner  sind  nicht  im  Stande,  jenem  Lobe  zuzustimmen,  ver- 
mögen vielmehr  zu  Dechales'  Entschuldigung  höchstens  zu  vermuthen, 
dieser  habe  nur  einen  ersten,  keineswegs  für  die  Oeffentlichkeit  be- 
stimmten Entwurf  niederzuschreiben  die  Zeit  gehabt,  den  er  vor  dem 
Drucke  noch  Zeile  für  Zeile  abgeändert  haben  würde.  Wäre  dem 
nicht  so,  so  u^isste  man  dem  strengen  Urtheile  sich  anschliessen, 
welches  einer  der  gründlichsten  Kenner  des  Alterthums  gefällt  hat'): 
„Wer  dieses  oft  gelobte  Buch  nicht  gelesen  hat,  hat  gar  keine  Vor- 
stellung davon,  mit  welcher  Gedankenlosigkeit  diese  vorgebliche  Ge- 
schichte der  Mathematik  zusammengestoppelt  ist."  Kein  Mensch 
kann  es  Dechales  zum  Vorwurfe  machen,  dass  ihm  damals  nur  hand- 
schriftlich zerstreut  vorhandene,  aber  noch  nicht  herausgegebene  Schrift- 
steller xmbekauut  waren;  auch  das  mangelnde  Quellenstudium  der  be- 
reits gedruckten  Mathematiker  könnte  man  allenfalls  entschuldigen; 
wenn  er  nur  wenigstens  die  Schriften  von  Ramus  (Bd.  II,  S.  504),  von 
Vossius  (Bd.  II,  S.  600)  genügend  benutzt  hätte!  Und  unter  allen 
Umständen  rechtfertigt  sich  der  härteste  Dechales  gemachte  Vorwurf, 
der  der  Gedankenlosigkeit,  durch  die  fortwährend  zu  Tage  tretenden 
Verwechslungen,  aus  welchen  der  Leser  nicht  klug  werden  kann,  wenn 
er  nicht  selbst  mit  besseren  Kenntnissen  versehen  ist,  als  sie  bei 
Dechales  ihm  aufgetischt  werden.  Man  weiss  aus  Proklus  (Bd.  I, 
S.  124),  dass  ein  Bruder  des  Stesichorus  als  Geometer  gerühmt  wurde. 
Dessen  Name  wird  bald  Mamerkus,  bald  Mamertinus,  bald  Ameristus 
geschrieben;  im  Tractatus  prooemialis  pag.  7  heisst  es:  Thaleti  proxime 
successit  Mamertinus  insignis  Geomctra  quiqiie  multa  geometrica  adin- 
venisse  dicitur.  Eeodetn  fere  tempore  vixit  Amethistus  ....  Frater 
fuit  Stesichori  poelac.  Aus  einem  Mathematiker  sind  mithin  deren 
zwei    geworden.     Geminus  von  Rhodos   lebte    zu    drei    verschiedenen 


•)  Nesselmaun,  Die  Algebra  der  Griechen  S.  li — V>. 
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Zeiten:  auf  pag.  8  vor  Euklid,  auf  pag.  79  als  Zeitgenosse  Ciceros 
und  Sullas,  auf  pag.  11  und  pag.  47  als  Lehrer  des  Proklus  im  IV 
nachcliristliclien  Jahrliunderte.  Dieser  letzteren  Zeit  gehörte  gemäss 
pag.  11  auch  Eudemus  an.  Theon  von  Smyrua  hat  zweimal  gelebt: 
auf  pag.  61  im  IL,  auf  pag.  12  und  pag.  30  im  XII.  Jahrhunderte. 
Auf  der  ersten  Kolumne  von  pag.  13  wird  zum  XV.  Jahrhrmderte 
berichtet:  Frater  lucas  de  Burgo  sandi  sepidchri  Minorita  de  Geometria 
et  de  divina  proportione  scripsit;  auf  der  zweiten  Kolumne  heisst  es: 
1508  Frater  Lucas  Patiolus  Burgensis  Minorita  traetatum  edidit  geo- 
metricum  Italiciim  de  menswatione  scilicet,  et  productione  corporum 
sphaerae  inscri2)tihilkmi.  Dass  hier  nur  eine  und  dieselbe  Persoq  ge- 
meint ist,  ist  schwer  zu  erratheu.  In  ähnlichem  Widerspruche  steht 
pag.  13:  Decimo  quinto  saecido  Joannes  de  Montercgio  inter  nmlta 
opus  de  triangulis  edidit  tarn  de  rectilineis,  quam  sphaericis  zu  pag.  14: 
15C1  Joannes  Eegiomontamis  Trigonometriam  edidit.  Wie  es  nun  gar 
mit  der  Vollständigkeit  beschaffen  ist,  dafür  mag  als  Beispiel  dienen, 
dass  keine  einzige  algebraische  Schrift  des  Cardano  genannt  ist. 

Den  geschichtlichen  Werken  schliessen  wir  das  Auftreten  von 
in  regelmässiger  Wiederkehr  erscheinenden  Schriften  an,  in  welchen 
neue  wissenschaftliche  Ergebnisse  mitgetheilt  werden  konnten,  was 
früher,  wie  wir  wissen,  sofern  der  Urheber  die  Buchform  nicht  wählen 
wollte,  oder  nicht  zu  wählen  im  Stande  war,  nur  durch  gelehrten 
Briefwechsel  zu  geschehen  pflegte.  Gelehrte  Gesellschaften  fanden 
derartige  Veröffentlichungen  seit  ihrem  Entstehen  als  ihren  Zwecken 
entsprechend. 

Die  Accademia  del  Cimento  (Bd.  II,  S.  607),  gegründet  im 
Jimi  1657,  aber  schon  1667  wieder  geschlossen  —  wie  man  sagt, 
weil  der  Papst  die  Verleihimg  des  Cardinalhutes  an  Leopold  von 
Medici,  den  Gründer  jener  Akademie,  an  diese  Bedingung  knüpfte  — 
gab  1667  das  während  der  zehn  Jahre  ihres  Bestandes  durch  ihren 
Sekretär  Lorenzo  Magalotti  (1637 — 1712)  geführte  Tagebuch  ihrer 
Sitzungen  heraus. 

Die  Royal  Society  in  London  constituirte  sich  nach  wohl 
zwölfjährigem  geheimen  Bestehen  am  16.  November  1660  öffentlich 
und  erhielt  1662  die  königliche  Bestätigung").  Ihr  erster  Präsident 
war  Lord  Brouucker  (Bd.  II,  S.  698),  ihr  Sekretär  Heinrich 
Oldenburg^)  (1626—1678)  neben  John  Wilkins»)  (1614—1672). 
Ersterer  in  Bremen  geboren,  war  1653  als  Consul  seiner  Vaterstadt 
nach  England   übergesiedelt  und  hatte   später  als  Hofmeister  einiger 


')  A.  Hume,  The  learned  societies  etc.  (London,  1853)  pag.  67.       =)  Rees, 
Cijclopaedia  XXV  (London,  1819).     ^)  Ebenda  XXXVIII  (London,  1819). 
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jungen  Adligen  Eingang  in  hochgestellte  Familien  gewonnen.  Die 
Royal  Society  bediente  sich  seiner  zur  Führung  des  auswärtigen  Brief- 
wechsels und  insbesondere  auch  zur  Herausgabe  der  akademischen 
Schriften,  welche  den  Namen  der  Fhilosophical  Transactions  erhielten. 
Der  erste  Band  gilt  für  das  Jahr  1G65. 

Die  Gründung  der  Pariser  Aeademie  des  sciences  fällt  in 
das  Jahr  lG6(i  (Bd.  II,  S.  G18).  Ihr  Sekretär  war  Jeau  Baptiste 
Duhamel')  (1624 — 170G),  ein  Mitglied  der  Congregation  des  Orato- 
riums imd  seit  1656  Almoseuier  des  Königs  Ludwig  XIV.  Daneben 
bekleidete  er  die  Professur  der  Philosophie  am  College  de  Frauce. 
Duhamel  gab  in  der  Histoire  de  V Aeademie  des  sciences  einen  sehr 
unregelmässigen  und  unvollständigen  Bericht  über  den  Inhalt  der 
Sitzungen  dieser  gelehrten  Körperschaft,  und  erst  seit  deren  neuen 
Satzungen  von  1699  lenkte  die  Veröffenthchuug  in  geregelte 
Bahnen  ein. 

Aber  inzwischen  waren  wissenschaftliche  Zeitschriften  eutstanden, 
welche  auch  allgemeineren  Wünschen  durch  die  Einrichtung  ent- 
gegenkamen, dass  sie  nicht  nur  solche  Mittheiluiigen  brachten,  welche 
vorher  in  einer  Sitzung  einer  Akademie  hatten  vorgetragen  werden 
können.  Die  erste  solche  Zeitschrift  war  das  Journal  des  Sgavans 
und  weil  sie  die  erste  war,  mag  von  ihrer  Geschichte  etwas  ausführ- 
licher die  Rede  sein-).  Denis  de  Sallo,  Sieur  de  la  Coudraye 
(1626—1669)  war  seit  1652  Xachfolger  seines  Vaters  als  Parlaments- 
rath  in  Paris.  Sein  wesentlicher  Charakterzug  war  eine  auf  alle 
Gebiete  sich  erstreckende  Wissbesderde,  die  er  dadurch  zu  befi'iedigeu 
suchte,  dass  er  las  was  immer  neu  erschien,  und  dass  er  Leute  be- 
soldete, welche  für  ihn  die  Stellen  abschrieben,  die  er  bezeichnete, 
und  denen  er  Bemerkimgen  und  eigene  Gedanken  zu  diesen  Stelleu 
in  die  Feder  diktirte.  Auf  Grund  dieser  Sammlung  von  wichtigen 
Auszügen  war  De  Sallo  iu  den  Stand  gesetzt,  binnen  sehr  kurzer 
Zeit  Abhandlungen  über  die  entlegensten  Dinge  zu  verfassen,  imd  so 
lehrte  ihn  die  eigene  Erfahrung  den  Nutzen  gut  gemachter  Bücher- 
auszüge. Er  fasste  den  Gedanken  einer  Zeitschrift,  welche  ihrem 
Leserkreise  das  biete,  was  er  für  sich  allein  mit  grossem  Kosten- 
aufwand zu  beschaffen  sich  gewöhnt  hatte.  Er  fand  Mitarbeiter, 
welche  bereit  und  befähigt  waren,  auf  seinen  Plan  einzugehen,  da- 
runter den  Abbe  Jeau  Gallois")  (1632 — 1707),  Professor  des  Grie- 
chischen am  College  Royal  zu  Paris,  der  zu  derartigen  Arbeiten  wie 


')  NouvcUe  Biogra/ihie  unirerseUc  XV,  90—102  (Paris,  1S56).  -)  Jacques 
Boyer,  Denif  de  Sallo  fondateur  du  Journal  des  Snavans  et  son  oeuvre  in  der 
Revue  scientifique  (Revue  rose)  I,II,  400 — 401  vom  23.  September  1893.  ')  Nou- 
velle  Biographie  universelle  XLX,  326—327  (Paris  1857). 
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geboren  erschien.  Der  damals  allmiiclitige,  den  Wissenschaften  gün- 
stige Minister  Colbert  (1619  —  1683)  wurde  ins  Interesse  gezogen 
und  liess  der  neuen  Zeitschrift  ein  Privilegium  zu  Theil  werden,  und 
am  Montag  5.  Januar  1665  erschien  die  erste  Nummer  des  Journal 
des  S9avans  auf  anderthalb  Druckbogen  in  Quart.  Als  Herausgeber 
war  Hedouville  genannt,  ein  Diener  De  Sallos.  Die  Auszüge  waren 
aber  auch  Kritiken,  und  so  zahm  diese  gehalten  waren,  verliehen  sie 
doch  der  Zeitschrift  eine  gewisse  Macht  und  schufen  ihr  Feinde. 
Besonders  verhasst  war  sie  dem  Jesuitenorden,  De  Sallo  war  über- 
dies des  Janseuismus  verdächtig,  und  als  nun  gar  eine  Stelle  gedruckt 
wurde,  welche  als  Tadel  einer  Inquisitiousmassregel  aufgefasst  werden 
konnte,  trat  der  päpstliche  Nuntius  als  Kläger  auf  Colbert  sah  sich 
genöthigt.  De  Sallo  die  Fortführvmg  der  Zeitschrift  zu  untersagen. 
Seine  eigentliche  Herzeusmeinuug  äusserte  sich  dadurch,  dass  er  De 
Sallo,  um  ihn  für  den  Verlust  zu  entschädigen,  in  der  Finanzver- 
waltung unterbrachte  und  die  Leitung  der  Zeitschrift,  welche  nicht 
unterdrückt  wurde,  dem  seitherigen  Mitarbeiter  Gallois  übertrug,  in 
dessen  Händen  sie  1666  bis  1675  blieb.  Von  1675  bis  1686  war 
Abbe  La  Roque  der  Herausgeber,  auf  ihn  folgte  der  Präsident 
Cousin,  imd  1701  übernahm  der  Staat  die  Zeitschrift,  mit  deren 
Leitung  eine  Vereinigung  mehrerer  Gelehrten  betraut  wurde.  Das 
ist  die  Gestalt,  in  welcher  sie  bis  1792  fortbestand,  in  welcher  sie 
1816  neubegründet  wurde. 

Das  Pariser  Journal  des  S^avans  wurde  das  VorMld  der  von 
1682  bis  1774  in  Leipzig  herausgegebenen  Acta  Eruditoruni,  seit  1707 
Nora  Acta  Eruditoruni,  welche  Otto  Mencke')  (1644—1707)  ins 
Leben  rief 

In  Holland  wurden  ähnliche  Unternehmungen  ins  Werk  gesetzt, 
die  Nouvelles  de  la  repulliqiie  des  lettres  1684 — 1718,  die  BiUiothcque 
itniverselle  et  historiqne  1686 — 1693,  die  Histoire  des  oiivrages  des  sa- 
vants  1687  — 1709,  denen  insgesammt  ein  nur  kleines  Format  — 
Duodez  —  gegeben  wurde. 

Das  sind  die  wichtigsten  Fundorte  für  Eiuzelveröffentlichuno'en 
zunächst  in  der  Zeit,  mit  welcher  dieser  Abschnitt  sich  beschäftigt, 
aber  auch  noch  über  jene  Zeit  hinaus. 

Als  gleichfalls  an  die  geschichtlichen  Arbeiten  sich  anschliessend 
nannten  wir  die  Veranstaltung  von  Ausgaben  klassischer  Schriftsteller. 
Deren  Anzahl  beginnt  aus  einem  doppelten  Grunde  abzunehmen. 
Erstens  gab  es  uachgrade  schon  Ausgaben  der  am  meisten  berühmten 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXI,  312 — 313   (Artikel  von  Mutzen- 
becher). 
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Werke  des  Alterthums,  dem  eigentlichen  Bedürfnisse  war  also  schon 
genügt;  und  zweitens  hat  die  zweite  Hälfte  des  XVII.  Jahrh.  wenig- 
stens in  Frankreich  und  England  eher  eine  Abneigung  gegen  das 
Alterthum,  eine  Minderschätzung  seiner  Leistungen,  als  eine  besondere 
Vorliebe  desselben,  welche  kritische  Ausgaben  hätte  ins  Leben  rufen 
können,  heranwachsen  sehen.  Beide  Gründe  wirkten  gemeinsam, 
wenn  auch  nicht  so  zwingend,  dass  nicht  Ausnahmen  von  der  Regel 
in  den  meisten  Ländern  Europas  zu  verzeichnen  wären. 

Iii  Paris  gab  Claude  Perrault  (1613  — 1688),  ein  Mann  von 
vielseitiger  Bildung,  der  uns  im  91.  Kapitel  wiederbegeguen  wird, 
1673  den  Vitruv  heraus.  Ebenda  erschien  1693  unter  dem  Titel 
Veteritm  niathematicorum  opeia  omnia  eine  von  Melchisedech  The- 
venot  veranstaltete  Sammlung  alter  Kriegsschi-iftsteller.  In  Amster- 
dam besorgte  Wilhelm  Goesius  1674  die  römischen  Feldmesser 
ziuu  Drucke. 

In  England  begegnen  wir  einer  Persönlichkeit,  welche  mit  min- 
destens gleicher  Vorliebe  die  Veröffentlichung  von  Schriften  der 
jüngsten  Vergangenheit  neben  solchen  des  Alterthums  nach  Kräften 
förderte.  Wir  meinen  John  Collins^)  (1625  — 1683).  Er  war  in 
seiner  Jugend  Lehrling  bei  einem  Buchhändler;  später  ging  er  zum 
Rechenfache  über;  wähi-end  der  englischen  Revolution  war  er  Schiffs- 
mann. Nach  der  Wiederherstellung  des  Königthums  kamen  für  Col- 
lins  ruhigere  und  auch  bessere  Zeiten.  Von  einem  königlichen  Jahi-es- 
gehalte  lebend,  wui'de  er  Mitglied  der  Royal  Society.  Er  führte 
einen  so  ausgedehnten  gelehrten  Briefwechsel,  dass  derselbe  von  ge- 
schichtlicher Wichtigkeit  für  die  Entdeckungen  des  letzten  Drittels 
des  XVII.  Jahrh.  geblieben  ist,  trotzdem  grade  damals,  wie  wir  oben 
sagten,  Akademieschriften  und  Zeitschi-iften  die  Briefwechsel  in 
grossem  Maassstabe  allmälig  verdrängten.  CoUins  also  vermittelte 
1668  den  Druck  der  mit  Zusätzen  von  Pell  versehenen  Brancker- 
schen  Uebersetzung  der  Algebra  von  Rahn  (Bd.  El,  S.  708).  Er  soll 
bei  Herausgabe  der  Algebra  von  Kersey  1673  — 1674  betheiligt 
gewesen  sein.  Er  übergab  1675  Bearbeitungen  der  Werke  des 
Archimed,  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  dem  Drucke,  welche 
Isaac  Barrow  verfasst  hatte,  und  auch  schon  1669  —  1G70  eigene 
Schriften  desselben  Gelehrten.  Wenn  CoUins  auch  eine  Mitwirkung 
bei  dem  Drucke  der  1687,  mithin  vier  Jahre  nach  seinem  Tode  er- 
schienenen Algebra  des  Wallis  nachgerühmt  wird,  so  kann  dieselbe 
höchstens  darin  bestanden  haben,  dass  er  den  Verfasser  zur  Heraus- 
gabe ermunterte. 


')  National  Biography  XI,  369  (London,  1887,  edited  by  Lcslie  Stephen) 
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Wir  haben  Isaac  Barrow')  (1630  — 1677)  geuauiit.  Er  war 
in  erster  Linie  und  aus  vollster  Ueberzengung  Theologe,  aber  um 
ein  guter  Theologe  zu  sein,  musste  er,  wie  von  einem  Lobredner  ge- 
sagt worden  ist,  Chronologie  verstehen,  Chronologie  schliesst  Astro- 
nomie, Astronomie  Mathematik  ein,  und  auf  diese  Weise  wu.rde 
Barrow  zum  Mathematiker.  Die  Anfänge  seiner  Laufbahn  waren 
schwierig.  Barrow  gehörte  gleich  Lord  Brouncker,  gleich  John  Wallis, 
gleich  William  Oughtred  der  strenggläubigen  Partei  au  und  musste 
die  Verfolgungen  erdulden,  unter  welchen  alle  seine  Gesinnungs- 
genossen litten.  Bei  Wiedereinsetzung  des  Königthums  erhielt  Barrow 
die  sogenannte  Gresham-Professur  der  Geometrie.  Er  gab  sie  1663 
wieder  auf,  als  er  zu  der  damals  durch  letztwillige  Verfügung  von 
Henry  Lucas  gegründeten  Professur  der  Geometrie  nach  Cambridge 
berufen  wurde,  und  auch  diese  Stellung  legte  er  1669  zu  Gunsten 
seines  Schülers  Isaac  Newton  nieder,  um  von  da  an  geistliche 
Aemter  zu  verwalten.  Die  frühsten  mathematischen  Arbeiten  Barrows 
greifen  bis  1655  zurück,  wo  er  die  Elemente,  und  1657,  wo  er  die 
Daten  Euklids  in  lateinischen  Bearbeitungen  veröffentlichte,  welche 
1676  abermals  gedruckt  wurden  und  bis  zum  Anfange  des  XVIII.  Jahrh. 
in  England  ausschliesslich  in  Gebrauch  blieben.  Dann  folgten  1675 
jene  vorerwähnten,  durch  Aufforderung  von  Co  Hins  hervorgerufenen 
Bearbeitungen  der  Werke  des  Archimed  und  der  Kegelschnitte  des 
Apollonius,  auch  eine  Bearbeitung  der  Sphärik  des  Theodosius.  Die 
Archimedbearbeitimg  enthält  auch  die  aus  einer  arabischen  Ueber- 
setzung  1659  durch  Samuel  Foster  (Bd.  II,  S.  539)  bekannt  ge- 
wordenen Wahlsätze  (Bd.  I,  S.  256).  Eine  nachgelassene,  1678  ge- 
druckte Schrift  Barrows  Lectio  in  qua  theoremata  Archimedis  de  sphaera 
et  cyUndro  per  methodum  indivisibilium  investigata  exhibentur  darf  hier 
gleichfalls  genannt  werden. 

Mit  der  wirklichen  Herausgabe  des  Archimed  uud  zwar  in 
deutscher  Sprache  beschäftigte  sich  Johann  Christoph  Sturm-) 
(1635 — 1703).  Er  hat  schon  während  der  Zeit,  dass  er  als  Prediger 
zu  Deiuingen  im  Oettingschen  angestellt  war,  1667  eine  deutsche 
Uebersetzung  der  archimedischen  Sandeszahl  veröffentlicht,  und  als 
er  1669  als  Nachfolger  von  Abdias  Trew  zum  Professor  der  Mathe- 


')  National  Biograph])  III,  299  —  305  (London,  1885,  eclitetl  by  Leslie 
Stepben).  W.  W.  Reuse  Ball,  A  history  of  tlic  stiuli/  of  mathcmntics  at  Cam- 
bridge pag.  46  —  49  (Cambi-idge,  1889).  Opera  mathematica  Barrowii  (18G0  ed. 
Whewell).  -)  Poggendorff  II,  1043  —  1044.  S.  Günther,  Die  mathema- 
tischen und  Naturwissenschaften  an  der  nürnbergischen  Universität  Altdorf  (Se- 
paratabzug aus  dem  3.  Hefte  der  Mittheiluugen  des  Vereins  für  Geschichte  der 
Stadt  Nürnberg)  S.  28—29. 
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matik  und  Physik  iu  Altdorf  ernamit  wurde,  Hess  er  1670  den  Deutschen 
Archimed  nachfolgen,  eine  von  zahlreichen  Anmerkungen  hegleitete 
Uebersetzung  auch  der  übrigen  archimedischen  Schriften  mit  Aus- 
nahme der  Wahlsätze,  deren  Auffindung  Sturm  entgangen  sein  dürfte. 
Schon  in  der  Sandeszahl  hat  Sturm  Gewicht  darauf  gelegt,  deutsche 
Ausdrücke  an  die  Stelle  der  fremdländischen  zu  setzen.  Eine  I^ota, 
welche  das  Vorwort  schliesst,  sagt  ausdrücklich:  Damit  der  begierige 
Leser  durch  einige  scheinende  Xeuigkcit  etlicher  verteiäschter  Kimsticürter 
nicht  aufgehalten  tverde,  so  soll  er  wissen,  dass  hierinnen  ein  Durchmesser 
so  viel  hcisse  als  sonsten  Diameter,  der  Halbmesser  so  viel  als  Semidia- 
meter,  Froportio  ist  von  uns  eine  Vcrhültniss,  Proportional ia  gleichver- 
haltende Dinge,  Cylindrus  eine  Bund-Säule  etc.  verteutschet.  In  dem 
Deutschen  Archimed  ist  sodann  der  Gesammtvorrath  deutscher  Aus- 
drücke in  dem  Maasse  angewachsen,  dass  ein  gedoppeltes  Register  nach 
der  deutschen  und  nach  der  lateinischen  imd  griechischen  Buchstaben- 
folge auf  Sy,  Folioseiteu  im  Vorberichte  abgedruckt  werden  konnte. 
Wir  erwähnen  aus  dem  ersten  deutsch  geordneten  Register:  gleich- 
laufende Lineen  für  Parallela,  Folge  für  Corollarium,  Hidfssatz  für 
Lemma,  Lehrsats  für  Fropositio,  dann  aus  dem  zweiten  Register: 
Centrum  der  Mittelpmdit,  Latus  rectum  der  Mitmesser  in  denen  Kegel- 
linien, Fostulatum  eine  Forderung,  Vertex  der  Scheitelpunld  u.  s.  w.. 
Ausdrücke,  welche  wohl  zum  grössten  Theil  von  Sturm  zuerst  benutzt 
worden  sein  mögen.  Sein  Mitmesser  dürfte  dem  einige  dreissig  Jahi-e 
fi-üher  in  Frankreich  entstandenen  Farametre  nachgebildet  sein.  Die 
Sandeszahl  von  16GT  ist  dem  Deutschen  Archimed  von  1670  als 
letzter  Abschnitt  beigefügt,  hat  aber  die  alten  mit  1  anfangenden 
Seitenzahlen  beibehalten.  Von  einer  zufälligen  Auheftimg  durch  den 
Buchbinder  kann  nicht  die  Rede  sein,  denn  in  dem  zu  Anfang  be- 
findlichen Verzeichnis  derer  in  diesem  Werk  begriffenen  Archimedischen 
Sehrifften  ist  die  Sandeszahl  als  VII.  Schrift  angekündigt.  Man  wird 
also  annehmen  müssen,  dass  von  dem  Drucke  von  1667  noch  so 
viele  Exemj)lare  auf  Lager  sich  befanden,  dass  es  unuöthig  war, 
diesen  Abschnitt  1670  neu  zu  drucken. 

In  Italien  finden  wir  Elia  Astorini')  (1651 — 1702),  einen 
CarmeUtermönch,  der  weite,  lang  ausgedehnte  Reisen  machte  und  in 
Marburg  und  Groningen,  zuletzt  in  seinem  Heimathlande  in  Siena 
als  Universitätslehrer  thätig  war.  Er  gab  in  Italien  1691  die  Elemente 
des  Euklid,  1702  die  Kegelschnitte  des  ApoUonius  heraus.  Von  einem 
Archimedes   restitutus  finden  wir    gleichfalls    unbestimmte  Nachricht. 

Gehen  wir  von  den  Herausgebern  alter  Geometer  zu  den  Original- 


')  Poggendorff  I,  71. 
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Schriftstellern  über,  so  wird,  und  zwar  nicht  bloss  in  diesem  Kapitel, 
eine  Erscheinung  uns  entgegentreten,  auf  welche  wir  gleich  hier,  wo 
es  um  die  Männer  sich  handelt,  welche  im  Geiste  und  nach  der  Weise 
der  Alten  Geometrie  trieben,  aufmerksam  machen  möchten:  die  Nameu 
der  Schriftsteller,  welche  eine  grosse  geschichtliche  Bedeutung  er- 
worben haben,  sind  recht  dünn  gesäet.  Wir  müssen,  um  nicht  allzu- 
viele  scheinbare  Lücken  gegen  bibliographische  Sammelwerke  aufzu- 
weisen, noch  Mittelgut  imd  noch  Geringeres  erwähnen.  Nicht  als 
ob  in  dieser  Bemerkung  ein  Tadel  gegen  die  Leistungen  der  End- 
jahrzehute  des  XVIL  Jahrh.  ausgesprochen  sein  soll. 

Es  ist  ja  wahr,  dass  in  Deutschland  die  Nachweheu  des  dreissig- 
jährigen  Krieges  sich,  wie  überall  so  auch  in  den  mathematischen 
Wissenschaften,  wahrnehmen  Hessen.  Es  ist  nicht  minder  wahr,  dass 
in  Frankreich  der  wachsende  Einfluss  der  Jesuiten,  welcher  in  der  Auf- 
hebung des  Ediktes  von  Nantes  am  22.  October  1G85  gipfelte,  zahl- 
reiche Persönlichkeiten  aus  dem  Lande  trieb,  welche  bei  ruhiger  ver- 
laufendem Leben  die  Mathematik  gerade  in  Frankreich  vielleicht  in 
dem  stetigen  Wachsthume  erhalten  hätten,  von  welchem  unser  XIV. 
und  XV.  Abschnitt  glänzende  Zeugnisse  gaben.  In  Italien  mag  eine 
ähnliche  Machtentfaltung  des  gleichen  Ordens,  der  seit  seinem  Siege 
über  Galilei  allgewaltig  geworden  war,  unserer  Wissenschaft  schädlich 
gewesen  sein.  Wollten  wir  unseren  Rundgang  durch  Europa  nach 
England  fortsetzen,  so  könnten  wir  dort  auf  die  Nachwirkung  der 
kaum  beseitigten  Staatsumwälzung,  könnten  wir  auf  neuerdings  be- 
ginnende politische  Wirreu  hinweisen. 

Alle  diese  Störungen  waren  thatsächlich  vorhanden.  Aber  wollten 
wir  irgend  einen  anderen  Zeitraum  von  annähernd  gleicher  Dauer 
und  innerhalb  desselben  die  politischen  Verhältnisse  der  europäischen 
Reiche  unter  die  Lupe  nehmen,  so  würden  Störungsgründe  einer 
ruhigen  Entwicklung  gleichfalls  nicht  fehlen.  Haben  wir  doch  an 
manchen  Stellen  des  I.  wie  des  II.  Bandes  auf  Derartiges  aufmerksam 
gemacht.     Es  ist  vielmehr  ein  Andres,  was  in  Betracht  kommt. 

Je  näher  die  Zeit  an  unsere  Gegenwart  heranrückt,  um  so  mehr 
Bücher  haben  sich  erhalten,  deren  Verfasser  durch  den  Lokalpatrio- 
tismus ihrer  Heimaths-  oder  Ordensgenossen,  aber  auch  nur  diirch 
diesen,  mit  dem  Lorbeer  der  Berühmtheit  belohnt  wurden.  Die 
Vergessenheit  hatte  noch  nicht  Zeit  sich  ihrer  zu  bemächtigen,  denn 
nur  langsam,  dann  aber  meistens  sicher  siebt  die  Gerechtigkeit  der 
Nachkommen.  Um  ein  Beispiel  von  schlagender  Beweiskraft  anzu- 
führen, wen  kennen  wir  aus  dem  grossen  Jahrhunderte  griechischer 
Mathematik?  Euklid,  Archimed,  Eratosthenes ,  Apollonius.  Glaubt 
Jemand,  in  der  Zeit,  welche  diese  Männer  hervorzubringen  im  Staude 
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war,  habe  neben  ihnen  kein  einziger  anderer  Mathematiker  gelebt? 
Gewiss  nicht,  aber  jene  anderen  sind  meistens  vergessen.  Aehnlich 
wird  es  mit  Dutzenden  von  Persönlichkeiten  gehen,  welche  dem  nicht 
minder  grossen  Jahrhunderte  angehören,  dessen  Darstellung  dieser 
III.  Band  unserer  Vorlesimgen  über  Geschichte  der  Mathematik  ge- 
^vidmet  ist.  Wir  fühlen  uns  nur  nicht  berechtigt  vorzugreifen  und 
sie  heute  schon  todtzuschweigen. 

Wir  nennen  deshalb  Gilles  Fran9ois  Gottigniez')  (1630 
bis  1689),  einen  belgischen  Jesuiten,  der  seit  l(iG2  am  Collegio 
Romano  in  Rom  lehrte,  imd  der  dort  seit  IßGli  zahlreiche  Schriften 
veröfientlichte.  Sie  beziehen  sich  nicht  auf  Geometrie  allein,  sondern 
stellen  in  ihrer  Gesammtheit  einen  vollständigen  Lehi-gang  der  Ele- 
mentarmathematik dar. 

Camillo  Guarino  Guarini^)  (1624 — 1683),  ein  italienischer 
Theatiner,  gab  1671  xmd  1676  zu  Turin  einen  EudkJes  adaudus  et 
methodicus  heraus,  dessen  XXXQ.  Abschnitt  ein  Vorläufer  der  späteren 
descriptiven  Geometrie  genannt  worden  ist. 

Vitale  Giordano  Giordaui^)  (1633 — 1711)  aus  Unteritalieu 
kam  nach  wildem  Wanderleben  nach  Rom,  wo  er  Mathematiker  der 
dorthin  in  einer  Art  von  Selbstverbanuung  zurückgezogenen  Königin 
Christine  von  Schweden  und  später  Professor  der  Mathematik  an  ver- 
schiedenen gelehrten  Anstalten  vrurde.  Er  übergab  1686  einen  Corso 
di  matetnatica  dem  Drucke,  dessen  erster  Band  den  besonderen  Titel 
Endide  resÜtuto  führt.  Im  Jahre  1689  lernte  Giordano  Leibniz 
kennen,  der  sich  damals  in  Rom  Ijefand.  Drei  kurz  darauf  zwischen 
beiden  gewechselte  Briefe  haben  sich  erhalten*).  Sie  beziehen  sich 
auf  geometrische  Definitionen. 

Claude  Fran9ois  Milliet  Dechales  und  sein  Mundus  niathe- 
tnaticus  von  1674  und  1690  ist  uns  (S.  4 — 6)  durch  die  sehr  schwache 
geschichtliche  Einleitung  bekannt  geworden,  welche  als  Verschlimm- 
besserung der  zweiten  Auflage  an  deren  Spitze  trat.  Im  üebrigeu 
kann  man  das  Lehrbuch  keineswegs  als  schlecht  bezeichnen,  wenig- 
stens nicht  in  dem,  was  es  enthält.  Es  beginnt,  wenn  wir  von  jener 
ELuleitung  absehen,  mit  einer  Geometrie  nach  Euklid,  d.  h.  die  sechs 
ersten,  das  elfte  und  das  zwölfte  Buch  der  Elemente  sind  der  Hauptsache 
nach  vorhanden,  die  dazwischen  liegenden  Bücher  VII  bis  X  fehlen. 
Es  folgt  das  Rechnen,  und  zwar  zuerst  das  Zahlenrechnen  an  ganzen 


•)  De  Backer,  Bibliothegue  des  eerivaitis  de  la  Compagnie  de  Jesus  II,  253. 
Quetelet,  Histoire  des  seiences  muihematiques  et  physiques  chez  les  Beiges  pag.  233. 
')  Tiraboschi,  StO)ia  della  hlteiatura  italiaiia  YEI,  276.  Chasles,  .4;;erfM  hist. 
345  (deutsch  363 i.  =)  Ebenda  1.  c.  VIII,  273.  Poggendorff  I,  901.  *)  Leibniz, 
Mathematische  Schriften  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt  I,  195 — 200. 


14  S2.  Kapitel. 

und  gebrocheneu  Zahlen  mit  Eiuschluss  der  Ausziehiiug  von  Quadrat - 
und  Kubikwurzeln,  dann  die  Arithmetica  calculatoria  et  divinatoria. 
Arithmetica  calculatoria  ist  das  alte  Linienrechnen  mit  Kechenpfennigen 
nebst  dessen  Anwendung  auf  benannte  Zahlen.  Arithmetica  diviua- 
toria  ist  eine  kleine  Sammlung  von  Rechenkunststückchen  und  der- 
gleichen, unter  welchen  auch  die  Aufgabe  von  den   15  Christen  und 

15  Türken  (Bd.  11,  S.  332  und  öfter)  nicht  fehlt.  Nun  geht  der  Ver- 
fasser zu  der  Sphärik  des  Theodosius  iu  freier  Uebersetzuug  über 
und  nach  dieser  zur  Trigonometrie.  Deren  erstes  Buch  lehrt  den 
Zusammenhang  der  trigonometrischen  Fimktionen  imter  einander  und 
die  Berechnung  trigonometrischer  Tafeln.  Das  zweite  Buch  lehrt 
Logarithmen  sowohl  der  trigonometrischen  Funktionen  als  der  Zahlen 
für  die  Basis  10  mit  sieben  Decimalstellen  berechnen  und  dieser 
Logarithmen  sich  bedienen.  Dann  folgt  eine  Logarithmentafel  selbst. 
Das  dritte  Buch  ist  der  ebenen,  das  vierte,  fünfte,  sechste  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  gewidmet.  Jetzt  kommen  lauter  Gebiete,  welche 
man  als  angewandte  Mathematik  oder  als  Physik  zu  benennen  pflegt: 
Praktische  Geometrie,  Mechanik,  Statik,  Geographie,  Magnetismus, 
Bürgerliche  Baukunst,  Zimmerkunst  (ars  tignoria),  Steinschnitt,  Kriegs- 
baukunst, Hydrostatik,  Lehre  von  den  Quellen  und  Flüssen,  Hydraulik, 
Schifffahrtskunde,  Optik,  Perspektive,  Katoptrik,  Dioptrik,  Musik, 
Feuerwerkskunst,  Benutzung  der  Astrolabien,  Gnomouik,  Astronomie, 
Kalenderkunde.  Auf  25  Folioseiteu  schliesst  sich  die  Astrologie  an 
oder  vielmehr  neben  der  Angabe  der  Regeln,  nach  welchen  die  Astro- 
logen beim  Aufstellen  der  Horoskope  verfahren,  eine  kräftige  Be- 
kämpfimg der  Hallucinationen,  als  welche  dem  Verfasser  die  ganze 
Sterndeuterei  erscheint.  Die  Zusammenstellung  der  Gründe,  um  deren- 
willen  man  auf  das  Gerede  der  Astrologen,  Wetterpropheten  u.  s.  w. 
nichts  geben  dürfe,  ist  eine  so  vollständige,  dass  sie  auch  heute  noch 
gegen  mauchen  Aberglauben,  der  in  wissenschaftlichem  Gewaude  auf- 
tritt, mit  Erfolg  benutzt  werden  könnte.  Und  mm  kommen  als 
Schluss  des  ganzen  Werkes  noch  drei  Wissensgebiete,  die  man  an 
dieser  Stelle  gewiss  nicht  leicht  mehr  sucht:  Algebi-a,  ludivisibilien, 
Kegelschnittslehre.  Die  Algebra,  mehr  als  100  Folioseiten  in  acht 
Bücher  eiugetheilt,  führt  den  Leser  auf  eine  Stufe,  welche  nicht  ganz 
mit  der  von  Vieta  erreichten  Höhe  übereinstimmt,  so  innig  auch 
in  manchen  Dingen,  beispielsweise  in  dem  Gebrauche  fremdartiger 
Kunstausdrücke,  in  der  Nichtanerkennung  negativer  Gleichungs wurzeln, 
in  der  Anwendung  der  Buchstaben  A,  E,  I,  0,  V,  Y  für  unbekannte 
Grössen,  die  Anlehnung  an  Vieta  ist.  Von  diesen  Vokalen  macht 
ferner  Dechales  ebenso  wenig  wie  Vieta  ausschliesslichen  Gebrauch. 
In  der  Algebra  numerosa,  welche  von  der  Algebra  speciosa  unterschieden 
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wird,  heisst  die  Uiibekamite  uach  der  bei  Vieta  tlieilweise  noch  er- 
haltenen Sitte  einer  weit  zurückliegenden  Zeit  B,  ihr  Quadrat  q,  ihr 
Kubus  c  u.  s.  w.  Diese  Buchstaben  werden  aber  bei  höheren  Po- 
tenzen nicht  addirt,  sondern  multiplicirt,  und  damit  ist  Vieta  gegen- 
über (Bd.  n,  S.  579)  ein  bewusster  Rückschritt  vollzogen.  Dechales 
hat  ihn  damit  zu  begründen  gesucht,  dass  er  sagt^),  man  könne  die 
fünfte  Potenz  doch  nicht,  wie  es  Einige  wollen,  quadratocubus  nennen, 
da  sie  weder  ein  Quadrat  noch  ein  Kubus  sei.  Er  hat  aber  dabei 
nicht  bedacht,  dass  ihm  so  die  Multiplicationsregel  der  Potenzen  durch 
blosses  Nebeneinanderschreiben  ihrer  Zeichen  verloren  ging,  welche 
der  Gewinn  bei  Vieta's  Neuerung  war,  mochten  auch  sprachliche 
Einwendungen  gegen  sie  erhoben  werden  können.  In  der  Algebra 
speciosa,  in  welcher  die  Vokale  als  Vertreter  der  unbekannten  auf- 
treten, werden  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  durch  rechts  von 
den  Buchstaben  aber  auf  gleicher  Linie  mit  ihnen  angeschriebenen 
Zahlen,  die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  angedeutet,  welche 
Exponenten  genannt  werden-).  Dem  Ausdrucke  „sie  werden  genannt" 
darf  mau  wohl  entnehmen,  dass  Dechales  das  Wort  Exponent  einem 
Vorgänger  entlehnte,  und  dieser  Vorgänger  war  nach  aller  Wahr- 
scheinlichkeit Michael  Stifel,  der  in  seiner  Arithmetica  integra'^) 
das  gleiche  Wort  für  die  Gheder  einer  arithmetischen  Reihe,  welche 
solchen  einer  geometrischen  Reihe  entsprechen,  in  Anwendung  brachte. 
Links  von  den  Buchstaben  stehen  abermals  Zahlen  als  Coefficienten, 
wie  Dechales  mit  Vieta  (Bd.  II,  S.  580)  aber  in  erweiterter  Bedeu- 
tung des  Wortes  sagt.  Demnach  ist  bei  Dechales  4^-13  das  Gleiche, 
was  Descartes  und  seine  Nachfolger  4a;^  schrieben.  Dechales  be- 
handelt Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades,  letztere  indem  er 
sie  durch  Wegschaffung  des  Gliedes  ersten  Grades  in  reinquadratische 
umwandelt,  wenn  er  auch  diesen  Grundgedanken  nirgend  deutlich 
ausspricht,  so  wenig  Vieta  es  gethan  hat.  Gleichungen  von  höherem 
Grade  werden,  wieder  im  Anschlüsse  au  Vieta  (Bd.  U,  S.  588),  durch 
ein  gewisses  Divisionsverfahren  numerisch  aufgelöst.  Der  Name  des 
Diophant  kommt  häufig  bei  Dechales  vor.  Einestheils  wird  bei 
quadratischen  Gleichungen  die  gewöhnliche  Auflösung  von  der  Dio- 
phantischen    unterschieden.      Unter    ersterer    versteht    Dechales    die 

')  Quintus  numerus  ab  unitate  vocatur  ab  aliquibus  quadrato-cubus  secl 
male  cum  neque  sit  quadratus,  neque  cubus,  atque  adeo  nee  dici  possit  quadratus 
cubi,  nee  eubus  quadrati:  eum  vocabimus  supersolidum  vel  stirde  solidum.  Itdli 
relatum  primwn  dixerunt,  nos  illum  liUera  S.  notabimus.  ^)  Hi  numeri  pro- 
gressionis  arithmeticae  respondentes  numeris  cossieis  vocantur   eorum   exponentes. 

')  Arithmetica  integra  fol.  250  recto :   Est  —  3   exponens   ipsius^-^ ,   sieut  6  est 

o 
exponens  numeri  64  et  3  est  exponens  numeri  8. 


16  82.  Kaiiitel. 

Zurückfülirung  der  Gleichung  auf  die  Form,  iu  welcher  das  Quadrat 
der  Unbekanuteu  nur  noch  mit  dem  Coefficienten  1  versehen  ist, 
unter  letzterer  dagegen  die  vorbereitende  Vervielfachung  der  Glei- 
chung mit  dem  Coefficienten  des  quadratischen  Gliedes,  so  dass  dieses 
einen  selbst  quadratischen  C-oefficieuten  erhält.  Auderntheils  sind 
zahlreiche  Aufgaben  aus  den  beiden  ersten  Büchern  des  Diophant, 
und  zwar  sowohl  bestimmte  als  unbestimmte,  behandelt.  Die  unbe- 
stimmten sind  ihrem  Ursprünge  nach  von  höherem  als  dem  ersten 
Grade,  da  unbestimmte  Aufgaben  ersten  Grades  bei  Diophant  nicht 
vorkommen.  Sachets  methodisches  Verfahren  (Bd.  II,  S.  703 — 704) 
zur  Auffindung  ganzzahUger  Auflösungen  solcher  Gleichungen  ersten 
Grades,  deren  Unbekannte  au  Zahl  die  der  vorgelegten  Gleichungen 
übertreflfen,  darf  man  daher  bei  Dechales  nicht  suchen.  Am  Schlüsse 
jener  Diophantischen  Gleichungsbeispiele  meint  er  daun^)  einiger- 
massen  naiv,  sie  genügten  dem  Anfänger,  um  sich  daran  zu  üben: 
wolle  einer  mehr,  so  solle  er  den  Diophant  selbst  zur  Hand  nehmen, 
den  er  nach  dem  Vorausgeschickten  leicht  werde  durchlaufen  können. 
Die  Behandlimg  der  Indivisibilien ,  nach  Cavalieri  gearbeitet,  be- 
wahrt sich  eine  gewisse  Freiheit  von  dem  Vorbilde,  dem  nicht  alle 
Beweise  genau  so,  wie  sie  bei  Cavalieri  vorkommen,  eutuommeu  sind. 
Allerdings  haben  auch  nicht  alle  Sätze  Cavalieris  Eingang  gefunden, 
und  beispielsweise  von  dem  wichtigsten  Ergebnisse  von  Cavalieris 
Untersuchungen  (Bd.  II,  S.  771),  welches  der  Formel 


/ 


r—  dx  =  — : 

»1  -f-  1 


entspricht,  ist  keine  Rede.  Dagegen  siud  die  Untersuchungen  über 
die  Quadratrix  und  über  die  Spirale  vorhanden.  Bei  erstereii  lässt 
Dechales  sein  Licht  als  grosser  Geschichtskeuner  leuchten.  Die  Qua- 
dratrix stamme  von  Nicostratus  und  Nicomedes!  Es  gehört  fast 
eine  gewisse  Phantasie  dazu,  den  Namen  Dinostratus  hier  zu  er- 
kennen. Die  in  fünf  Büchern  behandelten  Kegelschnitte  bilden  den 
Schluss  des  Werkes.  Das  erste  Buch  handelt  von  der  Parabel,  das 
zweite  von  der  Ellipse,  das  dritte  von  der  Hyperbel,  wo  überall  die 
Curven  innerhalb  der  Ebene  betrachtet  siud.  Das  vierte  Buch  setzt 
sie  zu  dem  durch  eine  Ebene  geschnitteneu  Kegel  in  Beziehung. 
Das  fünfte  Buch  lehrt  die  Ellipse  als  Cylinderschnitt  kemien.  In 
einer  Vorrede  erklärt  Dechales,  es  habe  ursprünglich  in  seiner  Ab- 
sicht gelegen,  Alles  zu  vereinigen,  was  man  von  deu  Kegelschnitten 

')  Atque  haec  sufficiant  ut  Tyro  se  exercere  possit,  et  intelligat  Diophantum ; 
qui  plura  volet  ttssumat  ipsum  Diophantum,  quem  ex  piaesupjiosilis  fundameiUis 
percurret  facile. 
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wisse,  aber  er  habe  drese  Absicht  aufgegeben,  weil  zu  den  früher 
bekannten  vier  Büchern  des  Apollouius  drei  weitere  Bücher  getreten 
seien,  weil  ausserdem  das  Werk  des  Gregorius  von  St.  Vincentius 
mit  mehr  als  tausend  Lehrsätzen  zu  benutzen  gewesen  wäre,  und  so 
begnüge  er  sich  mit  dem,  was  in  der  angewandten  Mathematik,  na- 
mentlich in  der  Optik  zur  Anwendung  komme,  um  die  Leser  nicht 
abzuschrecken.  Man  sieht,  dass  Dechales  die  Arbeiten  von  Mydorge, 
von  Desargues,  von  Pascal  ebenso  wenig  erwähnt  wie  die  von 
Fermat,  von  Descartes,  von  Wallis.  Was  er  gibt,  ist  ein  Aus- 
zug aus  Apollouius  mit  geringen  Zuthateu,  wie  z.  B.  die  zweier 
asymptotischer  l'araheln.  Dechales  versteht  da- 
runter (Figur  1)  zwei  Parabeln  von  gleicher 
Brennweite,  deren  Axen  aufeinander  liegen, 
deren  Scheitel  aber  von  einander  entfernt  an- 
genommen werden.  Beide  schneiden  sich  erst 
im  Unendlichen,  und  ilu'e  Eutferuuug  nimmt 
fortwährend  ab,  wenn  man  als  Entfernung 
das  Stück  einer  zur  Ase  senkrechten  Geraden 
von  einem  Punkte  der  einen  Parabel  bis  zum 
Durchschnitte  mit  der  anderen  Parabel  an- 
nimmt'). Die  Methode  der  Beweisführung  ist 
die  altgriechische,  eiue  analytische  Geometrie 
gibt  es  für  die  Leser  des  Mundus  mathema- 
ticus  noch  nicht.  Einige  Kunstausdrücke,  wie 
Parameter,  ordinatim  Applicata,  Focus  haben 
sich  allerdiugs  eingeschlichen.  Statt  Focus 
wird  häufiger  Umbilicus,  Nabelpunkt  gebraucht, 
gemessene  Entfernung  von  dem  Scheitel  des  Kegelschnittes  bis  zum 
Eintreffen  einer  Ordinate  heisst  Sagitta,  während  in  den  ludivisibilien 
das  Wort  Abscissa  dafür  in  Gebrauch  war. 

Wir  haben  den  Mimdus  mathematicus  recht  ausführlich,  mancher 
Leser  wird  vielleicht  denken  allzuausführlich  geschildert.  Wii-  haben 
es  gethan,  weil  er  ein  weit  und  breit  berühmtes  Lehrbuch  war,  weil 
er  die  Summe  des  Wissens  uns  kennzeichnet,  welche  am  Anfange  des 
letzten  Viertels  des  XVIL  Jahrb.  solche  Gebildete  besassen,  die,  ohne 
Mathematiker  von  Fach  zu  sein,  doch  ihrer  Kenntnisse  in  dieser 
Wissenschaft  sich  eiuigermassen  rühmen  konnten. 

Dass  die  an  sich  ziemlich  beengten  Ausblicke  nach  einer  höheren 


Die    auf   der   Axe 


')  Die  Gleichungen  der  beiden  Parabeln  heissen:  Y^  ^  p^,  tß  =  p{X  —  a). 
Folglich    ist    Y-  —  y-  =  pa,    Y  —  y  =  -^-^r—     und    da    Y  -\-  y    fortwähiend 

wächst,  so  nimmt  Y  —  y  fortwährend  ab. 
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Mathematik  am  Ende  des  ganzen  Werkes  vereinigt  sind,  fordert  fast 
zum  Vergleiche  mit  den  in  derselben  Zeit  durch  Mitglieder  desselben 
Ordens  veranstalteten  Klassikerausgaben  in  itsutn  Delpliini  auf,  in 
welchen  alle  für  schlüpfrig  gehaltenen  Stellen  ausgemerzt,  dagegen 
am  Schlüsse  vereinigt  abgedruckt  waren,  und  nicht  minder  erinnert 
das  Ausweichen  vor  wirklichen  Schwierigkeiten  an  wieder  in  derselben 
Zeit  veranstaltete  Klassikerausgaben  mit  einer  Fülle  oberflächlicher 
Anmerkungen,  durch  welche  Minelli  eine  flüchtige  Berühmtheit  erlangte. 

83.  Kapitel. 

Einzelne  geometrisclie  Untersucliungen.    Leibnizens  €liaracteristica 

geonietrica. 

Einen  Gegensatz  gegen  die  Vereinigung  sämmtlicher  elementaren 
mathematischen  Lehren  in  ein  Werk  bildet  die  Behandlung  einzelner 
geometrischer  Aufgaben.  Dahin  gehört  das  1678  in  Mailand  gedruckte 
Buch  De  lincis  rectis  se  inviceni  secantibus  stalica  constructio  des  Gio- 
vanni Ceva^).  Hier  ist  der  Satz  des  Menelaos  (Bd.  I,  S.  350)  mit 
^  Hülfe    von    Schwerpunktbetrachtun- 

gen bewiesen  (Figur  2).  hi  a,  A,C 
mögen  die  Massen  a^,  A,,  C,  sich 
befinden,  von  denen  «j  willkürlich 
ist,  Ä^,  C^  aber  den  Bedingungen 
genügen,  dass  B  der  Schwerpunkt 
von  «i  imd  Cj  imd  h  der  Schwer- 
punkt von  A^  imd  C,  sei.  Dann  muss  aB  •  a^  ^  BC  •  G^  sein  und 
durch  Addition  von  aB  ■  Q  =  aB  •  C,   auch  aB{aj^  -\-  CJ  =  aC  ■  C^, 

mithin  —^  ^ p-7^  •      Weil   B   Schwerpunkt    von    0,    und    C,    ist, 

können  diese  beiden  Gewichte  durch  das  in  B  angebrachte  Gewicht 
a,  +  Cj  ersetzt  werden.  Der  Schwerpunkt  der  drei  Gewichte  Ui,  A^,  C^ 
muss  erstens  auf  der  Verbiudungsgeraden  von  a  mit  6  (als  dem 
Schwerpunkte  von  A^  und  Cj)  liegen  und  zweitens  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden von  A  mit  B  (als  dem  Schwerpunkte  von  «j  und  C,) 
d.  h.  in  dem  Durchschnittspunkte  c  von  ah  und  AB.  Mithin  ist  das 
Produkt  von  Bern  das  nach  B  verbrachte  Gewicht  «j  -)-  Cj   gleich 

dem  Produkte  von  cA  in  A.,  also  auch  ^^^-^^ — -  =  -ri  •     Die  Verviel- 

1'  J-,  cB 

fachung  dieser  Gleichung  mit  der  oben  erhaltenen  t-tt  =  -tt  gibt 

-^  =    p      ^  •     Weil  aber  A^  und  C\  ihren  Schwerpunkt  gegebener- 


')  Chasles,  Aper{:u  hist.  294—290  (deutsch  299— :i02).   Poggend  orff  I,  414. 
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C  hA 
masseu  in  h  besitzen,  muss  "j*"  =  r^  sein,  und  so  entsteht  der  zu  be- 
weisende Produktensatz:  aB  -hC  ■  cA  =  aC ■  hA  •  cB.  Ceva  bat  aber 
dann  auch  einen  zweiten  Produktensatz  für  die  Abschnitte,  die  auf 
den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  Ecktransversaleu  mit  gemein- 
samem Durchschnittspunkte  gebildet  werden,  bewiesen,  und  dieser 
Satz  pflegt  in  der  Geometrie  als  Satz  des  Ceva  benannt  zu  werden. 
Es  sei  (Figur  3)  D  der  Durchschnittspunkt  der  Transversalen  Au, 
Bß,  Cy.  In  A  denkt  man  sich  ein  be- 
liebiges Gewicht  ^,,  in  .B  und  C  solche 
Gewichte  B^  und'  C, ,  dass  y  der  Schwer- 
punkt von  A^^  und  B^,  ß  der  von  A^ 
und  Cj  ist.  Der  Schwerpunkt  der  drei 
Gewichte  A^,  Bj,  L\  muss  nun  ebenso- 
wohl auf  Cy  als  a,n  Bß  liegen,  d.  h.  iu  D. 
Damit  ist  aber  festgestellt,  dass  jener  gemeinsame  Schwerpunkt  auch 
auf  den  Yerbindungsgeraden  von  A  mit  dem  Schwerpunkte  der  B^ 
und  C,  liegen  muss,  d.  h.  dass  cc  dieser  letztere  Schwerpunkt  ist. 
La  den  drei  Punkten  a,  ß,  y  finden  demnach  die  Gleichungen  statt: 
CaC^  =  BaB^,  Aß-A^  =  Cß-C^,  ByB^  =  AyA^. 
Deren  Multiplikation  aber  führt  nach  Weglassung  der  auf  beiden 
Seiten  auftretenden  Faktoren  A^jB^,  Cj  zu  Ca- Aß-  By  =  Ba-Cß-  Ay. 
Ceva  fügte  diesem  statischen  Beweise  noch  zwei  geometrische  hinzii^ 
deren  einen  er  dem  Mailänder  Kriegsbaumeister  Pietro  Paolo  Cara- 
vaggio')  (1617 — 1688)  als  Erfinder  zuschrieb.  Ceva  beweist  dann 
gleichfalls  auf  statischem  Wege  einen  ganz  ähnlichen  Satz  über  das 
Viereck,  dessen  Eckpunkte  nicht  alle  derselben  Ebene  angehören: 
werde  es  von  einer  Ebene  so  geschnitten,  dass  jede  Seite  in  zwei 
Abschnitte  zerfällt,  so  sei  das  Produkt  von  vier  von  diesen  Abschnitten, 
welche  keinen  Endpunkt  unter  sich  gemeinschaftlich  haben,  gleich 
dem  Produkte  der  vier  anderen.  Das  zweite  Buch  wendet  die  Ge- 
danken imd  Sätze  des  ersten  Buches  auf  Kegelschnitte  an.  Hier  ist 
unter  Anderem  bewiesen,  dass  in  jedem  einem  Kegelschnitte  um- 
schriebenen Dreiecke  die  Ecktransversalen  nach  den  Berührungs- 
punkten einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  besitzen.  End- 
lich lehrt  ein  Anhang,  der  vielleicht  besser  als  besondere  Abhandlung 
bezeichnet  wäre,  Sätze,  die  sich  auf  die  Flächeninhalte  gewisser  ebenen 
Figuren  und  auf  die  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  von  Umdrehungs- 
körpem  zweiten  Grades  beziehen. 

Pater    Sigismund    Ferdinand    Hartmann-)    (1632  — 1681), 


')  Poggendorff  I,  375.     ■)  Ebenda  I,  1023. 
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Professor  der  Mathematik  in  Breslau  imd  Olmütz,  dauu  Professor 
der  Mathematik  und  Theologie  in  Prag,  stellte  im  September  1679 
die  Aufgabe,  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  verdoppeln,  so  dass  es 
gleichseitig  bleibe,  bei  der  Auflösimg  sollten  aber  Proportionen  nicht 
angewandt  werden.  In  den  Acta  Eruditorum')  vou  1682,  dem  ersten 
Bande  dieser  Zeitschrift  (S.  8)  hat  sich  ein  Ungenannter  mit  der  sehr 
leichten  Aufgabe  beschäftigt.  Die  Heidelberger  Universitätsbibliothek 
besitzt  ein  Exemplar  der  A.  E.,  in  welchem  die  Namen  der  Verfasser, 
so  weit  sie  nicht  im  Drucke  genannt  sind,  in  scbriftlicher  Randnote 
beigesetzt  erscheinen.  Dort  ist  pag.  23  als  Verfasser  des  erwähnten 
Aufsatzes  Basilius  Titel,  Festuugshauptmann  der  Pleisseuburg  an- 
gegeben. Titel  also,  wenn  wir  jener  Kauduote  Glaube  beimessen^), 
fügte  noch  einige  Fragen  bei,  und  diese  beantwortete  auf  pag.  230 
des  gleichen  Jahrganges  eiu  polnischer  Jesuit  Adam  Adamaudus 
Kochansky,  fi-üher  in  Prag  ansässig,  nachmals  Mathematiker  des 
Königs  von  Polen.  Kochansky  behauptet  zugleich,  wenn  AD  Durch- 
messer eines  Kreises,  HC  eine  Senkrechte  auf  den  Durchmesser  im 
Punkte  B  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  der  Kreisperipherie  sei,  so 
verhalte  sich  nicht  nur,  wie  aUgemeiu  bekannt  ist, 

AB:BC=BC:BD, 

sondern  es  sei  auch  weiter  BC:  BD  =  BD  :  AD,  oder  mit  anderen 
Worten  BC  und  BD  seien  die  zwei  mittleren  Proportionalen  zwischen 
AB  und  AD.  Kochansky  bestätigt  seine  jedenfalls  nur  näherungs- 
weise aufgestellte  Behauptung  durch  die  Zahlenwerthe 

^Z>  =  20000000000,  4-6=6  353443  923,  JBD  =  13  646  556  077, 

aus  welchen  i?C  =  9  311  424  637  folgt,  und  diese  Zahlenwerthe  er- 
füllen die  zweite  der  behaupteten  Proportionen.  Ein  in  Wien  lebender 
Piarist  Augustin  Thomas  a  St.  Josepho')  hat  alsdann  1690  es 
der  Mühe  werth  gehalten,  ein  besonderes  Büchelcheu  31etamorpliosis 
geometrica  proportionum  vinculis  expedita  über  die  ursprüngliche  Hart- 
mannsche  Aufgabe  zu  schreiben,  iiud  dieser  selbe  Wiener  Mönch 
stand  in  Briefwechsel  mit  Leibniz,  der  ihn  schätzte. 

Der  vorhin    genannte  Kochansky  ist    am   bekanntesten    durch 


')  Da  wir  die  Acta  Eruditoium  ausserordentlich  häufig  zu  erwähnen  haben 
werden,  so  wollen  wir  sie  künftig  regelmässig  nur  durch  A.  E.  bezeichnen. 
-)  Dass  dieses  nicht  immer  statthaft  ist,  trotzdem  auch  in  den  Bibliotheken 
von  Leipzig,  Dresden  u.  s.  w.  Exemplare  mit  gleichen  Randnoten  sich  befinden, 
hat  F:  Giesel  nachgewiesen.  Vergl.  dessen  Delitzscher  Programm  der  Höhereu 
Bürgerschule  für  Ostern  186G:  Die  Entstehung  des  Newton -Leibniz'schen  Prio- 
ritätsstreites hinsichtlich  der  Eitinduug  der  Infinitesimalrechnung.  Anmerkung  ö3 
auf  S    17  —  18.     ■')  Poggendorff  I,   l'J03. 
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eine    äusserst   elegante    näherungsweise    vollzogene    ßectificatiou    des 

Kreises,  welche  er  in  den  A.  E.  von  1685,   pag.  394—398  unter  der 

Ueberschrift  Obsenafioncs  Cydomctricae  ad  facilitandam  Praxin  acco- 

modatac  veröifeutliclite.     Mau  ziebt  (Figur  4)  au  den  Eudpuukteu  des 

Diu-cbmessers  BD   die   Be- 

rüliruugslLnieu  BLt,DL  und 

luacbt  DL  dem    dreifachen 

Halbmesser    gleich.      Dann 

zieht   man  AG A-  BD   und 

schneidet    von    C    aus    die 

Bögen  CE  und  CF  von  je 

60*  ab,  worauf  mau  AEJ, 

AFK  bis  zum  Durchschuitte 

mit  J3G,  Di  zeichuet.   Ver- 

biudet  mau  J  mit  L  gradlinig,  so  ist,  sagt  Kochansky,  JL  =  arc  B  CD 

proximc.     Ist  der  Halbmesser  zur  Eiuheit  gewählt,  uud  berücksichtigt 

mau,  dass  das  Dreieck  AJB  uud  ebenso  das  ihm  gleiche   AKD  die 

Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist,  so  ergibt  sich 

.42)  =  1,     DK=y\  =  \y\2,    DL  =  'd, 


KL  =  3 
ferner  JK  =  BD  =  2,  JK' 


|1/12, 


KL' 


folglich 


28 


-1/12; 


JU  = 


40 


1/12  =  13,3333333  -  3,4641016  =  9,869  2317 


und  JL  =  1/9,8692317  =  3,1415  •  •  •     also    eine    Zeichnung,    welche 
den  Werth  von  %  auf  vier  Decimalstellen  richtig  liefert. 

An  diese  augenäherte  Rectificatiou  kouueu  wir  eine  gleichfalls 
angenäherte  geometrische  Kreistheilung  anschliessen,  welche  Carlo 
Renaldini^)  (1615 — 1098)  zugeschrieben  wird,  der  sie  in  seiner 
Schrift  De  resoliitione  et  compositione  niathematica  veröffentlicht  haben 
soll.  Renaldiui  war  seit  1649  Professor  in  Pisa  imd  seit  1657  zu- 
gleich auch  Mitglied  der  Accademia  del  Cimento.  Als  diese  Vereini- 
gung 1667  aufgelöst  wui'de,  siedelte  Renaldiui,  wie  man  sagt,  weil 
das  Klima  von  Pisa  ihm  nicht  zuträglich  war,  nach  Padua  über,  von 
wo  er  1698  sich  nach  seiner  Vaterstadt  Ancoua  zurückzog.  Dort 
starb  er  nach  gauz  kurzer  Zeit.  Renaldiui  gab  allerdings  1068  in 
Padua  ein  Buch  des  angeführten  Titels  heraus,  aber  es  war  nur  der 
wiederholte  Abdruck  eines  Abschnittes  eines  bereits  1655  als  Opus 
maihetnaticum  erschienenen  Werkes,   uud  die  Methode  Renaldinis  ist 


')  Tiraboschi,  Storia  dclla  letleratura  italiana  VIII,  '.ii?. 
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zudem  keiue  andere  als  die  1628  durch  Antoine  de  Ville  zuerst 
veröffentlichte,  welche  alsdann  Abraham  Bosse  1665  verbesserte 
(Bd.  n,  Vorwort  S.  IX).  Wir  nehmen  Gelegenheit,  sie  hier  nach- 
träglich mitzutheilen ')  (Figur  5).  üeber  dem  Durchmesser  AB  des 
Kreises  -  wird  das  gleichseitige  Dreieck  ABC 
gezeichnet  und  AB  m  n  gleiche  Theile  getheilt, 

so    dass   AE=EB  =  --=—-     De  ViUe 

n 

schrieb  vor,  man  solle  C  mit  E  durch  eine 
Gerade  verbinden,  welche  verlängert  den  Kreis 
in  Q  treffe,  so  sei  AQ  der  2wte,  und  bei  AQ 
=  QP'  folglich  AP'  der  nie  Theil  des  Kreis- 
umfanges.  Bosse  veränderte  die  Vorschrift 
dahin,  man  solle  C  mit  dem  zweiten  Theil- 
punkte  D  des  Durchmessers  durch  eine  Gerade 
verbinden,  welche  verlängert  den  Kreis  in  P 
treffe,  so  sei  AP  der  nie  Theil  des  Kreisimifanges.  Renaldinis  Vor- 
schrift deckt  sich  mit  der  von  Bosse.  Ob  sie  schon  im  Opus  mathe- 
maticum  von  1655  enthalten  ist,  mithin  älter  als  die  Veröffentlichung 
von  Bosse,  ob  sie  jünger  als  letztere  erst  im  Abdrucke  von  1668  er- 
schien, wissen  wir  nicht  zu  entscheiden.  Zur  rechnerischen  Prüfung 
des  Verfahrens  führt  folgende  Betrachtung -).  Sei  AO  =  0 B ^  0 P  =  1, 

so  ist  0  C  =  1/3,   ^p  =  j^-^  =  1/3,    sin  0PD  =  y3  ■  sin  0  CP. 
Ferner  ^2)  =  ^^  = -,    DO  =  AO  -  AB  =^'^^^^, 

tang  OCD  =  ^  =  ^ ,  sin  OCD-^  =  ^  S?—frfr  =  .- "-M  il, " 
°  OC        ji]/3  1 -j- tang  OC-D-       4m'  —  8ji-|-16 

Mithin 


smOCP=(/j;^-3^,  smOPB==V3.,mOCP^y^^^,^^^- 
und 


arc  OCP=  arcsm  1/  .    ,     „Tic ;  arc  OPB  =  arcsm  ]/  --= — ,     /,„  • 
r  in' — 8w-)-l6'  r    4«*  — 8M-fi6 

Aber 

180"  =  POB  +  90»  +  OCP  4-  OPB, 

PQB  ==  AOP  =  90»  -  OCP  —  OPB. 

Da  mm  AOP=  - —  sein  soll,  so  setzt  die  angegebene  Construction 
voraus,  es  sei 


')  Kästner,  Geometrische  Abhandlungen,  1.  Sammlung,  S.  266  — 2«1. 
A.  J.  Pressland,  Onthe  hislory  and  degrce  of  certain  geomctrical  approximations 
pag.  1—2.     «)  Diese  Prüfung  hat  Kästner  1.  c.  angestellt. 
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•     1  /  «'  —  8«  +  16     ,  .     1  /3n=  —  24n  +  48        n  —  4     „„„ 

arcsrn  1/  -r— ^ ,      ,     --  +  arcsm  1/  -—5 — -^ — ,^— —  = •  90'. 

r    4n-  —  8«  +  16    '  V    4«'  —  8»  +  16  n 

Dieses  trifl't,  wie  man  sofort  sieht,  bei  n  =  4  genau  ein,  aber  auch 
bei  grösseren  11  ist  der  Fehler  nicht  sehr  betriichtUch. 

Hier  können  wir  vielleicht  zweckmässig  auch  eine  Aufgabe  der 
praivtischen  Geometrie  erwähnen,  das  sogenannte  Rückwärtsein- 
sehneiden  (Bd.  II,  S.  G45).  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wurde  1692 
durch  Laurent  Pothenot  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
vorgelegt  imd  im  X.  Baude  ihrer  Berichte  (1780)  gedruckt,  ohne  dass 
der  frühere  Bearbeiter  der  gleichen  Aufgabe  Willebrord  Snellius 
genannt  wäre.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  dieses  Ver- 
schweigen eines  Vorgängers  ohne  jede  böse  Absicht  stattfand  und 
auf  Uukenntniss  beruhte.  Pothenot')  war  1679  Bewerber  um  die 
damals  zu  besetzende  Professur  der  Mathematik  am  Colli?ge  Royal 
de  France,  unterlag  aber  gegen  einen  gewissen  La  Montre.  Als 
dieser  nach  Rochefort  versetzt  worden  war,  meldete  Pothenot  sich 
neuerdings  und  zwar  ohne  Wettbewerber  und  wurde  1684  in  Besitz 
der  Professur  gesetzt,  welche  er  bis  zu  seinem  Tode  1732  behielt. 
Auch  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  war  Pothenot 
seit  1682.  Vor  1699  wurde  aber  sein  Sitz  wegen  fortgesetzter  Ab- 
wesenheit des  Inhabers  wieder  für  frei  erklärt.  Die  Professur  da- 
gegen wurde  ihm  offen  gehalten,  und  seit  1726  hielt  er  auch  wieder 
selbst  Vorlesungen. 

Zur  elementaren  Geometrie  im  Sinne  der  Alten  haben  wir  im 
vorigen  Bande  auch  die  Streitfrage  über  den  Contingenzwinkel 
gerechnet  und  wenn  auch  allmälig  die  Behandlungsweise  jener  Frage 
sich  veränderte,  wenn  Gesichtspunkte  hervortraten,  deren  erstes  Er- 
scheinen auf  ganz  anderem  Gebiete  liegt  und  erst  in  viel  späteren 
Kapiteln  dieses  Abschnittes  uns  beschäftigen  wird,  so  halten  wir  es 
doch  für  zweckmässig  der  alten  Gewohnheit  treu  zu  bleiben.  Wir 
erinnern  uns,  dass  es  der  Hauptsache  nach  zwei  einander  wider- 
sprechende Meinungen  über  den  Contingenzwinkel  gab,  deren  letzte 
Vertreter  Clavius  und  Wallis  waren  (Bd.  II,  S.  628—629).  Ersterer 
nannte  den  Contingenzwinkel  zwar  einen  Winkel,  von  dessen  Grösse 
man  zu  reden  berechtigt  sei,  der  aber  von  heterogener  Natur  als  die 
durch  grade  Linien  gebildeten  Winkel  mit  diesen  nicht  verglichen 
werden  könne.  Der  letztere  behauptete,  der  Contingenzwinkel  sei 
überhaupt  ein  non-angidum,  ein  non-quantum.  Wir  wissen  ferner, 
dass   der  Jesuit  Leotaud   für   seinen   Ordensgenossen  Clavius   in   die 


')  L.  Am.   Sedillot,    Lrs  professeures   de   wxthcmatiques   et   de  jjJiijsique 
generale  au  College  de  France  im  BulUtino  Boncomparjni  \l,  444 — 440. 


24  83.  Kapitel. 

Schranken  trat.  Es  geschah  dieses  in  der  Cydomathia  von  1662. 
Ihr  wieder  entgegenzutreten  schickte  sich  Wallis  1667  an.  Er  ver- 
fasste  einen  vom  17.  Februar  1667  datirten  Brief  an  Leotaud.  Dessen 
Herausgabe  unterblieb  jedoch  bis  1685,  wo  der  Brief  als  Theil  der 
Befensio  Tradatus  de  angulo  contactns  et  semidrcuU  Aufnahme  fand. 
Eine  zweite  Veröffentlichung  fand  statt,  als  1693  die  Gesammtwei-ke 
von  Wallis  im  Drucke  erschienen').  Indem  Wallis  zunächst  darauf 
abhebt,  Leotaud  habe  wahrscheinlich  in  Clavius  mehr  den  Ordens- 
genosseu  als  den  Mathematiker  vertheidigt,  was  ihm  besonders  schlecht 
anstehe,  der  selbst  gegen  einen  Ordensgenossen,  gegen  Gregorius 
von  St.  Vincentius,  die  Feder  geführt  habe  (Bd.  11,  S.  655),  setzt 
er  hinzu,  zwei  andere  Ordensgenossen,  Aynscom  und  Tacquet, 
stünden  in  der  Berührungsfrage  auf  seiner  Seite  gegen  Clavius,  be- 
ziehungsweise gegen  Leotaud.  Aus  dem  eigentlichen  Inhalte  der 
Defensio  heben  wir  als  wesentlich  hervor,  dass  Wallis  deutlich  be- 
tont, man  müsse  wirklich  vorhandene  Grössen  von  solchen  imter- 
scheiden,  die  nur  im  Entstehen  begriffen  seien.  Ein  Punkt  sei  keine 
Länge,  sondern  Anfang  einer  Länge.  Eine  Linie  sei  keine  Fläche, 
sondern  Anfang  einer  Fläche.  Geschwindigkeit  sei  keine  Bewegung, 
sondern  Antrieb  zur  Bewegung.  So  sei  auch  ein  Winkel  nicht  die 
Entfernung  zweier  Linien,  sondern  ihr  Bestreben  sich  von  einander 
zu  entfernen-).  Wie  weit  die  Linien,  die  im  Vereinigungspuukte  gar 
keinen  Winkel  bilden,  im  späteren  Verlaufe  sich  von  einander  ent- 
fernen, das  hängt  von  dem  Krümmungsgrade  ^)  ab,  den  man  zu  ver- 
gleichen habe.  Ein  Kreis  mit  kleinem  Halbmesser  sei  in  höherem 
Grade  gekrümmt  als  ein  solcher  mit  grossem  Halbmesser,  weü  gleich- 
viel Krümmung  bei  ihm  auf  kürzerer  Strecke  vorhanden  sei*).  So 
spitzt  sich  schliesslich  der  ganze  Streit  auf  eine  Benennuugsfrage  zu. 
Clavius  nannte  Angiüus  Contadus,  was  Wallis  viel  richtiger  Gradiis 
Cnrvitatis  nennt,  richtiger  weil  die  Benutzung  dieses  Ausdruckes  zeigt, 
dass  Krümmung  und  Krümmung  nach  einem  und  demselben  Maass- 
stabe verglichen  werden  können,  nicht  aber  Krümmung  und  Winkel. 
Die  Gerade  hat  die  geringste  Krümmung,  von  dem  Winkel  aber,  den 
sie  mit  einer  von  ihr  berührten  Curve  bildet,  kann  man  nicht  sagen, 
er  sei  grösser  oder  kleiner  als  der  Winkel,  den  eine  zweite  dort  be- 
rührte Curve  mit  der  ersten  bildet:  es  ist  beidemal  ein  Nichtwinkel. 
Wallis  hat  noch  eine  zweite  Schwierigkeit  der  elementaren  Geo- 
metrie  der  Untersuchung  unterworfen:    das  Parallelenaxiom.     Seinen 


')  Wallis,  Opera  II,  631—664.  ''■)  Ebenda  II,  654:  Angulus  (seu  gradus 
divaricationis)  Distantia  non  est  sed  Inceptivus  distantiae.  ')  Ebenda  656: 
gradus  cnrvitatis.  *)  Circuli  minoris  arcus  est  magis  curvus  ut  qui  tantundem 
curvitatis  habet  in  viinori  longitudine,  adeoquc  est  intensive  curvior. 
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vermeintliclien  Beweis  trug  er  im  Juli  1663  in  Oxford  vor,  veröffent- 
lichte ihn  aber  erst  1693  in  der  Abhandlung  De  postulato  quinfo^). 
Wallis  bespricht  zuerst  die  Frage,  ob  man  es  mit  einer  des  Beweises 
bedürftigen  Annahme  oder  mit  einer  Forderung  zu  thun  habe,  und 
kommt  zur  üeberzeugung,  eine  solche  Unterscheidung  sei  nur  Wort- 
klauberei. Sodann  gibt  er  den  von  Xasir  Eddin  (Bd.  I,  S.  660)  her- 
rührenden Beweis,  welchen  Edward  Pocock-)  (1604—1691),  Pro- 
fessor der  arabischen  Sprache  in  Oxford,  für  ihn  übersetzt  hatte. 
Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  den  in  unserem  I.  Bande  vernach- 
lässigten Beweis  hier  anzudeuten.  Drang  doch  Nasir  Eddins  Unter- 
suchimg jetzt  erst  in  lateinischer  Sprache  in  die  eiu'opäische  Mathematik 
ein,  für  welche  sie  bisher  nicht  vorhanden  war.  Der  Geometer  aus  Tüs 
beginnt  mit  drei  HiKssätzen  (Figur  6).  Erstens:  wenn  zwei  Gerade 
AB,  CD  dui-ch  die  GH,  JK,  L2I .  .  . 
so  geschnitten  werden,  dass  alle 
Schneidenden  auf  J^  B  senkrecht  stehen, 
d.  h.  mit  ihr  nur  rechte  Winkel  bil- 
den, mit  der  CD  dagegen  Wiukel, 
welche  ihren  Nebenwinkeln  ungleich 
sind,  so  dass  die  gegen  C  sich  oönen- 

.  Fig.  6. 

den    Winkel    sämmtlich    stumpf,    die 

gegen  D  sich  öffnenden  sämmtlich  spitz  sind,  so  nehmen  die  Schnei- 
denden gegen  D  hin  fortwährend  ab  GH^JK^LM--  imd  um- 
gekehrt: wenn  die  üisgesammt  zu  AB  senkrechten  Schneidenden  in 
•dem  angegebenen  Sione  an  Grösse  abnehmen,  so  bilden  sie  mit  der 
CD  gegen  C  hin  stumpfe,  gegen  D  hin  spitze  Winkel.  Zweitens: 
wenn  B.H  und  SQ  zu  AB  senkrecht  stehen  und  vmter  einander 
gleich  sind,  so  stehen  sie  auch  zu  der  B  mit  *S  verbindenden  Geraden 
EF  senkrecht.  Drittens:  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  haben  als 
Winkelsumme  zwei  Rechte.  Auf  sie  stützt  sich  dann  die  weitere 
Untersuchung.  Ton  den  Hilfssätzen  .selbst  wird  der  dritte  in  drei 
von  einander  unterschiedenen  Fällen  (rechtwinkliges,  stumpfwinkliges, 
spitzwinkliges  Dreieck)  mit  Hilfe  des  zweiten  bewiesen,  der  zweite 
in  indirekter  Beweisfühnuig  mit  Hilfe  des  ersten;  der  erste  leuchte 
von  selbst  ein.  Sei  es,  Avirft  Wallis  hier  ein^),  aber  ist  der  Satz 
von  dem  Durchschnitt  zweier  in  derselben  Ebene  sich  einander  nähern- 
der Geraden  nicht  noch  leichter  einleuchtend,  als  diese  ganze  Vor- 
bereitung?    Und    am    Schlüsse    der    Darstellung    des    ganzen    Nasir 


»)  Wallis,  Opera  II,  665—678.  -)  Poggendorff  II,  478.  ^  Wallis 
U,  670:  Esto.  At,  inquam,  ecquis  non  faciJius  conceperit  ut  darum,  Duos  rectas 
(in  eodem  piano)  conrergenUs,  tandem  (si  produeantur)  occursuras,  quam  hunc 
tolum  apparatum. 


o 
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Eddin'schen  Beweisverfakrens  kommt  er  wiederholt  zu  dem  Aus- 
spruche'), man  schlage  unverdientermassen  auf  Euklid  wegen  seiner 
nicht  unbilligen  Forderung.  Wenn  Wallis  trotzdem  einen  ihm  selbst 
eigenthümlichen  Beweisversuch  anschliesst"),  so  kann  mau  voraus- 
wissen, dass  auch  dieser  Versuch  auf  nichts  anderes  hinauslaufen 
wird,  als  auf  den  Ersatz  der  euklidischen  Forderung  durch  eine  minder 
austössige.     Der  Kern  der  Sache  ist  folgender  (Figur  7).     Steht  eine 

Gerade  AB  auf  einer  anderen  AC 
unter  einem  Winkel  auf,  so  kann  der 
Winkel  weiter  geschoben  werden 
ohne  sich  in  seiner  Grösse  zu  ver- 
ändern, imd  zwar  durch  eine  Be- 
wegimg, bei  welcher  der  Schenkel 
AC  immer  einen  Theil  derselben  im- 
endlichen  Geraden  bildet.  Der  Winkel 
bei  A  ist  dann  dem  srleichliegenden 
in  jeder  von  ihm  erzielten  Stellimg 
gleich  und  vereinigt  sich  mit  dessen  Nebenwinkel  zu  zwei  Rechten. 
Ist  der  Winkel  DCA  kleiner  als  jener  Nebenwinkel,  so  muss  CP 
zwischen  AC  und  diejenige  Lage  von  AB  fallen,  welche  entsteht, 
wenn  A  bis  nach  C  verschoben  wird.  Vorher  kann  aber  immöglich 
aß  etwa  ganz  zwischen  CD  und  CA  fallen,  denn  wie  wollte  die  plötz- 
liche Lagenänderung  eintreten,  dass  aß  nur  rechts,  eine  ihr  gleich- 
laufende Gerade  nur  links  von  CD  sich  befände?  Demnach  muss  aß 
die  CD  in  einem  Punkte  je  schneiden,  so  dass  ein  Dreieck  Cutc  ent- 
steht. Lässt  man  alle  diese  Schlüsse  gelten,  so  kommt  nun  noch 
eine  neue  Fordeiimg,  welche  die  euklidische  an  Gewaltsamkeit  weit 
übertrifft.  Wallis  nimmt  nämlich  beweislos  an,  zu  jeder  Figur  könne 
eine  ihr  ähnliche  mit  beliebiger  Veränderung  der  einzelnen  Aus- 
messungen erzielt  werden.  Folglich  müsse  über  der  Grundlinie  CA 
ein  Dreieck  gebildet  werden  können,  welches  dem  Dreiecke  Cax 
ähnlich  sei.  Heisst  dieses  Dreieck  CAP,  so  ist  P  ein  Durchschnitts- 
punkt der  AB  und  CD,  d.  h.  diese  beiden  Geraden,  welche  mit  AC 
Winkel  bilden,  die  beide  nach  innen  schauend  eine  geringere  Summe 
als  zwei  Kechte  besitzen,  schneiden  einander. 

Der  theoretischen  Begründung  von  Theilen  der  Elementargeo- 
metrie gab  sich  auch  ein  Mann  von  hoher  wissenschaftlicher  Bedeu- 
tung   hin:    Gottfried    Wilhelm    Leibniz^)    (1646  —  1716).     Wir 


')  Wallis  n,  67ö:  Quo  conßrmatior  factus  suni,  immcrito  suagillatum  tri 
Euclidem  propter  hoc  (non  iniqiiumj  Po^titlatum.  -)  Ebenda  G7i — 67S.  ^)  All- 
gemeine deutsche  Biographie    XVIII,  172 — 209.     Artikel   von    Prantl,    welcher 
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werden  bei  ihm  und,  sagen  wir  es  gleicli  voraus,  bei  seinem  grossen 
Nebenbuhler  Newton  im  Verlaufe  unserer  Darstellung  vielfach  auf 
einzelne  Lebensereignisse  ein  erhebliches  Gewicht  zu  legen  haben. 
Wir  müssen  deshalb  genauer  bei  der  Lebensgeschichte  beider  ver- 
weilen, zunächst  bei  der  von  Leibniz. 

Die  Familie  Leibniz  war  aus  Polen  eingewandert.  Ein  Mitglied 
derselben  wurde  in  Leipzig  Notar  imd  Pr«fessor  der  Moral.  Er 
schrieb  sich  Leibnütz,  aber  der  Sohn  Gottfried  Wilhelm  Uess  auf 
seinen  ersten  Schriften  den  Namen  in  der  Form  Leibnuzius  und 
Leibnüzius  drucken,  später  Leibnitius.  Die  ünterschi-ift  war 
meistens  Leibniz  und  nur  ausnahmsweise  Leibnitz.  Ein  frühi-eifer 
Student  von  noch  nicht  15  Jahren  wurde  Leibniz  zu  Ostern  1661 
in  die  Listen  der  Leipziger  Hochschule  eingetragen.  Im  Frühjahre 
1663  vertheidigte  er  als  Baccalaiu-eus  der  Philosophie  eine  die  Logik 
betretfende  Abhandlung  imd  ging  dann  aiif  ein  halbes  Jahr  nach 
Jena,  wo  er  \mter  Erhard  Weigel  seine  in  Leipzig  schon  ohne 
Lehrer  begonnenen  mathematischen  Studien  fortsetzte.  Grosse  Förde- 
rimac erhielt  Leibniz  ofienbar  nicht  durch  Weiarel,  wenisrstens  sagt 
er  nirgend  dergleichen').  1664  erwarb  Leibniz  in  Leipzig  die  philo- 
sophische Magisterwürde,  1665  eben  dort  das  jimstische  Baccalaureat, 
1666  erlangte  er  durch  die  Schrift  Dissertatio  de  arte  coinbinatoria'-) 
das  Recht  ein  akademisches  Lehramt  auszuüben.  Noch  in  demselben 
Jahre  wurde  er  in  Altdorf  Doctor  beider  Rechte,  eine  ihm  sofort 
dort  angebotene  ausserordentliche  Professur  lehnte  er  ab. 

Das  Jahr  1667  brachte  Leibniz  in  Beziehung  zu  Joh.  Christ, 
von  Boineburg,  dem  geistreichen  ehemaligen  kurmainzischen  Mi- 
nister, und  dieser  veranlasste  sein  erstes  Eintreten  in  eine  politisch 
bedeutsame  Thätigkeit,  welche  er  von  Frankfurt  am  Main,  später  von 
Mainz  aus  ausübte.  In  diese  Jahre  fallen  aber  auch  Leibnizens  erste 
Abhandlungen  über  die  Bewegungslehre  (1670  und  1671),  welche  ihn 
unter  Anderem  mit  Oldenburg  in  London,  mit  Honoratus  Fabri 
in  Rom  in  briefliche  Terbiudung  brachten.  Im  März  1672  ging 
Leibniz  mit  politischen  Aufträgen  nach  Paris,  und  wenn  auch  die 
Absichten  der  Auftraggeber  keinen  Erfolg  erzielten,  für  Leibniz  war 
der  Pariser  Aufenthalt,  der  ihn  mit  dortigen  Gelehrten  bekannt  machte, 
von  grösster  Bedeutung. 

Im  Januar  1673  begleitete  er  den  kurmainzischen  Gesandten 
nach  London.     Oldenburg  wurde  besucht,  Collius  aber  kann  Leibniz 

')  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland  S.  139.  -)  Wenn 
wir  Bd.  II  S.  844  falschlich  1668  als  Druckjahr  angaben,  so  folgten  ^rir  hierin 
ebenso  wie  in  der  Rechtschreibung  des  Namens  Leibnitz  einem  Irrthume  bei 
Poggcndorff  1,  1413. 
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damals  bei  dem  ersten  etwa  siebeuwöchentlichen  Loudouer 
Aufenthalte  von  1673  nicht  kennen  gelernt  haben.  Sonst  hätte 
Oldenburg  in  einem  Briefe  an  Leibniz  vom  6.  April  1673  nicht 
schreiben  können:  Scias  nie  scriptum  tmiin  inipcrtiisse  Dodiss-  nostro 
CoUinio,  similiter  e  Societafe  Hegia^).  Das  musste  Leibniz  von  Collins 
wissen,  wenn  er  mit  ihm  zusammengetroffen  wäre  und  ein  Zusammen- 
treffen beider,  ohne  dass  Oldenburg  davon  Kenntniss  erhalten  hätte, 
ist  bei  dem  engen  Verkehre  der  Londoner  Gesellschaftsmitglieder 
unter  einander  vollends  undenkbar.  Anfangs  März  war  Leibniz  wieder 
in  Paris,  etwa  fünf  Wochen  später,  am  9.  April,  ernannte  ihn  die 
Königliche  Gesellschaft  in  London  einstimmig  zu  ihrem  Mitgliede. 

Leibniz  blieb  inzwischen  in  Paris,  wo  er  jetzt  Huygens  per- 
sönlich kennen  lernte,  und  wo  er,  während  er  nach  den  verschiedensten 
Seiten  Fühlung  nahm,  um  eine  sichere  Lebensstellung  zu  gewinnen, 
immer  tiefer  in  die  Mathematik  eindrang.  Zu  einzelnen  Arbeiten 
vereinigte  er  sich  mit  Walther  von  Tschirnhaus,  welcher  im 
September  1675  von  London,  wo  er  mit  Oldenburg  und  Collins 
verkehrt  hatte,  nach  Paris  kam. 

Im  September  1676  erhielt  Leibniz  einen  Ruf  nach  Hannover 
als  Bibliotheksvorstand  und  Hofrath  mit  einem  Jahi-esgehalte  von 
600  Thalern.  Er  nahm  ihn  an,  ging  aber  zunächst  im  October  auf 
wenige  Wochen  nach  London.  Das  war  der  zweite  kurze  Lon- 
doner Aufenthalt  vom  October  1676,  während  dessen  Leibniz 
mit  Collins  verkehrte. 

Ln  gleichen  Monate  war  Leibniz  in  Amsterdam  bei  Hudde. 
Auch  im  Haag,  in  Delft  hielt  er  sich  bei  Gelehrten  auf  Zu  Ende 
December  1676  traf  er  in  Hannover  ein  und  verweilte  hier  fast  volle 
11  Jahre  bis  zum  October  1687.  Die  in  dieser  Zeit  entstandenen 
Arbeiten,  gleichwie  die  früheren,  gleichwie  die  späteren  werden, 
soweit  sie  mathematischen  Inhaltes  waren,  uns  noch  beschäftigen, 
zunächst  haben  wir  es  nur  mit  der  Hei'stellung  eines  Ort  und  Zeit 
in  Zusammenhang  bringenden  Rahmens  zu  thun. 

Im  October  1687  verliess  Leibniz  Hannover,  um  eine  wissen- 
schaftliche Reise  zur  Durchforschung  von  Bibliotheken  und  Archiven 
in  Deutschland  und  Italien  anzutreten.  Es  sollte  Stoff  zu  einer  Ge- 
schichte des  weifischen  Hauses  gesammelt  werden,  zu  deren  Anferti- 
gung Leibniz  sich  1680  verpflichtet  hatte.  Auch  Staatsgeschäfte  wurden 
auf  dieser  Reise  besorgt,   welche  sich  bis  zum  Juni  1690  ausdehnte. 

')  Leibnizens  mathematische  Schriften  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhaidt 
I,  38.  Wir  citiren  künftig  diese  1849  bis  1863  im  Drucke  erschienene  Ausgabe 
kurz  als  Leibniz.  Die  Bünde  I  bis  IV  enthalten  den  mathematischen  Brief- 
wechsel, die  Bände  V  bis  VII  Abhandlungen. 
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Wieder  beginnt  ein  durch  zahlreiche  wissenschaftliehe  und  staats- 
niännische  Arbeiten  ausgefüllter,  durch  kleine  Reisen  ab  und  zu  unter- 
brochener zehnjähriger  Aufenthalt  in  Hannover.  Zu  Anfang  März 
1700  lud  der  Kurfürst  von  Brandenburg  Leibuiz  nach  Berlin  ein. 
Es  handelte  sich  um  eine  Verbesserung  des  Kaleuders,  um  die  An- 
nahme eines  Reichskalenders,  der  in  den  Daten  mit  dem  gregoria- 
nischen Kalender  übereinstimmte.  Es  handelte  sich  zugleich  um  die 
Gründung  der  Berliner  Akademie. 

Wir  beabsichtigen,  unseren  XVI.  Abschnitt  mit  dieser  Gründung 
zu  schliessen.  Gleichwohl  sei  gestattet,  Leibnizens  Lebenslauf  über 
jene  Grenze  hinaus  iu  die  dem  XVII.  Abschnitte  zugewiesene  Zeit 
zu  verfolgen.  Leibniz,  von  seinem  Kurfürsten  Georg  Ludwig  von 
Hannover  beurlaubt,  nahm  im  Mai  1700  die  Einladung  an.  Am 
11.  JuH  unterzeichnete  Kurfürst  Friedrich  HI.  von  Brandenburg  den 
Stiftungsbrief  der  „Societät  der  Wissettschaften",  am  folgenden  Tage 
ernaimte  er  Leibniz  zu  deren  Präsidenten,  eine  Ernennung,  welche 
aber  staatsrechtliche  Dienste  keineswegs  ausschloss,  wie  denn  Leibniz 
auch  an  den  langathmigen  Unterhandlungen  betheüigt  war,  welche 
dahin  führten,  dass  sich  Kurfürst  Friedrich  am  18.  Januar  1701  üi 
Königsberg  die  Krone  aufs  Haupt  setzte  und  fortan  König  Friedrich  I. 
von  Preussen  hiess. 

Auch  der  andere  Monarch,  dem  Leibniz  seine  Dienste  widmete, 
Kurfürst  Georg  Ludwig  von  Hannover,  hatte  die  Anwartschaft  auf 
eine  Königskrone,  und  wir  müssen  ausnahmsweise  die  Geschichte  der 
englischen  Thronfolge,  um  die  es  sich  handelt,  berühren.  In  Karl  H. 
war  1660  wieder  ein  König  eingesetzt  worden,  der  nach  wenigen 
Jahren  die  Zuneigung,  die  ihm  anfangs  entgegengebracht  wurde, 
neuerdings  verscherzte.  Aber  der  König  hatte  die  Macht  in  Händen 
und  brach  den  sich  regenden  Widerstand  mit  eiserner  Strenge,  die 
er  insbesondere  seit  1680  walten  liess.  Sein  Bruder,  der  zum  Katho- 
licismus  übergetretene  Herzog  von  York,  führte  thatsächlich  die  Re- 
gierung, und  zahlreiche  Todesurtheile  wurden  gefällt  und  vollzogen. 
Karl  n.  starb  1685,  sein  eben  genannter  Bruder  erbte  als  Jakob  II. 
die  Königsvriirde.  Er  hatte  aus  der  Zeit,  in  welcher  er  noch  Pro- 
testant gewesen  war,  zwei  Töchter:  Maria  und  Anna,  jene  mit  Wilhelm 
von  Oranien,  diese  mit  Georg  von  Dänemark  vermählt.  Da  wurde 
1688  die  Geburt  eines  Kronprinzen  Jakob  verkündigt,  der  in  der 
Volksmeinung  für  ein  untergeschobenes  Kind  galt,  untergeschoben 
um  die  protestantischen  Töchter  von  der  Regierung  auszuschliessen 
imd  das  katholische  Köuigthum  erblich  zu  machen.  Jetzt  landete 
Wilhelm  von  Oranien  mit  bewaffneter  Macht  in  England.  Volk, 
Armee,  Flotte  jubelten  ihm  zu,  und  ein  zusammentretendes  Parlament 
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spracli  1689  Maria  riebst  ihrem  Gemahle,  jetzt  Wilhelm  III.,  die  durch 
neue  dem  Parlamente  vorbehaltene  Rechte  ziemlich  beschränkte 
Königswürde  zu.  Nach  ihrem  kinderlosen  Tode  sollte  die  Krone  auf 
Marias  Schwester  Anna  übergehen.  Maria  starb  1694,  Wilhelm  III. 
1702,  Leibeserben  beider  waren  nicht  vorhanden,  und  Königin  Anna 
bestieg  den  Thron.  Ein  Jahr  früher  (1701)  war  mit  dem  Parlamente 
die  Snccession-Act  vereinbart  worden,  welche  auch  den  Fall  des  kinder- 
losen Todes  Annas  vorsehend,  die  Kurfürstin  Sophie  von  Hannover, 
die  jüngste  Tochter  jener  englischen  Prinzessin  Elisabeth,  welche  einst 
mit  Friedrich  von  der  Pfalz  verheirathet  gewesen,  und  ihre  Nach- 
kommen, sofern  sie  protestantisch  seien,  auf  Englands  Thron  berief 
Neben  den  hier  geschilderten  politischen  Ereignissen  gingen  noch 
andere  kriegerischer  Natur  einher,  indem  Frankreich  die  Partei  des 
vertriebenen  Jakob  IL  und  seines  Sohnes,  der  als  Jakob  III.  Anspruch 
auf  die  Thronfolge  erhob,  ergriff,  ohne  wesentliche  Erfolge  erzielen 
zu  können.  Auch  Königin  Anna  war,  soweit  ihre  Macht  reichte,  ge- 
neigt, dem  von  ihr  persönlich  anerkannten  Bruder  Jacob  HL  die 
Nachfolge  zu  verschaffen,  und,  was  das  Auffallendste  ist,  Kurfürstin 
Sophie,  die  berufene  Erbin  des  englischen  Thrones,  theilte  die  gleiche 
Neigung. 

Leibniz  war  es  vorbehalten,  durch  mündliche  und  schriftliche 
Ueberredung  es  dahin  zu  bringen,  dass  Kurfürstin  Sophie  endlich 
einwilligte,  jenes  die  Erbfolge  ordnende  Gesetz  ihrerseits  gut  zu  heissen. 
Königin  Anna  starb  am  12.  August  1714.  Kurfürstin  Sophie  war 
ihr  am  14.  Juni  vorausgegangen.  Deren  Sohn,  der  mehrgeuaunte 
Georg  Ludwig,  bestieg  als  Georg  I.  den  englischen  Thron.  Es  ist 
begreiflich,  dass  Leibnizens  Thätigkeit  in  der  ganzen  Frage  kein 
Geheimniss  blieb,  und  dass,  woran  wir  uns  später  erinnern  müssen, 
die  Gegner  der  Hannoverischen  Thronfolge  in  England  um 
so  erbittertere  Gegner,  ja  persönliche  Feinde  Leibnizens 
wurden. 

Die  ganze  Zeit,  deren  Bedeutimg  für  die  englische  Geschichte 
wir  hier  zu  erläutern  hatten,  war  für  Leibniz  auch  in  jeder  anderen 
Beziehung  reich  ausgefüllt.  Schriftstellerische  Thätigkeit  der  mannig- 
fachsten Art,  ein  ausgedehnter  Briefwechsel,  in  welchem  kaum  ein 
Gebiet  menschlichen  Denkens  undurchsprocheu  blieb,  staatsrechtliche 
Gutachten  über  fast  alle  Fragen  der  damals  so  bewegten  grossen 
Politik,  daneben  persönliche  Bestrebungen,  denen  zu  Liebe  Leibniz 
oft  zwischen  Hannover,  Berlin,  Wien  unterwegs  war,  imd  die  doch 
ebenso  wie  die  um  ihretwillen  unternommenen  Reisen  geheim  bleiben 
sollten,  nahmen  Zeit  und  Gedanken  Leibnizens  in  fortwährend  wech- 
selnden Anspruch,  worauf  wir  auch  später  hinzuweisen  haben  werden. 
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Seine  Göimer  sahen  iliose  Zersplitterung  mit  wachsendem  Unmuthe, 
und  in  Berlin  beispielsweise  gab  man  im  December  1710  der  Societiit 
der  Wissenschaften  ohne  Leibuizens  Vorwissen  einen  neuen  Direktor 
und  den  neuen  Namen  der  „Akademie  der  Wissenschaften",  unter 
welchem  sie  am  19.  Januar  1711  gleichsam  neu  gegründet  wurde. 

Als  König  Georg  I.  1714  seine  Residenz  in  London  aufschlug, 
beabsichtigte  Leibniz  ihm  dahin  zu  folgen,  und  diese  Uebersiedeluug 
hätte  vermuthlich  zur  Klärung  mancher  Verhältnisse  zu  englischen 
Mathematikern  beigetragen,  allein  sie  wurde  ihm  gradezu  untersagi, 
weil  das  Ministerium  bezüglich  der  in  Hannover  und  in  England  ein- 
zuhaltenden Politik  seine  Meinung  nicht  theilte,  namentlich  in  dem 
Pimkte  nicht  seiner  Ansicht  war,  man  müsse  sich  jeder  Einmischung 
in  englische  Parteiverhältnisse  von  Hannover  aus  enthalten.  Die 
letzten  Jahre  des  so  bewegten  und  inhaltreichen  Lebens  erhielten 
dadurch  einen  bitteren  Geschmack,  erhöht  durch  schwere  körperliche 
Leiden.  Als  Leibniz  am  14.  November  1716  in  Hannover  starb,  be- 
theiligte sich  an  seinem  Leichenbegängnisse  weder  der  Hof  noch  die 
Geistlichkeit.  In  der  Pariser  Akademie,  welcher  Leibniz  seit  1700 
als  Mitglied  augehörte,  wurde  durch  Foutenelle  eine  Lobrede  auf 
ihn  gehalten.  Die  Berliner  Akademie  schwieg  den  Mann  todt,  der 
sie  ins  Leben  gerufen  hatte,  und  erst  viel  später  entschloss  man  sich 
zu  der  Sühne  der  noch  jetzt  üblichen  alljährlichen  Leibnizfeier. 

Leibniz  verlebte  (S.  28)  von  December  1676  bis  October  1687 
elf  Jahre  ruhiger  Geistesarbeit  in  Hannover.  In  dem  dritten  Jahre 
dieses  Zeitabschnittes  im  August  1679  brachte  er  seine  CltaracterisHca 
geometrica^)  zu  Papier,  die  Arbeit,  durch  welche  er  dem  gegenwärtigen 
Kapitel  angehört.  Charaktere  nennt  Leibniz  Dinge,  durch  welche 
die  gegenseitigen  Beziehungen  anderer  Dinge  dargestellt  werden, 
während  sie  leichterer  Behandlung  als  jene  zugänglich  sind^).  So 
ist  ein  Modell  Charakter  einer  Maschine,  eine  Zeichnung  in  der  Ebene 
Charakter  eines  räumlichen  Gebildes,  ein  Buchstabe  Charakter  einer 
unbestimmt  gelassenen  Zahl.  Geometrisches  durch  Charaktere  zu  be- 
zeichnen sei  sehr  wünschenswerth,  damit  unter  Vermeidung  des  Ge- 
wirres vielliniger  Figuren  Sätze  einfach  an  den  Charakteren  erwiesen 
werden  könnten.  Schon  gewisse  algebraische  Grössenbeziehungeu 
genügen  unter  Umständen.  So  bedeute  AT3  =  BC  =  AC,  dass  ABC 
ein  gleichseitiges  Dreieck  sei.  So  sei  in  AB  -\-  BC  =  AC  der  Satz 
enthalten,    dass  die  drei   Punkte    A,  B,  C  in    gerader  Linie    liegen. 


')  Leibniz  V,  141  —  171.  Vergl  Gerhardt,  Math.  Deutschi.  184—186. 
*)  Ebenda  V,  141:  Characteres  sunt  res  quaedam,  quibus  aliarum  rerum  intcr  se 
relationes  exprimuntur,  et  quarum  faciUor  est  quam  illarum  tractatio. 
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Aber  das  Bestreben  müsse  doch  dahin  sich  richten,  das  Geometrische 
selbst  zu  charakterisiren,  und  dazu  habe  er  wohl  zehnmal  den  Anlauf 
genommen,  bis  er  zu  einer  ihm  genügenden  von  den  ersten  Grund- 
begriffen ausgehenden  Auffassung  gelangt  sei. 

Der  Punkt  ist  das  räumlich  Meistbegrenzte  und  drückt  einfach 
die  Ruhelage  im  Eaume^aus^).  Alle  Punkte  können  zusammenfallen, 
suid  congrueut.  Der  Weg  eines  Punktes  nach  einem  anderen  heisst 
Linie.  Er  ist  ein  Stetiges,  denn  jeder  Theil  desselben  hat  End- 
punkte, welche  ihm  mit  einem  vorhergehenden,  mit  einem  folgenden 
Theile  gemeinsam  sind.  Der  Weg  einer  Linie,  deren  Punkte  nicht 
immer  der  eine  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  ist  eine  Ober- 
fläche, und  der  Weg  einer  Oberfläche,  deren  Punkte  nicht  immer 
der  eine  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  ist  ein  Körper.  Der 
Körper  aber  kami  nicht  bewegt  werden,  ohne  dass  alle  seine  Punkte 
immer  einer  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  er  bringt  daher 
keine  neue  Abmessung  hervor-). 

Unter  den  Linien  ist  die  Gerade  besonders  hervorzuheben.  Ihr 
Begriff  ist  gleichzeitig  mit  dem  der  begrenzenden  Punkte  als  ein- 
fachster Weg  —  via  simplissinia  —  vom  einen  zum  anderen  gegeben, 
aber  die  Entstehung  der  Geraden  kann  verschiedentlich  gelehrt  werden. 
Folgende  Erzeugungs weise  ist  die  einfachste:  Die  Gerade  enthält  alle 
Punkte,  welche,  während  ein  Körper  um  zwei  feste  unbewegliche 
Punkte  in  Bewegung  versetzt  wird,  mit  jenen  beiden  Punkten  in 
Ruhe  bleiben^).  Als  eine  zweite  Entstehung  wird  die  derartige  Span- 
nung einer  biegsamen  Linie  bezeichnet,  dass  sie  nicht  zu  grösserer 
Länge  ausgedehnt  werden  kann.  Des  Weiteren  definirt  Leibniz  den 
Kreis,  die  Ebene ^).  Wird  ein  Linienzug  AGB  so  in  Bewegung  ge- 
setzt, dass  seine  Punkte  A  und  JB  unbewegt  bleiben,  so  beschreibt 
der  Punkt  C  eine  Kreislinie.  Der  Ort  aller  Punkte,  die  sich  gleich- 
massig  zu  einem  Punkte  A  wie  zu  einem  anderen  Punkte  B  ver- 
halten, wird  Ebene  genaxmt. 

Ein  Punkt,  der  eine  Linie  durchläuft,  kann  yb  genannt  werden, 
wobei  der  links  angebrachte  Stellenzeiger  y,  der  aber  bei  Leibniz 
noch  durch  keinen  Kunstausdruck  wie  Index  oder  dergleichen  benannt 


')  Leibniz  V,  144:  Punctum  exprimü  id  qitod  in  exttnsione  maxime  limi- 
tatum  est,  nempe  simplicem  säum.  ^)  Ebenda  145:  Via  lineae  eiusmodi,  ut 
puncta  eius  7ion  semper  sibi  invicem  succedant.  Superficies  est;  et  via  superficiei, 
ut  puncta  eius  non  semper  sibi  invicem  succedant  est  Corpus.  Corpus  autem  vio- 
veri  non  polest,  quin  omnia  eius  puncta  sibi  succedant,  et  ideo  novam  dimensionem 
non  producit.  ^)  Ebenda  147:  Sit  corpus  aliquod,  cuius  duo  puncta  sint  immota 
et  fixa,  ipsum  autem  corpus  nihilominus  moveatur,  tunc  omnia  puncta  corporis 
quiescentia  incident  in  rectam,  quae  ptr  duo  puncta  fixa  transit.    *)  Ebenda  1G5. 
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wird,  die  verschiedensten  Zalilenwertlie  annimmt.  Die  ganze  Linie 
heisst  alsdann  ^h,  indem  der  Stellenzeiger  mit  einem  ihn  deckenden 
wagrecliten  Striclielchen  versehen  wird.  Wird  die  Linie  so  bewegt, 
dass  der  frühere  Punkt  „b  nach  M  gelangt,  so  entsteht  eine  Ober- 
fläche rj).  Die  gleiche  Oberfläche  muss  als  fj>  entstehen,  wenn  durch 
Rückwärtsbewegung  der  Linie  jeder  ihrer  Punkte  ,6  nach  ,jb  gelangt. 
Mau  erkennt  leicht  in  ;ry'J>  einen  Körper,  welcher  durch  die  soeben 
beschriebene  Oberfläche  erzeugt  wird. 

Leibniz  führt  nun  einige  neue  geometrische  Zeichen  ein.  30  (das 
Gleichheitszeichen  von  Descartes  Bd.  EI,  S.  724)  bedeutet  das  Zusammen- 
fallen oder  Identischsein').  Dasselbe  Zeichen  aufwärts  gestellt  ^  be- 
deutet Congruenz  oder  die  Möglichkeit  durch  Bewegung  zum  Zusammen- 
fallen gebracht  werden  zu  können.  Allerdings  hat  er  mit  beiden 
Zeichen  auch  gewechselt.  Congruenz  wird  mitunter  durch  ~,  Coinci- 
denz  (also  Identität)  durch  ~  dargestellt-),  und  in  einem  Aufsatze 
Mathesis  universalis,  welcher  undatii-t  unter  dem  Leibuizischen  Nach- 
lasse sich  vorfand,  heisst  c'as  links  geschlossene  oo  (das  ünendlich- 
keit^zeichen  von  Wallis  Bd.  11,  S.  748)  Zeichen  der  Identität').  Kehren 
wir  zu  den  im  August  1679  benutzten  Zeichen  zurück,  so  ist  ^  (ein 
liegendes  s  als  Anfangsbuchstabe  von  similis)  Zeichen  der  Aehnlich- 
keit.  Aehnüch  aber  ist,  was  einzeln  für  sich  betrachtet  nicht  unter- 
schieden werden  kann^);  betrachtet  man  dagegen  Aehnliches  gemein- 
sam, so  erscheint  sofort  ein  Unterschied,  das  Grössersein  des  einen. 
Gleichheitszeichen  ist  n. 

Geometrisch  richtig  darf  man  folgende  Schlüsse  ziehen:  "Wenn 
(*  \i  e,  i  '6f>  c^  g,  d  \ih,  so  ist  a  +  6  —  c  +  rf  ^  e  +  /'  —  (/  -f  /(. 
Wenn  a  ~  t  und  o  n  6,  so  ist  a  '^i.  Wenn  a  x>b,  so  ist  a  \ib, 
ar-ib  und  a  ~  6.  Wenn  femer  a,  b  und  b,  c  durch  eines  der  Zeichen 
3o,  j|^,~,  r-;  verbunden  sind,  so  darf  dasselbe  Zeichen  zwischen  a,c 
gesetzt  werden.  Dagegen  darf  nicht  geschlossen  werden,  dass,  wenn 
a  nicht  3o  b  und  b  nicht  x>  c,  auch  a  nicht  ao  c  sei.  Bei  Coinci- 
denzen  ist  Addition  gestattet,  bei  Congruenzen  nicht.  Aus  a  oo  c  und 
b  -xj  d  folgt  ab  -X)  c-d\  aber  obwohl  A'^  C,B  '^D,  wenn  A,  B,  C,  D 
Punkte  bedeuten,  weü  je  zwei  beliebige  Punkte  congruent  sind,  folgt 
doch  nicht  A  ■  S  ^  C  ■  D.  Gestattet  dagegen  ist  A-  B  ^  B  ■  E, 
B-C"(iE-F,  A.CiiBF  zu  A-B-C^BE-F   zu   vereinigen. 

Leibniz  war  von  diesen  Gedanken  so  erfüllt,  dass  er  schon  am 
8.  September  1679  an  Huygens   darüber  schrieb'').     Ich  bin,   sagte 

')  Leibniz  V,  150:  atgve  ita  eadem  esse  sine  coineidere  dicentur. 
■)  Ebenda  185.  ')  Ebenda  VII,  57:  Nota  coincidentiae  seu  identitatis.  *)  Ebenda 
V,  153:  Similia  sunt  quac  singula  per  se  considerata  discerni  »Jon  possunt. 
=)  Ebenda  I,  19. 
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er,  mit  der  Algebra  nocli  uiclit  zufrieden,  weil  sie  weder  die  kürzesten 
Wege  der  Geometrie  einschlägt,  noch  deren  schönste  Constructionen 
kennen  lehrt.  Ich  glaube  daher,  man  bedürfe  einer  besonderen  geo- 
metrischen Analysis,  welche  uns  unmittelbar  den  situs  ausdrückt,  wie 
die  Algebra  die  tnagnitudo. 

Darauf  erläuterte  er  in  einer  Beilage')  jene  Begriffe,  von  denen 
eben  die  Rede  war,  und  bewies  mit  deren  Hilfe  den  Satz,  dass  die 
Kugel  durch  eine  Ebene  in  einer  Kreislinie  geschnitten  wird.  Jeder 
Kugelpunkt  Y  ist  mit  dem  Kugelmittelpunkte  A  durch  eine  Gerade 
AY  verbunden,  welche  mit  einer  bestimmten  AC  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  kann,  oder  AC  "^  ^  F  ist  der  Ausdruck  für  eine  Kugel. 
Der  Ausdruck  für  eine  Ebene  ist,  vermöge  deren  Definition  (S.  32), 
AY'i^BY,  mithin  auch  AC '^  BC,  vorausgesetzt,  dass  C  ein  Punkt 
der  Ebene  sein  soll.  Lus  BC '^  AC  miA  AC '^  AY  nebst  AY'^BY, 
folgt  BC^iBY.  Addirt  man  zu  diesem  BC '^  BY  das  früher  be- 
kannte AC  ^  AY  und  das  selbstverständliche  AB  ^  AB,  so  entsteht 
ABC  ^  ABY.  Letzteres  ist  aber  der  der  Definition  (S.  32)  ent- 
sprechende Ausdruck  für  eine  Kreislinie,  und  somit  ist  der  ausge- 
sprochene Satz  bewiesen. 

Huygens  antwortete  am  20.  November  in  wenig  ermuthigender 
Weise ^),  er  glaube  nicht,  dass  auf  die  neue  Charakteristik  grosse 
Hoffnungen  zu  gründen  seien.  Es  ist  wohl  anzunehmen,  dass  dieses 
abfällige  Urtheil  eines  Mannes,  den  Leibuiz  ungemein  hoch  stellte, 
die  Schuld  trug,  dass  Jener  mit  seinen  für  die  damalige  Zeit  aller- 
dings durchaus  neuen  Gedanken  nicht  an  die  Oeffentlichkeit  trat,  dass 
er  auch  in  seinen  handschriftlichen  Privatnotizen  nicht  weit  über  das 
an  Huygens  Mitgetheilte  hinausging.  Insbesondere  hat  sich  kein 
Versuch  Leibnizens  erhalten,  auch  die  Aehnlichkeit  und  die  Bewegung 
neben  der  Congruenz  in  den  Beweisen  zur  Geltung  zu  bringen,  was 
ursprünglich  in  seiner  Absicht  lag^). 

Au  die  Schriften  über  Geometrie  schlössen  wir  in  früheren  Ab- 
schnitten solche  an,  welche  in  der  Geometrie  zu  benutzende  Vorrich- 
tungen kennen  lehrten.  Wir  haben  gegenwärtig  nur  einen  solchen 
Schriftsteller  allenfalls  zu  nennen:  Michael  Scheffelt*)  aus  Ulm 
(1682 — 1720),  welcher  einen  Messstab  erfand,  der  den  Neperschen 
Rechenstäben  (Bd.  II,  S.  GGO)  nachgebildet  das  Rechnen  mit  geo- 
metrischen   Grössen   auf  ein   Ablesen    zurückführte.     Die  erste  Ver- 


')  Leibniz  I,  22—25.  '^)  Ebenda  I,  27.  ■')  Ebeuda  V,  172:  Nunc  autem 
ad  explicandam  rem  situs  non  nisi  congruentia  utemur,  sepositis  in  alium  locum 
similitudine  et  motu.  ')  Weyevmann,  Nachrichten  von  Gelehrten,  Künstlern 
und  anderen  merkwürdigen  Personen  aus  Ulm  (Ulm,  1798),  S.  4G2 — 4G3. 
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öffeutlicliung   ist   von   1697.     Ihr    folgten    vier  weitere  Auflagen    bis 
1732,  ein  Beweis,  dass  man  damals   die  Erfindung  schätzte. 

Noch  älter  ist  eine  Vorrichtung,  von  welcher  wir  vielleicht  zweck- 
mässiger im  folgenden  Kapitel  sprächen,  weil  sie  dem  Rechnen  diente, 
welche  wir  indessen  ihres  mechanischen  Wesens  wegen  hier  nennen. 
Wir  meinen  die  Rechenmaschine  von  Leibniz.  Wir  wissen  (Bd.  II, 
S.  (361),  dass  Leibniz  in  Paris  die  von  Pascal  erfundene  Rechen- 
maschine sah  tmd  schätzte.  Dieses  hinderte  aber  nicht,  dass  er  einige 
ünvoUkommenheiteu  derselben  bemerkte,  gegen  welche  er  Abhilfe 
suchte.  Schon  1673  wähi-end  des  ersten  Londoner  Aufenthaltes  zeigte 
Leibniz  seine  Einrichtung  der  Könighchen  Gesellschaft  dort  vor'), 
und  als  er  weitere  Verbesserungen  angebracht  hatte,  fand  er  auch 
bei  der  Pariser  Akademie  Beifall.  Die  Beschreibung  der  Leibnizischen 
Maschine  wurde  allerdings  erst  wesentlich  später  1710  in  den  Druck- 
schriften der  Berliner  Akademie  unter  dem  Titel  Brevis  descriiitio 
machinae  arithmeticae'-)  veröffentlicht.  Vollkommen  war  freilich  auch 
diese  Vorrichtung  noch  nicht,  wiewohl .  Leibniz  bei  den  immer  er- 
neuerten Versuchen  der  Verbesserung  grosse  Summen  —  man  erzählt 
von  24000  Thalem  —  nach  und  nach  aufgewandt  hatte. 
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Die  hervorragenderen  Schriftsteller  haben  im  letzten  Drittel  des 
5Vn.  Jahrh.  nachgrade  aufgehört,  ihre  EJ-äfte  dem  elementaren 
Rechnen  zu  widmen.  Was  au  Büchern  darüber  in  den  verschiedenen 
Ländern  gedruckt  wurde,  war  höchstens  mittelgut,  und  nur  ganz  ver- 
einzelte mögen  wegen  der  weiten  Verbreitiuig,  welche  sie  besassen, 
genannt  werden. 

Tobias  Beutel^)  verfasste  ein  Lehrbuch:  Chursäclisischer  Cedern- 
wald,  eine  Arithmetik  oder  sehr  nützliche  Bechenlcunst,  welches  seit  der 
Mitte  bis  zum  Ende  des  XVll.  Jahi-h.  achtmal  aufgelegt  wurde.  Die 
Regeln  sind  in  Reime  gefasst,  damit  sie  um  so  leichter  erlernt  werden 
konnten.  Darauf  beruhte  gewiss  wenigstens  zum  Theil  die  vielfache 
Anwendung    des    Lehrbuches,    welche    zum   Beispiele    in    dem    Lehr- 

')  Klngel,  Mathematisches  Wörterbuch  U,  741—742  unter  „Instrumentale 
Arithmetik".  Vergl.  auch  Leibniz  I,  33  einen  Brief  Leibnizens  an  Oldenburg 
vom  8.  März  1673:  In  instrumento  meo  aiitlimetico  laboratur  strenue;  femer 
Leibniz  III,  72  Anmerkung  und  Gerhardt,  Math.  Deutschi.  S.  141.  -)  Mis- 
cellan.  Berolin.  T.  I.  ^  Unger,  Die  Methoden   der  praktischen  Arithmetik 

in  historischer  Entwickelung,  S.  75,  124^125. 
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plane  der  Franckeschen  Stiftungsschule  in  Halle  von  1702  anbe- 
fohlen ist^). 

Fran9ois  Barreme^),  ein  Rechenmeister  zu  Paris,  veröffent- 
lichte 1677  L'Ärithme'tique  oii  le  livre  fädle  jwur  apjyrenclre  l'arith- 
metique  soi  meme,  welche  zahlreiche  Auflagen  nöthig  machte  und  noch 
heute  ein  sprichwörtliches  Nachleben  in  Frankreich  führt,  wo  man 
bei  einfachsten  Rechnungsergebnissen  sehr  häufig  Barreme  als  scherz- 
hafte Beglaubigung  anführt,  ähnlich  wie  in  Deutschland  Adam  Riese. 

Ein  Schriftsteller  von  vermeintlicher  erfinderischer  Kraft  auf 
elemeutarem  Gebiete  war  Erhard  WeigeP)  (1625—1699),  der  zu 
Weiden  in  der  Oberpfalz  geboren  in  Halle  zum  Studium  sich  vor- 
bereitet hat  und  dort  dem  weit  und  breit  bekannten  Astrologen 
Schimpfer  als  Schreiber  diente.  Weigel,  der,  seit  er  mit  elf  Jahren 
seinen  Vater  verloren,  auf  sich  selbst  angewiesen  war  und  schon  in 
diesem  zarten  Alter  fast  gleichaltrige  Kinder  im  Schreiben  und  Rechnen 
zu  unterrichten  pflegte,  kam  in  Halle  mit  Studirenden  aus  Leipzig 
in  Berührung,  welche  nicht,  selten  dorthin  reisten,  um  sich  eben  von 
Schimpfer  ihre  Nativität  stellen  zu  lassen.  Ihr  Zureden  bewog  Weigel, 
sieh  ebenfalls  zur  Leipziger  Hochschule  zu  wenden,  wo  er  1650  die 
Würde  eines  Magisters  der  Philosophie  erwarb,  unter  seine  dortigen 
Gönner  zählte  ein  Oberst  Titel,  Festungshauptmann  der  Pleissenburg, 
vielleicht  ein  naher  Verwandter  jenes  Basilius  Titel  (S.  20),  der 
1682  dieselbe  Stellung  einnahm  und  Mitarbeiter  an  den  A.  E.  war. 
Im  Jahre  1653  starb  der  Jenaer  Professor  der  Mathematik  Heinrich 
Hof  mann,  und  Weigel  wurde  zu  seiner  Nachfolge  berufen,  eine 
Stellung,  in  welcher  er  bis  zu  seinem  Tode,  mithin  46  Jahre  hin- 
durch, verblieb.  Eine  als  Astrognostisch-heraldisches  Collegimn  von 
ihm  angekündigte  Vorlesung  zog  mehr  als  400  Zuhörer  an,  so  dass 
er  keinen  genügenden  Hörsaal  finden  konnte  und  vor  der  Stadt  im 
Freien  seine  Vorträge  halten  musste.  Den  Gegenstand  bildete  wahr- 
scheinlich der  Europäische  Wappenhimmel,  d.  h.  die  Ersetzung  der 
altheidnischen  Sternbilder  durch  die  Wappen  der  Europäischen  Staaten. 
Weigels  Mathematik  kann  als  Beispiel  der  Bedürfnisslosigkeit  gelten, 
welche  damals  die  ausnahmslose  Regel  an  deutschen  Universitäten 
bildete.  Die  Schriften  von  Descartes  hat  er  niemals  studirt,  er 
würde  sie  auch  nicht  verstanden  haben.  Bildete  er  sich  doch  nicht 
wenig  auf  seine  Erfindung  des  divisor  vicinus,  d.  h.  auf  die  Erfindung 

')  Unger,  Die  Methoden  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Ent- 
wickelung,  S.  140.  '')  Poggendorff  I,  105.  »)  Erhard  Waigel.  Ein  Beitrag 
zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  auf  den  deutschen  Universi- 
täten im  17.  Jahrhundert  von  Dr.  Bartholomaei  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XIII, 
Supplem.  S.  1—44).     Edm.  Spiess,  Erhard  Weigel  (Leipzig,  1881). 
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einei-  Regel  ein,  die  durch  die  Formel 

a      "   _i_  ^ 

b  —  c         ft"*"  b  —  c 

dargestellt  ist.     So  ist  z.  B.  998  =1000  —  2  und  demnacli 

a "--  ■  998 

a o I 1000 

998         iOOÖ  ""  998 

Als  sein  Hauptwerk  betrachtete  er  vollends  seine  Tetractys,  welche 
er  in  drei  verschiedenen  Schriften  der  Gelehrtenwelt  empfahl,  ins- 
besondere in  einer  Schrift*)  von  1673.  Tetractys  ist  das  Zahlen- 
system mit  der  Grundzahl  4,  welches  Weigel  dem  mit  der  Grund- 
zahl 10  weit  vorziehen  zu  müssen  glaubte.  Viertheilung  sei  das 
Natürliche  und  Nächstliegende,  während  die  Zehnzahl  ein  künstlich 
Gemachtes  sei.  Einige  Namen  müssten  zur  volksthümlichen  Einfüh- 
rung des  Yierersystems  allerdings  neu  erfunden  werden,  \md  Weigel 
schlägt  daher  mitten  im  lateinischen  Texte  derartige  deutsche  Namen 
vor.  Sie  lauten  Secht  statt  viermal  vier  und  SchocJc  statt  viermal 
viermal  vier.  Später  ersetzte  Weigel  auch  das  Wort  vier  durch  eine 
Neubildung  JErff,  wodurch  die  Zusammensetziuigen  und  Zusammen- 
ziehungen  Zicerff  und  Dreff  für  zweimal,  beziehungsweise  dreimal  vier 
sich  herstellen  liessen.  Noch  1690  ging  Weigel  mit  dem  Gedanken 
um,  nach  London  zu  reisen,  um  der  dortigen  Königlichen  Gesellschaft 
seinen  Divisor  viciuus,  seine  Tetractys  und  verschiedene  technische 
Erfindungen  mit  Ausschluss  einer  Sehnellpresse,  welche  er  nicht  zu 
veröffentlichen  beabsichtigte,  um  die  Buchdrucker  nicht  um  Arbeit 
und  Brod  zu  bringen,  vorzulegen.  Der  dazu  erbetene  Urlaub  wurde 
ihm  jedoch  glücklicherweise  verweigert,  und  so  unterblieb  der  Ver- 
such, der  in  einer  Zeit,  in  welcher  die  fruchtbarsten  Entdeckungen 
im  Gebiete  der  höheren  Mathematik  an  der  Tagesordnung  waren, 
Weigel  nm*  hätte  lächerlich  machen  können.  Wir  mussten  grade 
wegen  der  ünbedeutendheit  des  Mannes  bei  ihm  verweilen,  denn,  wie 
wir  schon  sagten,  er  gibt  uns  den  Maassstab  für  die  damals  an 
deutschen  Universitäten  gelehrte  Mathematik.  Und  dieser  Mann  war 
Leibnizens  Lehrer  (S.  27)? 

Es  bedürfte  kaum  der  ausführlicheren  Darstellung,  welche  Leibniz 
zum  Schlüsse  eines  im  April  1703  an  Jakob  Bemoulli  gerichteten 
Briefes  von  seinem  Studiengange  gab,  um  die  sichere  Ueberzeugung  zu 


')  Erhardi  Weigelii,  Ärtiuin  Architectonicarum  Supremi  Directoris  et 
Prof.  Puhl.  Tetractys,  summunt  tum  Arithincticae  tum  Plülosophiae  discursivae  com- 
pendium,  artis  magnae  sciendi  genuina  radix.  Jenae  MDCLXXUI.  -)  Leibniz 
m,  71—72. 
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hegeu,  er  müsse  wesentlich  sich  selbst  Lehrer  gewesen  sein.  „Als 
ich,"  heisst  es  in  der  Nachschrift  zu  jenem  Briefe,  welche  beim  wirk- 
lichen Ausfertigen  desselben  unterdrückt  wurde  und  erst  aus  dem 
Leibnizischen  Nachlasse  bekannt  geworden  ist,  „im  Jahre  1672  nach 
Paris  kam,  war  ich  Autodidakt  in  der  Geometrie,  aber  als  solcher 
wenig  durchgebildet').  Mir  fehlte  die  Geduld,  durch  lange  Reihen 
von  Beweisen  hiudurchzueilen.  Ich  hatte  als  Knabe  eine  für  Kinder 
geeignete  Algebra  eines  gewissen  Lanzius^),  dann  die  des  Clavius  zu 
Rathe  gezogen,  die  des  Cartesius  schien  mir  zu  verwickelt."  Wir 
bemerken  hierzu,  dass  unter  jener  Kinderalgebra  wahrscheinlich  die 
Institntiones  arithmeticae  gemeint  sind,  welche  der  Ingolstadter  Pro- 
fessor Johann  Lantz')  1616  und  1619  in  München  herausgab.  Etwas 
weiter  imten  heisst  es  in  jener  Nachsclu'ift  dann  weiter:  „In  dieser, 
ich  hätte  beinahe  gesagt  stolzen  Unwissenheit  in  der  Mathematik 
zog  ich  Geschichte  imd  Rechtswissenschaft  in  Erwägung,  dass  ich 
ihrem  Studium  micli  widmete." 

Und  in  dieser  stolzen  Unwissenheit,  möchten  wir,  Leibnizens 
Worte  wiederholend,  fortfahren,  schrieb  er  1666  seine  Dissertatio  de 
arte  combinatoria^) ,  fasste  er  nur  kurze  Zeit  darauf  den  (S.  35)  be- 
reits zur  Rede  gebrachten  Gedanken  einer  Rechenmaschine. 

Oombinatorische  Betrachtungen  waren  nichts  weniger  als 
neu.  Bei  Tartaglia,  bei  Cardano,  bei  Buteo,  am  ausführlichsten 
bei  Pascal  (Bd.  II,  S.  480,  489,  517,  691),  in  dessen  1665  durch  den 
Buchhandel  verbreiteten  Traite  du  trianijle  arithmetiqiie  hätte  Leibniz 
sehen  können,  wie  weit  man  ihm  zuvorgekommen  war.  Aber  eines- 
theils  waren  ihm  jene  Quellen  selbst  unbekannt,  soweit  ihr  Inhalt 
nicht  in  Schwenters  Erquickstunden  (Aufgabe  32  und  33  des 
I.  Buches  dieser  in  Deutschland  damals  sehr  verbreiteten  Sammlimg) 
übergegangen  war,  anderntheils  war  der  Ausgangspunkt  und  noch 
mehr  der  letzte  ZieljDxmkt  Leibnizens  ganz  anderer  Natur  als  bei 
seinen  Vorgängern.  Bei  jenen  handelte  es  sich  um  kleine  mathema- 
tische Scherze,  wenn  wir  dieses  Ausdrucks  uns  bedienen  dürfen,  welche 
bei  Cardano  Anklänge  an  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erkennen  lassen, 
bei  Pascal  erst  zu  höherer  mathematischer  Bedeutung  sich  erheben. 
Leibniz  war  der  Zeitfolge  und  vielleicht  auch  der  Geistesrichtung 
nach  erst  Philosoph  und  dann  Mathematiker.  Schon  seit  1663  sind 
in  seinem  Kopfe  die  Keime  einer  Scientia  generalis  vorhanden  ge- 
wesen^),   einer    allgemeinen   Wisseuschaftslehre,    welche    alle   Einzel- 

')  Eram  ego  Geometra  autodidacttis,  scd  parum  siibactus.  ')  Algebram 
Lanzii  aiiusdam  puerilem.  ")  Poggendorff  I,  1374.  ^)  Leibniz  V,  7 — 79. 
*)  Die  philosophischen  Schriften  von  Gottfried  Wilhelm  Leibniz  herausgegeben 
von  C.  J.  Gerhardt  VII,  12  lin.  3  v.  u.:  Beni  oiim  iam  a  decimo  octavo  aetatis 
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Wissenschaften  als  Unterabtheilungen  oder  Anwendungen  in  sich  fassen 
sollte.  Der  allgemeinen  Wissenschaft  sollte  auch  eine  allgemeine 
Sprache,  Lingua  ratioxalis,  zur  Verfügung  stehen,  welche  dem  Ge- 
danken sich  so  genau  anzupassen  hätte,  dass  sie  als  fdum  meditandi, 
als  Leitfaden  des  Denkprozesses,  zu  dienen  im  Stande  sei,  ja  dass  die 
Schrift,  ohne  welche  die  Sprache  der  Mittheilbarkeit  ausser  in  engsten 
Kreisen  entbehren  würde,  die  gleiche  Eigenschaft  der  Gedaukeuhilfe 
besitze.  Auch  in  dieser  Richtung  war  Leibniz  nicht  ohne  Vorgänger. 
Er  war  nicht  der  erste,  welcher  die  Möglichkeit  einer  Weltschrift 
wenigstens  ins  Auge  fasste,  mit  welcher  allerdings  eine  Weltsprache 
noch  nicht  gegeben  wäre.  Die  chinesische  Schrift  wird  thatsächlich 
von  verschiedenen  Völkern,  von  jedem  in  seiner  Sprache,  gelesen  und 
ermögUcht  zwischen  ihnen  schriftlichen  Verkehr,  während  sie  einander 
mündlich  nicht  verstehen.  Und  auch  in  Europa  waren  seit  1661 
Versuche  in  die  Oeffentlichkeit  getreten'). 

John  Wilkins  (1614 — 1672),  einer  der  Gründer  der  Royal 
.Society  in  London,  Prediger  daselbst  und  von  1668  an  Bischof  von 
ehester,  gab  1611  eine  Schrift  heraus,  welche  den  Titel  führte: 
JJercury,  or  the  secret  and  steift  Messende)-:  shewing  Jiow  a  Man  mag 
icith  Privacy  and  Spead  communicate  his  Thouglits  to  a  Friend  at  a 
Distance,  und  in  ihr  versuchte  er  die  Begi-iffe  zu  ordnen  und  in  ein 
System  zu  bringen,  um  durch  gewisse  Zeichen,  welche  ebenfalls  einem 
Systeme  angehören  sollten,  alle  überhaupt  möglichen  Begriffe  augen- 
fällig zu  machen.  Ein  zweiter  Engländer,  George  Dalgarno,  führte 
den  Gedanken  weiter  aus  und  gab  ihm  1661  in  seiner  Ars  signorum, 
vtdgo  character  universaJis  et  lingiia  pMlosopliica  praktische  Gestaltung. 
Er  bildete  17  Ginindbegriffe,  welche  er  durch  einfache  Buchstaben 
des  lateinischen  und  des  griechischen  Alphabetes  (von  letzterem  nur 
m  und  v)  darzustellen  vorschlug  und  glaubte  damit  auszukommen. 
Nach  ihm  wandte  Wilkins  sich  abermals  dem  vorher  schon  bear- 
beiteten Gegenstande  zu  und  veröffentlichte  1668  den  Essay  toivards 
a  Bcal  Character  and  a  Philosophical  Language,  icitJi  a  alphäbetical 
lyictionary.  Noch  späteren  Datums  dürfte  der  Versuch  von  P.  Labbe 
sein,  von  dem  Leibniz  1709  erzählt-),  er  habe  die  Lateinische  mitteht 
einiger  Veränderungen  zur  allgemeinen  Sprach  maclien  tcolUn. 

Als  Leibniz  1663  zuerst  den  Plan  fasste,  eine  Scientia  generalis 
zu  erfinden,  war  demnach  die  erste  Schrift  von  Wilkins  und  die  von 
Dalgarno  vorhanden,  aber  ob  irgend  Jemand  auf  dem  Festlande  von 


anno   agitavi  et   quotidianis   experiinentis  in    instituto  sum   confirmatus,   tametsi 
ludia  sutis  prima  cogitata  essent. 

')  Die    philosophischen   Schriften  von    Gottfried  Wilhelm    Leibniz    heraus- 
gegeben von  C.  J.  Gerhardt  VII,  6—9.     *)  Ebenda  VIT,  36  lin  12  v.  u. 
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Europa  sie  damals  schon  gesehen  hatte,  ist  mindestens  als  zweifelhaft 
zu  bezeichnen;  von  dem  jungen  deutscheu  Kandidaten  vollends  kann 
mit  an  Gewissheit  grenzender  Wahrscheinlichkeit  behauptet  werden, 
er  habe  keine  Gelegenheit  gehabt,  jene  Schriften  auch  nur  dem  Namen 
nach  kennen  zu  lernen. 

Später  freilich  wurde  das  anders.  Leibniz  hat  Dalgarnos  Werk 
besessen  und,  wie  er  es  mit  den  meisten  Büchern  machte,  die  in 
seinem  Nachlasse  aufgefunden  worden  sind,  mit  Randnoten  versehen'). 
Er  vereinigt  in  seinen  Bemerkimgen  Lob  mit  Tadel.  Er  meint,  Dal- 
garnos Methode  und  ebenso  das,  was  Wilkijis  daraus  machte,  liefere 
einen  leichten  Verkehr  zwischen  Personen  von  verschiedener  Sprache, 
aber  sie  sei  darum  doch  keine  Characteristica  Bealis,  wie  er  sie  zu 
bilden  beabsichtige.  Diese  müsse  beim  Erfinden,  beim  Behalten,  beim 
Beurtheilen  eine  unüberwindliche  Kraft  entwickeln.  Sie  müsse  gleich- 
viel bei  welchem  Denkstoffe  das  zuwege  bringen,  was  arithmetische 
imd  algebraische  Symbole  in  der  Mathematik  leisten. 

Leider  hat  Leibniz  nie  und  nirgend  genau  dargelegt,  wie  seine 
grossartigen  Absichten  zur  Verwirklichung  kommen  können.  Er  hat 
die  Zerlegung  von  Begriffen  auf  der  einen  Seite,  die  Vereinigung  von 
Begi-iffen  auf  der  anderen  Seite  zum  Gegenstande  von  Arbeiten  ge- 
macht. Er  hat  die  Wichtigkeit  der  Erzieluug  von  Vollständigkeit 
in  der  Bildung  von  Verbindungen  erkannt.  Er  hat  auch  mathema- 
tische Symbole  unter  wenig  veränderter  Gestalt,  wie  z.  B.  ein  ein- 
geringeltes Pluszeichen,  für  logische  Operationen  angewandt,  deren 
Verwandtschaft  mit  solchen  der  Arithmetik  ihm  einleuchtete.  Aber 
die  deutliche  Auseinandersetzung,  er  verstehe  das  und  das  imter  dem 
Namen  der  Characteristica  Kealis,  hat  er  niemals  gegeben. 

Wir  haben  (S.  31 — 34)  von  Leibnizens  Characteristica  geometrica 
gesprochen.  Wir  erkennen  jetzt,  dass  jene  Abhandlung  von  1679 
einen  Theil  jener  Absichten  erfüllen  sollte,  welche  für  die  Characte- 
ristica realis  den  eigentlichen  Gegenstand  zu  bilden  bestimmt  waren, 
dass  sie  vermuthlich  im  Nachsinnen  über  die  allgemeinere  Aufgabe 
entstand.  Dem  Leserkreise  unseres  Werkes  gegenüber  dürfen  wir 
ferner  uns  gestatten,  hier  schon  vorgreifend  Dinge  zu  erwähnen,  welche 
eigentlich  erst  im  8'.'.  Kapitel  zur  Kede  kommen,  und  zu  bemerken, 
dass  die  Zerlegung  der  Begriffe  in  Elemeutartheile  mathematisch  zimi 
Differential  führen  musste.  Das  gleiche  Bestreben  verliess  Leibniz 
ebenso  wenig  bei  seinen  eigentlich  philosophischen  Untersuchungen. 
Ohne   dieselben  in  Erörterung   ziehen  zu   dürfen,    erlauben   wir    uns 


')  Die    philosophischen    Schriften    von    Leibniz    herausgegeben    von    C.   J. 
Gerhardt  VII,  7. 
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den  Namen  der  Monade  zu  erwähnen,  der' 1698  zuerst')  bei  Leibuiz 
vorkommt. 

In  der  Abhandlung  von  1666,  zu  deren  eigentlichen  Besprechung 
wir  jetzt  erst  gelangen,  hat  Leibuiz  deujenigeu  Theil  seines  grossen 
Planes  in  Angriff  genommen,  der  in  der  Erzielung  von  Vollständig- 
keit der  Anzahl  möglicher  Begriffsverbiudungen  besteht,  und  er  hat 
der  mathematischen  Auffassung  dieser  Aufgabe  den  Namen  der  Ars 
comhinatoria  beigelegt,  der  ihr  bleiben  sollte.  Sowohl  die  Versetz- 
ungen (Permutationen),  als  die  Verbindungen  (Combinationen  des 
heutigen  Sprachgebrauches)  werden  betrachtet").  Die  Anzahl  der 
vorkommenden  Elemente  heisst  numerus,  die  Permutationeu  werden 
variatmies,  die  Combinationen  complexiones  genannt,  und  exponens  ist 
die  Klasse,  zu  welcher  combinirt  wird.  Der  Exponent  wird  auch 
zur  Bildimg  vou  Wörtern  benutzt,  aus  welchen  man  die  Klasse  her- 
aushört, Wörter,  die  freilich  schon  ein  altes  Gepräge  tragen.  Com- 
tinatio  für  Verbindung  zu  Zweien  kommt  bei  vielen  römischen  Scluüft- 
stellern  vor,  conternatio  für  Verbindung  zu  Dreien  bei  Hygiuus. 
Neu  ist  "bei  Leibuiz  die  Schreibweise,  beziehungsweise  der  Druck  in 
Gestalt  von  com2natio  und  conSnatio.  Leibniz  gibt  einige  Lehr- 
sätze über  Permutationszahlen ^),  welche,  wenn  die  Permutationszahl 
für  n  unter  einander  verschiedene  Elemente  d.  h.  also  1  •  2  •  3  ■  •  •  n  =  P„ 
gesetzt  wird,  und  wenn  man  den  Begriff  und  die  Bezeichnung  der 
Conginienz  der  heutigen  Zahlentheorie  entnimmt,  in  folgender  Gestalt 
auftreten: 

P„(„>,)  =  0     (mod.  2)  P„(,>4)  =  0     (mod.  10) 

n  u  >  .S 

^■P„  =  l     (mod.  2)  2  -P"  =  3     (mod.  10) 

P,  =  0     (mod.  P,(,<„,)  2P„  -  (h  -  l)P,_i  =  P„  -f  P„_. 

-P» 

p ==  Pn+l    ■ —   Pii- 

■^B  — 1 

Die   Zahlen   -^^ ,   -^ ,  •  •  — -     bilden     eine     ganzzahlige     harmonische 

Reihe.  Die  Permutationszahl  bei  theilweise  wiederholt  vorkommen- 
den Elementen  ist  auffallenderweise  unrichtig  angegeben*):  um  die 
Permutationszahl    der  Töne    ut,  ut,  re,  nii,  fa,  sol    anzugeben,    bildet 

P  720 

nämlich  Leibniz  nicht  -^  =  -^-  =  360  sondern 

P^-  P.  =  720  —  120  =  600. 


')  Die    philosophischen    Schriften    von    Leibniz    herausgegeben   von    C.    J. 
Gerhardt  IV,  511  lin.  20.     *)  Leibniz  V,  U.      ^)  Ebenda  62.      *)  Ebenda  68. 
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ßiclitig  dagegen  ist  mit  Pn—i  die  Anzahl  derartiger  Versetzungen 
von  n  Elementen  angegeben,  welche  bei  cyklischer  Sclu-eibart  als 
verschieden  sich  ergeben^);  hier  gelten  beispielsweise  ah  cd,  heda, 
cdah,  dabo  als  nur  eine  Versetzung,  wenn  sie  im  Kreise  angeschrieben 
sind^).  Das  wäre  etwa  das  mathematisch  Bemerkenswerthe  aus  der 
Abhandlung.  Einzelne  Beispiele  sind  für  den  philosophischen  Zweck 
des  Verfassers  kennzeichnend,  und  man  findet  auch  die  Erwähnung') 
der  Logica  invmtiva  imd  der  Scriptura  universalis. 

Im  Jahre  1680  leiteten  der  Scientia  generalis  zugewandte  Ueber- 
lesfungen  Leibuiz  abermals  auf  das  Gebiet  der  mit  Zahlentheorie  ver- 
knüpften  Combinatorik,  auf  die  Zerlegung  von  Zahlen  in  ihre  Prim- 
faktoren ^).  Vielleicht  stammt  aus  jener  Zeit  die  undatirt  erhaltene 
Abhandlung  De  primitivis  et  divisorihus  ex  tahida  comhinatoria'^) ,  in 
welcher  die  Theilbarkeit  von  (a  -(-  1)  (a  -|-  2)  •  ■  •  (a  -j-  n)  durch 
1  •  2  ■  •  •  n  bei  ganzzahligem  a  bewiesen  ist. 

Die  Ars  combinatoria  von  1666  wurde  ohne  Leibnizens  Wissen 
1600  in  Frankfurt  a.  M.  nachgedruckt,  wogegen  sieh  Leibniz  in  den 
A.  E.  von  1691  beschwerte^).  Es  sei  ein  Unrecht,  dass  der  Drucker 
nicht  erklärt  habe,  es  handle  sich  nur  um  eine  neu  aufgelegte  Jugend- 
arbeit, denn  gegenwärtig  habe  man  das  Recht,  Anderes  und  Gereifteres 
von  ihm  zu  verlangen  als  zur  Zeit,  da  er  seine  Erstlingsschrift  ver- 
öffentlichte. Einige  Zahlenrechuuugen  seien  vollständiger  zu  voll- 
ziehen und  genauer  zu  beweisen  als  es  damals  geschehen  sei.  Auch 
auf  einen  1666  vorgekommenen  Irrthum  weist  die  Verwahrimg  von 
1691  hin,  der  aber  nicht  jene  Ermittelung  der  Versetzungszahl  bei 
theilweise  einander  gleichen  Elementen  betrifft,  von  der  (S.  41)  die 
Rede  war.  Jenen  Irrthum  scheint  also  Leibniz  1691  entweder  über- 
sehen oder  nicht  als  Irrthum  erkannt  zu  haben. 

Die  Combinatorik  leitet  über  zur  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Wir  haben  hier  zimächst  eine  schon  (Bd.  11,  S.  694)  erwähnte 
Schrift  von  Jan  de  Witt  zu  besprechen,  dessen  Waerdye  van  Jyf- 
renten  nar  proporüe  van  los-renten  (Werth  von  lebenslänglichen  Reuten 
im  Verhältnisse  zu  gewöhnlichen  Renten)  von  1671,  eine  Abhandlung, 
welche  ursprünglich  nur  in  dreissig  Exemplaren  gedruckt  war,  von 
denen  durch  einen  glücklichen  Zufall  eines  aufgefunden  wurde,  nach 
welchem  1879  ein  Neudruck  hergestellt  werden  konnte').     In  Holland 


')  Leibniz  V,  67:  Dato  numero  rerum  variationem  situs  mere  relati  seu 
vicinitatis  invcnire.  -)  vdut  in  circulo  scripta.  ')  Ebenda  49.  ')  Die  philoso- 
phischen Schriften  von  Leibniz  herausgegeben  von  C.  .1.  Gerhardt  Vll,  18  lin.  8. 
'')  Leibniz  VII,  101 — 113.  '^)  Die  philosophischen  Schriften  von  Leibniz  her- 
ausgeg.  von  C.  J.  Gerhardt  IV,  163—164.  ')  H.  Bierens  de  Haan,  der 
glückliche    Auffinder    des    Originals,    hat    den    Neudruck    bei    Gelegenheit    des 
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fingen  grade  damals  die  Kentenversicherungen  auf  Lebensdauer  au 
volkstliümlicli  zu  werden,  und  De  Witt  suchte  sie  weiter  zu  empfehlen. 
Er  fühlte,  dass  dazu  eine  Berechnung  des  Baarwerthes  einer  solchen 
Rente  auf  Lebensdauer  am  geeignetsten  sei,  und  er  gab  diese  Berech- 
nung unter  Benutzung  einer  vierprozentigen  Verzinsung,  welche  dem- 
nach damals  die  in  Holland  die  Regel  bildende  gewesen  sein  muss. 
Zweierlei  ist,  wa^  dabei  hervorgehoben  zu  werden  verdient:  die  Art 
der  Rabattiruns  künftiof  talliger  Reutenzahlimi^en  auf  die  Gegenwart 
und  die  Berücksichtigung  der  Sterblichkeit. 

Li  ersterer  Beziehung  hat  De  Witt  zwei  Rechner  T.  Bellechiere 
und  Jacob  Lense  benutzt,  beide  Buchhalter  der  Staaten  von  Holland 
und  Westfriesland,  die  jeder  für  sich  eine  durch  die  Uebereinstim- 
mung  der  Ergebnisse  in  ihrer  Richtigkeit  gewährleistete  Tabelle  be- 
rechneten. Wie  sie  die  Rechnung  vollzogen,  ist  nicht  gesagt.  Da 
indessen  die   Tabelle    9  805  807    als   deu  Baarwerth  von  nach    einem 

halben  Jahi-e  zahlbaren  10  000000  angibt  und  9  805  807  =  —^2^ 

1  1,04 

ist,  so  ist  kein  Zweifel,  dass  zur  Rabattiruug  einer  nach  ii  Jahren 
fälligen  Zahlung  K  auf  die  Gegenwart   die  Formel   angewandt 

wurde,  mochte  n  ganzzahlig  oder  gebrochen  sein,  und  die  übrigen  Zahlen 
der  Tabelle  sind  gleichfalls  Zeugnisse  für  die  Benutzung  dieser  Formel. 

Was  den  ELnfluss  der  Sterblichkeit  betrifft,  so  wird  angenommen, 
dass  während  der  vollen  Ki-aft  des  menschlichen  Lebens,  für  welche 
als  Geltungsdauer  die  ganze  Zeit  vom  4.  bis  zum  vollendeten  53.  Le- 
bensjahre vorausgesetzt  ist,  es  gleich  wahrscheinlich  sei,  dass  ein 
Mensch  im  unmittelbar  folgenden  Jahre  am  Leben  bleibe  oder  sterbe, 
und  wenn  er  sterbe,  ob  im  ersten  oder  im  zweiten  Halbjahre.  Es 
wird  weiter  angenommen,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Sterbens  über- 
wiege nach  Zurückleguug  des  53.  Lebensjahres  und  verhalte  sich 
zwischen  54  und  64  Jahreu  zu  der  früheren  hälftigen  Todesandrohung 
wie  3  :  2.  Dieses  Verhältniss  steigere  sich  zwischen  64  und  74  Jahren 
auf  2:1,  zwischen  74  und  81  Jahren  auf  3:  1.  Nach  81  Jahreu 
dürfe  man  rechnungsmässig  die  ganze  Menschheit  als  abgestorben 
betrachten,  wenn  auch  thatsächüch  da  und  dort  einzelne  dieses  Alter 
und  sogar  nicht  rmbeträchtlich  überschreiten. 

Von  diesen  Grundlagen  aus,  deren  Rechtfertigung  nicht  versucht 
wird,  sondern  die  als  einfache  Voraussetzungen  ausgesprochen  sind, 
schliesst  De  Witt  nun  weiter.     Ein  Leibrente  von  10  000000  Stüber 


100  jährigen  Stiftungsfestes  einer  Amsterdamer  mathematischen  Gesellschaft, 
welche  meistens  nach  ibnm  Wahrspruche:  Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles 
te  boren  benannt  wird,  veranstaltet. 
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im  halben  Jahre  (1  Stüber  ist  der  zwanzigste  Theil  eines  Guldens, 
die  Rente  beträgt  darnach  eine  Million  Gulden  im  Jahre)  sei  einem 
eben  in  die  Zeit  voller  Lebenskraft  eingetretenen  3  jährigen  Kinde 
zugesichert,  so  dass  sie  am  Ende  jedes  halben  Jahres  zur  Auszahlimg 
gelangen  soll.  Der  Tod  des  Kindes  kann  eintreten  im  1.,  im  2., 
im  3.,  im  100.  Halbjahre  nach  dem  Beginne  der  Versicherung.  Stirbt 
das  Kind  im  1.  Halbjahre,  so  kommt  die  Rente  überhaupt  nicht  zur 
Auszahlung  und  ihr  Baarwerth  ist  0.  Stirbt  das  Kind  im  2.  Halb- 
jahre, so  hat  es  einmal  die  Rente  bezogen,  und  deren  Baarwerth  ist 

j —  =  9  805  807.     Stirbt  das  Kind  im  3.  Halbjahre,  so  kam  die 

1,04^ 

Reute  sowohl  am  Schlüsse  des  1.,  als  am  Schlüsse  des  2.  Halbjahres 
zur  Auszahlung  und  der  Baarwerth  ist 

10  000  000    .    10  000  000  ^  Q  .^^  ^  „„ 

1,04^  1,04^ 

Genau  in  der  gleichen  Weise  wird  der  Baarwerth  sämmtlicher  Renten- 
zahlungen gerechnet,  wenn  der  Empfangsberechtigte  im  4.,  5.  .  .  . 
lüO.  Halbjahre  stirbt,  die  Rente  mithin  3,  4  ...  99  mal  bezog.  Im 
letztgenannten  Falle  ist  der  Baarwerth 

10  000  000    ,     10  000  000    ,  ,     10  000  000  ,o.Tir>oor.r 

-r-  -I 2 i 1 w  =  '^32  490  825. 

1,04^  1,04^  1,04^ 

Die  Gesammtsumme  aller  Baarwerthe  bis  dahin,  welche  durch  ein- 
fache Addition  vereinigt  werden,  weil  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Eintreffens  irgend  eines  dieser  Fälle  als  gleich  gilt,  ist 

0  -f  9  805  807  +  19  421 192  + 1-  432  490  825  =  28  151  475  578. 

Soll  der  Baarwerth  der  Renten  berechnet  werden,  sofern  der  Tod 
im    101.  Halbjahre    eintritt,    so    kommt    zu    dem    vorhergewonnenen 

432  490  825    noch    li^^^  =  i  407  120    hinzu,    er    wird    demnach 

1,04^^' 

433  897  951.  So  kann  man  fortfahren  bis  zum  Baarwerthe  455  999  472 
der  Renteneiimahmen  dessen,  der  erst  im  120.  Halbjahre  stirbt,  und 
die  Summe  dieser  gesammten  aus  20  Zahlen  bestehenden  Gruppe  ist 

433  897  951  +  •  ■  •  +  455  999  472  =  8  911  946  713. 
Allein  nun   trat  die    erhöhte   Sterblichkeit    ein.     Von  Rechts  wegen 
musste,  weil  die  Sterblichkeit  im  Verhältnisse  von  3  :  2  zunahm,  jeder 
Baarwerth    im    Verhältnisse  von  2 : 3    herabgemindert    werden,    und 

2 

nimmt  man  zur  bequemeren  Rechnung  die  Vervielfachung  mit  —  nur 
einmal  bei  der  Gesammtsumme  vor,  so  gewinnt  man 
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y  •  8  911  946  713  =  5  941  297  809. 

Eine  weitere  Gruppe  von  20  Einzelbaarbetrilgen  wird  nach  ihrer 
Vereinigimg  in  eine  Summe  mit    ^  ,  eine  letzte   von    14  Einzelbaar- 

beträgeu  nach  ihrer  Vereinigung  mit  -„-  vervielfacht  werden  müssen, 
um  der  im  Verhältnisse  von  2:1,  von  3  :  1  zunehmenden  Sterblich- 
keit Rechnung  zu  tragen.  Alle  auf  ihr  vorschriftsmässige  Vielfache 
zurückgeführten  Summen  geben  zusammen  40  964113  736  Stüber  als 
Baarwerth  aller  Renten,  die  überhaupt  bis  zum  Eintreffen  je  eines 
Todesfalles  im  Halbjahre  zur  Auszahlung  kamen.  Zur  Bildung  der 
genannten  Summe  kamen  erst  100,  dann  20,  dann  abermals  20, 
endlich  14  Summanden  in  Betracht.  Es  wäre  aber  nach  De  Witt 
unrichtig,  afls  lOU  +  20  +  20  +  14  =  154  den  Divisor  zu  bilden, 
mittels  dessen  man  sich  den  Durchnittswerth  zu  verschaifen  hätte. 
Vielmehr  lässt  De  Witt  die  gleiche  Sterblichkeitsabminderung  wie 
bei  den  Baarwerthen  auch  bei  jenen  Gruppenzahlen  anwenden,  d.  h. 
er  bildet 

1  •  100  +  -I-  •  20  +  4-  •  20  +  4^  •  14  =  128 
und  dann 

40964  113736  _  320032  138  Stüber  =  16001  606  Gulden. 

Es  gewinnt  so  den  runden  Baarwerth  von  16  Millionen  für  eine  Leib- 
rente von  1  Million.  Die  Leibrente  liefert  etwa  —  des  Anlagekapi- 
tals an  Zins,  während  die  gewöhnliche  Rente  von  4  Prozent  nur  „- 
an  Zins  einbringt.  Die  erstere  Anlagsweise  ist  also  dringend  zu 
empfehlen.  De  Witt  Uess  sich  dis  Richtigkeit  seiner  Schlüsse  von 
Johann  Hudde  (Bd.  II,  S.  730)  bestätigen. 

Wir  haben  die  De  Wittsche  Schrift  ausführlich  geschildert,  da- 
mit ersichtlich  werde,-  wie  sehr  die  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit 
nur  erfahrungsgemäss  bekannter  Ereignisse  und  insbesondere  die 
Lehre  von  der  Sterblichkeit  damals  noch  im  Argen  lag.  Einen  un- 
gehem-en  Schritt  weiter  ging  Edmund  Halley')  (1656—1742).  Er 
war  vorzugsweise  Astronom  und  ist  am  bekanntesten  durch  seinen 
Katalog  südlicher  Sterne,  durch  die  Bahnbestimmung  des  nach  ihm 
genannten  HaUeyschen  Kometen,  ausserdem  durch  seine  Declinations- 
karte,  Dinge,  deren    blosse  Nennung  uns  hier    genügen  muss.     Aber 


')  Dessen  Todesjahr  ist  bei  Poggendorff  I,  1005  verdruckt  als  1724  an- 
gegeben. Ueber  Halleys  Leben  und  seine  Verdienste  um  die  Astronomie  vergl. 
Weidler,  Hütoria  Aitronomiae  (Wittenberg,  1741)  pag.  543—546,  wo  Halley 
als  noch  lebend  bezeichnet  ist,  dann  Montucla  II,  593 — 599. 
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auch  matliematisclie  Leistungen  Halleys  werden  uns  iu  sehr  ver- 
schiedenen Kapiteln  dieses  Bandes  begegnen.  Gegenwärtig  haben  wir 
es  mit  einem  Aufsatze  zu  thun,  der  unter  dem  Titel:  An  Estimate 
of  the  Degrees  of  the  Mortalittj  of  Manländ,  draivn  from  curious  Tahles 
of  the  Births  atul  Funerals  at  tlie  City  of  Breslaiv;  ivitli  an  Ättempt 
to  ascertain  the  Price  of  Annuities  upon  Lives  iu  den  Philosophical 
Transactions  von  1693  erschien').  Auf  Terhältuissmässig  kleinem 
Räume  ist  daselbst  eine  grosse  Menge  der  fruchtbarsten  Gedanken 
mehr  angedeutet  als  entwickelt. 

In  Breslau  waren  für  die  5  Jahi-e  1687  — 1691  Gebiu'ts-  und 
Todeslisten  veröffentlicht  worden,  welche  das  Geschlecht  und  beim 
Ableben  auch  das  Lebensalter,  iu  welchem  es  erfolgt  war,  genau  an- 
gaben. 6193  Geburten  stehen  in  dem  ganzen  Zeiträume^  5869  Todes- 
fälleu  gegeuüber,  und  alljährlich  ziemlich  zutreffend  die  Durchschuitts- 
zahl  von  1238  Gebiu-ten  bei  1174  Todesfällen.  Der  jährliche  üeber- 
schuss  an  Geburten  von  1238 — 1174  =  64  oder  etwa  einem  Zwanzigstel 
der  Geburten  bringt  schwerlich  eine  Vermehrung  der  Einwohnerzahl 
hervor,  weil  annähernd  ebenso  viele  Erwachsene  zum  Kriegsdienste 
ausgehoben  werdeu.  Bei  dieser  stationären  Bevölkerung  —  ein 
Kunstausdruck,  dessen  HaUey  sich  nicht  bedient,  der  aber  in  unserem 
Jakrhunderte  beuutzt  ■  wird,  um  das  Gleichgewicht  zwischen  Zuwachs 
imd  Abnahme  der  Bevölkerung  zu  bezeichnen  —  zeigt  die  Todesliste, 
dass  von  den  1238  Neugeborenen  348  innerhalb  des  ersten  Jahres 
sterben  und  nur  890  in  das  zweite  Lebensjahr  eintreten.  Von  diesen 
sterben  weitere  198  zwischen  Vollendung  des  ersten  und  sechsten 
Lebensjahres  u.  s.  w. 

Indem  Halley  die  proportionalen  von  einer  Anfangszahl  1000 
beginnenden  Zahlen  der  in  jedem  Lebensalter  lebenden  Persönlich- 
keiten zusammenstellt,  erhält  er  eine  Liste,  die,  sofern  nur  die  drei 
ersten  und  die  drei  letzten  Zeilen  abgedruckt  werden  sollen,  folgender- 
massen  aussieht: 

1.  Jahr     1000     Lebende 

2.  Jahr       855     Lebende 

3.  Jahr       798     Lebende 


82. 

Jahi- 

28 

Lebende 

83. 

Jahr 

23 

Lebende 

84. 

Jahr 

20 

Lebende 

34000     Lebende. 


')  Philosophical  Transactions  XVII,  596—610.  Ein  Zusatz  unter  der  Ueber- 
schrift  Some  furthcr  Comideratwns  on  the  Breslow  Bills  of  Mortalitij  ebenda 
654 — 656.     Durch  verschiedene  Druckfehler  in  den  Seitenzahlen  kommt  pag.  654 
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Die  Sumuie  der  in  deu  verscliiedeuen  Lebeusjalu-eu  als  Lebende  au- 
gegebeneu  Anzahleu  beträgt  34000,  und  so  gross  ist  die  der  Liste 
entsprechende  Bevölkerung. 

Halley  begi-ündet  diese  Behauptung  nicht  näher,  aber  die  Mei- 
nung ist  augenscheinlich  die,  dass  angenommen  wird,  die  stationäre 
Bevölkerung  sammt  den  absoluten  Geburts-  und  Todeszahlen,  in  deren 

Gefolge  sie  eintrat,  hätten  sieh  seit  84  Jahren  nicht  verändert:  auch 

t  . 

damals  seien,  wie  regelmässig  in  allen  folgenden  Jahren,  lOOO  Ge- 
burten im  Jahre  vorgekommen,  die  Sterbefälle  mit  den  Lebensjahren, 
in  welchen  sie  sich  ereignen,  hätten  sich  ebensowenig  irgend  verändert, 
und  die  gegenwärtige  Bevölkerung  sei  die  Summe  der  aus  allen  diesen 
Geburten  am  Leben  Gebliebenen,  indem  eine  Bevölkerungsverände- 
rung  durch  Ein-  oder  Auswanderung  für  ausgeschlossen  gilt  oder 
doch  für  so  geringfügig,  dass  sie  vernachlässigt  werden  darf. 

Halley  benutzt  nun  erstlich  seine  Liste,  um  die  Lebenswahr- 
scheinlichkeit während  eines  Jahres  in  jedem  Lebensalter  zu  bestimmen. 
Wenn  neben  1.  Jahr  die  Zahl  1000,  neben  2.  Jahr  die  Zahl  855  mit 
der  Differenz  145  sich  findet,  so  folgt  daraus,  dass  man  855  gegen 
145  oder  beiläufig  6  gegen  1  wetten  kann,  dass  ein  im  ersten  Lebens- 
jähre  stehendes  Kind  in  das  zweite  Lebensjahr  eintreten  werde. 
Aehnlicherweise  ist  die  Wahi-scheinlichkeit,  auf  englisch  tJie  ocJds^), 
für  einen  Vierzigjährigen,  dass  er  weiter  ^sieben  Jahi'e  leben  werde, 
der  Tafel  zu  entnehmen.  Neben  40.  und  47.  stehen  die  Zahlen  445 
imd  377  mit  der  Differenz  68.  Demgemäss  kann  377  gegen  68,  bei- 
läufig 11  gegen  2,  auf  die  Erhaltung  des  Lebens  während  der  7  Jahre 
gewettet  werden.  HaUey  fragt  weiter  nach  der  Anzahl  der  Jahre, 
auf  deren  fernere  Durchlebung  in  einem  gegebenen  Alter  1  gegen  1 
gewettet  werden  könne?    Bei  30  Jahren  z.  B.  findet  er  die  Zahl  531. 

Deren  Hälfte  ist  265—-  Nun  steht  neben  57.  die  Zahl  272,  neben 
58.  die  Zahl  262,  zwischen  beiden  Zahlen  liegt  265—,  also  ist  gleich- 

auf  zu  wetten  —  it  is  an  cven  lay  —  dass  ein  30  jähriger  noch  zwischen 
27  und  28  Jahren  leben  werde.  In  den  Nachträgen  "J  bemerkt  Halley, 
von  den  1238  Neugeborenen  der  Breslauer  Liste  seien  mit  17  Jahren 
nur  noch  616  am  Lebern  Der  Mensch  habe  also  nicht  das  geringste 
Recht  über  vorzeitigen  Tod  —  an  untimeJy  death  —  zu  klagen,  so- 
fern der  Verstorbene  über  17  Jahre  alt  wurde. 

Nach  diesen  für  damals  ganz   neuen   die  Sterblichkeit  betreffen- 


zweimal  in    dem  Bande  vor.     Der  Halleysche  Zusatz  ist  bei    dem  zweiten  Vor- 
kommen aufeusuchen.     I'hüosophical  Transactions  kürzen  wir  künftig  als  P.  T.  ab. 
■)  P.  T.  XVII,  601-CÜ-2.     -■)  Ebenda  G55. 
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den  Entwickeluugen  legt  Halley  das  Hauptgewicht  auf  die  Werth- 
bestimmung  von  Leibrenten.  Der  Zinsfuss,  dessen  er  sich  bedient, 
ist  6  Prozent'),  woraus  man  entnehmen  mag,  wie  wesentlich  anders 
die  englischen  Geld-  imd  Handelsverhältnisse  im  Jahre  1693  gestaltet 
waren  als  die  holländischen  im  Jahre  1671.  Der  briggische  Loga- 
rithmus von  1,06  ist  auf  6  Decimalstellen  genau  10  —  9,974694, 
oder  9,974694  ist  die  arithmetische  Ergänzung  —  ihe  arifhmeti- 
cal  convplement  —  jenes  Logarithmen,  und  9,974694«  —  Wn  ist  der 
Logarithmus  des  Baarwerthes  der  an  alle  in  n  Jahren  noch  Lebende 
zu  zahlenden  Rente  vom  Betrage  1.  Zu  ihm  muss  daher  der  Loga- 
rithmus der  Anzahl  dieser  Lebenden  addirt  werden,  um  sodann  mittelst 
einer  Logarithmentafel  den  Baarwerth  der  Gesammtleistung  der  Ver- 
sicherungsgesellschaft nach  n  Jahren  zu  finden.  Diese  Rechnung  muss 
für  alle  Jahrgänge,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  n,  durchgeführt  und 
die  Summe  der  sämmtlichen  Baarwerthe  durch  die  Zahl  der  in  der 
Gegenwart  Lebenden  dividirt  werden.  Der  Quotient  lehrt,  was  einem 
gegenwärtig  Lebenden  eine  Leibrente  vom  Betrage  1  werth  ist.  Halley 
hat  diese  Rechnimg  durchgeführt,  indem  er  als  gegenwärtiges  Alter 
1,  5,  10  Jahre  und  stets  um  5  Jahre  zunehmend  zuletzt  70  Jahre 
annahm.     Er  findet 

Baarwerth  der  Leibrente  1  bei     1  Jahre  ist  10,28 

«  !}  » 


1 

» 

5 

« 

;i 

13,40 

1 

» 

10 

)) 

» 

13,44 

1 

V 

70 

» 

17 

5,32. 

Im  Gegensatze  zu  De  Witt  erkeimt  Halley  in  seinen  Zahlen  einen 
Grund  -zur  Abmahnung  von  dem  Ankauf  von  Leibrenten,  und  auch 
hieraus  erkennt  man,  wie  grundverschieden  die  Verhältnisse  waren 
innerhalb  deren  beide  lebten.  In  England  war^)  vor  kurzem  ein 
14  Prozent  Jahreszins  gewährendes  königliches  Anleheu  ausgegeben 
worden,  wodurch  man  um  wenig  mehr  als  7  als  Ankaufspreis  eine 
Rente  1  erhielt,  was  bei  der  Leibrente  erst  in  hohem  Alter,  zwischen 
60  und  65  Jahren  möglich  war. 

Halley  wendet  sich  hierauf  zur  Frage  des  Ueberlebens  bei 
zwei  Personen  verschiedenen  Alters.  Nach  der  Tabelle  sind  610  (N) 
im  Alter  von  18  und  490  (w)  im  Alter  von  35  Jahren  vorhanden; 
8  Jahre  später  sind  560  (R)  im  Alter  von  26  und  417  (r)  im  Alter 
von  43  Jahren  vorhanden,  während  50  (7)  von  der  jüngeren  und 
73  (y)    von    der    älteren    Gruppe    starben.     Die    beiden    Gleichungen 

')  P.  T.  XVir,  603.  ")  Ebenda  XVII,  604:  the  present  Fund  latehj  granted 
tu  their  Majesties  giving  14  per  Cent  per  Annum. 


G 


y 

F 
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'S  ^  H  -\-  Y,  n  =  '  +  1/  werden  uiiteinaiider  vervielfacht  and  liefern 
iVn  =  Ur  +  5  .'/  +  ^^H  +  !'■•  Sämmtliclie  fünf  Glieder  dieser  neuen 
Gleichung  haben  eine  leicht  verständliche  Bedeutung.  JVh  bedeutet 
die  Anzahl  der  verschiedenaltrigen  Paare,  welche  aus  allen  zu  Anfang 
Lebenden  gebildet  werden  konnten,  Hr  dasselbe  für  den  späteren 
Zeitpunkt.  Yy  ist  die  Anzahl  der  verschiedenaltrigen  Paare  unter 
den  aus  beiden  Gruppen  Verstorbenen.  7?//  zeigt  das  Ueberleben 
eines  Jüngeren,  IV  das  eines  Aelteren  an,  und  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  jeden  Ereignisses  wird  mittels  Division  des  ihm  entsprechen- 
den Produktes  durch  ^n  gefunden.  Halley  hat  diese  Darstellung 
auch  mit  Hilfe  einer  Zeichnung  versiunlicht  ^)  (Figur  8).  Aus  den 
Seiten  AB  =  JS  und  BD  =  n,  welche  in  H,  beziehungsweise  in  I, 
in  ihre  Abselinitte  R  -\-  Y,  r  -\-  y  zerlegt  sind,  bildet  er  ein  Rechteck 
und  zieht  UE  ||  BD,  IF  ||  AB.  So  entstehen  innerhalb  des  grossen 
Rechteckes  die  vier    kleine- 

reu,   deren  Verhältuiss  zum         ^- '-J^f' 

grossen  die  Wahrscheinlich- 
keiten dafür  darstellen,  dass 
nach  der  angegebenen  Frist 
beide  Personen  am  Leben 
seien,  oder  beide  todt,  oder 
die  jüngere,  die  ältere  noch 
allein  am  Leben.  Wird  in  B 
senkrecht  zur  Ebene  ABCD 
eine  Gerade  BK  ^  v  ge- 
dacht, deren  Theile  p  und  v  heissen  sollen,  so  entsteht  leicht  ein 
Parallelopipedon  3'»  v,  welches  durch  Schnittebenen  in  die  8  kleineren 
Parallelopipeda  B,rg,  Yyv,  llrv,  Ryg,  Y)q,  Byv,  Yrv,  Yyg  zer- 
fällt, deren  Verhältnisse  zum  grossen  Parallelopipedon  die  Wahrschein- 
lichkeiten ausdrücken,  dass  drei  in  üntersuchimg  genommene  Personen 
nach  einer  bestimmten  Frist  noch  leben,  oder  alle  drei  verstorben 
sind,  oder  zwei  derselben  noch  leben,  oder  endlieh  nur  noch  eine. 

Während  in  Holland  und  England  die  Zinseszinsrechnung  wenig- 
stens innerhalb  der  hier  besprochenen  Leibrentenberechnung  als  in 
dem  Maasse  selbstverständlich  betrachtet  wurde,  dass  eine  Begründung 
derselben  überflüssig  erscheinen  mochte,  lag  die  Sache  in  Deutsch- 
land wesentlich  anders.  Der  bekannte  sächsische  Jurist  Benedict 
Carpzow")  (159Ö — 1066),  dessen  Vorschriften  für  die  Rechtsprechung 
lange  Jahrzehnte  hindurch  als  imanfechtbar  galten,  bediente  sich  bei 


V! 


_H^A 


Fig.  8. 


')  P.  T.  XVII,  G05— 606.      -)  Allgemeine   deutsche   Biographie   IV,  11  —  20, 
Artikel  von  Muther. 

Castor,  Gescliichle  der  Mathematik.  III.  4 
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Berechnung  des  Interusuriwms,  il.  li.  des  Abzugs,  welchen  der 
Gläubiger  sich  gefallen  lassen  niuss,  wenn  eine  nach  der  Zeit  t  zahl- 
bare Schuld  »S  durch  Baarzahlimg  getilg't  werden  will,  der  Methode 
dass  er  fragte,  welchen  Zins  z  jenes  5'  in  der  Zeit  t  abwerfe  und 
dass  er  dann  dieses  z  von  S  abzog,  eine  Methode,  welche,  so  grund- 
falsch sie  ist,  übungsmässig  bis  auf  unsere  Tage  gestattet  wird,  wo 
es  um  die  sogenannte  Discoutirung  eines  nach  verhältniss- 
mässig  kurzer  Frist  fälligen  Wechsels  sich  handelt. 

Leibniz  hat  in  den  A.  E.  von  1682  die  Interusuriunisfrage  be- 
handelt ').     Sein  Gedankengang  ist  folgender.     Die  Summe  1  sei  nach 

einem   Jahre   zahlbar,    und   der    Zinsfuss    sei    5  Prozent    oder         des 

Kapitals,  sors,  wo  die  Zahl  v  bei  dem  angenommenen  Zinsfusse  den 
Werth  20,  bei  anderem  Zinsfusse  einen  anderen  Werth  besitzt.  Zahlt 
der  Schuldner  dem  Gläubiger  jetzt  schon  1,  so  wird  er  für  diesen 
Betrag  Gläubiger  seines  bisherigen  Gläubigers,  und  wenn  letzterer 
auch  am  Jahresende  die  Rückgabe  der  Summe  1  gegen  seine  eigene 
alsdann  fällige  Forderung   wettschlagen  kaim,  so   muss  er  doch  den 

Zins  mit  —  bezahleu.  Diesen  Zins  vergüte  er  gleich  jetzt,  beziehungs- 
weise gestatte,  dass  der  Schuldner  ihm  nur   1 auszahle,  so  wird 

der  Schuldner  am  Ende  des  Jahi'es  neuerdings  als  Schuldner  mit  dem 
Betrage  —  erscheinen.  Dessen  Baarbezahlung  erfordert  abermals  am 
Ende  des  Jahres   eine  Verzinsung   mit  -^ ,  welche   der   ursprüngliche 

Gläubiger  dem  ursprünglichen  Schuldner  zu  entrichten  hat.  Setzt 
man  diese  Betrachtungen  ins  Unendliche  fort,  so  erscheint  als  Baar- 
werth  der  nach  Jahresfrist  fälligen  Forderimg  1   die-  Summe 

Die  Summe  dieser  unendlichen   geometrischen  Reihe  ist  aber  — r--- , 

c  j»  -j-  1 ' 

oder  mit   anderen  Worten:   ihr  v  -\-  1  faches   ist   v.     Leibniz   beweist 

dieses  durch  Ausführung  der  Multiplikation.     Die  v  fache  Reihe,  sagt 

er,    ist    V  —  1  -| 7  -\-  ■  ■  ■ ,    die    einfache    1 1 — ^  —  •  •  • , 

und  deren  Summe  ist  v.  Alsdann  geht  Leibniz  weiter  zur  Unter- 
suchung, welcher  Baarwerth  für  die  in  zwei  Jahren  fällige  Forderung 
1  gezahlt  werden  müsse,  und  er  findet  die  unendliche  Reihe 

V  V  V 


')  Meditatio  iuridico  -  mathematica  de   interusurio  simplice.     Eiueu  Abdruck 
dieser  Abhandlung  vergl.  Leibniz  VII,  125 — 132. 
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Ihre  Entstehung  ist  diese.  Die  Baarzahlimg  1  bringt  iuuerluiUj  eines 
Jalires   —  Zins,  innerhalb  des  zweiten  Jahres    ebenso  viel.     Werden 

2 

diese  "  jetzt  schon  von  der  Ziihlung  /.urückbehalten,  so  geben  sie 
zur  Hälfte  Zins  über  1  Jahr,  zur  anderen  Hälfte  Zius  über  2  Jahre, 
was  zusammen  «  ausmacht  u.'s.  w.  Die  Summe  der  erhaltenen  Reihe 
leitet  Leibniz  nicht  ab;  er  sagt  einfach,  sie  sei  (  .  )  ■  Aehnlicher- 
weise   bemerkt   er,   bei    dreijähriger  Dauer  bis   zur  Fälligkeit  sei  der 

Baarwerth  1 "    -J — „ ^  -| — j  —  ■  •  ■  mit  den  aufeinander  folgen- 

den  Dreieckszahlen  als  Zählern  der  einzelnen  Glieder  und  mit  der 
Summe  \~^_  ,)*  u.  s.  w.  Man  könne,  fährt  er  fort,  die  Rabattirung 
aucli  immer  von  einem  Jahre  zu  dem  nächstvorhergehenden  vor- 
nehmen. Die  — r  , .  welche  aus  1  entstanden,  werden  bei  abermaliger 
j-  +  1'  '  =■ 

Rabattirung  zu  ( — ^—;)  ,  diese  bei  nochmaliger  zu  (^x\,)  ,  und  so 
liefere  die  Rabattirimg  von  1  über  a  Jahre  den  Baarwerth  {  ;  ,  \,)  , 
welches   Leibniz   in   der  Form  [^l"   i  t  drucken  Hess. 

Gegen  Schluss  des  Aufsatzes  behielt  Leibniz  sich  vor  eine  Fort- 
setzung zu  veröffentlichen,  welche  mit  Leibrenten  sich  beschäftigen 
sollte,  er  hat  dieses  Vorhaben  aber  nicht  ausgeführt.  Ein  in  Leib- 
nizens  Nachlasse  aufgefundener  kurzer  Aufsatz ')  war  möglicherweise 
schon  entworfen,  als  die  Abhandlung  von  1682  erschien,  und  wurde 
gleich  so  manchem  Anderem  zurückbehalten.  Jedenfalls  wäre  eine  Ver- 
öffentlichung uach  Halley,  also  nach  16U3,  unmöglich  gewesen,  indem 
Leibniz  noch  den  Standpunkt  einnahm,  die  voraussichtliche  Lebens- 
dauer des  Rentennehmers  ohne  jegliche  Begründung  nach  Gutdünken 
anzunehmen  und  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Die  Untersuchungen  über  Ziuseszinsrechnung  finden  einen  Fort- 
setzer in  einem  Mathematiker,  mit  dessen  Persönlichkeit  das  86.  Ka- 
pitel ims  bekannt  machen  wird.  Es  war  Jakob  Bernoulli,  der  im 
Maihefte  16!.I0  der  A.  E.  die  Frage  nach  augenblicklichem  Zinses- 
zins stellte"^).  Ist  a  die  Anfangsschuld,  h  der  bedimgeue  Jahreszins, 
so    wächst    nach    Bernoulli    die    Schuld    innerhalb    eines    Jahres    auf 


')  Der  Aufsatz  De  redüibus  ad  vitam.  Vergl.  Leibniz  VII,  133—137. 
-)  .SV  creditor  aliquis  pecu>tiam  suttin  fonnori  (xponat  ca  h'i/c,  tU  sinyulls  moiiioitis 
pars  prnpmUon'dis  usurae  annuae  norti  anmimereiiir.  Der  Aufsatz  ist  abgedruckt 
iu  ,Tac.  Bernoulli  Opera  I,  427  —  431. 

4* 
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rt  _j_  ^  _|-  —  -f-  ^ ^  +  ■  ■  ■  •     Eine    Ableitung    dieser    Formel    gibt 

Beruoulli  nicht;  es  ist  indessen  nicht  schwer,  sich  von  ihrer  Richtig- 
keit zu  überzeugen.  Die  Reihe  ist  nämlich  in  anderer  Form  ge- 
schrieben: 


«[i+^^+rh(::)'+r^,ö"+--] 


100 

a  •  e     , 


wenn  p  den  Jahreszinsfuss  bedeutet,  vermöge  dessen  ?'  =  £qq  >  —  =  jf?; 
ist.  Ist  aber  »  der  Jahreszinsfuss,  so  ist  —  der  relative,  oder  mit 
Jakob  Bernoulli  zu  reden,  der  proportionale  Zinsfuss,  der  für  die 
Dauer  von  Jahr  in  Rechnung  zu  ziehen  ist.  In  einem  ganzen 
Jahre  wächst  demnach  a  zu 


100  4-  ^-- 
n 


»(i+iJk)"=«(i  +  ..L)'' 


100 

und  bei  augenblicklicher  Verzinsung,  d.  h.  bei    n  =  oo,  geht 


i^  +  lk)"     i-' 


mithin  das  Eudergebniss  in  ae^""   über. 

Wieder  in  der  Zeit  vor  1700  wurde  eine  bedeutsame  Erweite- 
rung der  Wahrscheinlichkeitsbetrachtuugen  nach  der  Richtung  vor- 
genommen, dass  mau  sie  auf  Geistesthatsachen  aiisdehnte.  John 
Craig'),  ein  Schotte,  der  etwa  seit  1680  in  Cambridge  studirte, 
später  an  verschiedenen  Orten  als  Geistlicher  lebte  und  zuletzt  in 
London  sich  niederliess,  wo  er  1731  starb,  veröffentlichte  1699  ein 
Buch  Theologiae  Christianac  principia  mathematica ,  in  welchem  die 
Zuverlässigkeit  menschlicher  Uebertraguns;  der  Prüfung  unterzogen 
wurde.  Craig  nahm  an,  die  Glaubwürdigkeit  nehme  im  Quadrate  der 
Zeit  ab.  Daraus  zog  er  die  Folgerimg,  der  Glaube  an  die  Wahrheit 
der  christlichen  Religion  werde  im  Jahre  3150  so  herabgemindert 
sein,  dass  er  als  nicht  mehr  vorhanden  gelten  müsse.  Der  jüngste 
Tag  werde  aber  prophezeitermassen  eintreten,  ehe  aller  Glaube  er- 
loschen sei,  folglich  sei  das  Weltende  vor  3150  zu  erwarten. 

Mit  der  abnehmenden  Glaubwürdigkeit  menschlicher  Zeugnisse 
beschäftigte  sich  auch  ein  1699  anonym  erschienener  Aufsatz^): 
A  Calculation  of  tJte  credibüity  of  human  testmony. 


')  Bouse  Ball,  A  Eistory  of  tlie  study  of  mathematics  at  Cambridge,  pag. 
77—78.     ■)  P.  T.  XXT,  :!59— 3G5. 
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In   dem  Leibnizischen  Aufsatze    über    Züiseszinsrabattirung    vou 
1682  kommt,  wie  wir  (S.  50)  bemerkt  habeu,  die  Summe  der  uneud- 
lichen  geometrischen  Reihe  mit  wechseludeu  Vorzeichen 
111 


V  v'-  V^      '  V  -\-   1 

vor,  welche  bewiesen,  nicht  abgeleitet  wird.  Schon  seit  14  .Jahren 
waren  damals  Untersuchungen  über  unendliche  Reihen  als 
solche  zum  Drucke  gelangt,  war  durch  James  Gregory  (Bd.  II, 
S.  655 — 656)  der  Kunstausdruck  der  Convergenz  bekannt  gegeben. 
Zahlreiche,  hochbedeutsame  Fortschritte  auf  der  neuen  Bahn  sind  zu 
verzeichnen,  deren  Darstellung  wir  uns  zuzuwenden  haben*). 

Man  eröffiiet  die  Reihe  der  zu  nennenden  Namen  wohl  am  lüch- 
tigsten  mit  Nicolaus  Mercator*).  Der  eigentliche  Name  war 
Kaufmann,  sein  Geburtsland  Holstein.  Von  Kopenhagen,  wo  Mer- 
cator studirte,  und  wo  er  auch  nach  vollendeten  Studien  noch  längere 
Zeit  bUeb,  wandte  er  sich  nach  London.  Dort  gehörte  er  der  Royal 
Society  an,  dort  verfasste  er  unter  anderen  Schriften  auch  die  Loga- 
rithmotecJmia')  von  1668.  Später  wandte  er  sich  nach  Paris  und 
wirkte  bei  der  Anlage  der  Wasserkünste  von  Versailles  mit.  Er 
starb  1687  in  Paris.  Mercator  hatte,  gleich  allen  Zeitgenossen,  welche 
irgend  über  mathematische  Gelehrsamkeit  verfügten,  des  Wallis 
Arithmetica  Infinitorum  von  1655  studirt.  Er  wusste,  dass  der  Satz 
Gütigkeit  besass,  welchen  wir  (Bd.  ü,  S.  S26)  in  der  erheblich  späte- 

ren   Form    von    j  x"'dx  = — ^p-     ausgesprochen    habeu.     Aehnlicher 

Summirimg  waren  auch  Ausdrücke  zugänglich,  bei  denen,   wenn  wir 

1 

jene  späte  Schreibweise  beibehalten,    /  (x"'»  +  ^"^  +  "  "  "  +  x'"'')dx  in 

0 

Frage  kam,  oder,  noch  anders  ausgedrückt,  Wallis  imd  seine  unmittel- 
baren Schüler  waren  im  Stande  die  Fläche  zu  quadriren,  deren  Be- 
grenzung aus  der  Abscissenaxe,  aus  zwei  Ordinaten  und  aus  der  Curve 

')  Vergl.  insbesondere  Reiff,  Geschichte  der  unendlichen  Reihen.  Tübingen, 
1889.  Wir  citiren  dieses  sehr  zuverlässige  Werk  kurz  als  Reiff.  ')  Kouvelle 
Biographie  universelle  XXXV,  12 — 13.  ")  Sie  ist  abgedruckt  im  I.  Bande  der 
Scriptores  logarithmici ,  welche  Francis  Maseres  in  sechs  Bänden  (London, 
1791 — 1807)  herausgab. 
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von  der  Gleichung 

bestand.  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  —  das  wusste  man  seit 
1647  durch  Gregorius  a  Sto.  Vincentio  (Bd.  II,  S.  819)  —  maass 
jene  Fläche  sich  durch  die  Logarithmen,  vorausgesetzt,  dass  eine 
Asymptote  der  Hyperbel  als  Abscissenaxe  gewählt  wurde.  Aber  die 
Hyperbelgleichung  hatte  in  diesem  Falle  nicht  die  oben  angegebene 
Gestalt,  sie  hiess  vielmehr  xij  =  1 ,  und  deshalb  misslang  jeder  Ver- 
einigungsversuch der  beiden  Ergebnisse  zu  einem  einzigen  Satze. 

Hier  war  der  Punkt,  wo  Mercator  einsetzte.     Er  veränderte  die 

Hyperbelgleichung  in  ?/  =  -^—  und  wagte  es,  die  in  dem  Ausdrucke 
— ; —  angedeutete  Division  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der 

1   +  o  °  °  ° 

Buchstabenrechnung  auszuführen.     Er  setzte  also 

:; — ; —  =  1  —  a  +  «-  —  a^  4-  ■  ■  ■    in  infinitum. 

1  +  « 

Für  unsere  heutigen  Begriife  ist  das  ein  Schritt  von  fast  naiver  Ein- 
fachheit, aber  damals  war  er  neu  und  von  einer  Tragweite,  welche 
die  Zeitgenossen  kaum  zu  ermessen  im  Stande  waren,  so  hoch  sie 
auch  Mercators  Erfindung  sofort  schätzten. 

Vermöge  dieser  Reihenentwicklung   neuer  Art  war  Mercator  im 
Stande 

/rT^=/a-«  +  --«^  +  -V'^  =  «-T  +  ¥  +  T  +  - 

u  '  0 

mit    /  5-x ^  =  log  (l  -\-  (i)  zu  verbinden  und  demnach  die  logarith- 

mische  Reihe  zu  erfinden. 

Hat  er  sie  erfunden?    Hat  er  dife  Gleichung 

log{l  +  a)^a-~  +  -  —  --i 

wirklich  augesetzt?  Sie  kommt  in  ihrer  unmittelbaren  Gestalt  zwar 
nicht  in  der  Logarithmotechnia  vor,  aber  auf  der  letzten  Seite  dieser 
Schi'ift  ist  die  Inventio  siimmae  logarithmorum ,    d.  h.   die    abermalige 

a 

Integration    /  log  (1  -j-  a\da  vollzogen,  imd  ihr  Ergebniss 

0 
a 

/log(l+aMa  =  ^-^  +  3«-^-... 

0 

kann  doch  kaum  in  anderer  Weise  gefunden  worden  sein,  als  indem 
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Mercator   den  Logarithmus    ilurcli    seine  Potcuzreilie   ersetzte,   wie   er 

es  vorher  mit  dem  Quotienten       .       gemacht  hatte. 

Das  gleiche  Jahr  1668  sah  noch  drei  andere  Arbeiten  in  Eng- 
land gedruckt,  welche  die  Reihenlehre  förderten.  Lord  Brouncker 
(Bd.  II,  S.  698)  legte  der  Royal  Society  am  13.  April  1668  eine  Ab- 
handlimg  The  Sqiiari)ig  of  the  Hyperhola  hy  an  wfinite  series  of  Ba- 
tioual  Niimbers')  vor,  welche  die   geometrische  Herleituug  der  Reihe 

log  2  =  ;; — ^  +  .,--;  +  .— ,.  +  •  •  •    enthielt.      Er    verfuhr    dabei    wie 

°  1-2  3-40Ö 

folgt.  Er  zeichnete  (Figur  9)  das  Quadrat  AB  DE  von  der  Seiten- 
länge 1.  AB  soll  ein  Stück  der  einen  Asymptote  der  gleichseitigen 
Hyi)erbel  EC  sein,  AE  und  BD  sind 
der  anderen  Asymptote  parjillel.  Ueber- 
dies  dient  zur  genauen  Bestimmung 
der  Hyjierbel,  dass  sie  durch  den  Eck- 
punkt E  des  gegebenen  Quadrates 
und  durch  die  Mitte  C  der  Quadrat-  „ 
Seite  BD  hindurchgehen  soll.  Die 
in  der  Figur  auftretenden  Rechtecke  '' 
sind  so  gebildet,  dass  ihre  Grundlinien  /j 
durch  fortgesetzte  Halbiruug  der  Qua- 
dratseite entstehen.     So  ist 


^ 


k 

7i 

7. 

-J^^.i 

in         o?;^^% 

rf.f^ 

B 


c 

IC 

G 


Eq 


Er 

■■hs  = 


ps  =  dG  =  ,- 
1 


r 

Fig.  9. 


J? 


dt  =  fti 


die   Grundlinien  der  Rechtecke    aj),  cm, 


cl   sind    -  u.  s.  w.     Brouncker   behauptet   nun,   die   in   der  Figur  zu 
erkennenden  Rechtecke  besässen  folgende  Flächeninhalte: 


dD 

2.3'     ^'■  = 

1 
4.  5' 

/•(?  = 

1 

6-7' 

aq  = 

1 

~  8  .  9' 

1 

et  = 

1 
12^13 

(JU  = 

i 

^'           10-11 

14  • 

15 

.  s.  w. 

Andererseits  sei 

CA 

=  1^'    '^^ 

1 

3  ■  4 

,  hn  = 

1 
"  5^6' 

fk- 

1 
~  7  •  8' 

ap  = 

l 

1 

11  ■  12' 

el  = 

1 
13  ■  14 

(jh 

1 

9.  10'   ^'" 

15  ■ 

16 

u.  s.  w.  Einen  Beweis  hinzuzufügen  erspart  sich  Brouncker.  Er  ver- 
weist nur  auf  Satz  87 — 95  der  Arithmetica  Infinitorum  von  Wallis 
und  auf  die  Eigenschaft  der  Hyperbel,  dass  die  um  gleiche  Abscissen- 


')  P.  T.  II,  645^649. 
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unterscliiede  von  einander  abstehenden  Ordinaten,  sofern  sie  von  der 
Hyperbel  bis  zum  Durchscknitt  mit  der  AB  gemessen  werden,  eine 
liarmouische  Reihe  bilden,  are  in  an  Harmonie  series.  Sehen  wir  zu, 
ob  Brounckers  Behauptungen  richtig  sind. 

Ist  xy  ^=  1  die  Gleichung  der  auf  ihre  Asymptoten  als  Coordi- 
uatenaxen  bezogenen  Hyperbel,  und  ist  E  mit  der  Ordinate  1,  C  mit 

der  Ordinate  —  auf  der  Hyperbel  gelegen,  so  muss  E  die  Abscisse  1, 

C  die  Abscisse  2  besitzen,  d.  h.  der  auf  der  Figur  nicht  sichtbare 
Coordinatenanfangspunkt  0  muss  auf  der  Verlängerung  von  BA  über 
A  hinaus  liegen  und  von  A  um  0A=1  entfernt  sein.     Die  Abscis.se 

von  b  z.  B.  ist  alsdann  1  +  x  ^^^^  -^^  ^^  T '  ^^^  ^^^  Ordinate  von 

14  1. 

b   muss    1  ^  ^  rL=  1 K    sein.     Nim -ergänzt   bq    die  Ordinate 

1  +  i 
von  b  zur  Längeneinheit,  ist  also  — -,   und  das  Rechteck  br  von  den 

Seiten   qr  =    - ,    bq  ^  —    besitzt   den   Flächenraum  j — -■     Auf  ganz 


i'-'         5  4-5 
ähnliche  Weise    lassen   Brounckers   übrige    Flächenangaben  sich    be- 
stätigen.    So   ist  z.  B.    dr  =  1 ^  -^ ,   rD  =  -^ ,    Rechteck 

o  13'  2  ' 

1  "^ 

dD  =  ^— ^  u.  s.  w. 

Aber  aus  dr  =    -  folgt    auch   dh  =  —  —  --  =  - —  ,  und  dieses 

Stück  bildet  mit  dn  =  —  das  Rechteck  dF=  -  -  ■  —  =  - —  •  So 
erhält  man  die  Summe  der  beiden  Rechtecke 

dD  +  dF  =  2  ^-g  +  ^  =  1  =  A  Rechteck  CA, 
was  auch  geometrisch  mittels 

dD  =  rn,  rn  +  dF  ==  rF  =^DF=~GA 

einleuchtet.  Auch  hier  finden  ganz  ähnliche  Gleichungen  mehrfach 
statt.  Es  ist  ^dD  =  lr-\-  hn,  ^ dF  =  fG -\-  ß,  ^  br  =  aq  4-  np 
u.  s.  w.     Dabei  ist  aber  beispielsweise  6n  >  f'G,  mithin 

~dB>br  +  fG     oderi-.^>^  +  ^. 

Allgemeiner  wäre  der  urithmetische  Beweis,  welcher  freilich  nicht 
im  Geiste  der  damaligen  Zeit  lag:  die  als  richtig  vorausgesetzte  Un- 
gleichung -„  •  -  ,  ,  .T  >  „- ,^; — ^r. -\- T, — r.-.^,^ — ;-..^  seilt  durch 
°  °     2      »((n-f-  1)        2)((2?i  -f  1)     '     (2n  +  2)(2w  -\-  8)      ^ 
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Wegmultipliciren  mit  den  Nenneru  iii4«^+8n  +  3>  4h-  -j-  Gn  -\-  3 
oder  in  n  >  0  über,  gut  also  für  jedes  positive  ii. 

Damit    ist    aber    die   Wahrheit    von    Sätzen    bewiesen,    welche 
Brouncker    abermals    olme    jede    Begründung    ausspricht.     Wie    die 

Hälfte  des  Anfangsgliedes  ^ — s  grösser  als  die  Summe  der  beiden 
folgenden  Glieder  t — ^  und  - — =  ist,  so  sei,  behauptet  Brouncker,  die 
Hälfte  jener  beiden  Glieder  oder  -  (- — ^  +  j^?)  grösser  als  die 
Summe  der  vier  folgenden  Glieder  oder 

8^-9  +  10^1  +  12-13  +  14  '  15   "•   ^-  ^- 

Die  nicht  ausdrücklich  hervorgehobene  grosse  Bedeutung  dieser  Sätze 
liegt  darin,  dass  in  ihnen  der  Beweis  der  Convergenz  der  un- 
endlichen  Reihe 1 r  +  ^; — s  +  ■  ■  •    enthalten    ist.     Addirt 

2  -3  4o     '     6-7 

man  die  sämratlichen  Ungleichungen: 

2-3-'^\4-5'6-7/' 

4  •  5  '  6  •  7  -^   \8  •  9  '  10  ■  U  ^  12  •  13  ^  14  •  15/  ' 

1,^1   4_  ^„_L  ^1_  ^o/^l^   I 1 L     I    ^   \ 

8  ■  9  "•"  10  •  11  "•"  12  •  13  "■"  14  •  15  ^   \16  ■  17  "T"  18  ■  19  l"    "•"  30  •  31/ 

und  lässt  auf  beiden  Seiten   die  übereinstimmenden  Glieder  weg,   so 

folgt  2~r3  >  r^  +  ^7-7  +  8^9  "I '  ™'^  daraus  wieder 

1  ->   i     _L  ^^_L.  1    _i_     1      r 

3'^2-3~'~4-5'6-7"'~8-9~f' 

Brouncker,  wir  wiederholen  es,  hebt  diese  Folgerung  aus  seinen  Uu- 
ffleichungen  nicht  besonders  hervor,  aber  weshalb  könnte  er  sie  selbst 
abgeleitet  und  betont  haben,  wenn  ihm  ihre  Verwerthung  in  dem 
von  uns  angedeuteten  Sinne  nicht  mehr  oder  minder  klar  vorschwebte? 
Brouncker  vereinigte  ferner  die  beiden  Reihen 

rT^  +  3Tl  +  ^T^  +  ---     "^^¥7^6  +  1-5  + 6-1  +  ■■■ 
unter  Verschränkung  der  Glieder  zu 

l-2~2-3^3-4T^4-5~5-6'6-7^ 

Er  fügt  hinzu,  die  Summe  bis  zu  dem  Gliede  ->—  ,  -rt  einschliesslich 

sei       ,  -  ,  und       ,       sei  die  Summe  der  dann  noch  folgenden  unend- 

a  +  1 '  (t  +  1  ° 

lieh  vielen  Glieder. 


gesetzt 
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Wie  er  dieses  fand,   sagt  er   wieder   nicht.     Vermutblicli   hat  er 

jedes  Glied  der  Reihe  iu  eiue  Diöerenz  yerwandelt,  d.  h.  - — ^  ^1  —  -^,  , 

1     _   1  1         1     1   1  1         1  1 

2  's  "~  2         ¥ '   3^        y       -  4  '    ■  ■  ■■«(«  +~i)        ä"  ~a  +  1 

und  so    ^  +  ^  +  ^^  +  .  .  .  +  ^-y^ 

2     '     2         3  "■"  3  4  "■  f"  «         n  +  1  a  +  1        a  +  1 

•               1111 
erhalten.     Damit  ergab  sich   zugleich    1  —  -^   -\-   .-, 5"  +   -r  —  '  '  ' 

in  infinitum  =  1.     Die  Couvergenz  der  Reihe  ^~  ^  +  :. — r  +  :.    ^  +  •  •  • 

°  2-34-56i 

sowie  die  der  Reihe  ^ — -  +  ~ — -  -1-  „     ^  +  - — -  +  •  •  •  zieht  dann  auch 

1-2  2-3  3-4  4  ■  o 

die  Convergeuz   der  Reihe  , — -  -\-  - — -  -}"  i — 7-  4"  ■  ■  "  nach  sich,  und 

die  Kenntniss  aller  dieser  Thatsachen  wird  man  Brouucker  kaum  ab- 
sprechen können. 

Allerdings  legte  er  ihnen  zuverlässig  nicht  die  Bedeutung  bei, 
welche  man  heute  mit  ümen  verbindet.  Dass  eiae  Reihe  vor  der 
Benutzung  auf  ihre  Convergeuz  zu  prüfen  sei,  ist  erst  im  XIX.  Jahrh. 
Gemeingut  der  Wissen.«chaft  geworden.  Noch  das  XVIU.  und  um 
so  mehr  das  XVU.  Jahrh.  mochten  ab  und  zu  Convergenzunter- 
suchungen  ausführen,  aber  von  ihrer  Nothwendigkeit  hatte  man,  eine 
einzige  Ausnahme,  auf  die  wir  gleich  zurückkommen,  vorbehalten, 
keine  Ahnung.  Es  waren  eben  Untersuchungen  über  Reihen  wie 
andere  auch,  interessant,  ■vyenn  sie  etwa  den  Werth  einer  Reihe  nähe- 
rungsweise kennen  lehrten,  aber  ohne  die  Eigenschaft  der  Convergenz 
war  nach  dem  stillschweigenden  Einverständnisse  sämmtlicher  Mathe- 
matiker eiue  Reihe  nicht  miuder  beachtenswerth.  Die  einzige  von 
uns  berührte  Ausnahme  trat  dann  ein,  wenn  eine  praktische  Anwen- 
dung einer  Reihe  zui-  Auswerthung  der  ihr  gleichen  Funktion  gemacht 
werden  wollte.  In  diesem  Falle  drängte  sich  der  Missstand,  dass  die 
Rechnung  mittels  divergenter  Reihen  das  erwünschte  Ergebniss  ver- 
weigerte, von  selbst  auf  und  verlangte  Abhilfe. 

Als  Beleg  dafür  können  wir  auf  die  zweite  Arbeit  aus  dem 
Jahre  1668  verweisen,  an  welche  (S.  55)  gedacht  wurde,  auf  einen 
Bericht  von  Johu  Wallis')  über  Mercators  Logarithmotechnia  in 
den  P.  T.  vom  17.  August  1668.     Er  ist  von  Mercators  Reihe,  welche 

log  (1  +  ^)  von  A  —  Y^-  -f  ^  J.^  —      J.*  -|-  •  •  •   abhJlngig  macht, 

entzückt,  aber  man  dürfe  sich  nicht  verbergen,  dass  die  Sache  einen 


')  P.  T.  II,  753—756. 
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Haken  habe.  Es  sei  offenbar,  dass  bei  -4  >  l  die  späteren  Potenzen 
höher  in  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  sich  erstrecken,  und  dass  sie 
deshalb  keineswegs  vernachlässigt  werden  dürfen ').  Da,  meint  Wallis, 
könne  mau  durch  einen  Kunstgriff  sich  helfen.  Seine  Ausdrucksweise 
ist  nicht  leicht  verstiludlich,  doch  dürfte  seine  Meinung  die  folgende 
sein.  Jede  Zahl  über  1  ist  ein  Bruch  vom  Zähler  1,  dessen  Neimer 
echtgebrochen  ist,  mithin  als  Unterschied  von  1  und  einem  anderen 
echten  Bruche    dargestellt  werden  kann.     So   führt  das  zu    logarith- 

mirende  1  +  .4  zu  einem  ■  -  imd  der  Logarithmus  von  1  —  «  wird 
gewonnen,  indem  man  die  Divison  -— --  =  1  +  a  -f-  «'  +  ■  ■  ■  voll- 
zieht und  letztere  Reihe  integrirt.  Man  erhält  «  -f-  «  ""  +  3  ^^  ~l~  '  '• 
In  dem  gleichen  Bande  der  P.  T.  ist  in  der  Nummer  vom  13.  Juli 
1668  ein  gegen  Huygens  gerichteter  Aufsatz  von  James  Gregory 
abgedruckt"),  und  diesen  Aufsatz  erwähnt  Gregory  wieder  in  seinen 
Exercitationes  Geometricae  von  1668,  deren  Drucklegung  somit  später 
als  Mitte  Juli  stattfand.  Ging  derselben  auch  der  Bericht  von  Wallis 
vom  IT.  August  vorher,  den  wir  besprachen?  War  Gregory  in  der 
Lage  ihn  noch  benutzen  zu  können?  Das  sind  Fragen,  auf  welche 
wir  keine  Antwort  wissen.  Jedenfalls  nennen  wir  eine  Äi>pcndicida 
ad  veram  Circuli  et  Hyperbolae  Quadraturam  und  X  Jlercatoyis  Qua- 
dratura  Hyperholes  geometrice  demonstrata,  welche  zusammen  die  13 
ersten  Seiten  des  genannten  nicht  umfangreichen  Buches  Gregorys 
füllen,  als  die  dritte  englische  auf  imendliche  Reihen  sich  beziehende 
Arbeit  von  1668.  Li  ihr  ist  geometrisch,  und  zwar  so,  dass  die  Ab- 
hängigkeit von  Broimckers  Aufsatze  in  hohem  Grade  wahrscheinlich 
gemacht  ist,  gelehrt,  wie  man  die  Maasszahlen  gewisser  Parallelo- 
gramme, welche  in  unendlicher  Anzahl  gewählt  die  Hyperbelfläche  aus- 
füllen, zu  finden  im  Stande  sei.  Auf  diese  Grundlage  stützt  sich  als- 
dann folgender  Satz^):  Der  Unterschied  der  Logarithmen  der  Zahlen 
A  und  B  verhalte  sich  zum  Unterschiede  der  Logarithmen  der  Zahlen 
D  und  E  wie 
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Setzt  man  diese  letzteren  Werthe  ein,  so  nimmt  der  Satz  die  Gestalt  an 


')  Cum  cnim  jam  poncnda  sit  J.  >  1  manifestum  est,  posteriores  ipsius  jjo- 
testates  altius  in  Integrorum  sedes  penetraturas  adeoque  minime  negligendas. 
^  P.  T.  n,  732.     ')  J.  Gregory,  Exercitationes  geometricae  pag.  13. 
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log  ^  :  log  ;^  =  L^^^  +  -3-  {^^^)    +  ^  (^^^j    +  •  •  -J 

■  IE  +  B  '^  S  \E  +  Bl  '^  h  \E  +  Dl  ^  '  J 
Werden  nun  für  Ji  und  ^  zwei  bekannte  Zahlen,  z.  B.  i'  =  1001 , 
^  =  999,  I  =  1  +  J^,  |-^  =  iL  «Qgeffilirt  ""d  ist  log  I 
auf  irgend  eine  Weise  schon  berechnet,  so  sei,  sagt  Gregory,  der 
Unterschied  log  E  —  log  D  zweier  Logarithmen  grosser  Zahlen  D 
und  E  mittels  der  angegebenen  Formel  leicht  zu  finden.     Setzt  man 

jj  =  s,  mithin   p  ,    r,  =  —77^ ,  so  ergibt  sich  aus  Gregorys  Formel 
die  Proportionalität  von 

log  ,  mit  J^-J  +  l  (^Y  +  -J-  C:^  D'  +  •  ■  • ' 

aber  diese  Folgerung  hat  Gregory  nicht  gezogen. 

Schon  mehrere  Jahre  vor  der  Veröffentlichung  dieser  auf  Reihen 
bezüglichen  Untersuchungen  waren  ähnliche  Arbeiten  von  eiuem  in 
der  Mitte  der  Zwauziger  stehenden,  also  noch  sehr  jugendlichen  Ge- 
lehrten unternommen  worden,  von  Isaac  Newton^).  Haben  wir  früher 
(S.  27 — 31)  uns  in  ganz  ausnahmsweise  umständlicher  Erzählung  mit 
Leibnizens  Lebensschicksalen  bis  zu  dessen  1716  erfolgtem  Tode  be- 
kannt gemacht,  und  haben  wir  nicht  vermeiden  können,  dabei  die 
Geschichte  der  englischen  Regeuteufolge  zum  Gegenstand  von  Er- 
örterungen zu  machen,  so  haben  wir  gleich  damals  zum  voraus  (S.  27) 
die  Pflicht  übernommen,  ein  ähnliches  Verfahren  für  Newton  einzu- 
schlagen, und  diese  Pflicht  wollen  wir  jetzt  erfüllen. 

Isaac  Newton  (1643 — 1727)  ist  in  Woolsthorpe  bei  Grantham 
in  England  geboren.  Er  kam  als  so  schwächliches  Kind  zur  Welt, 
dass  Niemand  ihm  ein  mehr  als  84  jähriges  Leben  zugetraut  haben 
würde.  Von  früher  Jugend  an  legte  Newton  Neigung  zu  mechanischen 
Künsteleien  an  den  Tag,  zu  welcher  sich  eine  solche  Liebe  zu  mathe- 
matischen Studien  gesellte,  dass  die  widerstrebende  Mutter  sich  ge- 
nöthigt  sah,  den  Sohn,  von  dem  sie  gewünscht  hätte,  er  möge  als 
Landwirth  das  väterliche  Erbe  zur  Geltung  bringen,  den  Wissen- 
schaften sich  widmen  zu  lassen.  Im  Jahre  1660  bezog  Newton  das 
Triuity-CoUege  in  Cambridge,,  in  dem  gleichen  Jahre  also,  in  welchem 
das  Königthum  in  England  wieder  hergestellt  wurde.  Von  1663  au 
war  Isaac  Barrow   Professor  der  Mathematik   an  der  gleichen  Au- 


')  Brewster,  The  memoirs  of  Neivton  (2.  Auflage  18G0).  W.  Rouse  Ball, 
A  Short  account  of  the  hhlory  of  mathematics.  Chapter  XVI  (1888).  Cantor, 
Sir  Isaac  Newton  (in  der  Zeitschrift  „Nord  und  Süd".     Januar  und  Tebruar  1881). 
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stalt  (S.  l(^),  und  diesei-  Manu  übte  auf  dii'  wissenschaftliclie  Aus- 
bildung Newtons,  übte  nicht  minder  auf  seine  politische  und  religiöse 
Gesinnung  einen  fest  bestimmenden  Einfluss.  Unter  Barrows  Einfluss 
beschäftigte  sich  Newton,  was  wir  leider  nur  im  Vorübergehen  er- 
wähnen dürfen,  trotzdem  mis  dadurch  die  Gelegenheit  entgeht,  seine 
grossartigsten  wissenschaftlichen  Entdeckungen  rühmen  zu  dürfen, 
mit  Optik.  Barrows  Nachfolger  wurde  er  1G69  in  der  Cambridger 
Professur.  Gleich  Barrow  war  Newton  von  strengst  couservativem 
und  kirchhchem  Geiste,  so  dass  seine  felsenfeste  Königstreue  nur 
dann  in  Erschütterung  gerathen  konnte,  wenn  zwischen  ihr  und  der 
noch  festeren  Treue  gegen  die  Kirche  eine  Kluft  sich  öffnete. 

Jakob  IL  sorgte  dafür,  dass  auch  die  eingefleischtesten  Tories, 
wie  der  englische  Parteiuame  lautete,  nicht  ferner  für  ihn  sich  er- 
klä,ren  konnten,  und  als  1689  die  sogenannte  Convention  zusammen- 
trat, jene  parlamentarische  Versammlung,  welche  Wilhelm  III.  zum 
Könige  von  England  ernannte,  war  Newton  als  Vertreter  der  Uni- 
versität Cambridge  Mitglied  der  Versammlung. 

Das  Wort  hat  Newton  allerdings  nie  ergi-iffen,  weder  in  der 
Convention  noch  als  er  später  einmal  dem  Parlamente  angehörte. 
OeffentHche  Äeusserungen ,  und  gar  solche,  welche  zu  öffentlicher 
Gegenrede  führen  und  ihn  so  nöthigen  konnten,  selbst  aus  dem  Steg- 
reife zu  antworten,  waren  niemals  Newtons  Sache.  Ein  Grund  zu  g 
seines  Charakters  war  vielmehr  die  Scheu  vor  öffentlichem 
Kundgeben  seiner  Meinung,  was  sich  nicht  allein  auf  die  Politik 
bezog,  sondern  auch  das  Hervortreten  mit  wissenschaftlichen  Ent- 
deckungen hemmte. 

Als  1690  ein  regelmässig  gewähltes  Parlament  an  die  Stelle  der 
Convention  trat,  bewarb  sich  Newton  nicht  um  Wiederwahl,  er  wirkte 
vielmehr  für  die  Ernennung  von  Sir  Robert  Sawyer,  einem  einge- 
fleischten Tory,  und  so  wird  man  nicht  fehlgehen,  wenn  man  annimmt, 
Newton  habe,  insbesondere  seit  dem  Tode  von  Königin  Maria  1694, 
durch  welchen  auch  der  letzte  Rest  legitimistischeu  Anstriches,  der 
der  Regierung  Wilhelm  III.  anhaftete,  verloren  ging,  zu  der  toristischen 
Oppositionspartei  gehört. 

Sie  setzte  da  ein,  wo  die  Unzufriedenheit  der  Bevölkerung  ohne- 
dies schon  rege  war,  bei  der  Münzfrage.  England  besass  seit  den 
Tagen  der  Königin  Elisabeth  eine  Doppelwährung,  Neben  den  Gold- 
münzen waren,  rechtlich  denselben  gleichgestellt,  Silbermünzen  im 
Betrage  von  fünf  und  ein  halb  Millionen  Pfund  Sterling  im  Umlauf. 
Aber  dieses  Silbergeld  war  nachgrade  so  abgenutzt,  abgefeilt  und 
beschnitten,  dass  der  Werthverlust  auf  ein  imd  ein  fünftel  Million 
Pfund    veranschlagt    wurde.      Die   Thronrede   von    ir)95    forderte   das 
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Parhimeut  auf,  Heilmittel  gegen  den  mehr  als  je  unhaltbaren  Zustand 
vorzuschlagen,  da  es  so  weit  gekommen  war,  dass  die  Bunt  von 
Amsterdam,  eine  damals  allgewaltige  Geldmacht,  englisches  Silbergeld 
überhaupt  nicht  mehr  annahm.  Das  Oberhaus,  das  zuerst  mit  der 
Angelegenheit  sich  beschäftigte,  verlangte,  von  einem  in  Gemeinschaft 
mit  dem  ünterhause  zu  bestimmenden  Tage  an  solle  beschnittene 
Münze  nicht  mehr  in  Zahlung  genommen  werden.  Das  wäre  fi-eilich 
eine  ebenso  einfache  als  einschneidende  Lösung  der  schwebenden 
Frage  gewesen,  aber  damit  wäre  der  ganze  Verlust  auf  die  Schultern 
der  Besitzer  von  Silbermünzen  gewälzt  worden,  vorwiegend  auf  die- 
jenigen, welche  nur  Silber  besassen,  auf  die  dem  Vermögen  nach 
Schwächeren,  und  es  entstand  eine  ungeheure  Aufregung.  Unter  deren 
Druck  entschied  sich  das  in  seiner  grossen  Mehrheit  whigistisch  zu- 
sammengesetzte Unterhaus  dahin,  dass  die  öffentlichen  Kassen  ge- 
halten sein  sollten,  die  beschnittenen  Münzen  einzuziehen  und  gegen 
vollwichtige  umzutauschen. 

Kanzler  der  Schatzkammer  war  damals  Karl  Montague.  Er 
war  ein  Führer  der  Whigs,  aber  er  war  in  Cambridge  einer  der 
wenigen  Schüler  Newtons  gewesen,  er  soll  mit  einer  Nichte  Newtons 
insgeheim  vermählt  gewesen  sein.  Diese  Umstände  vereinigt  brachten 
ihn  wohl  dazu,  Newton  die  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  keines- 
wegs untergeordnete  Stellung  eines  Aufsehers  der  Münze  anzubieten, 
wenn  nicht  als  weiterer  Beweggrund  der  Wunsch  Avirksam  war,  einen 
bekannten  Tory  an  der  Ausführung  jenes  Münzbeschlusses  in  so 
hohem  Grade  zu  betheiligen,  dass  der  Opposition  dadmxh  Still- 
schweigen auferlegt  wurde. 

Newton  trat  1696  in  die  neue  Stellung  ein,  und  damit  war  er 
für  die  mathematische  Wissenschaft  so  gut  wie  verloren.  Er  behielt 
zwar  seine  Professur  in  Cambridge  dem  Namen  nach  bis  1701  bei, 
auch  nachdem  er  1699  zum  Münzmeister  befördert  worden  war,  aber 
gelehrt  hat  er  nicht  mehr,  und  ebenso  wenig  sind  wichtigere  neue 
mathematische  Untersuchungen  von  ihm  aus  einer  Zeit  nach  1696 
bekannt,  wenn  es  auch  nicht  an  Veröffentlichungen  fehlt.  Möglicher- 
weise hängt  dieses  Nachlassen  seiner  Thätigkeit  mit  dem  Uebermaasse 
von  Amtsgeschäften  zusammen,  möglicherweise  ist  es  die  mittelbare 
Folge  einer  mit  einer  gewissen  geistigen  Störung  verbundenen  Krank- 
heit von  1693. 

Newtons  politische  Thätigkeit  war  dagegen  nicht  abgeschlossen. 
Er  gehörte  als  Abgeordneter  der  Universität  Cambridge  dem  Parla- 
mente an,  welches  am  SO.  December  1701  zusammentrat,  und  während 
dessen  Dauer  Wilhelm  III.  starb,  Königin  Anna  deu  Thron  bestieg. 
Sie  entliess  das  whigistische  Ministerium  und  bildete  ein  solches  aus 
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Tories  entsprechoiul  der  Mehrheit  der  Mitglieder  des  Unterhauses. 
Wie  diese  Mehrheit  wechselten  unter  Küuigiu  Anna  auch  die  Mini- 
sterien in  bunter  Folge,  und  immer  zählte  Newton,  ob  siegreich  bei 
den  Wahlen,  oder  unterliegend,  zu  den  Tories  äusserster  Richtung, 
deren  Stellung  zu  einzelnen  bestimmten  Fragen  allerdings  so  häufig 
sich  änderte,  dass  es  schwer  hält,  oluie  eine  Ausführlichkeit,  die  uns 
nicht  gestattet  ist,  .sich  zurecht  zu  finden.  Die  Succession-Act  von 
1701  (S.  .^0)  war  hauptsächlich  toristischeu  Ursprunges.  Die  männ- 
liche Erbfolge  scbien  in  der  kräftigen  hannoverischen  Linie  auf  lange 
gesichert,  und  ein  gesichertes  Königthum  entsprach  den  Gesinnungen 
der  Tories.  Später  änderte  sich  das  Yerhältniss.  Unter  Königin 
Annas  Regierung  wüthete  ein  langdauernder  Krieg  zwischen  England 
und  Frankreich.  Die  Whigs  bestanden  auf  Fortsetzung  des  Krieges, 
die  Tories  wünschten  Herstellung  des  Friedens.  Kurfürst  Georg 
Ludwig  von  Hannover  aber  hatte  1707  ein  Commando  am  Rhein 
geführt,  hatte  in  dieser  Stellung  selbst  am  Kriege  theilgeuommen, 
hatte  laut  vaid  bestimmt  gegen  die  von  den  Tories  für  annehmbar 
erklärten  Friedeusbedingungen  sich  ausgesprochen.  Diese  Handhmgeu 
machten  den  Kurfürsten,  den  Whigs  eben  so  genehm,  als  sie  ihm  die 
Tories  entfremdeten.  Man  sagte  sogar,  und  es  wurde  geglaubt,  die 
Tories  im  Ministerium,  gestützt  auf  ihre  Gesimiungsgenossen  im  Par- 
lamente, beabsichtigten  die  Succession-Act  wieder  aufzuheben  und 
Jakob  in.  zum  Thronfolger  zu  erklären. 

Die  Whigs  verlangten  nunmehr  1713  die  Einberufung  des  Kur- 
fürsten zum  Parlamente,  in  dessen  Oberhaus  ihm  als  Hei-zog  von 
Cambridge  ein  Sitz  eingeräumt  worden  war,  und  die  Tories  wider- 
strebten diesem  Verlangen,  während  Leibniz  den  Kurfürsten  zu  be- 
stimmen suchte,  nach  London  sich  zu  begeben,  wo  man  die  Armee 
bereits   für  die  Zwecke   des  Prätendenten   zu   desorganisiren   beginne. 

Man  begreift  jetzt,  wie  unter  solchen  Verhältnissen  ein  aus  der 
Politik  ganz  fremden  Gründen  entstandener  Streit  zwischen  Newton, 
dem  fanatischen  Tory,  und  Leibniz,  dem  Berather  des  Throukandi- 
daten  der  Whigs,  sich  persönlich  zusjjitzeu  konnte,  wenn  nicht  musste. 
Man  begreift  jetzt  die  Worte  von  Johann  Bernoulli  in  einem  imter 
dem  29.  Jidi  1713  an  Leibniz  gerichteten  Briefe'):  „Sie  theileu  das 
Loos  Ihres  Fürsten,  welchen  uubiUig  denkende  Engländer  in  gleicher 
Weise  von  der  Thronfolge  ausschliessen  möchten,  wie  Sie  selbst  von 
dem  Besitze  der  Dilferentialrechnung."  Man  begreift  Leibnizens  Ant- 
wort-) vom  19.  August,  es  sei  in  der  That  so;  eiu  befreundeter  Eng- 
läaider  habe  ihm  geschrieben,  in  diesem  Falle  seien  nicht  etwa  Mathe- 


')  Leibniz  HI,  915  lin.  27—30.     -)  Ebenda  919  lin.  29—33. 
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matiker  und  Mitglieder  der  Eoyal  Society  gegen  ein  anderes  Mitglied 
aufgetreten,  sonden  Tories  gegen  Whigs.  Man  begreift,  dass  solche 
Misshelligkeiteu  um  so  weniger  ausgeglichen  werden  konnten,  als  es 
(S.  31)  Leibniz  verwehrt  war^  sich  1714  persönlich  nach  London  zu 
begeben. 

Kehren  wir  zu  Newtons  Privatleben  zurück.  Am  30.  November 
1703  traf  ihn  die  Wahl  zum  Vorsitzenden  der  Royal  Society,  eine 
Wahl,  welche  sich  dann  alljährlich  wiederholte.  Im  April  1705 
wurde  er  von  der  Königin  Anna  iu  den  Ritterstand  erhoben  und 
Sir  Isaac  Newton  war  von  nun  au  sein  Name.  Sein  Tod  erfolgte 
erst  1727. 

Wir  haben  die  Lebensgeschichte  Newtons  hiermit  so  genau  an- 
gegeben, als  es  für  unsere  späteren  Zwecke  erforderlich  ist.  Die 
mathematischen  Leistungen  des  grossen  Maunes  müsseu  sich  je  nach 
ihrem  Inhalte  da  und  dort  einreihen.  Gegenwärtig  haben  wir  es  mit 
Untersuchungen  über  Reihen  zu  thun,  welche  zugleich  der  Entstehimgs- 
zeit  nach  die  ältesten  mathematischen  Ergebnisse  sind,  zu  welchen 
Newton  gelangte.  In  einem  Briefe  an  Oldenburg^)  vom  24.  October 
1G76  sagt  wenigstens  Newton,  er  habe  sich  mit  jenen  Dingen  be- 
schäftigt, als  die  Pest  in  Cambridge  ausbrach  und  ihn  nöthigte  von 
dort  die  Flucht  zu  ergreifen,  eo  tempore  pestis  ingrvens  coegit  nie  hinc 
fugere,  und  ein  späterer  Zusatz  bestimmt  jene  Zeit  auf  die  Jahre  1665 
und  1666.  Jedenfalls  wurde  die  Abhandlung  De  analysi  per  aequa- 
tiones  numero  terminorutn  infimtas  schon  1669  Barrow  vorgelegt 
und  von  diesem  im  Juli  desselben  Jahres  1669  an  Co  Hins  zur  Mit- 
theilung an  Lord  Brouncker  geschickt^).  Dieser  Abhandlung  war 
mithin  damals  eine  nicht  grade  vertrauliche  Verbreitung  zu  Theil 
geworden,  und  soweit  sie  Erfinderrechte  begründet,  muss  sie  als 
1669  bekannt  gemacht  gelten,  wenn  der  Druck  auch  erst  im  XVIII. 
Jahrh.  erfolgte.  OoUins  nahm  1669  eine  Abschrift^),  welche,  wie 
spätere  Vergleichung  mit  dem  Originale  gezeigt  hat,  eine  durchaus 
sorgfältige  und  genaue  war.  Aber  eine  andere  Massregel  ergriff 
weder  CoUins  noch  Brouncker,  so  leicht  sie  ihnen  gefallen  wäre. 
Keiner  von  beiden  vermittelte  einen  Abdruck  der  Newton- 
schen  Abhandlung  in  den  P.  T.,  keiner  von   beiden  Hess  den 


')  Commercium  epistoUeum  J.  CoUins  et  aliorum  de  analysi  promota  etc.  ou 
Correspondance  de  J.  CoUins  et  d'auires  savants  cclcbres  du  XVII.  Siede  relative 
ä  Vanalyse  supericure  publice  par  J.  B.  Biot  et  F.  Lefort  (Paris,  1856)  pag.  125 
lin.  8 — 11.  Diese  neueste  und  zuverlässigste  Ausgabe  citiren  wir  einfach  als 
Commerc.  epistol.  ')  Commerc.  epistol.  pag.  53 — 54.  ")  Ebenda  pag.  54 — 75. 
Ein  Abdruck  des  Originals  wurde  1744  durch  Castilliou  iu  den  Opuscula 
Newlonis  I,  3 — 28  veranstaltet. 
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Hauptinhalt  wenigstens  iu  die  geschriebenen  Protokolle 
der  Royal  Society  aufnehmen.  Aber  dachte  man  damals  über- 
haupt an  derartige  Sichening  eines  geistigen  Eigeuthums?  Allerdings. 
Als  im  Jahr  16(34  Huygens  mit  R.  Moray  gemeinschaftlich  sich  um 
die  Belohnung  ihies  Verfahrens,  die  geographische  Länge  mit  Hilfe 
von  Pendeluhren  zu  bestimmen,  bewerben  ■woUteu  und  Huvgens  angst- 
lieh  war,  irgend  ein  Unberechtigter  möchte  ihnen  zuvorkommen,  be- 
ruhigte ihn  Moray,  indem  er  ihm  am  5.  December  von  London  aus 
schrieb*),  er  habe  Sorge  dafür  getragen,  dass  von  ihrem  Verfahren 
in  den  Protokollen  der  Royal  Society  gesprochen  sei;  ein  solcher 
Eintrag  habe  seinesgleichen  nicht,  um  Erfinderrechte  zu  sichern.  Man 
war  also  in  den  Kreisen  der  Mitglieder  der  Royal  Society  durchaus 
mit  der  Wichtigkeit  von  Protokolleinträgen  bekannt,  welche  das 
Datum  einer  Erfindung  feststellten,  ohne  doch  die  Erfindung  selbst 
der  Oeflentlichkeit  preiszugeben,  sofern  man  dieses  aus  einem  oder 
dem  anderen  Grimde  nicht  wünschte,  und  wenn  Collins,  wenn  Brouncker 
es  Unterhessen,  für  Newton  einen  derartigen  Schritt  zu  thun,  so  gibt 
es  doch  wohl  keinen  anderen  Erklärungsgrund  dafür  als  den,  dass 
beide  damals,  als  sie  1669  die  Abhandlung  erhielten,  nicht  erkannten, 
dass  deren  Inhalt  verdiene,  besonders  gesichert  zu  werden.  Wir  be- 
absichtigen hiermit  keinen  besonderen  Vorwurf  gegen  beide  zu  er- 
heben, sondern  nur  festzustellen,  wie  Mathematiker,  die  man  keinenfalls 
als  Feinde  Xewtons  bezeichnen  kann,  seine  Erstlingsarbeit  betrachteten. 

Und  doch  bildete  einen  wesentlichen  Bestandtheü  der  Analysis 
per  aequationes,  wie  wir  den  Titel  der  Abhandlung  künftig  abkürzen, 
die  Binomialreihe,  welcher  man  1727  bei  Newtons  Tode  unter 
freilich  veränderten  Umständen  eine  solche  Wichtigkeit  beilegte,  dass 
man  sie  aus  allen  anderen  Leistungen  des  Verstorbenen  auswählte, 
um  als  Inschrift  auf  seinen  Grabstein  in  der  Westminsterabtei  ein- 
gemeisselt  zu  werden. 

Es  ist  richtig,  die  Binomialreihe  war  1669  nicht  von  befremden- 
der Neuheit.  Für  den  Fall  eines  positiven  ganzzahligen  Exponenten, 
der  die  Binomialreihe  zu  einer  endlichen  macht,  welche  nach  einer 
den  Exponenten  um  die  Einheit  übersteigenden  GHederzahl  von  selbst 
abbricht,  war  die  Entwicklimg  seit  mehr  als  einem  Jahi-hundert  be- 
kannt. Newtons  Leistung  bestand  in  der  Ausdehnung  der  Reihe  auf 
den  Fall  solcher  Exponenten,  welche  die  Eigenschaft  jjositiver  Ganz- 
zahligkeit  nicht  besassen,  und  er  vollzog  sie  durch  eiu  Wallis  nach- 
gebildetes Interpolationsverfahren  (Bd.  II,  S.  824). 


')  Oeuvres  complcUs  de  Christian  Huygens  publiees  par  la  Soeiele  Hollau- 
daise  des  Sciences  V,  157. 

Cantob,  G«schichte  der  Hathematik.    III.  5 
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Newton  hat  dasselbe  in  dem  (S.  G4)  erwähnten  an  Ohlenbnrgs 
Adres.se  gerichteten^  eigentlich  aber  zur  Vorzeigung  au  Leibniz  be- 
stimmten Briefe  vom  24.  October  1676  auseinandergesetzt').  Wallis 
war,  wie  wir  in  Erinnerung  bringen,  die  Quadratur  von  Curveu  von 
der  Gleichung  y  =  ( 1  —  .«")'"  gelungen,  weim  m  die  Werthe  0,  1,  2,  3 
u.  s.  w.  besass.     Jene  Quadraturen  waren  alsdann  der  Reihe  nach: 

.t»  2      .,     ,      1       .-,  3      T     ,      H      ,  1      , 

a-'X ,  X —  x-\-  -r-a,"',  X n-.z    +  -r-x' -x'  u.  s.  w. 

'  3   '  3  5'  3  '       5  I 

Newton    suchte    nach    dem  Gesetze    dieser  Entwicklung.     Als    erstes 

Glied  erschien  immer  x,  als  zweites —  vervielfacht   mit   der   Zahl 

m,  also s^a;'', ttX'', 'irX^, —  a;^  u.  s.  w.       Die     ferneren 

Glieder  ergaljen  sich  nicht  ganz  so  einfach.  Die  Exponenten  der 
Potenzen  von  x  und  die  ihnen  gleichen  Nenner  der  Zahleucoefficienteii 
dieser  Potenzen  wuchseii  zwar  in  arithmetischer  Reihe  der  ungraden 
Zahlen  1,  3,  5,  7  u.  s.  w.  Die  Zähler  der  Coefficienten  ergaben  sich 
als  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  Zahl   11,  nämlich 

ll'  =  ll,    11- =  121,    11-^=1331,    11*  =  14641  u.  s.  w., 

sofern  die  einzelnen  Ziffern  jener  Zahlen  getrennt  als  Zähler  betrachtet 
werden,  also  1,1,  dann  1,  2,  1,  ferner  1,  3,  3,  1,  ebenso  1,  4,  6,  4,  1 
u.  s.  w.  Aber  das  war  noch  kein  Bildungsgesetz.  Als  solches  er- 
kannte Newton,  dass  wenn  1  und  m  die  beiden  ersten  Zähler  waren, 
die    folgenden   sich   aus    ihnen   durch    fortgesetzte  Multiplikation   mit 

^^^^     ,  mit        .    ",  mit  — - —    u.  s.  w.    ergeben,     wodurch    das    Ab- 
2       '  3       '  4  o  7 

brechen   der   Reihe,    sobald    durch    ganzzahlig    positive  Wahl  von  m 

ein  Faktor  0  auftrat,  sich  von  selbst  erklärte.     Diese  Bemerkung  war 

ebenso  neu  wie  das  multiplikative  Entstehen  der.  Binomialcoefticienten, 

welche  man  bisher  seit  Michael  Stifel  (Bd.  II,  S.  397)  stets  additiv 

nach  dem  Gesetze  (  "  )  +  (,.  4.  i)  =  ("  +  1)  «i'iialte»  liatte.  Newton 
ging  nun  den  oben  als  Interpolation  bezeichneten  kühneu  Schritt 
weiter;  er  meinte  das  von  ihm  gefundene  Gesetz  auch  dann  festhalten 
zu  dürfen,  wenn  m  keine  positive  ganze  Zahl  sei. 

Bei  m  =  -^  entstanden  ihm  so  die  Coefficienten 


1 

1- 

1 

4Ö' 

1 
2 

1- 

2 

1- 

1 

2 

3                 1 

6  ' 

5 

7 

112    "•  ®-   ^^-^ 

3 
und  da  die  Vorzeichen  ausserdem  wechseln  mussteu,  so  entstand  ilun 


')  Cummerc.  epistol.  pag.  122  flgg. 
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für  die  Flüche  des  Kreisabschuittes 


o 


I3  Ir,  -^7  "^((       1^ 

.r  —  —  a:   —  ^^a;   —  ^^x   -  iy^^   i"  .  ■  •  • 

Newton  kam  weiter  auf  deu  Gedanken,  auch  andere  Reihen  in 

iihulicher  Weise,  zu  iuterpolireu.     Die  Entwicklungen  von  (l  —  x'-)-  , 

vou  (I  —  a;^)* ,  von  (1  —  -t^)^  u.  s.  w.  gaben  Reihen,  deren  Coeffi- 
cienten  jene  vorerwähuten  Zähler  waren:  1,  dami  1,1,  .ferner  1,  2,  1 
u.  s.  w.     Die  Interpolation  führte  zu 

(1  _  ^\i  =  1  _  J_a;2  _  — a;*  —  —3^  -  •  •  • . 

V-'  2  8  16 

Aber  jetzt  erhob  sich  der  Zweifel,  ob  die  eigentlich  ganz  will- 
kürliche Interpolation  sich  rechtfertigen  lasse?   Newton  vervielfachte 

die  Reihe    1 —x- r- a;*  —  t^^  ~  ■  '  ■    i^i^  sich  selbst   und  sah 

Jt  o  Ib 

als  Ergebniss  1  —  x'  erscheinen.  Er  zog  als  weitere  Sicherimg  des 
Ergebnisses  aus  1  —  sr  die  Quadratwurzel  nach  ähnlicheni  Verfahren, 
wie  es  gehaudhabt  wird,  wenn  man  eine  angenäherte  Quadratwurzel 
mit  Hilfe  von  Decimalbrüchen  berechnen  will,  und  er  fand  wieder 

Als  ich  diesen  Einblick  gewonnen,  schreibt  Newton'),  Hess  ich 
von  Reiheninterpolationen  ab  und  bediente  mich  jener  OperatiDnen 
als  einer  naturgemässeren  Grundlage.  Aiich  die  Reihenentwicklung 
durch  Division  blieb  mir  nicht  verborgen,  eine  weit  leichtere  Sache. 

Au  einer  etwas  späteren  Stelle  des  Briefes  setzt  Newton  dann 
hinzu,  er  habe,  während  er  die  genannten  Untersuchimgeu  fühi-te, 
durch  Barrow  Kenntniss  von  Mercators  eben  erschienener  Logarith- 
motechnia  erhalten.  Da  habe  er  um  die  begonnene  Arbeit  sich  wenig 
mehr  gekümmert,  denn  er  habe  vermuthet,  Mercator  werde  die  Wurzel- 
ausziehung grade  so  gut  kennen  wie  die  Division,  oder  es  werden 
wenigsteus,  nachdem  das  Divisionsverfahren  einmal  enthüllt  sei,  Andere 
das  üebrige  auffinden,  bevor  er  ein  zu  schriftstellerischer  Thätigkeit 
reifes  Alter  erreicht  haben  werde-). 

So  der  Brief  vom  24.  October  1676.  Newton  hat  in  demselben 
den  Vorhang  weggezogen,  hat  einen  vollen  Einblick  in  seine  geistige 
Werkstätte  eröffnet,  wie  er  nicht  lehrreicher,  nicht  fessehider  geboten 


')  Bis  perspeetis  neglexi  penittis  interpolationem  serierum;  et  has  operationes 
taruptam  fundamenta  magis  gcnuina  sohimmodo  adhibui.  Nee  latuit  Beductio  per 
Dirisionem,  res  utique  faciUor.  ")  piriiis  quam  ego  aelatis  essem  maturae  ad  seri- 
hendum. 
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* 
werden  kann.  Hätte  er  in  der  Analysis  per  aequationes  gleiche  Offen- 
heit walten  lassen,  so  ist  kaum  zu  zweifeln,  dass  Collins  und  Brouncker 
sie  anders  gewüi'digt  haben  würden,  als  es  der  Fall  war,  aber  Newton 
Hess  sich  vielleicht  aus  schriftstellerischer  Ungewandtheit  den  Vor- 
theil  einer  spannenden  Darstellung  entgehen.  Er  schrieb  zwar  die 
Abhandlung  imd  liess  nicht,  wie  in  dem  Briefe  vom  October  1G76 
steht,  die  ganze  Arbeit  mehr  oder  weniger  liegen,  aber  er  bediente 
sich  in  ihr  sofort  derjenigen  Mittel  zur  Reihenentwicldung,  auf  welche 
er  erst  zuletzt  verfallen  war,  der  Division  luid  der  Wurzelausziehung. 
Bei  der  Division  machte  er  die  Bemerkung,  man  könne  mit  gleichem 
Rechte 

-4—.  =  l—x^  +  x'' und  -^-  =  a;-2  -  rc-*  +  «-"  —  •  •  • 

setzen.  Die  erstere  Entwicklung  sei  vorzunehmen,  wenn  x  hinläng- 
lich klein,  die  zweite,  wenn  x  hinlänglich  gross  vorausgesetzt  werde'). 
Als  Beispiele  der  Wurzelausziehung  dienen 


und 


/v>i                         rrt*  /yi6  K  n\0 

a-  +  ^-  =  «  +  ^  -  — 3  -f  j^,  -  j28^  +  ■  . 

,■ *>»2                    y>.4  rt.S  K  rt»8 

\a^  —  X'  =  a  — 


2a        8a=         16a=         128a' 


Auch  eine  Berechnung  von  wird    vorgenommen,    und   zwar 

so,  dass  jede  der  beiden  Quadratwurzeln  für  sich  als  eine  unendliche 
Reihe  entwickelt  und  dann  der  Quotient  beider  Reihen  wieder  als 
Reihe  gesucht  wird.  Das  allgemeine  Abhäugigkeitsgesetz  eines  Bino- 
mialcoefficienten  von  dem  unmittelbar  vorhergehenden  fehlt  in  der 
Abhandlung,  wiewohl  Newton  dem  Briefe  zufolge  es  seit  1666  kannte. 
Im  weiteren  Verlaufe  der  Analysis  per  aequationes,  den  voll- 
ständig zu  schildern  hier  noch  nicht  der  richtige  Ort  ist,  ist  auch 
von  der  ümkehrung  der  Reihen  die  Rede,  d.  h.  von  der  Aufgabe 

aus    z  =  X r  ■^"  +  -s-  -^^ -x*  -\-  -rX^  —  •  •  •  die  Darstellung  von 

a  o  4  o  ^ 

X  durch  eine  nach  Potenzen  von  z  fortlaufende  Reihe  zu  ermitteln-). 
Zunächst  soll  ~^x''  das  letzte  in  Rechnung  gezogene  Reihenglied  sein, 
also  die  Gleichxxng 

stattfinden,  aus   welcher,    wenn  die  höheren  Potenzen   von  x   ausser 


')  Priori  modo  procede  cum  x  est  satis  parva,  posteriori  cum   satis  magtia 
supi>onitur.     ^  Opuscula  Acivtoni  l,  20—21. 
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Acht  bleiben,  wegen  x  —  s  ^  0,  der  Werth  x  ^  s  folgt.  Newton 
ergänzt  ihn  zu  .r  =  ^  -j"  P  "'i''  setzt  diesen  Werth  in  die  einzelnen 
Glieder  der  angegebenen  Gleichung,  die  er  allerdings  nicht  mit  für 
alle  Glieder  gleicher  Genauigkeit    sich  verschaftt.     Er  setzt  nämlich 

—  ^x-=-^z-  —  zp-  Yl>>  x^z  -{-p,  —  z=  —  z 
und  durch  Zusammenfassung 

0^\z^-^^+^^-~^-p\^-z^  +  ^-\]+f{z-^- 

Wie  er  vorher  schon  manche  Glieder  bei  Seite  Hess,  so  entfernt  er 
jetzt  abermals  alle  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  z  den  zweiten,  in 
Bezug  auf  p  den   ersten  Grad   überschreiten  oder  j)  und  z  enthalten. 

Er  behält  also    nur   0  = —z-  +  p,   woraus  p  ^  —z^   folgt   und 

imter  Benutzung  einer   zweiten  Ergänzung  P  =  ^  -S"  +  (/■     Um  q  zu 

finden,  setzt  Newton  den  angenommenen  Werth  von  p  in  die  zwischen 
z  und  p  gegebene  Gleichung,  welche  ihm  die  Gestalt  annimmt: 

oder  auch: 

Nunmehr  wird  das  Glied  mit  (f  vernachlässigt  und  aus  der  übrig 
bleibenden  Gleichung  die  Folgerung  gezogen 

¥^'+24^*+  120^'- 


Somit  gewinnt  er  schliesslich 

x  =  z  +  ^^+'^z^  +  ^^  +  ^^z'  +  -.. 

und  dabei  beruhigt  er  sich.  So  ungründlich  Newtons  Verfahren  ist 
und  das  Ergebniss,  man  möchte  sagen,  durch  einen  glücklichen  Instinkt 
ermittelt,  so  überraschend  richtig  ist  die  gewonnene  Reihe.  Die  An- 
nahme z  ^  X  —  -  x^  +  —  a;^  —  -T^x*-  -\-  ~x°  —  ■  •  •  entspricht  ja 
z  =  log  (1  -(-  x),  und  daraus  folgt 


1 

z^- 

1 .4 

8  " 

^20 

1  - 

-z  + 

4- 
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e=  =  1  +  ^,  ^  =  _  1  +  e^  =  ,  +  i-^^+ 1^3_|_  ^,4^  _l_,5^  ... 

Newton  liat  also  hier  im  Vorbeigehen  die  ExjDonentialreihe 
entdeckt. 

Wenn  wir  sagten,    Newton  habe   sich   bei  der  Entwicklung  be- 
ruhigt, nachdem   als  letztes  Reihenglied   ^^^e^  aufgefunden  war,  so 

kam  er  doch  nur  ganz  wenig  später  unter  der  üeberschrift  De  Serie 
2nvgressionuvi  continuanda^) ,  d.  h.  über  die  Fortsetzung  der  Reihen, 
auf  das  eigentliche  Büdungsgesetz  zurück.  Hier  sei,  sagte  er,  im 
Vorbeigehen  angemerkt,  dass  wenn  5  bis  6  Glieder  jener  Eutwick- 
limgen  bekannt  sind"),  man  dieselben  meistens  beliebig  weiterführen 

kann.     Als    Gesetz   von  .r  =  ,?  +  -  ^^^  +  ~s^  -|-  •  •  •    nennt   er    dann 

die  fortwährende  Division  des  jedesmal  vorhergehenden  Zahlencoeffi- 
cienten  durch  4,  5,  6  u.  s.  w. 

Um  X  =  z  — fi"'^'  ~1"  120'^^  —  '  '  '    fortzusetzen,    müsse    man   die 

Zahlencoefficienten  durch  6x7,  durch  8  X  D  u.  s.  w.  dividiren.    Bei 

a  =  1 -^^^  -\-  57 'S*  —  ■  •  •  seien  die  Divisoren  5x6,  7  x  8  u.  s.  w. 

Die  Reihe 

7x7 
bilde  die  folgenden  Zahlencoefficienten  dv;rch  Vervielfachung  mit  ~ — - , 
"  °         8  X  9 ' 

9x9 

mit    r^ TT  u.  s.  w.     Ein    Beweis    dieser    Bilduugsgesetze    ist    nicht 

10  X  11  ^  ° 

gegeben,  die  einfache  luduction  muss  als  solcher  dienen.  Dagegen 
weiss  Newton,  dass  der  Werth  der  drei  letztgenannten 
Reihen  sin  r,  cos.?,  aresin  5  ist. 

.  Auch  über  Reihenconvergenz  äussert  sich  Newton').  Es  ent- 
geht ihm  nicht,  dass  bei  der  ümkehruug  von  Reihen  es  nothwendig 
sei  zu  zeigen,  wie  die  Ergänzungsgrössen  p,  q,r  .  .  .,  miter  deren  fort- 
gesetzter Annahme  die  Entwicklung  vor  sich  geht,  schliesslich  kleiner 
als  jede  gegebene  Grösse  werden").  Er  bedient  sich  zu  diesem  Zwecke 
der  Reihe  x  -\-  x-  -\-  x^  -\-  ■  ■  ■ ,   welche   die   Eigenschaft   besitzt,   dass 

bei  a-  =  -^  jedes  Glied  derselben  den  gleichen  Werth  besitzt  wie  die 
Summe  aller  ihm  nachfolgenden  Glieder.  Bei  x  <  -„-  ist  jedes  Glied 
mehr  als  die  Summe  der  folgenden  Glieder.  Allerdings  heisst  bei  Newton 


')  Opuscula  Newtoni  I,  22 — 23.  ^)  quingue  vel  sex  terminis  istaruin  ratlüum 
cognitis.  ^)  Opuscula  Neivtuni  I,  27 — 28:  Demonstratio  rcsoflitionis  aequationuvi 
afi'ectarum.     *)  Tandem  eoadet  minor  (j[uavis  data  quantitate. 
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die  Voraussetzung   umgekehrt   o^^  >  — ') ,    aber   das  ist   eiu   Scbreib- 

fehler.     Setzt  mau  nämlich  a;^  +  >  +  a:*+-  -{-■■■  =  R  =  "  _  .,   so  ist 
ersichtlich  a;*  >  iJ  wenn  x''  -\-  R  >  2B  oder,  wegen 


1  —  x' 


wenn    - '  —  >  :: ,  d.  h.  wenn  x  <i  ^  •     Die    Ijei   anderen   Reihen 

1  —  X       1  —  x'  2 

zu   den    einzelnen    Ghedern   hinzutretenden    Zahlencoefficienten,    sagt 

Newton  weiter''^),  nehmen  meistens  unaufhörlich  ab,  und  nehmen  sie 

ja  einmal   zu,   so  ist  nur   erforderlich,    dass  x  noch    kleiner    gewählt 

werde.     In    diesem  Ausdrucke  nocTi   kleiner,    a(^huc   minor,   finden 

wir  den  Beleg  dafür,  dass  das  vorhin  bemängelte  x  >  ^  ^^^  Schreib- 
fehler, nicht  Denkfehler  war. 
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Kettenbrüclie. 

Die  Newtonsche  Analysis  per  aequationes  gelangte,  wie  wir  uns 
erinnern  (S.  64),  1669  in  die  Hände  von  Collins,  welcher  durch 
Barrow  gradezu  aufgefordert  war,  die  Weiterverbreitung  zu  befördern. 
Waren  wir  daher  in  der  Lage,  Collins  und  ausser  ihm  Brouncker 
dafür  verantwortlich  zu  machen,  dass  sie  die  Abhandlung  nicht  so 
ihrem  Werthe  nach  würdigten,  dass  sie  einen  Abdruck  in  den  P.  T. 
oder  eine  Inhaltsangabe  in  den  Protokollen  der  Rojal  Society  ver- 
mittelten, so  wurde  doch  wenigstens  Gregory  durch  Collins  mit  den 
Reihen  jeuer  Abhandlung  bekannt  gemacht.  Eiu  Brief  von  Collins 
an  Gregory^)  vom  24.  December  1670  theilte  diesem  die  Reihen 
für  den  Sinus,  den  Cosinus,  den  Arcussinus  als  Eriiudungen  Newtons 
mit.  Gregorys  Antwort^)  ist  vom  15.  Februar  1671.  Er  meine,  so 
schreibt  Gregory,  Newtons  Methode  einigermassen'')  zu  kennen,  und 
weil  Collins  ihm  einige  Reihen  gegeben  habe,  für  welche  er  ihm 
dankbar  sei,  so  wolle  er  Aehnliches  zurückgeben. 

Wenn  r  den  Halbmesser  eines  Kreises,  a  einen  Bogen,  t  dessen 


')  si  X  superet  —■      ')  Et  numeros  coefficientes  quod  attinet,  Uli  plerumque 

tlecrescunt  perpetuo,  vel  si  rpiando  increscant ,  tantum  opus  est  ut  x  aliquoties 
adltuc  minor  supponator.  ^)  Commerc.  cjnstol.  pag.  78 — 7'J.  ')  Ebenda  pag. 
7'J — 80.     ■')  aUqua  ex. parte. 
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Tangente,  s  dessen  Sekante  bedeute,  so  sei 

^  ""  ^*     '     3j-2  "l"   15^    ""  Slör"  "f"  2835.J»  '^  ' 

*  "~  *"  +   27-   "^    24r^  "*"  720V°    '     8064/'  +  '  '  '  " 

Eine  Ableitung  der  Reihen  ist  aucb  andeutungsweise  nicbt  vorhanden. 
Wird  die  Tangente  dem  Halbmesser  gleich,  t  =  r,  was  bei  dem 
Bogen    eintritt,    der    den    Centriwinkel  von    45"   bespannt,    wo    also 

a  =  ^  ist,  so  geht  die  erste  Reihe  von  Gregory  über  in 

4  3^5  7    ^ 

Eben  diese  Entwicklung  für  -  fand  einige  Jahre  nach- 
her auch  Leibuiz  und  theilte  sie  Freunden  mit.  Da  man  in  spä- 
terer Zeit  Leibniz  wegen  dieser  Reihe  des  geistigen  Diebstahls  an 
Gregory  beschuldigt  hat,  so  ist,  um  Grund  oder  Ungrund  jener  An- 
klage zu  erkennen,  die  Sache  gleich  hier  genau  zu  untersuchen. 

Zu  seinem  ersten  Londoner  Aufenthalte  von  Januar  bis  März 
1673  brachte  Leibuiz  an  gedruckten  mathematischen  Arbeiten  nur 
die  Dissertatio  de  arte  conibinatoria  mit.  Der  Ausführung  nahe  waren 
seine  Gedanken  über  eine  allgemeine  Charakteristik,  über  eine  anzu- 
fertigende Rechenmaschine.  Andere  Pläne  mögen  nur  als  Geistes- 
blitze in  Gesprächen  aufgetaucht  sein,  aber  das  Vorhandene,  das  nur 
im  Keime  sich  Zeigende  genügte  doch,  wie  wir  wissen  (S.  28),  Leib- 
nizens  einstimmige  Aufnahme  iu  die  Royal  Society  zu  bewirken.  Mit 
CoUius  traf  Leibniz,  wie  wir  gleichfalls  wissen,  nicht  zusammen. 
Dagegen  führte  er  am  2.  Februar  1673  ein  Gespräch  mit  Pell, 
welches  mittelbar  auf  Reihen  sich  bezog,  und  von  welchem  deshalb 
hier  die  Rede  sein  muss.  Man  kennt  dessen  Inhalt  aus  einem  am 
o.  Februar,  also  gleich  am  folgenden  Tage,  von  Leibniz  an  Olden- 
burg gerichteten  Brief).  Leibniz  hatte  zu  Pell  von  dem  gesj^rochen, 
was  er  erzeugende  Differenzen  nannte,  und  PeU  hatte  erwidert, 
aanz  Aehnliches  sei  iu  dem  Buche  Observationes  diametrorum  solis  et 
iunae  apparentium  vorhanden,  welches  1670  im  Drucke  erschienen 
war.  Der  Verfasser  jenes  Buches,  Gabriel  Mouton'")  (1618  — 1694) 
aus  Lyon,  war  eigentlich  Theologe  und  als  Vikar  an  der  Paulskirche 
seiner  Vaterstadt  augestellt.     Leibniz  wusste,  dass  ein  Werk  des  von 


')  Commerc.  epistol.    pag.  86—91    und  Leibniz  I,  27—31.         -)  Poggen- 
dorff  II,  219. 
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Pell  ihm  genannten  Titels  in  Vorbereitung  war:  das  hatte  er  offen- 
bar in  Paris  gehört.  Dass  das  Werk  wirklich  erschienen  war,  war 
ihm  unbekannt.  Er  ging  zu  Oldenburg,  in  dessen  Bibliothek  er 
es  vorfand  und  entlieh.  Bei  aufgeregt  raschem  Durchlesen  fand  sich, 
dass  Pell  die  Tolle  Wahrheit  gesagt  hatte').  Die  Äusdrucksweise 
eines  „bei  Herrn  Oldenburg,  Sekretär  der  Royal  Society  leihweise 
entnommenen  Buches"  in  einem  au  Oldenbui-g  selbst  gerichteten 
Briefe  lässt  vermuthen,  dass  es  ein  sehi*  officieller,  vielleicht  auf  Olden- 
burgs eigene  Veranlassung  geschriebener  Brief  war,  in  welchem 
Leibniz  für  alle  Fälle  seine  von  Mouton  unabhängige  Gedankenfolge 
darlegen  sollte. 

Mouton  war  es  auf  den  pralctischen  Kunstgriff  angekommen, 
diuxh  Bildimg  wiederholter  Differenzen  von  in  Tafeln  geordneten 
Zahlen  diese  Tafeln  selbst  leicht  zu  ergänzen,  was,  wie  Pell  in  jenem 
Gespräche  vom  2.  Februar  bemerkte,  auch  Briggs  bei  Berechnung 
setner  Logarithmentafel  schon  theilweise  ins  Auge  gefasst  hatte. 
Leibniz  war  von  der  theoretischen  Frage  ausgegangen,  ob  nicht  bei 
den  höheren  Potenzen  der  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander 
folgenden  Zahlen  ein  Bildungsgesetz  sich  erkennen  lasse  dem  ähnlich, 
welches  bei  den  Quadratzahlen  obwalte,  die  bekanntlich  je  um  eine 
ungrade  Zahl  von  einander  abstehen,  und  zwar  n"  von  (h  +  1)-  um 
'2n  -\-  1.  Er  fand,  dass  bei  den  Kubikzahlen  die  aufeinander  folgen- 
den Unterschiede  in  fünf  Reihen  sich  ordnen  lassen: 


0 

0 

0 

6 

V2 

6 

IS 

6 

24 

6 

30 

7 

19 

37 

61 

91 

8 

21 

64 

125 

216 

0         1 

und  er  nannte  die  in  den  vier  unteren  Reihen  zu  äusserst  links  stehen- 
den Zahlen  0,  1,  6,  6  die  Erzeugenden,  generatrices,  weü  aus  ihnen 
die  anderen  Kuljikzahlen  sich  bilden.     Es  ergab  sich  nämlich 

0^  =  0  ■  (1) 
13  =  0  •  (1)  +  1  •  (1) 
23  =  0-(l)  +  l.(2)+6.(l) 
3^  =  0  ■  (1)  +  1  •  (3)  +  6  ■  (3)  +  6  (1) 
u.  s.  w. 
Die   eingeringelten  Zahlen   sind   die    aufeinander    folgenden  Binomial- 


')  ^«1«  apud  Dominum  OWenhurgium  Soc.  Beg.  Secretarium  sumtum  mutuo 
tumultuarie  percurri,  et  inveni  verissima  Jixisse  Pellium. 
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coefficienten  derjenigeri  Potenz,  deren  Exponent  die  jeweils  zu  ku- 
birende  Zahl  ist;  die  nicht  eingeringelten  Faktoren  sind  die  Erzeugenden. 
Somit  würde  weiter  gefimdeu  werden: 

4^  =  0  •  (1)  +  1  •  (4)  +  6  •  (6)  +  6  ■  (4) 
53  =  0  •  (1)  +  1  ■  (5)  +  6  •  (10)  +  6  ■  (10) 
und  allgemein:  «^  =  0  •  (1)  +  1  •  (h)  +  6 •  (^^^)  +  6 ("J>-lK^-2)j . 

Leibniz  fiihrt  zwar  die  allgemeiue  Bildung  von  n^  nicht  aus,  sagt 
abei-,  seine  Analyse  habe  ihm  die  Allgemeinheit  der  Behauptung  dai-- 
gethan').  So  geistreich  Leibuizens  -Gedanke  ist,  so  kami  man  ihn 
doch  kaum  eine  Beschäftigung  mit  unendlichen  Reihen  nennen.  Die 
-Anregung  dürfte  ihm  in  Deutschland  geworden  sein,  wo  Faulhaber 
(Bd.  II,  S.  684)  den  Grundstein  zu  der  Lehre  von  den  arithmetischen 
Eeihen  höherer  Ordnimg  gelegt  hatte. 

Jetzt  lernte  Leibniz  Mercators  Logarithmotechnia  kennen  und 
vermuthlich  leitete  sie  ihn  zu  wirklichen  L^utersuchimgen  imendlicher 
Reihen.  Jetzt  begann  er  auch  andere  Werke  zu  studiren.  Er  ver- 
dankte dieses  wesentlich  dem  jjersönlichen  Umgange  mit  dem  gleich 
ihm  in  Paris  verweilenden  Huygens. 

Christian  Huygeus")  war  1666  durch  Colbert  in  die  Akademie 
der  Wissenschaften  nach  Paris  benifen  worden  und  verblieb  dort, 
abgesehen  von  zwei  Reisen,  welche  er  1670  und  1675  nach  Holland 
machte,  bis  1681.  In  diesem  Jahre  zog  er  nach  Aufhebung  des 
Ediktes  von  Nantes  in  seine  Heimath  nach  dem  Haag  sich  zurück. 
Dort  starb  er  16U5.  Wir  werden  von  Huygeus  mathematischem 
Hauptwerke,  dem  Horolof/iion  osciUatorhtm  von  1673,  mehrfach  zu 
reden  haben.  Gegenwärtig  nennen  wir  es  nur,  um  die  Bemerkung 
daran  zu  knüpfen,  dass  Huygens  dasselbe  beim  Erscheinen  Leibniz 
schenkte,  der  kurz  vorher  von  dem  ersten  Londoner  Aufenthalte  nach 
Paris  zurückgekehrt  war. 

Beim  Lesen  des  Horologium  osciUatorium  sah  Leibniz  deutlich 
ein,  wie  unwissend  er  sei,  und  wie  er  mit  dem  mathematisch  Vor- 
handenen sich  bekannt  machen  müsse 3).  Er  studirte  die  Schriften 
von  Descartes,  von  Pascal,  von  Gregorius  von  St.  Vincentius, 
auch  die  1659  gedruckte  Synopsis  Geometrica  von  Houoratus  Fabri*) 
(1607 — 1688),  einem  fi-anzösischen  Jesuiten,  welcher  erst  im  Ordens- 
coUegium   in   Lyon    Philosojjhie    lehrte,    später   nach    Rom    versetzt 


')  Idqite  Änalysis  mihi  universale  esse  com2)robant.  ')  Allgemeine  deutsche 
Biographie  XIII,  480—486.  =)  Leibniz  IIl,  72—73  Anmerkimg.  Gerhardt, 
Math.  Deutschi.  S.  14-2.     *)  Poggendorff  1,  711. 
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wurde  und  in  dem  Gerichtshofe  der  Inquisition  eine  angesehene  Stel- 
lung einnahm. 

Leibniz  studirte  als  genialer  Denker.  Mit  der  Aufnahme  fremder 
Forschun<Tser<jebnisse  «jing  die  Eutwerfuuo;  imd  Ausarbeitung  eigener 
Untersuchungen  Hand  in  H;md.  Hatte  er  gelernt,  wie  Flächen  durch 
Zerlegung  in  Rechtecke  quadrirt  werden  konnten,  so  nahm  er 
selbst  Zerlegungen  in  Dreiecke  vor,  und  er  nannte  dieses  Trans- 
mutation. 

Eine  Mittheilimg  der  durch  Transmutation  erhaltenen  Reihe 


1__  +  —  _  —  -1-...= 
"  ^  5         7  ~ 


«•folgte  an  Huygens,  der  imter  dem  6.  November  1674  die  Schrift, 
welche  den  Titel  Quadrature  aritJimetique  geführt  zu  haben  scheint, 
mit  grossen  Lobeserhebungen  zurückschickte.  Es  ist  nichts  geringes 
nach  meiner  Ansicht,  schi-eibt  er^),  bei  einer  Aufgabe,  die  so  viele 
Geister  in  Be\<-egung  gesetzt  hat,  einen  neuen  Weg  gefunden  zu  haben, 
welcher  einige  Hofihung  zu  geben  scheint,  zu  der  wahren  Auflösung 
zu  gelangen.  Das  Datum  der  sicherlich  vor  dem  G.  November  1674 
an  Huygens  gelangten  Mittheilung  genau  zu  kennen  wäre  von  einiger 
Wichtigkeit,  weil  es  allem  Anscheine  nach  dem  der  Entdeckung  durch 
Leibniz  entsprach,  welcher  kaum  gesäumt  haben  dürfte,  den  am 
gleichen  Orte  mit  ihm  lebenden  Gönner  von  seinem  Funde  in  Keunt- 
uiss  zu  setzen. 

Gegen  April  167.5  schickte  alsdann  Leibniz  seine  Reihe  auch  an 
Oldenburg,  welcher  am  12.  dieses  Monates  den  Empfang  bestätigte*) 
imd  dabei  Gregorys  Ai-custangensreihe  angab.  Ende  Juli  1676  hat 
dann  Oldenburg  weitere  Reihen  des  seit  October  1675  verstorbenen 
Gregory  brieflich  an  Leibniz  mitgetheilt'"),  imd  am  gleichen  Datum 
schickte  er  ihm  die  Abschrift  eines  für  Leibniz  bestimmten  .Briefes 
Newtons*),  in  welchem  die  Binomialreihe,  die  Sinusreihe  und  die 
Cosinusreihe  enthalten  war.  An  den  Rand  dieses  Briefes  schrieb 
Leibniz  nach  seiner  Gewohnheit  mancherlei  Notizen,  die  sicherlich 
nur  für  den  eigenen  Gebrauch  bestimmt  waren.  An  einer  Stelle 
heisst  es  ■):  „Das  ist  schön:  das  gibt  eine  höchst  elegante  Abkürzung 
meiner  durch  Transformation  erhaltenen  Kreismessung'".  Er  war  also 
in  unbefangenster  Sicherheit  über  sein  Anrecht  an  die  oft  erwähnte 
Reihe.     Nim   kommt  der  Zeitfolge   nach    ein   Brief  Leibnizens*')    an 


')  Leibniz  U,  16.  2)  Ebenda  I,  60—69.  ^  Ebenda  I,  88—99.  *)  Ebenda 
I,  100 — 113.  *)  Ebenda  I,  104  Anmerkung:  Hoc  pulchrum  et  hinc  etiam  elegantis- 
simum  compendium  pro  mea  circuli  diinensione  upe  transformationis  facta. 
^)  Ebenda  1,  114— 12-J. 
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Oldenburg  vom  27.  August  1676,  in  welchem  die  Transmutation  als 
Quelle  der  Reihe  für  .  angegeben  ist,  in  welchem  auch  eigene  Ab- 
leitungen der  Sinusreihe  imd  der  Cosinusreihe  sich  vorfinden. 

Aber  auch  an  die  Verijffentlichung  seiuer  arithmetischen  Qua- 
dratur durch  den  Druck  dachte  Leibniz  ernstlich,  und,  bevor  er  im 
Herbste  1676  Paris  verliess,  war  eine  Abhandlung  druckfertig*).  Ihr 
Titel  war  De  quadratura  arithmetica  circuli,  eüipseos  et  lujpcrbolae, 
ctiiits  coroJlariiim  est  trigonometria  sine  tahidis.  Autore  G.  G.  L. 
Leibniz  übergab  sie  bei  der  Abreise  einem  Agenten,  der  den  Druck 
überwachen  sollte,  aber  als  Verzögerungen  eintraten  und  Leibniz  über- 
dies immer  mehr  und  mehr  hinzu  entdeckte,  unterblieb  der  Druck. 
Erst  1682,  1684,  1691  kamen  einander  ergänzende  Veröfientlichimgen 
in  den  A.  E.  zu  Stande.  ■. 

Unter  allen  Umständen  ist  eine  Verschiedenheit  zwischen  dem, 
was  Gregory  und  was  Leibniz  fand,  bemerkenswerth.  Wenn  Gregory 
ausschliesslich    die  Kreisbogenfläche  aus   der    trigonometrischen  Tan- 

t         t^        t^        t"^ 
gente  t  mittels  der  Reihe s-  +  -r   — y  "^  '  '  '    hereohnete,    so 

hatte  Leibniz  die  Quadratur  eiues  Ausschnittes  sich  als  Aufgabe 
gestellt,  der  durch  einen  Bogen  irgend  eines  Mittelpunktkegelschnittes 
begrenzt  war.  Die  Hyperbel  nicht  minder  als  die  EUipse  oder  der 
Kreis  konnte  jenen  die  Figur  abschliessenden  Bogen  liefern,  und  die 
Reihe  änderte  sich  nur  insofern,  als  bei  der  Hyperbel  alle  Glieder 
positiv  zu   nehmen  waren,  die  Zusammenfassung  aller  Fälle  folglich 

t  t^         t^         v 

durch    die    Reihe     YiT"^~TiT~l~"'    dargestellt  war^).     Als 

Einheit  ist  beim  Kreise  der  Halbmesser  angenommen,  und  die  Tan- 
gente t  darf  nicht  grösser  als  der  Halbmesser  gewählt  werden ^J. 
Der  deutlichste  Nachweis  der  Reihe  für  den  Kreis,  bei  welchem  das 
Leibniz  eigenthümliche  Verfahren  der  Transmutation,  d.  h.  die  Bil- 
dimg eines  Sectors  recht  klar  hervortritt,  kann  dem  Compendium 
(iHadrafiirae  arithmetkae  entnommen  werden,  welches  sich  handschrift- 
lich erhalten  hat.  Es  besteht  aus  51  Sätzen,  deren  Beweise  allerdings 
kaum  mehr  als  angedeutet  genannt  zu  werden  verdienen.  Der  Grang 
für  .den   hier  in  Rede  kommenden  Satz  beim  Kreise  ist  folgender^).' 


')  Leibniz  I,  84.         -)  Diese  Zusammenfassung  findet  sich  in  dem  Briefe 

vom  27    August  1676.     Leibniz  I,  117.        ^)  Leibniz  V,  97:  Kegula  huc  redit 

%it  Tantjtnte,  quae  radio  non  major  sit,  posita  b,  radio  Unitate,  arcus  ipse  sciJ. 

b         b^        6°        6' 
quadrante  non  major  sit 5^  +  "^ Y  ®**''    ^^^'^  ferner  ebenda  V,  107 

lin.  4:  Oppoitet  autem  AB  non  esse  minorem  quam  BC.     *)  Ebenda  V,  106—107. 
Vergl.  dazu  Reiff,  Geschichte  der  unendlichen  Reihen  S.  46 — 47 
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Ist  (Figur  10)  ÄO±BI)    und    ebenso  HD  ±  BD,    so    ist  er- 
sichtlich A  CBä  PO  BDH,  also  7^-7  =  ^^-     Daraus  folsft 

'  CA        BH  ^ 


CB- 
CA- 


BD- 
BH'- 


BH    BE 


BE 

BH' 

_  CB-  _^ 

"~  AB-  +  CB- 


f 


BH^ 
Bj:  _  CB^ 
BH  ~  CA-  '~  AB-  +  CB-  ~~  r"  -\- t' 

—  +  •••[,    indem    von    der 


Man  kann    aber    auch    schreiben 

und  BE  =  ~^^,  =  2  -  —  -^  + 

Division  Gebrauch  gemacht  wird,  deren  Anwendung  zur  Reihenent- 
wicklung Leibniz  bei  Mercator  kemien  gelernt  hatte.  Hier  war  DC 
Beriihrungslinie  an  den  Kreis  in  D. 
Wird  auch  an  den  benachbarten  Kreis- 
punkt Dj  eine  Berührungslinie  Z>,  C^ 
gezogen,  welche  als  gradlinige  Fort- 
setzung von  DD^  betrachtet  werden 
darf,  so  erkennt  man,  dass 

A  CDC,  =  £Sl_Z^ 


Das  Dreieckchen  war  dadurch  in  eine 
unendliche  Summe  von  GHederu  wech- 
selnden Vorzeichens  verwandelt  — 
Transmutation    —    deren    jedes    als    Rechteckchen    von    der    Höhe 

-5^j— ^  und  von  der   Basis  CCj   sich    darstellt,    CC,   als    sehr   kleines 

Stückchen  der  BC  =  t  gedacht.     Solche  Rechteckchen  zu    summiren 

verstand  man.    Das  Glied  —^-j^-^  ■  CC^  gibt  über  die  ganze  Bü  summirt 

^i — ,  ■     Das  ganze  gemischtlinige  Dreieck  aus  dem  Bogen  BD 

nnd  den  Berührungslinien  BC  und  DC  ist  demnach 


7-.+ 


—  —  IL  4.  ^ 

Aber  das  Viereck  AB  CD  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks  ABC  oder 
2  •  —  ^  rt,  und  zieht  man  von  ihm  das  vorher  ermittelte  gemischt- 
linige Dreieck  BCD  ab,  so  bleibt  der  Kreissektor 

V_ 

Jetzt  gewinnt  die  oben    erwähnte  Bedingung*),    dass  AB  nicht 


ABD  =  f>-  -  ^  +  ^3  —  ,— ^  + 


ä)  Leibniz  V,  107  lin.  4. 
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kleiner  als  BC  sein  dürfe,  ihre  richtige  Bedeutung.     Leibniz  erkannte 

offenbar,  dass  nur  unter  dieser  Bedingung,  die  mau  auch  iu  der  Form 

>•  =  1  und  f  <  1  anschreiben  kann,  die  einzelnen  Glieder  von 

/ä        t'        t'' 
<  —  —  +  —  -  —  H 

immer  kleiner  und  kleiner  werden  und  daraus  ein  Satz  folgt,  den  er 
als  49-.  Satz  des  Compendium  quadraturae  arithmeticae  so  ausspricht'): 
Wenn  eine  Grösse  a  einer  unendlichen  Reihe 

6  —  c  -{-  d  —  e  -\-  f  —  g  etc. 

gleich  ist,  so  ist  h,  h  —  c  -\-  d,-  ■  ■  grösser  als  o,  und  der 
üeberschuss  beträgt  weniger,  als  c,  als  e...;  dagegen  ist 
h  —  c,  h  —  c  -\-  d  —  e,  ■  ■  ■  kleiner  als  «,  und  der  Mangel  be- 
trügt weniger  als  </,  als  f....  Jene  Zusammenstellung  von 
51  Sätzen  war  offenbar  nicht  selbst  zum 'Druck  bestimmt.  Sie  bildete 
für  Leibniz  nur  die  Gedankenfolge  zu  einer  genauer  auszuarbeitenden 
Abhandlung,  und  da  brauchte  nicht  alles  und  jedes  breit  erörtert 
zu  werden,  was  ihm  selbst  schon  in  knappster  Andeutung  verständ- 
lich wai". 

Um  so  deutlicher  sprach  er  den  wichtigen  Satz,  dass  eine  Reihe, 
deren  Glieder  beständig  abnehmen-)  und  alternirend  positiv 
und  negativ  sind^),  einen  endlichen  Werth  besitze  in  einem 
allerdings  sehr  viel  späteren  Briefe  vom  10.  Januar  1714  gegen  Jo- 
hann Bernoulli  aus*).  Wegen  des  engen  Zusammenhanges  mit  dem 
Satze  im  Compendium  quadraturae  arithmeticae  greifen  wir  bis  zu 
jenem  Briefe  vor  und  entnehmen  ihm  den  strengen  Beweis.  Die  Reihe 
L 


h  -{-  c  —  d  -\-  e  —  f  -\-  ()  —  h  -{-  i  —  /.■  etc. 


M 
sei  von  der  vorgeschriebenen  Art.  Die  Glieder  soUen  ins  Unendliche 
abnehmen,  so  dass  jedes  kleiner  als  das  nächstvorhergehende  ist"). 
Leibniz  nennt  nun  die  ganze  Reihe  S,  während  L,  M  die  Zusammen- 
fassung der  Glieder  bis  za  e,  f  einschliesslich  bedeutet,  dann  sei 
i  >  S  >  iJ/.  Es  ist  erstens  L>  S,  weil  i  in  Ä  übergeht,  indem 
mehr  subtrahirt  wird  (nämlich  f,  hj  .  .  .)  als  addirt  (nämlich  r/,  /,  .  .  .) 
Es  ist  zweitens  M  <  S,  weil  M  in  S  übergeht,  indem  mehr  addirt 
wird  (nämlich  </,  /,  .  .  .)  als  subtrahirt  (nämlich  h,k  . . .).  Der  Unter- 
schied L  —  M  =  f  muss    grösser  sein  als  jL  —  6'  oder  als  S  —  M. 


')  Leibniz  V,  112.  -)  eontinuo  decrescentcs.  ')  cütcrnatiouis  affirmaticae 
et  negativae.  *)  Leibniz  III,  926.  ^)  Termini  decicscant  in  infmitum,  ita  ut 
quivis  Sit   minor  proxime   antecedente. 
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<u>ht  mau  beliebig  weit,  so  wird  /'  kleiner  als  jede  gegebeue  Grösse^). 
Das  ist  genau  der  Beweis  des  Convergenzsatzes  für  Reiheu 
mit  alteruireudem  Vorzeichen  und  uneudlieli  abuehiuenden 
Gliedern,  wie  er  in  den  neuesten  Lelirbücliern  noeb  immer  vor- 
getragen wird,  denn  ob  man  sagt  f  —  g,  h  —  «',...  und  g  —  h, 
i  —  /",  .  .  .  seien  positiv  imd  deshalb  L>  S'>  M,  oder  ob  man  der 
Leibnizischen  Ausdriicksweise  sich  bedient,  kann  doch  mir  als  Unter- 
schied älteren  und  neueren  mathematischen  Sprachgebrauches  er- 
achtet werden. 

Wir  haben  die  Aufsätze  in  den  A.  E.  genannt,  durch  welche  die 

Reihe  — =- :r  +  -: ;^+--    in    die    Oeffentlichkeit    drano- 

während  bis  daliin  weder  Gregoi-y  noch  Leibniz  mehr  als  halbver- 
trauhche  briefliche  Mittheiluugen  von  sich  gegeben  hatten.  Die 
erste  gedruckte  Erörterung  des  Gegenstandes  in  den  A.  E.  von  1682 
führt  den  Titel:  De  vera  proportione  circuli  ad  quadrattim  circumscrip- 
ium  in  nmnnis  rationaUhus  pxpressa^).  Wir  bringen  sie  aus  zwei 
Gründen  zur  besonderen  Erwähnimg.  Erstens  sind  in  ihr  zunächst 
beweislos  die  Summen  einiger  anderen  numerischen  Reihen  angegeben, 
auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden,  zweitens  kommt  dort  ein 
Ausdruck  und  ein  Begriff  zuerst  vor,  denen  nicht  früher  als  in 
miserer  Zeit  eine  genauere  Beachtung  zu  Theil  wurde:  die  Partial- 
reihe,  series  partialis. 

Die  Reihe  der  Zahlen  -- ,  — ,  — ,  —••■■,  sagt  Leibniz,  sei  eine 
harmonische,  und  harmonisch  seien  auch  die  Reihen,  deren  Glieder 
durch  einen  Sprung'^)  aus  den  genannten  Zahlen  hervorgehen  -— ,  — -, 

-;r  ■  •  •  ebenso  wie  — ,  — ,  -r  ■  •  •.  Die  Kreisreihe  entstehe,  indem 
y  3  '    i  '   11  ' 

man  die  zweite  Partialreihe  von  der  ersten  abziehe').     Leibniz  bleibt 

dann  noch  einen  Augenblick  bei  sprungweise  gebildeten  Reihen  stehen. 

Fasse  man  in  der  Kiieisreihe  je  ein  positives  und  ein  ihm  unmittelbar 

nachfolgendes  negatives  Glied  zusammen,  so  entstehe 

^  =  i--f -l  +  l-f^H-^  +  .... 

8  .^      '     35     '     99  ^  195  ~  323  ~ 

Die  Nenner  der  Glieder  dieser  Reihe  sind  aber  auch  wieder  durch 
Sprünge  ausgelesen''),  und  zwar  aus  der  Reihe  der  um  eine  Einheit 
vorminderten  Quadratzahlen,  d.  h.  aus  der  Reihe  3,  8,  15,  24,  35,  48, 
63,  80,  99  ....     Wählt  man  unter  ihnen  die  erste  und  dann  jeweils 


')  Continuando  cpiantum  luhet  f  est  minor  data.  -)  Leibniz  V,  118 — 122. 
")  per  saUum.  *)  posierioruni  seriem  partialein  a  priori  suhtrahcndo.  ^)  exeerpti 
per  saltum. 
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die  vierte  Zahl,  so  hat  man  \insere  Zahlen').  Partialreihen  sind  dem- 
nach für  Leibniz  solche,  deren  Glieder  aus  einer  anderen  gesetzmässi- 
gen  Reihe  von  einem  Anfangsgliede  aus  durch  Sprünge  von  gleich- 
bleibender Weite  hervorgeholt  werden. 

Zwischen  Leibnizens  Brief  an  Oldenburg  vom  27.  August  1676 
und  dem  Aufsatze  von  1682  liegt  Leibnizens  zweiter  Londoner  Auf- 
enthalt im  Octpber  1676.  Damals  lernte  er  Collins  persönlich  kennen. 
Damals  entstand  wahrscheinlich  ein  von  Leibnizens  Hand  geschriebener 
in  seinem  Nachlasse  gefundener  Auszug  aus  Newtons  Aualysis 
per  aequationes.  In  dem  dritten  Aufsatze  über  die  Kreisreihe,  in 
der  Quadratura  arithmetica  communis  sediomim  conicarum,  quae  cen- 
trum  liabent  (A.  E.  vou  1601)  hat  Leibuiz  auch  seine  englischen  Wett- 
bewerber in  der  ßeihenlehre  genaimt.  Er  gibt  dort")  die  verschiedenen 
Reihenentwicklimgen,  von  denen  wir  gesprochen  haben,  an  und  sagt, 
sie  rührten  theils  vou  ihm  her,  tbeils  von  anderen  wie  Mercator, 
Newton,  Gregory. 

So  weit  können  wir  fürs  erste  die  Arbeiten  verfolgen,  durch 
welche  Newton  und  Leibniz  sich  um  die  Reihenlehre  verdient  machten, 
ohne  die  Zeitgrenze  1700  zu  überschreiten,  ohne  Kenntnisse  voraus- 
zusetzen, welche  einem  anderen  Gebiete  augehören,  und  welche  uns 
nöthigen,  den  Bericht  über  ihre  Anwendung  mit  der  Geschichte  jenes 
Wissenszweiges  selbst  zu  verbinden.  Dagegen  schliessen  sich  hier 
noch  einige  Arbeiten  anderer  Mathematiker  an,  welche  ungezwimgen 
als  Fortsetzer  der  Newtonschen  und  Leibnizischen  Gedanken  bezeichnet 
werden  können. 

Wir  uemien  in  erster  Linie  Edmund  Halley  mit  einer  Ab- 
handlung vou  1695  über  Logarithmenberechnuug'').  Wir  haben 
gesehen,  dass  bei  Mercator,  bei  Gregory  die  Proportionalität  von 
Logarithmen  gegebener  Zahlen  mit  gewissen  Reihen  auftrat,  aber  der 
Proportionalitätsfaktor,  der  Modulus  des  Logarithmeusystems,  weim 
ein  später  Ausdruck  gebraucht  werden  darf,  kam  nicht  zu  deutlicher 
Kenntniss.  Auf  diese  Erweiterung  -"des  Wissens  legte  Halley  ein 
grosses  Gewicht,  sowie  aiich  auf  die  Gewinnung  logarithmischer 
Reihenentwicklung  ohne  Einmischung  der  Quadratur  der  Hyperbel, 
vielmehr  durch  rein  analytische  Betrachtungen,  welche  von  Newtons 
Binomialtheorem  ausgehen.  Wir  schicken  ferner  voraus,  dass  in 
Halley s  recht  schwer  verständlichem  Aufsatze  von  Neper sehen 
Logarithmen   im  Gegensätze  zu  Briggischeu    Logarithmen  die 


')  ex  cujus  seriei  numeris  quartus  quisque  post  primum  hoster  est.  -)  Leib- 
niz V,  129.  ')  P.  T.  XIX,  58— G7.  Vergl.  Reiff,  Geschichte  der  uneudlichen 
Reihen  S.  38—40. 
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Rede  ist.  Unter  letzteren  versteht  Halley  diejenigen  von  der  Grund- 
zahl 10.  Erstere  sind  für  ihn  diejenigen,  welche  mit  0,434  29448 
vervielfacht^oder  durch  2,302  585  dividirt  werden  müssen,  um  in 
Briggische  überzugehen.  Das  sind  also  natürliche  Logarithmen 
und  keineswegs  die  zuerst  von  Neper  erhaltenen  (Bd.  U,  S.  672\ 

Halley  will  das  Verhältniss,  die  Ratio,  zweier  Zahlen  dadurch 
genauer  darstellen,  dass  er  Theile  desselben,  kleine  Verhältnisse, 
Ratiuuculae,  ins  Auge  fasst.  Man  schiebe  z.  B.  zwischen  die  Zahlen 
1  imd  10  mittlere  Proportionale  ein  100000  an  der  Zahl,  so  werden 
zwischen  I  und  2  sich  30102,  zwischen  1  und  3  sich  47  712  solcher 
eingeschobenen   Zahlen   finden,   welche,    als  Potenzen  der  Grundzahl 

aufgefasst,  Exponenten  besitzen,  welche  um  je  jtjqqöq  von  einander 
abstehen  und  dieses  ist    die  Ratiuncula.     Allgemeiner  ist  sie 

— ,    sofern  n  die  sehr  gross    gewählte  Zahl  100000  oder  auch  eine 

andere  grosse  Zahl  darstellt.     Ist  etwa  a   die  Basis  imd  l  -\-  q  eine 

m  1  j^ 

Zahl,  so  wird  a"  =  \  -\-  q  und  a"  =  (1  +  O)'" , 
1  1 

a"  —  a"  =  {1  +  q)"'  —  1. 

Aber  die  kleine  Differenz  a"  —  a"  lässt  sich,  wenn  a  und  n  gegeben 

1  it      * 

sind,  als  Vielfaches  von  — ,  etwa  als  —  berechnen,  wodurch  /.•  selbst 

bekannt   wird.     Nachdem  —  als  Werth  von    (1  -\-  q)'"  —  1    erkannt 

ist,  wird  auf  die  Potenzgrösse  (1  -|-  g)'"  der  binomische  Lehrsatz  an- 
gewandt.    Halley  findet: 

Ist  Ml  sehr  gross,  so  dürfen  in  den  Binoniialcoefficienten,  für  welche 
Halley   sich  des  bei  Oughtred    schon   vorkommenden  Namens    der 

ünciae,  Klammersnrössen,  bedient,  höhere  Potenzen  von  —  wegge- 
lassen  werden.     Man  darf  also  schreiben 

m  \m  I  1  m\m  I  \m  I  1 

-  11     s     w 

1-2  2»»'  1-2     3  3»!       ■     •      ■ 

So  entsteht 

1 

(1    -f  (7>    =   1   +  J-5  _  }^    (fi  +      iö3 

Castob,  Geschichte  der  Mathematik.    III.  C 
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und 


n 
Mithin 

m 
n 


(1+,)— .=M5-f+f-.- f 


als  der  für  die  Basis  a  sich  ergebende  Logarithmus  von  l  -\-  q. 
Nimmt  man  umgekehrt  als  Ausgangspunkt 

iog(i +  ,)=!(,- |  +  f-...)  =  f[(i  +  ,)^_i], 

so  ist  auch 

(i  +  5);;r=i  +  Aiog(i  +5)    ,uid  i+5  =  [i+Aiog(i+3)]"'. 

Wird  hier  rechter  Hand  die  Binominalentwicklung  vorgenommen  und 
k  •  log  (1  -\-  (j)  =  L  gesetzt,  so  entsteht  bei  wiederum  als  sehr  gross 

angenommenem  tn   die  Reihe    l-\-q=l-\-L-\-       .,+    ■•• 

Sollen  Briggische  Logarithmen  gefunden  werden,  so  ist  /■■  = 
2,302  585,  wie  wir  (S.  81)  angekündigt  haben.  Diese  Zahl  kaun  aber 
auch  viel  genauer  ausgerechnet  werden.  Halley  gibt  sie  auf  60  De- 
cimalstellen.     Auf  ebenso  viele  Decimalstellen  gibt  er  das  reciproke 

-r  =  0,434  299  48  •  •    ,   au^  ebenso  viele  die  Briggischen  Logarithmen 

der  Primzahlen  unter  20,  also  von  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19.  HaUey 
selbst  hat  die  umfangreichen,  ermüdenden  Rechnungen,  deren  Ergeb- 
nisse er  mittheilt,  nicht  ausgefühi-t.  Sie  rühren  vielmehr  von  Abra- 
ham Sharp')  (1651 — 1742)  her.  Dieser  ebenso  zuversichtliche  als 
zuverlässige  Rechner  begann  als  Handelslehrling,  war  dann  Schul- 
meister, Steuerbeamter,  Buchhalter,  Gehilfe  au  der  Sternwarte  zu 
Greenwich,  zuletzt  Privatmann  in  seiner  Vaterstadt  Little  Horton 
nicht  weit  von  Bradford  und  errichtete  sich  daselbst  aus  eigenen 
Mitteln  eine  kleine  Sternwarte,  um  seinen  astronomischen  Neigimgen 
sich  hingeben  zu  können. 

Der  Newtonschen  Riehtimg  gehörte  auch  Abraham  de  Moivre'^) 
(1667 — 1754)  an,  der  aus  protestantischer  Familie  in  Vitry  in  der 
Champagne  geboren,  noch  in  jungen  Jahren  nach  der  Aufhebung  des 
Ediktes  von  Nantes  Frankreich  verliess.  Er  lebte  dann  in  Loudou 
und  ernährte  sich  hauptsächlich  durch  Ertheilung  mathematischen 
Unterrichtes.     Seit  1697  gehörte  er  der  Londoner  Royal  .Society  als 


-)  Poggendorff  II,  917.     ^)  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  pour  1764 
(Histoire  pag.  175— 184\ 
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Mitglied  an,  aber  scliou  etwas  t'rülier  legte  er  ihr  eine  Arbeit')  vor, 
welche  der  Poteiizerhebung  unendlicher  Multiuomien,  d.  h.  also  dem 
polynomischen  Lehrsatze  gewidmet  war.  Leibniz  hatte  zwar 
schon  mit  derselben  Aufgabe  sich  beschäftigt  und  in  einem  Briefe 
au  Johann  Bernoulli  vom  Mai  1695  davon  gesprochen-),  aber 
De  Moivre  war  jedenfalls  der  erste  Vei'öifeutlicher  einschlagender 
Untersuchungen.  Die  angeführte  De  Moivresche  Abhandlung  betrifft, 
wiewohl  der  Titel  auch  Wurzelausziehiing  eiuzubegreifen  scheint,  aus- 
schliesslich den  Fall  von  Potenzen  mit  ganzzahlig  positivem  Expo- 
nenten m  und  gibt  ausführlich  die  Glieder  mit  z'",  z"'  +  ^  bis  ein- 
schliesslich 5'"  +  '',  welche  in  der  Entwicklung  von 

{az  +  hz'  +  cz^  +  dz*'  +  cz''  -f  fs"  +  gz'  -| )'" 

zu  Tage  treten.  Im  nächsten  Bande  der  P.  T.  gab  der  inzwischen 
zum  Mitgliede  der  Royal  Society  Ernannte  eine  Fortsetzung^)  der 
früheren  Abhandlung.  Er  geht  aus  von  der  Gleichung  zwischen  zwei 
unendlichen  Reihen 

az  +  hz^  +  cz'  +  dz'^...=gy  +  Jif  +  if  +  l;/  +  •  •  -, 

aus  welcher  er  eine  nach  Potenzen  von  y  fortschreitende  Entwick- 
lung für  z  folgert.  Die  dabei  äuge  wandte  Methode  ist  die  der  un- 
bestimmten Coefficienten  (Bd.  II,  S.  684),  welche  nachgrade  zu 
allgemeiner  Benutzung  gelangt  war.     De  Moivre  setzt  also 

z^Ay  +  Bf-\-  Cf  +  2)2,*  +  . .  . 
und  gewinnt  durch  Einsetzung  dieses  Werthes 

az  -f  hz-  -f  r.-^  H =  aAy  +  a  By'  +  aCy^       -J 

-f  hA'y'+  21)ÄBy''-\ 

+  cA'y'       +  .  . . 

+  •••, 
welches  mit  yy  +  hy^  +  ^2/^  +  ■ ' '  übereinstimmen  muss.     Folglich  ist 

aA  =  q,   d.  h.   A  =  '-  :    dann  aB  A-hA-  =  h,   d.  h.  B  = : 

weiter  aC  A-  2h AB  +  cA^  =  i,  d.  h.    C  = u.  s.  w. 

Die  Nenner  der  entstehenden  Werthe  von  A,  B,  C  .  .  .  sind  sämmt- 
lich  a.  Eine  Einsetzung  der  einmal  gefundenen  Coefficienten  A,  B ... 
in  die  nachfolgenden  C,  D  .  .  .  wird  nicht  vorgenommen. 

Die  Methode  der   unbestimmten   Coefficienten    dient    De  Moivre 


')  Ä  Method   of  raising   an   infinite  Multinomial  to  any  given  Poiver,   or 
extraeting    any   given  Boot  of  the  same.     P.  T.  SIX,    619 — 625  *)  Leibniz 

III,  175.         ^)  A  method   of  extraeting  the  Root  of  an    infinite   equaiion.     P.  T. 
XX,  l'JO— 193. 

6* 
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auch  dazu,  die  logarithmisclie  Reihe  abzuleiten.     Er  nimmt  an 


1  + 

z^{\+yy- 

=  !+««/  +  " 

(n- 

-i)„2 

- 

1 

■  2  y 

oder  s  =  n 

,    n{n  —  1)   , 

'  + 

. . . .. 

Ferner  nimmt 

er  an 

log  (1  +  s)  = 

=  as  -\-  bs'  +  ( 

+  ••■ 

Da 

im  muss  aher  auch 

' 

'  log  (1  +  y)  = 

=  «.»/  +  '^r  + 

cy' 

+  ■•• 

sein  neben 

log  (1  -J-  ,j)  =  n  log  (1  +  ?/)  =  noy  -\-  nby-  -\-  ncy^  +  •  •  •. 

Setzt    man    den    Werth    g  ^  ny  -\ — ^V^  +  •  '  '    i^i    die    Reihe 

az  +  hz''  +  cs^  +  •  •  •  ein,  so  müssen  zwei  übereinstimmende  Ent- 
wicklungen von  log  (1  +  s)  nach  Potenzen  von  y  erscheinen,  aus 
deren  gliedweiser  Vergleichung  die  Coefficienteu  a,  i,  c  .  .  .  erhalten 
werden. 

Eine  Wurzelausziehung  aus  einem  mehrgliedrigen  Ausdriicke  hat 
De  Moivre  auch  in  dem  zweiten  Aufsatze  nicht  gelehrt,  aber  mau 
sieht  doch,  wie  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienteu  die  Auf- 
gabe zu  lösen  im  Stande  ist,  wie  man  unter  Annahme  von 

Via  +  hy  +  cf--}-..■)  =  A  +  By  +  C^f+■■■ 
zu  a-\-hy  +  cf+--=(Ä  +  By  +  CY+  ■  •  •)" 

gelangt,  wie  man  den  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  nach 
den  Regeln  des  ersten  Aufsatzes  in 

A"  +  nA"--'JBy  +  (nA"-W  +  '"^'P^A^-^B)y^  -\ 

entwickeln  uud  mittels 

a  =  A",  h  =  nA-'-'^B,  c  =  nA''-''C  +  "(*^ -1)^^-2 jg  etc. 

die  A,  B,  C  .  .  .  allmälig  berechnen  kaun. 

Gehen  wir  nach  dem  europäischen  Festlande  über,  wo  eine  Leib- 
nizische  Richtimg  deutlich  zu  verfolgen  ist,  so  müssen  wir  mit  den 
Leistungen  eines  Mannes  uns  bekannt  machen,  dessen  ganze  Familie 
eine  so  einzig  dastehende  Bedeutung  für  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik gewonnen  hat,  dass  wir  abermals  von  unserer  sonstigen  Uebung 
abweichend,  in  ähnlicher  Weise  wie  wir  bei  Leibnizens  und  Newtons 
Lebensskizzen  uns  nicht  an  die  Regel  bauden,  persönliche  Angaben 
über  alle  Familienmitglieder,  die  überhaupt  iu  diesem  Bande  vor- 
kommen, hier  vereinigen. 
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Es  handelt  sich  um  die  Familie  Bernoulli').  Ein  gewisser 
Jakob  Beruoulli  verlegte  in  der  zweiten  Hälfte  des  XVT.  Jahrh.  seinen 
Wohnsitz  von  Antwerpen  nach  Frankfurt  am  Main,  um  den  religiösen 
Verfolgungen  der  spanischen  Gewalthaber  in  den  Niederlanden  zu 
entgehen.  Ein  zweiter  Jakob  Bernoulli,  Enkel  des  ersten,  siedelte  im 
XVU.  Jahrh.  nach  Basel  über,  wo  sein  Sohn  Niclaus  Bemoulli  (1623 
— 1708)  als  Rathsherr  eine  angesehene  Stellung  einnahm.  Mit  drei 
von  dessen  Söhnen  Jakob,  Niclaus,  Johann  und  deren  Nachkommen 
haben  wir  es  zu  thun. 

Jakob  Bernoulli  (1654 — 1705)  studirte  dem  Willen  des  Vaters 
gehorchend  Theologie,  daneben  in  fast  geheimer  Selbstthätigkeit 
Mathematik  und  Astronomie.  Als  er  nach  vollendetem  Studium  und 
mehrjährigen  Reisen  1682  nach  Basel  zurückkehrte,  wurde  ihm  eine 
PredigersteUe  in  Strassburg  angeboten.  Er  schlug  sie  aus  vmd  blieb 
in  Basel,  wo  er  dem  physikalischen  und  mathematischen  Lehrberufe 
sich  widmete.  Zu  seinen  Schülern  zählte  als  der  weitaus  hervor- 
ragendste der  jüngere  Bruder  Johann  Beruoulli  (1667  — 1748). 
Auch  ihn  hatte  der  Vater  zu  einem  ihm  nicht  zusagenden  Berufe, 
zum  Kaufmannsstande  bestimmt,  auch  ihn  zog  unwiderstehliche  Nei- 
gung zur  Mathematik.  Neben  der  Mathematik  studirte  Johann  Medizin. 
Als  er  1690  das  Licentiat  der  Arzneiwissenschaft  errungen  hatte, 
ging  er  auf  Reisen  nach  Genf,  Lyon,  Paris  und  überall  trat  er  als 
mathematischer  Schriftsteller,  als  mathematischer  Lehrer  mit  Glück 
auf.  In  der  Heimath  erwarb  er  sich  1694  den  medizinischen  Doktor- 
grad, dann  folgte  er  1695  einem  Rufe  nach  Groeningen,  wo  er  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  zehn  Jahre  hindurch  wirkte. 
Das  Jahr  1705  brachte  ihn  nach  Basel  zm-ück,  wo  er  dem  Namen 
nach  in  die  Professur  der  griechischen  Sprache  einrücken,  d.  h.  deren 
Besoldung  beziehen  sollte.  Während  der  üebersiedeluug  starb  der 
ältere  Bruder  Jakob,  und  nun  erhielt  Johann  dessen  freigewordene 
Professur  der  Mathematik,  welcher  er  seinerseits  bis  zu  seinem  Tode, 
also  noch  42  Jahre  lang,  vorstand,  ohne  durch  eine  der  an  ihn  er- 
gangenen Berufungen  nach  Leiden,  Padua,  Groeningen  (zum  zweiten 
Male),  Berlin  sich  zum  Weggehen  versuchen  zu  lassen.  Ein  mittlerer 
Bruder  zwischen  Jakob  und  Johann  war  Niclaus,  geboren  1662. 
Dieser  trat  als  Rathsherr  in  die  väterUchen  Fusstapfen,  aber  in  seinem 
Sohne  Niclaus  Bernoulli  il687 — 1759)  offenbarte  sich  der  mathe- 
matische Familiengeist.  Er  war  zunächst  Schüler  seiues  Onkels  Jakob 
in  Basel,   dann    seines    Onkels  Johann   in  Groeningen.     Mit   Johann 


')  Merlan,  Die  Mathematiker  Bernoulli  (Basel,  1860).    Allgemeine  Deutsche 
Biographie  11,  470—480. 
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kehrte  Niclaus  1705  nach  Basel  zurück.  Seine  Arbeiten  theilen  sich 
zwischen  Mathematik  und  Jurisprudenz.  Er  trat  1716  in  die  mathe- 
matische Professur  in  Padua  ein,  kehrte  aber  1719  nach  Basel  zu- 
rück, wo  er  1722  zur  Professur  der  Logik,  1731  zu  der  des  Codex 
und  des  Lehensrechtes  ernannt  wurde.  Wir  haben  mm  noch  zwei 
Söhne  von  Johann  BernouUi  zu  nennen:  Niclaus  Bernoulli  IL 
(1695—1726)  und  Daniel  Bernoulli  (1700—1782).  Jener,  in  Basel 
geboren,  war  ein  frühreifer  Jüugliug  von  den  bedeutendsten  Geistes- 
gabeu.  Er  trieb  nebeneinander  Jurisprudenz  imd  Mathematik.  In 
jener  erwarb  er  sich  1715  das  Licentiat,  iu  dieser  imterrichtete  er 
seit  1711  den  jüngeren  Bruder  Daniel.  Nach  1716  begab  sich  Niclaus 
auf  Reisen,  1723  berief  man  ihn  als  Professor  der  Rechtswissenschaft 
nach  Bern.  Der  in  Groeningen  geborene  Daniel  wurde,  wie  wir- 
sagten,  durch  Niclaus  in  die  Mathematik  eingeführt.  Später  (1721 
— 1723)  genoss  er  den  Unterricht  des  Vaters,  der  aber  die  Fort- 
schritte des  Sohnes  vmterschätzte  und  ihn  dem  Kaufmannsstande  zu- 
wenden wollte,  später  ihm  das  Studium  der  Medizin  gestattete. 
Während  Daniel  auf  Reisen  in  Italien  verweilte,  kam  an  ihn  imd 
Niclaus  gemeinsam  ein  Ruf  an  die  nach  einem  Plane  Peter  des 
Grossen  soeben  ins  Leben  gerufene  Petersburger  Akademie.  Beide 
Brüder  folgten  1725  mit  Freuden  diesem  Rufe,  der  ihnen  ein  Zu- 
sammenleben und  Zusammenwirken  in  Aussicht  stellte,  welches  leider 
nicht  von  langer  Dauer  sein  sollte.  Niclaus  starb  nach  noch  nicht 
einjährigem  Aufenthalte  in  Petersburg.  Daniel  Hess  sich  nur  mit 
Mühe  nach  Ablauf  der  fünf  Jahre,  auf  die  er  sich  verpflichtet  hatte, 
auf  weitere  drei  Jahre  gewinnen,  dann  kehrte  er  nach  Basel  zurück, 
wo  er  nunmehi-  1733 — 1782  verbheb.  Seine  Stellung  war  die  eines 
Professors  der  Anatomie  und  Botanik,  seit  1750  auch  noch  der  Ex- 
perimentalphysik. 

Wir  haben  hier  nur  die  rohesten  Umrisse  des  Lehens  der  fünf 
Männer  gegeben,  welche  dem  Namen  der  Bernoulli  zur  Unsterblich- 
keit  verhalfen.  Nicht  erwähnt  wurden  die  theilweise  sehr  hässlichen 
Streitigkeiten,  deren  Geschichte  gleichfalls  mit  dem  Namen  der  Ber- 
noulli untrennbar  verbunden  ist,  nicht  erwähnt  die  wissenschafthchen 
Leistungen,  imi  derenwillen  die  BemouUi  so  berühmt  sind.  Für  beides 
wird  bald  da,  bald  dort  in  diesem  Bande  der  nöthige  Raum  geschafft 
werden  müssen. 

Veranlassung  dazu,  wenigstens  eine  Art  von  Stammbaum  der 
Mathematiker  BernouUi  au  dieser  Stelle  einzuschalten,  gaben  ims  die 
Arbeiten  von  Jakob  Bernoulli  über  Reihen,  fünf  Abhandlungen, 
welche  unter  dem  gemeinsamen  Titel  Propositimies  AritJimcticae  de 
Seriebus  iiifinitis  eorunique  summa  finita  erschienen,  ein  Titel  dem  von 
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der  zweiten  an  die  Ordnungszahlen  pars  altera,  tertiu,  quarta,  qu'mta 
beigefügt  wurden.  Es  sind  Dissertationen,  über  welche  unter  Jakob 
BernouUis  Vorsitze  disputirt  wurde,  und  zwar  sind  die  Ycrtbeidiger 
und  die  Jahrgänge,  in  welchen  jeweil  die  Disputationen  stattgefunden 
haben:  Fritz  1689,  Beck  1692,  Hermann  1698,  Harscher  1695, 
Niclaus  Bernoulli  1704.  Von  den  füuf  Vertheidigern  ist  der  zu- 
letzt genannte  Niclaus  I.  der  Sohn  des  Rathsherm  Niclaus  BernouUi. 
Hermann,  genauer  Jakob  Hermann^)  (1678 — 1733),  ist  ein  besonders 
in  der  Geschichte  der  Mechanik  rühmlichst  bekannter  Schriftsteller. 
Die  drei  anderen  Persönlichkeiten  haben  sich  keine  solchen  Verdienste 
erworben,  dass  ihr  Name  besonders  erhalten  zu  werden  beanspruchen 
könnte.  Jedenfalls  rühren  die  Abhandlungen  über  Reihen  auch  nicht 
zum  Theil  von  den  fünf  Vertheidigern  her.  Diese  sind  einzig  Eigen- 
thum  von  Jakob  Bernoulli  und  mit  Recht  in  dessen  Werke  aufge- 
nommen"-), welche  in  zwei  mit  durchgehenden  Seitenzahlen  versehenen 
Bänden  in  Genf  gedruckt  wurden.  Dass  die  Abhandlungen  über 
Reihen  dort  dui-ch  weite  Zwischenräume  von  einander  getromit  sind, 
liegt  an  der  die  Zeitfolge  streng  wahi'enden  Anordnimg  der  Ausgabe. 
Jakob  BernouUi  selbst  hielt  ihre  Zusammengehörigkeit  nicht  bloss 
dadurch  aufrecht,  dass  die  Abhandlungen  als  pars  altera,  tertia,  quarta, 
quinta  benannt  wurden,  sondern  noch  deutlicher  durch  die  Bezifferimg 
der  Kapitel,  welche  von  I  bis  LX  durch  die  fünf  Abhandlimgen  sich 
fortsetzt,  und  welche  so  die  fortwährenden  Rückbeziehungen  erleichtert. 
Niclaus  Bernoulli  I  hat  darum  auch,  als  er  1713  eine  nachge- 
lassene Schrift  seines  Lehi-ers  und  Onkels  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung herausgab^)  und  die  Reihenuntersuchungen,  deren  Tragweite 
er  voll  erkannte,  als  Anhang  drucken  Hess,  jede  Trennung  vermieden 
und  die  sechzig  Kapitel  ohne  Sonderung  in  Abschnitte  als  fortlaufende 
Kapitel  einer  eiuheitlichen  Abhandlung  behandelt. 

Der  erste  1689  veröffentlichte  Theil  bietet  die  grösste  Ausbeute. 
Jakob  BernouUi  geht  von  dem  an  sich  nicht  uneleganten  Satze  aus, 
dass  eine  geometrische  Progression  Ä,  B,  C,  D,  E  .  .  .  imd  eine  arith- 
metische Progression  A,  B,  F,  G,  H  .  . . ,  welche  in  den  beiden  An- 
fangsgUedern  A,  B  übereinstimmen,  so  fortschreiten,  dass  von  den 
FolgegUedem  jedes  Glied  der  geometrischen  Progression  grösser  sein 
muss,  als  das  GUed  der  arithmetischen  Progression  von  gleicher 
Rangordnung.     Daraus    folgert    er,    dass    erstens    die    GHeder    einer 


')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XII,  181 — 182.  -)  Jacobi  Bernoulli 
BasileensisOperal,  373— 402;  I,  .517— 542;  11,745-764;  11,849—867;  11,955—975, 
Wir  citiren  diese  1744  erschienene  Ausgabe  als  Jac.  Bernoulli  Opera.  ^)  Von 
ihr  wird  im  XVII.  Abschnitte  erst  diu  Rede  sein,  weil  ihre  Ergebnisse  nicht 
vor  1713  in  die  Oeffentlichkeit  drangen. 
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steigenden  geometrisclien  Progression  grösser  als  jede'  beliebig  ge- 
gebene Zahl  und  zweitens  die  Glieder  einer  fallenden  geometrischen 
Progression  kleiner  als  jede  beliebig  gegebene  Zahl,  erstere  also  un- 
endlich   gross,    letztere    schliesslich   Nvdl   werden.     Bemoulli  wendet 

sich  sodann  zur  Reihe  -j — 1-  \ — ^-5  +  ,    ,   ^  ,  +  •  •  •  >    um    nach    dem 

Werthe  t  des  unendlich  fernen  Gliedes  zu  fragen.  Der  dabei  ein- 
geschlagene Gedankengang  ist  höchst  eigenartig.  Als  wtes  GKed  be- 
trachtet ist  t  =  ,  T  ■ r!-j ,  woraus  »i  =  1  + -=-  ■     Damit  aber 

h  -\-  {n  —  l)d'  '    c  —  dt 

u  =  CO  werde,    kann    nicht  ht  —  a  =  00  sein.     Das    würde    nämlich 

/  =  oc,  c  —  dt  =  —  00,   —z:_-3f  negativ   bedingen,    wodurch   n  Null 

oder   negativ   wüi-de,    was    ein  Unsinn    ist.     Also    muss    «  =  oc  aus 

c  —  dt  =  0  hervorgehen  und  t  =  —r  sein.     Nun  ist  entweder 
°  d 

a  ^      c  ,         c   ^      a  ,         a  c 

jedenfalls  sind  daher  die  imendlich  vielen  Glieder,  vom  ersten  an  bis 

zu  t,  alle  grösser  als  -r  oder  als  -r- ,  oder  gleich  beiden  Brüchen,  und 

ihre  Summe  ist  mehr  als  das  ünendliehfache  eines  gegebenen  -Aus- 
druckes, beziehungsweise  ihm  gleich,  d.  h.  unendHch  gross.  Damit 
hängt  der  weitere  Satz  zusammen,  dass  bei  zu  summireuden  unend- 
lichen Reihen  die  GHeder  schliesslich  verschwinden  müssen,  weil  die 
Reihe  andernfalls  keine  unendliche  Summe  besitzen  könne'). 

Nun  geht  es  an  wirkliche  Summirungen.     Sei  unter  N  die  Reihe 

h  s — f-  :; — h  •  •  •  verstanden,  unter  P  die  Reihe  - — \-  - — '\-  ^ — h  •  •  • , 

c      '    2c    '    3c    '  '  2c    '    3c    '    -Ic    '  ' 

welche  die  um  das  Anfangsglied  —  verkürzte  Reihe  If  oder  jV 

ist.  Ziehe  man  beide  Reihen  gliedweise  von  einander  ab,  so  entstehe 
ehie  neue  Reihe  Q,  welche  N — VN )  = —    sein    müsse.     Also 


c    ^  2c  ^  3c    1 

^  +  ^  + JL_I_. 

2c  ^  3c  ^  4c    ' 

■  ■  =  iY 

-iL_p 

C 

l-2-c~2.3c^3 

^.  +  - 

-^-e. 

Jakob  Bemoulli  empfand  selbst  das  höchst  Bedenkliche  dieses 
Verfahrens,  wir  würden  heute  sagen  die  Unzulässigkeit  des  Rechnens 
mit    divergenten  Reihen,    denn  er  bemerkte    sofort,    ohne    besondere 


')  cum  alias  illarum  summae  finiiae  esse  non  possent. 
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Vorsicht  dürfe  man  sich  dieser  Methode  lücht  bedienen').     Sei  näm- 
,.  ,     2a     .    3a     .    4a     .  „    3a     .    4n     .    5a    .  „        „       2a 

und  man  zöge  die  ähnliche  Folgerung  wie  vorher,  so  entstände  dics- 

1  ■  2  •  c  "T"  2  •  Yi,c"^  3    4c    '    '  '  '  ~  ~c 


mal  ■    "    ,  -f  o  .  T^.    •+  oTTTT;  -I =  ^  =  <?;  während  doch  un- 


möglich   eine    und    dieselbe  Reihe    Q   einmal  —  und    einmal   —   zur 

Summe  haben  könne.  Der  Fehler  liege  daran,  dass  das  Grössenver- 
hältniss  der  Endglieder  der  Reihen  im  zweiten  Falle  keine  Beachtung 
gefunden  habe.  In  den  Reihen  N  und  P  verschwinden  die  Endglieder, 
deshalb  komme  es  bei  der  gliedweisen.  Subtraktion  N —  1'  nicht 
darauf  an,  dass  die*  Reihe  P  um  ein  Glied  weiter  reiche  als  N.  Ganz 
•  anders  liege  die  Sache,  bei  den  Reihen  S  imd  T.     Es  sei 

„ 2o  _.     2a  +  a     1^  2a  -}-  2a    1^  , 

T  """     c  +  c     "^    c"+  2~  +  ■  ■  ■  • 

Das  unendlich  ferne  Glied  dieser  Reihe  sei  daher  nach  dem  Früheren 
—     Um  dieses  Glied  sei  also  2'  länger  als  S,  ixnd  deshalb  sei  S  —  7' 

nicht  —  ,  sondern =  — ,  d.  h.  §  habe  genau  denselben  Werth 

vde  vorher. 

Jakob  BeruoulH  betrachtet  alsdann  die  harmonische  Reihe, 
welche  eine  unendlich  grosse  Summe  besitze').  Man  könne 
■den  Beweis  nach  zwei  Methoden  führen,  deren  erste  von  Johann 
Bernoulli  herrühre,  welcher  die  Sache  auch  zuerst  bemerkt  habe. 
Setze  man  in  die  wiederholt  beigezogene  Reihe  Q  statt  a  und  c 
jedesmal  die  Zahl  1,  so  entstehe 

.1  •  2     1^  2  •  3     '     3  ■  4  ^^  4  ■  6     ' 

Augenscheinlich  sei 

2~3'4^5^  l-2l^2-3~3-4~4-5~ 

^  \l  ■  2    '     2^  '^  3  •  4  "T"  4  •  5  ">         /    '    \2~ni  ~^  iTl    ''  4^5  "^         / 

+  (3ii  +  A+')  +  tU  +  -  ■)  +  ■■■ 
=  i  +  (,_±)  +  (,_±_')  +  (i„l_±_i)  +  ... 

-i  +  i  +  4  +  i  +  --- 


')  Observandum  tarnen,  nonsine  cautela  hac  titendum  esse  mcthodo.     ')  Summa 
seriei  infinitae  harmonice  progressionalium  — — hirH — ;j"H (-■•■  ***  infinita. 

X  ^  o  4 
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oder,  weuu  man  ~-\-  —  -\-  —  -{---^^A    setze,    gelange    mau    zu 

A  ==  1  -\-  A.  Hätte  also  A  eiueu  endlicheu  Werth,  so  wäre  das 
Gauze  (1  -)-  A)  seiuem  Theile  (A)  gleicli,  was  uiclit  möglich  sei. 
Naclidem  Jakob  Beruoulli  die  überrascheude  Bemerkuug.  des  jüngeren 
Bruders  kennen  gelernt  batte,  zog  er  selbst  die  harmoniscbe  Reihe' 
in  Erwägung  und  fand  folgenden  unmittelbareu  Beweis  ihrer  unend- 

licb  grossen  Summe.     Die  Glieder  — r^  -\ .-i.  +  •■■-! ;  besitzen 

eine  Summe,  welche  grösser  ist,  als  wenn  sämmtliche  a^  —  a  Glieder 

den  niedrigsten  Werth  — :;  besässen,  d.  h.  sie  betragen  zusammen  mehr 

als s —  =1 Dann  folgt  weiter 

a  '  a  +  1  ^  o  +  2  ^  ■  ^  «=  -^ 
Man  kann  also  innerhalb  der  harmonischen  Reihe  von  eiiiem  be- 
liebigen Gliede  an  eiue  endliche  Gruppe  von  Gliedern  angeben,  deren 
Summe  grösser  als  Eins  ist.  Ist  nun  N  eine  beliebig  grosse  ganze 
Zahl,  so  zieht  man  N  solche  Gliedergruppen  in  Betracht,  die  sich 
unmittelbar  an  einander  schliessen,  und  deren  Summe  >  N  ist.  Alle 
Folgeglieder  bleiben  alsdann  noch  übrig,  die  Summe  der  unendlichen 
harmonischen  Reihe  ist  also  erst  recht  grösser  als  jedes  N,-  grösser 
als  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl,  d.  h.  unendlich  gross.  Da- 
mit ist  sogleich  festgestellt,  dass  die  Summe  einer  unendlichen 
Reihe,  deren  Endglied  verschwindet,  bald  endlich,  bald 
unendlich  ist'). 

Gleichwohl  fühlt  Jakob  Beruoulli  sich  durch  die  Gewissheit,  dass 
die  Endglieder  der  Reihe  verschwinden,  hinläugiich  bei'uhigt,  um  mit 
Hilfe  der  harmonischen  Reihe  und  anderer  ähnlich  gestalteten  Reihen 
die    Leibnizischen    Summen    von    1682    (S,  79)   abzuleiten.     Aus 

^^=T  +  Y  +  l  +  l+:--i 

1       1       1        1    I    1    1    1    I    ^    I 


folgert  er  mittels  gliedweiser  Subtraktion 
also  auch 


2  1.3'^2-4'3-5^4-6^ 


-^  4-    J^  4-  -L.  4-      ^--i-        .  =  A 
l-3'2-4'3-5~'4-6"^  4 

Aus  E'  =  ^-  +  -^  +  -^  +  y  H und 


')  Summa   seriei  infinitae,  cujus  postrcmus    terminus   evancscit,   quandoque 
finita  est,  quandoque  infinita. 
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^^-i  =  l+:+4  +  l  +  -- 

folgert  er  ähnlicherweise 

1,1,1,1,  1 

i-Ti  +  3^5  +  5-  7  +  f7^  +     •  •  =  y   "•  ^-  ""■ 

Man  kann  nicht  verkennen,  dass  Jakob  BernouUi  sich  bei  diesen 
Schlüssen  von  einem  richtigen  Gefühle  leiten  liess.  Nennt  man  Ä„ 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  harmonischen  Keihe,   luid  zieht 

von  Ä„  die  Glieder  An  —  1  —  „  H r\  H r^  ab,  so  ist  genau 


richtig 


_1 I 1 .  _| 1 3_  _        1         _        1 

1  ■  3    '    2  ■  4  ~r  ■  ■  ■     '     n(n  +  2)  4  2(n  +  1)         2(«  +  2)  ' 

und  dieser  Ausdruck  geht  in  der  That,  weil  die  späten  Glieder  der 
harmonischen   Reihe    verschwinden,    bei    »i  =  oo  in  —    über    u.  s.  w. 

4 

Freüich  drückte  .Jakob  Bernoulli  sieh  noch  nicht  so  modern  aus,  wie 
wir  (S.  79)  auch  einem  Leibnizischen  an  sich  durchaus  berechtigten 
Schlüsse  gegenüber  zu  bemerken  in  der  Lage  waren. 

Den  folgenden  vier  Abhandlungen  über  Reihen  haben  wir  weit- 
aus nicht  so  viele  hervorragende  Ergebnisse  zu  entnehmen,  es  sei 
denn,  dass  wir  entschieden  falsche  Dinge  hervorheben  wollten,  so 
falsch,  dass  man  kaum  begreifen  kami,  dass  man  den  gleichen  Ver- 
fasser vor  sich  hat,  wie  in  der  Abhandlung  von  1689.  Wenn  z.  B. 
1691  behauptet  wird^),  es  sei 

1    ^    2      '      4      '  1 

3    ^    6    ^^  12     '  3 

5      '     10  ~  15    '  6 


folglich  sei  durch  Addition  die  ganze  harmonische  Reihe 

2  2  2 

=  Y  -f  y  +  y  H  , 

mithin  sei  weiter  y  +  t, -  +  >  +  '  '  '  ^^  halbe  harmonische  Reihe, 
und  die  fehlenden  graden  Glieder  -^  -\-  ,  "l~  c  ~l~  '  '  '  müssten  die 
andere  Hälfte  bilden.     Wenn  daraus  weiter  geschlossen  wird,  es  sei 


Jac.  Bernonlli  Opera  I,  5a0. 
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trotzdem  jedes  Glied  links  einen  höheren  Werth  besitze,  als  das  ihm 
der  Ordnungszahl  nach  entsprechende  Glied  rechts,  so  können  wir 
Jakob  Bernoulli,  den  tiefen  Denker,  höchstens  aus  der  Zusatzbemer- 
kung erkennen,  solches  rühre  daher,  dass  beide  Reihen,  die  links 
ebenso  wie  rechts,  unendlich  grosse  Summen  haben,  deren  Gleichheit 
durch  den  zwischen  den  einzelnen  Gliederpaaren  vorhandenen  Unter- 
schied nicht  beeinträchtigt  werde.  In  dieser  zweiten  Abhandlung 
ist  auch  erstmalig  die  Reihe  der  reciprokeu  Quadratzahlen 
allerdings  erfolglos  in  Augriff  genommen.  Nicht  ohne  Interesse  sind 
ferner  einige  imendliche  Operationsfolgen  anderer  Art  als  der  ein- 
fachen Addition').  So  sagt  Jakob  Bernoulli,  aus  V  a  V aVa]/-  •  ■  ^x 
folge  x^  =  a  V  aVay-  ■  ■  =  ax  und  x  =  a;  aus 

Va  +  y«  +  l/a  H =  X  folge  x^  ^  a  +  Va  +  ■]/«' +^7^ 

=  a  -\-  X  und  x  =  —  -\-  y  -j  +  a  u. 

In  der   dritten  Abhandlung  von  1696  ist  die  Division 
Mercatorscher  Weise  vollzogen.     So  entsteht 
l  l        In    .    Ih- 


s.  w. 

l 


m  -\-  n 


m  -\-  n         m         »»"    '     rti 
und  bei  n  =  ni  werde  daraus 

j__j L-j-J-  — 

2  m         m         m     '     m  ' 

ein  nicht  unelegantes  Paradoxon").  Dessen  Ursprung  sei,  dass  bei 
fortgesetzter    Division    der    jedesmalige    Rest    nicht    geringer   werde, 

sondern  unverändert  -|-  l  bleibe:  es  trete  also  noch  +  --   zur  Reihe 

—  '  —  2?» 

hinzu,  und  zwar  gelte  das  untere  Zeichen,  weim  die  Reihe  bei  einem 
ungraden  positiven  Gliede  abbreche,  das  obere,  wenn  die  Reihe  bis 
zu  einem  geraden  negativen  Gliede  fortgesetzt  werde.  Was  sonst  in 
der  dritten  und  den  ihr  folgenden  Abhandlungen  bemerkenswerth  er- 
scheint, muss  an  späterer  Stelle  erst  Erwähnung  finden. 

Wir  haben  einige  unendliche  Ausdrücke,  welche  nicht  durch 
blosse  Addition  zusammenhängen,  früher  bei  Vieta  (Bd.  II,  S.  548), 
bei  Wallis  und  Broun cker  (Bd.  II,  S.  698),  zuletzt  bei  Jakob 
Bernoulli  auftreten  sehen.  Brouncker  hatte  den  imendlichen  Ketten- 
bruch gebildet  und  mit  Kettenbrüchen    hat  sich   auch    Huygens 


')  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  536—539.     ^)  Ebenda  II,  751:  unde paradoxum 

fluit  non  inelegans. 
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beschäftigt').  Es  war  in  eiuor  nachgelassenen  Schrift  Descriptio  aiilo- 
mati  planelarii,  deren  Datirung  niit  keinerlei  Sicherheit  zu  wagen  ist. 
VeröfiFentlicht  wurde  sie  1G98  gemeinsam  mit  anderen  Schriften  aus 
Huygens  Nachlasse. 

Huygeus  verfolgte  bei  den  Untersuchungen  über  Ketteubriiche 
durchaus  praktische  Zwecke.  Er  wollte,  wie  schon  die  üeberschrift 
der  Abhandlung  zu  erkeimeu  gibt,  ein  Planetarium  anfertigen,  d.  h. 
ein  Modell  des  ganzen  Souueusystems  mit  allen  Planeten,  deren  Um- 
läufe durch  ein  Räderwerk  mit  in  einander  greifenden  Zähnen  ge- 
regelt waren.  Die  Hauptaufgabe  bestand  daher  darin,  die  Anzahl  der 
Zähne  jedes  Rades  derart  zu  bestimmen,  dass  ihr  Verhültuiss  die 
ümlaufzeiten  der  einzelnen  Planeten  den  in  der  Natur  gegebenen 
Zeiten  so  uahe  als  möglieh  entsprechen  liess,  und  zwar  diese  Absicht 
durch  klein stmögliche  Verhältuisszahlen  zu  erreichen,  weil  die  prak- 
tische Mechanik  ihre  Grenzen  hat  und  nicht  gestattet,  beliebig  viele 
einander  genau  gleiche  Zähne  in  einen  Radumfang  von  massiger 
Grösse  einzuschneiden.  Einmal  liegen  beispielsweise  die  Verhültniss- 
zahlen  2  640  858  und  77  708  431  vor,  und  mit  solchen  Zahlen  an 
die  wirkliche  Herstellung  von  ihnen  entsprechenden  Vorrichtungen 
nur  von  fern  herantreten  zu  wollen  ist  immöglich.  Huygeus  erkannte 
als  Mittel  zur  Beschaffung  anderer  Verhältnisszahlen  die  Umwandlung 
des  gegebenen  Verhältnisses  in  das  der  Einheit  zu  einer  mit  einem 
Kettenbruche  versehenen  Zahl,  d.  h. 

1 


l  =  29  +  y+, 


-   +Jl 

1   +1 

5    -hj_ 

1    +± 

i  -j-  etc. 

Dann  werde,  sagt  Huygens,  bei  der  fortgesetzten  Umwandlung  durch 
immer  erneute  Divisionen  es  endlich  einmal  dahin  kommen,  dass  als 
Rest  bei  einer  Division  die  Einheit  erscheine^),  und  dann  sei  natur- 
gemäss  die  Umwandlung  vollendet.  Aber  mit  dieser  Umwandlimg 
ist  nur  der  erste  Schi-itt  gethan,  und  der  zweite  führt  dahin,  die 
einzelnen  Näherungswerthe  des  ermittelten  Kettenbruches   zu  finden: 

29  =  29,       29  +  I  =  ^, 


')  Eine  ZusammeDstellung  der  hierher  gehörenden  Aibeiten  bei  S. 
Günther,  Beiträge  zur  Erfindungsgeschichte  der  Kettenbrüche.  Programm  der 
Lateinschule  zu  Weissenburg.  1872.  *)  Eo  decenitur,  ut  a  divistone  tandem 
unitas  supersit. 
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„Q  1  147  OQ     I      1  206 

29  +  Y+_i_==^,        29  +  ^  +  ^  =-^u.  s.  w. 

2  2    +    1 

T 

Nun  zieht  Huygens  den  Satz  V,  1  der  euklidischen  Elemente  in  Be- 
tracht. Wenn  bei  zwei  ungleichen  Zahlen  das  Kleinere  immerfort 
von  dem  Grösseren  weggenommen  wird,  und  der  Rest  nicht  eher,  als 
bis  er  die  Einheit  geworden,  die  nächste  Zahl  vor  ihm  genau  misst, 
,so  sind  erstgedachte  Zahlen  zu  einander  theilerfremd.  Daraus  folgert 
er  sofort,  dass  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  theilerfremd, 
die  Näherungswerthe  also  reduzirte  Brüche  sein  müssen. 
Einen  zweiten  Satz  spricht  er  dahin  aus,  dass  kein  Bruch  mit 
kleineren  Zahlen  in  Zähler  und  Nenner  dem  ursprünglich 
gegebenen  Bruche  näher  liegen  könne  als  ein  Näherungs- 
werth.  Der  dritte  Satz  beweist,  dass  die  Näherungswerthe  ab- 
wechselnd bald  kleiner,  bald  grösser  als  der  ursprünglich 
gegebene  Bruch  seien.  So  weit  hat  also  Huygens  die  Lehre  von 
den  Kettenbrüchen  gefördert.  Bei  seinen  Beweisführungen  bedient 
er  sich  nicht  allgemeiner  Buchstaben,  sondern  der  Zahlen  des  be- 
stimmten Beispiels,  es  dem  Leser  überlassend,  die  Allgemeingiltigkeit 
der  Auseinandersetzung  einzusehen. 
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Zalilentlieorie.     Algebra. 

Die  Sätze,  welche  Huygens  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen 
abgewann,  sind  weniger  rechnerischer  als  zahleutheoretischer  Natur. 
Sie  bilden  dadurch  einen  willkommenen  Uebergang  zur  Darstellung 
dessen,  was  die  Mathematiker  des  letzten  Drittels  des  XVII.  Jahrh. 
auf  diesem  Gebiete  geleistet  haben.  Keineswegs  Unerhebliches,  könnte 
man  uns  hier  vorwerfen,  haben  wir  bereits  im  IL  Baude  vorweg- 
genommen. Wir  haben  Fermats  zahlentheoretische  Leistungen  dort 
iusgesammt  zur  SjDrache  gebracht,  und  doch  sind  dessen  Anmerkungen 
zu  Diophant  erst  1670,  seine  Opera  Varia  erst  1679,  Briefe  zahlen- 
theoretischen Inhaltes  von  Fermat,  von  Brouncker,  von  Frenicle, 
von  Wallis  erst  1693  in  der  Ausgabe  von  Wallis'  Werken  gedruckt 
worden.  Man  köiuite  uns  vorwerfen,  wir  seien  in  unserer  Erzählung 
der  Geschichte  vorausgeeilt,  wir  hätten  gegen  das  geschichtliche  Gesetz 
uns  verfehlt,  dass  Erfindungen  und  Erfinderrechte  kein  früheres  Datum 
tragen  als  das  der  Veröffentlichung.  So  bereitwillig  wir  diesen  Vor- 
würfen Berechtigung   zugestehen,    so    können  wir  doch  zwei    vvesent- 
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liehe  Eutschuldiguugsgründe  für  unser  Verfahren  in  Anspruch  nehmen. 
Erstlich  blieben  Fermats  zahlentheorctische  Leistungen  durchaus  nicht 
ganz  geheim.  Durch  Briefe  und  Gespräche  wurden  viele  seiner  Sätze 
bekamit,  lauge  bevor  sie  gedruckt  waren.  Zweitens  aber  hat  eine 
Bestreitimg  von  Fermats  Anrecht  an  seine  zahlentheoretischen  Er- 
findungen niemals  stattgefimden  und  konnte  auch  nicht  stattfinden. 
Vor  der  Verööeutlichimg  wie  nach  der  Veröflentlichimg  blieben  die 
Fermatschen  Sätze  sein  ausschliessliches  Eigenthum,  da  niemand  im 
Stande  war,  sie  zu  beweisen,  wenn  es  auch  nicht  an  Versuchen  dazu 
gefehlt  hat.  Deshalb  durften  wir  Fermat  als  Zahlentheoretiker  im 
n.  Bande  behandeln.  Andrerseits  freilich  müssen  wir  gegenwärtig 
auf  die  erwähnten  Drucklegungen  von  1670,  von  1679,  von  1693 
hinweisen.  Sie  haben  für  uns  neben  dem,  was  sie  enthalten,  eine 
geschichtliche  Bedeutung.  Sie  liefern  den  Beweis,  dass  damals  Mathe- 
matiker von  Fach  durch  Veröfi'entUchungen,  denen  vermöge  des  Namens 
ihres  Verfassers  ein  weiter  Leserkreis  gesichert  war,  auf  die  Zahlen- 
theorie hingewiesen  wurden  und  lassen  es  dem  gegenüber  nur  um 
so  auffallender  erscheinen,  dass  der  reichUch  ausgestreute  Samen  kaum 
an  wenigen  Stellen  zum  Keimen  kam. 

Einzelne  Aufgaben  zahlentheoretischer  Natur  wurden  allerdings 
noch  immer  gestellt.  In  den  Zeitschriften  war  z.  B.  von  einer  Auf- 
gabe Renaldinis  die  Rede  (S.  21),  die  darin  bestand,  drei  Zahlen 
X,  y,  z  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dass 

a;-  —  /,  3?  ~  z' ,  y-  ^  s^ ,  X  —  y ,  X  —  z,  y  —  z 

insgesammt  Quadratzahlen  seien '). 

Leibniz  hat  1678  es  für  mittheilungs würdig  gehalten,  dass 
Primzahlen  stets  einer  der  Formen  6w  —  1  oder  6  h  —  5  angehören^), 
nicht  einmal  dahin  sich  erhebend,  die  beiden  Formen  als  6h  +  1 
zu  vereinigen.     Derselbe  Schriftsteller  hat  aus  der  Formel 

;/(y  -  1)  ■  ■  ■  (y  -  fc  +  1) 

1  •  2  •  •  •  A 
für  die  Combinationen  zu   je    /.'   von  xj    unter  einander    verschiedenen 
Elementen  luid  aus  der  Ganzzahligkeit,    welche   dem  Ausdrucke   ver- 
möge   seines    Sinnes   anhaften   muss,    Schlüsse    auf   die   Theilbarkeit 
eines  Produktes  auf  einander  folgender  Zahlen  durch  ein  ähnlich  ge- 


a 
X 


bautes  Produkt  gezogen ').     Er  hat  auch  mit  der  Gleichung  y-  =  x  -\- 

sich  beschäftigt*),  sowie  mit  dem  Satze,  dass  die  Fläche  eines  ratio- 
nalen rechtwinkligen  Dreiecks  kein  Quadrat  sein   könne'').     Das  sind 


')  A.  E.  1685  pag.  17G.         -)  Leibniz   VII,  119—120.  ^)  Ebenda  VII, 

101—113.     *)  Ebenda  VII,  114—119.     ^)  Ebenda  VII,  120—125. 
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sehr  geringfügige  Leistungen,  doppelt  geringfügig  als  solche  eines 
Leibniz,  der  die  Pflicht  gehabt  hätte,  wo  er  Hand  anlegte,  Hervor- 
ragendes zu  schaffen. 

In  Frankreich  können  wir  als  einen  Gelehrten,  welcher  der 
Zahlentheorie  einiges  Nachdenken  widmete,  Clanide  Jaquemet') 
(1651  — 1729)  nennen.  Er  gehörte  der  Congregation  der  Priester 
vom  Oratorium  Jesu  an,  einer  1614  in  Frankreich  entstandenen  nicht 
klösterlichen  Brüderschaft,  welche  sich  ziemlich  rasch  verbreitete. 
Zu  ihren  Mitgliedern  zählte  sich  auch  Nicolas  Malebraijche  (1638 
— 1715),  dessen  Thätigkeit  zwar  der  Hauptsache  nach  eine  philoso- 
phische war,  der  aber  auch  der  Mathematik  Interesse  entgegenbrachte. 
Man  hatte  deshalb  handschriftlich  iu  der  Pariser  Bibliothek  erhaltene 
zahlentheoretische  Bruchstücke  zuerst  Malebranche  zugeschrieben  und 
sie  unter  seineu  Namen  veröffentlicht-),  bis  nachträglich  erkannt 
wurde,  dass  Jaquemet  der  Verfasser  war.  Die  Bruchstücke  beziehen 
sich  auf  di-ei  Fragen.  ErstKch  ist  der  Versuch  gemacht,  den  Fermat- 
schen  Unmöglichkeitssatz  (x"  -{-  y"  =  g"  bei  ganzzahligen  Werthen 
von  X,  y,  2,  n  immöglich,  sofern  n  >  2)  zu  beweisen.  Der  Beweis 
ist  nicht  richtiger  als  alle  späteren,  die  von  elementarer  Grundlage 
ausgingen  und  nicht  mit  besonderen  Zahlenwerthen  von  n  sich  be- 
gnügten, aber  es  ist  immerhin  ein  erster  Versuch,  die  Sache  allge- 
mein anzufassen.  Dabei  ist  gelegentlich  ein  Satz  ausgesprochen, 
welcher  vielleicht  selbst,  namentlich  aber  wegen  des  Beweisganges 
Erwähnung  verdient.  Er  lautet  folgendermassen :  Ist  s  eine  positive 
ungerade  Zahl,  so  ist  bekanntlich 

a;--  -J-  y^  =  (o;  -f  2/)(ar-i  _  ^.-2y  _j ^  y'—^); 

sind  nun  die  gleichfalls  positiven  ganzen  Zahlen  x,  y  theüerfremd, 
so  haben  die  beiden  Faktoren  x  -\-  y  und  X'~^  —  x^~^y  +  ■  ■  •  -f-  2/"'^^ 
nur  entweder  s  oder  irgend  einen  Faktor  von  z  als  Gemeintheüer. 
Sei  d  dieser  Gemeintheüer,  so  wird  er,  weü  in  x  -j-  y,  auch  in 

(x  +  y)x=-^  =  x'—'^  +  x=---^y 
imd  ebenso  iu 

x'-'-  —  x'-^-y  H h  r~^  —  [^-"~*  +  x'-hj] 

=  —  2x'~^y  +  x^—^y-  —  •    •  -f  y-~^ 
enthalten  sein.     Ein  ähnlicher  Schluss  führt  dazu,  dass  d  in 

'dx-~^y^  —  •  •  ■  +  if~^ 
enthalten    sein    muss,    schliesslich   in   zx'~-y'~^  =  sy-^':     Bei    der 
Theilerfremdheit  von  x  und  y  kann  d,  der  Theiler  von  x  -\-  y,  nicht 


')  Aristide  Marre,  Deux  mathematicietis  de  l'Orafoire  (im  BMetiiio  Bon- 
compai/niXII,  886— 894).     ^  Ch.  Henry  im  BM?/e<i«oBonc(M»i)a(ifmXn, 565— 568. 
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Theiler  von  y  seiu,  also  auch  nicht  von  «/'~',  daher  uiuss  d  in  z 
enthalten  sein,  den  Fall  d  =  1  mit  eingeschlossen.  Zweitens  hat 
Jaquemet  in  jenen  Bruchstücken  bewiesen,  dass  eine  ganze  Zahl,  die 
nicht  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Quadrate  ist,  auch  nicht  Summe 
zvfeier  gebrochener  Quadrate  sein  kann,  und  an  diesen  Satz  knüpft 
sich  die  dritte  Untersuchung  an,  in  welcher  er  mit  der  Gleichung 
Ax-  -{-  1^ y-  sich  beschäftigt').  Jaquemet  zeigt  hier  unter  Anderem, 
dass  aus  einem  Werthepaare  x  =  a,  y  =  ß  ein  zweites  x=^2aß, 
y  =  2Act'  -{-  1  sich  ableitet  und  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
beliebig  viele  Werthepaare. 

Ein  anderer  französischer  Zahleutheoretiker  war  Jean  Prestet 
(f  1690).  Wenigstens  hat  er  in  seinen  Elemens  des  Mafhematiques~), 
welche  erstmalig  1675  und  dann  in  wiederholten  Auflagen  erschienen, 
in  jenes  Gebiet  einschlagende  Aufgaben  behandelt.  Prestets  Lehr- 
buch wair  .sehr  geschätzt.  Aus  ihm  hat  De  Moivre  (S.  82),  dem 
mir  ein  sehr  mangelhafter  Unterricht  in  der  Mathematik  zu  Theil 
wurde,  die  Keuntuisse  sich  angeeignet,  welche  ihn  hernach  zu  eigenen 
Entdeckungen  befähigten.  Wallis  hat  in  seiner  englischen  Algebra 
von  1685  das  Werk  als  eine  nahezu  vollständige  Zusammenstellung 
alles  dessen  geschildert,  was  auf  algebraischem  Gebiete  vorhanden 
sei,  Eigenes  finde  man  dagegen  wenig  oder  gar  nicht;  auch  die  wirk- 
lichen Erfinder  nenne  der  Verfasser  nicht,  es  sei  denn,  dass  es  seine 
Landsleute  Vieta  imd  Descartes  seien.  Für  den  Verfasser  des 
anonym  erschienenen  Werkes')  hielt  Wallis  den  oben  von  uns  ge- 
nannten Nicolas  Malebranche.  Prestet  verwahrte  sich  in  der  mit 
Namensunterschrift  versehenen  Vorrede  der  zweiten  Auflage  von  1G89 
gegen  die  ihm  gemachten  Vorwürfe.  Auch  andere  Schriftsteller  als 
Vieta  und  Descartes  werde  der  aufmerksame  Leser  erwähnt  und  ge- 
rühmt finden.  Seine  Eigenschaft  als  Verfasser  hielt  Prestet  in  der 
bescheiden  klingenden  Form  aufrecht,  Wallis  habe  das  Werk  einer 
geschickteren  Persönlichkeit  zugeschrieben  als  er  selbst  sei*).  Der 
Vorwurf,  von  welchem  Prestet  nichts  sagt,  dass  in  dem  Lehrbuche 
Eigenes  nur  in  geringem  Maasse  oder  gar  nicht  zu  finden  sei,  scheint 
"mindestens  übertrieben.  Prestet  hat  z.  B.  mit  vollkommenen  Zahlen 
sich  beschäftigt-')  und  die  acht  ersten  derselben,  die  achte  als  19zifi'rige 
Zahl,  ausgerechnet.  Die  neunte  vollkommene  Zahl  sei  2^'^  —  2^^". 
Ausserdem  hat  Prestet  muthmasslich  zuerst  eine  Recursionsformel 
aufgestellt^),    welche   die  Summe    der   mten  Potenzen    von  in    arith- 

')  Bulletino    Boncompagni    XII,    646—648    und    ebenda  893.         ')    Ebenda 
XII,  562.     ^)  Nor  die  Vorrede  ist  in  wenig  deutlicher  Weise  ruit  J.  P.  gezeichnet. 
*)  mes  Premiers  Elemens  de  Malliematiques   qu'il   attribue  ä  une  personne  plus 
hahile  que  moy.     °)  Balletino  Boneompagni  XI,  78-1:.     ")  Ebenda  X,  300. 
Casior,  Gescliicbte  der  Mathematik,    m.  7 
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metischer  Progression  gegebeueii  Zahlen 

S„  =  a™  +  (ffl  +  r)'"  +  •  •    +  («  +  (n  -  \)r)"', 
mittels  der  Summen  S,n—i,  S,n—2,  ■  ■  ■  der  niedrigeren  Potenzen   der- 
selben Zahlen  darstellt. 

Auch  Jacques  Ozanam^)  (1640 — 1717)  ist  hier  zu  nennen 
wegen  eines  Aufsatzes  im  Journal  des  s^avans  von  1680,  der  den 
Fermatschen  ünmöglichkeitssatz  in  dem  besonderen  Falle  «  =^  4  be- 
handelt. Weitaus  bekannter  ist  Ozanam  durch  seine  Eccrcations 
matJwmaUques,  eine  Aufgabensammlung  von  der  Art  wie  Bachet  de 
Meziriac,  Leurechon,  Schwenter  (Bd.  II,  S.  699 — 702)  sie  ver- 
fasst  hatten,  und  welche  in  Frankreich  wenigstens  ihi"e  Vorgänger 
bald  verdrängte,  wofür  die  zahlreichen  Auflagen  des  Buches  den  Be- 
weis liefern. 

Von  den  soeben  erwähnten  älteren  Schriftstellern  hat  Bachet 
de  Meziriac  deutlicher,  als  es  je  vor  ihm  geschehen  war,  die  Auf- 
gabe betont,  unbestimmte  Gleichungen  durch  ganzzahlige  Wurzel- 
werthe  zu  befriedigen.  Er  trat  auch  selbst  an  die  Lösung  der  Auf- 
gabe heran,  wenngleich  sein  Verfahren  kaum  mehr  als  eine  versuchs- 
weise Annahme  aufeinander  folgender  Zahlen  für  die  eine  der  beiden 
Unbekannten  der  Gleichung  war  (Bd.  11,  S.  702 — 704).  Ein  anderer 
französischer  Schriftsteller,  Michel  Rolle '0  (1652—1719),  seit  1685 
besoldetes  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  c/co- 
viiire  j)ensionnaire,  ging  wesentlich  darüber  hinaus.  Er  veröffentlichte 
1690  einen  Traite  d'Älgehre'^),  mit  dem  wir  es  im  weiteren  Verlaufe 
dieses  Kapitels  noch  einmal  zu  thun  bekommen.  Das  VII.  Kapitel 
des  I.  Buches  führt  die  Ueberschrift  Eviter  les  fradions*)  und  handelt 
von  der  ganzzahligen  Auflösung  unbestijumter  Gleichungefi.  Rolle 
hat  die  Regel,  welche  er  benutzt  wissen  will,  in  allgemeinen  Worten 
ausgesprochen,  aber  da  er  nichts  weniger  als  leicht  zu  schreiben 
wusste,  so  ziehen  wir  es  vor,  das  Verfahren  an  dem  ersten  dort  be- 
handelten Beispiele  12^: — -221/«  =  512  kennen  zu  lernen.  Wir  be- 
dienen uns  dabei  der  von  Rolle  benutzten  Buchstaben.  Als  Gleich- 
heitszeichen gebrauchen  wir  das  gewöhnliche,  während  Rolle  nur  das 
von  Descartes  eingeführte  x>  (Bd.  II,  S.  724)  anwendet.  Man  soll  die 
Gleichung  so  umordnen,  dass  die  Unbekannte,  welche  den  niedrigsten 
Zahlencoefficienten  besitzt,  allein  links  vom  Gleichheitszeichen  stehen 
bleibt,  also  i2g  =  221/*  -f-  512.  Nun  dividirt  man  den  grösseren 
Zahlencoefficienten    221    durch  den    kleineren   12    und    findet   18   als 


')  Memoires  de  l'Aeadcmie  des  Sciences.  Paris,  1717.  -)  Ebenda.  Paris,  1710. 
^)  Die  Jahreszahl  des  Erscheinens  ist  durch  einen  Druckfehler  als  M.DC.LXC. 
angegeben.     ■*)  Rolle,  Traite  d'Älgebre  pag.  69  —  78. 
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Quotienten  und  !)  als  Rest.  Mithin  ist,  abgesehen  von  der  unberück- 
sichtigt bleibenden  Constanten  512,  die  z  >  18/i  und  man  setzt 
5  ==  18  /i  + 1^.  Dieser  Substitutioiiswerth  macht  aus  der  ersten  Glei- 
chung 216/(  +  Vlp  =  2217i  -f  Ö12  oder  5/«  =  12j)  —  512,  indem 
wieder  die  Umordnung  vorgenommen  ist,  welche  die  Unbekannte  mit 
dem  niedrigsten  Zahlencoefficienten  allein  auf  die  linke  Seite  bringt. 
Indem  ÖA  mit  12^)  allein  verglichen  wird,  erscheint  //  >  2j),  und 
man  setzt  h  =  2j)  +  s  in  5/;  =  12^3  —  512.     So  erhält  mau 

10;)  +  5s  ^  12^)  —  512,    beziehungsweise  2j3  =  äs  -j-  512. 

Man  sieht  sofort,  dass  nun  2j)  mit  5s  in  Zusammenhang  gebracht 
j)  =  2s  -\-  m  liefert,  und  dass  alsdann  4s  +  2m  =  5s  +  512  bezie- 
hungsweise s  =  2m  —  512  folgt,  womit  die  Aufsuchung  neuer  Sub- 
stitutionswerthe  abgeschlossen  ist,  weil  s  den  Zahlencoefficienten  1 
besitzt.  Die  gefundenen  Gleichungen  schreiben  wir  in  umgekehrter 
Reihenfolge  an: 

s  =  2  m  —  512 

jj  ^  2s  -f-  in 
h^2p  -j-  s 
2=  \8h-\-p. 

Rolle  uemit  diese  ZusammensteUmig  die  Rückkehrsäule,  colonine 
de  retour.  Jede  Gleichung  wird  zur  Umformung  der  ihr  nachfolgen- 
den benutzt,  und  so  entsteht  der  Reihe  nach: 

s=      2w  —  512, 

j)  =      5m  —  1024, 

/«=    12  m  — 2560, 

z  =  221m  —  47104. 

Jedes  ganzzahlige  ni  liefert  in  die  Schlussgleichungen  eingesetzt  ganz- 
zahlige h  und  z.  Will  man  diese  klemstmöglich  positiv  haben,  so 
muss  12m  >  2560  d.  h.  m  >  213  und  221m  >  47104  d.  h.  m  >  213 
sein.  Beiden  Bedingungen  genügt  m  =  214,  und  man  hat  /*  =  8, 
g  =  190,  welche  in  der  That  122  —  221/»  =  512  erfüllen.  Das  un- 
mittelbar sich  anschliessende  VlII.  KapiteU)  geht  unter  der  Ueber- 
schrift  Eviter  les  nombres  negatifs  noch  näher  auf  die  Auswahl  einer 
Zahl  ein,  welche  gegebene  Ausdrücke  positiv  werden  lässt.  Sollen 
z.B.  —U-\-lz,  -30  +  10^,  32  — 8^,  45  —  9«,  66  —  II2 
positiv  sein,  so  muss  gleichzeitig  hervorgebracht  werden  72>14, 
102>30  tmd  82<32,  92  <  45,  ll2<66  oder  2  >  2,  2  >  3  und 
2<4,  2<5,  2<6.     Von  den  beiden  ersten  Ungleichungen  schliesst 


')  Rolle,  TraiU  d'Algebre  pag.  78—86. 
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die  zweite  die  erste,  von  deu  drei  letzten  die  erste  die  übrigen  ein. 
Sämmtliche  Bedingungen  vereinigen  sich  also  zu  3  <  ;2!  <  4,  und  jedes 
z  innerhalb  dieses  Zwischenraumes  macht  die  fünf  gegebenen  Aus- 
drücke positiv,  bei  der  so  gestellten  Aufgabe  allerdings  nicht  zugleich 
auch  ganzzahlig.  Im  Jahre  1699  Hess  Rolle  noch  ein  besonderes 
Bäudchen  von  68  Quartseiten  erscheinen:  MctJiodes  pour  resoudre  les 
questions  inde'terminees  de  l'Algebre,  in  welchem  unbestimmte  Glei- 
chungen höherer  Grade  behandelt  sind. 

Der  Titel  von  Rolles  Buch  -von  1690  Traite  d' Algehre  führt  uns 
leicht  hinüber  zum  zweiten  Gegenstande,  der  in  der  Ueberschrift 
dieses  Kapitels  neben  der  Zahlentheorie  genannt  ist,  zur  Geschichte 
der  Algebra.  An  ihrer  Spitze  erscheint  wieder  die  ims  schon  be- 
kannte Abhandlung  Newtons  von  1669,  seine  Analysis  per  aeqica- 
tiones  (S.  65). 

Nach  der  Reihenentwicklung  durch  Wurzelausziehuug  (S.  67) 
kommt  der  Verfasser  auf  die  Auflösung  von  Zahlengleichungen, 
welche  durch  fortgesetzte  Annäherung  an  den  Wurzelwerth  in  Gestalt 
einer  Reihe  von  mehr  und  mehr  in  Betracht  zu  ziehenden  Gliedern 
erreicht  wird,  mithin  vollständig  in  das  Bereich  derjenigen  Unter- 
suchungen fällt,  denen  die  Analysis  per  aequationes  gewidmet  ist. 
Allerdings  setzt  Newtons  Methode*)  voraus,  dass  eine  gewisse  An- 
näherung schon  vollzogen  sei.  Er  nimmt  nämlich  als  gegeben  an, 
dass  die  Voraussetzung  y  =  2  als  Wurzelwerth  der  Gleichung 

2/3  _  22/  -  5  =  0, 

welche  als  Beispiel  dient,  um  weniger  als  deu  zehnten  Theil  vom 
genauen  Wurzelwerthe  sich  unterscheide.  Hierauf  wird  y  =  2  -\-  2> 
in  die  Gleichung  eingesetzt,  welche  dadurch  in 

p»  +  6p^  +  I0|j  —  1  =  0 

übergeht.  Weil  nun  j)  nur  einen  in  Zehnteln  darstellbaren  Werth 
besitzt,  so  ist  unter  vorläufiger  Vernachlässigung  der  höheren  Po- 
tenzen von  |)  zunächst  10p  —  1=0,  p  =  0,1  und  genau  p  =  0,1  -\-  q. 
Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  für  j)  gefundene  Gleichung 
liefert  q^-\-  6,'6q-  -{-  ll,2o(/  +  0,061  =  0,  in  welcher  neuen  Gleichung 
die  Unbekannte  q  nur  aus  Hundertehi  besteht.  Um  so  berechtigter 
ist  die  vorläufige  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  q.  Aus 
11,23g  +  0,061  entsteht  aber  q=  —  0,0054  und  genau 

g  =  —  0,0054  +  r. 

Die  Fortsetzung  des  gleichen  Verfahrens  führt  zu 


')  Opuscula  Newtoni  I,  10—12. 
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'•  =  ~r,"«ri«^  =  - 0,000  048  53. 

11,161  9b  ' 

Mitliin  ist 

,,  =  2  +  0,1  —  0,0054  —  0,000  048  53  =  2,094  55147. 

Newton  benutzt  weiter  ein  dieser  Methode  nachgebildetes  Ver- 
fahren, um  aus  einer  zwei  Unbekannte  x  und  y  enthaltenden  Glei- 
chung die  eine,  etwa  y,  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortlaufende 
Ixeihe  zu  entwickeln,  und  zwar  in  eine  steigende'),  wenn  man  weiss, 
dass  X  sehr  klein,  in  eine  faUende'-),  wenn  man  weiss,  dass  x  sehr 
gross  ist.     Sei  z.  B.  bei  kleinem  x  die  Gleichung 

y^  +  c-'y  ~~  ^'^^  +  "^"y  —  ic'  ==  0 
vorgelegt.     Wäre  x  so  klein  als  irgend  möglich,  d.  h.  Null,  so  wäre 
einfacher  y^  -\-  d-y  —  2a^  =  0  und  y  =  a.     Dieses  erste  Reihenglied 
ergänzt  man  zu  y  =  a  -\-  2^,  und  die  Einsetzung  des  vervollständigten 
^Verthes  von  y  in  die  ursprüngliche  Gleichung  liefert 

4:n^2^  +  Snp^  +  i^'  +  «^^"  +  apx  —  o;^  =  0, 

von  welcher  nur  die  Glieder  zunächst  benutzt  werden,  welche  nach 
X  und  nach  })  vom  ersten  Grade  sind,  also 

4a^p  -\-  a'^x  =  0,    p  =  —  ^  • 

Der  rohe  Werth  von  ^)  ergänzt  sich  zu  j;  ^ T  '\'  'J;  welches  dann 

in  die  zwischen  a,  p  und  x  gegebene  Gleichung  eingeführt  Avird. 
Man  sieht,  wie  die  Rechnung  weiter  verläuft,  wie  q  =  -- — |-  r  ge- 
funden wird  u.  s.  w.     Zuletzt  ist 

2^  =  "  -  T  +  eFa  +  512 c^  +  1638la-3  +  ^^^- 
Ist  dagegen  bei  grossem  x  die  Gleichung 

y^  +  x-y  —  2x^  -\-  axy  —  a^  =  0 
vorgelegt,  welche  aus  der  Gleichung  des  vorher  behandelten  Falles 
durch  Vertauschung  von  n  mit  x  entsteht,  so  berücksichtigt  mau 
zunächst  nur  diejenigen  Glieder,  in  welchen  y  und  x  zusammen  vom 
dritten  Grade  sind:  y^  -f-  x^y  —  2x^  =  0.  Daraus  folgt  roh  ?/  =  x, 
genau  y  =  x  -j-  p.  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  gegebene  Glei- 
chung verwandelt  sie  in 

{4p  +  a)x^-\-  (3^)-  +  ai^)x  +  p' =  0 
mit   überwiegendem   Anfangsgliede.     Mithin  ist    (4p  -\-  a)x^  ^  0    zu 
setzen,  roh  i'  =  —  -j^  und  genau  p  = r  +  ^?  ^°  d  bereits  klein 


')  Opuscula  Newtoni  1,  12—15.     *)  Ebenda  I,  15—18. 
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gegenüber  vou  a  ist.     Substitution  des  Wertlies  von  p  lässt 
42^'  —  Y^arx  —  -^aqx  -  |j  +  o(fx  +  -acf  +  >f  =  0 

entstehen.     Hier    sind  Aqx-  —  ttt«'^"    tlie    liöchstwerthigen    Glieder, 

deren  Nullsetzung  roh  q  =  tt     und  genau  q  =  —■, h  r  liefert  u.  s.  w. 

,,..,  .         .    ,  a     ,      a-      ,    131  o'    ,      509a*       ,       ,  .     _,        , 

Mithin  wd  y  =  X-  -  -  +  —  +  ^.^^  +  ^^^^3  +  etc.,  ein  Ergeb- 

niss,  welches  naturgeinäss  aus  dem  des  vorhergehenden  Falles  gleich- 
falls durch  Vertauschung  von  x  mit  a  entsteht.  Die  eigentliche  Aus- 
rechnimg gibt  Newton  nur  für  die  Glieder  x —■ 

Man  erkennt  leicht,  dass  Newton  sich  um  die  Convergenz  der 
entstehenden  Reihen  wenigstens  so  weit  kümmerte,  als  er,  je  nach 
dem  Werthe  von  x,  ein  anderes  Fortschreitungsgesetz  der  Glieder 
zur  Geltung  kommen  liess.  Man  erkennt  ferner,  dass  die  Umkehrung 
der  Reihen,  von  der  (S.  68 — 61')  die  Rede  war,  nur  ein  Fall  der 
Literalis  aequafiomcm  affedarum  resolutio,  d.  h.  der  Auflösung  einer 
mit  Zusatzgliedern  behafteten  Gleichung  in  Buchstaben,  ist,  wie 
Newton  die  soeben  von  uns  besijrochene  Aufgabe  nannte. 

Newtons  Gleichuugsauflösungeu  fanden  ihre  erste  Veröffentlichung 
im  Drucke  in  der  Algebra  von  Wallis,  mid  zwar  ebenso  in  deren 
englischer  Ausgabe  von  1685  als  in  der  lateinischen  von  1693. 
Ebenda  wurde  auch  ein  Abschnitt  des  (S.  66 — 67)  von  uns  ei-wähnten 
Newtonschen  Briefes  vom  24.  October  1676  abgedruckt,  welcher  das 
sogenannte  Newtonsche  Parallelogramm')  erläuterte. 

Newton  gab  nämlich  in  diesem  mittelbar  für  Leibniz  bestimmten 
Briefe  folgende  Methode  zur  Auflösung  der  Gleichimg 

i/'  +  öxif  -| ?/*  ■ —  la-x~y-  +  Ga^x"'  +  b^x*^  =  0, 

beziehungsweise  zur  Auffindung  des  Anfangsgliedes  der  Reihe,  in 
welche  y  entwickelt  werden  soll,  weil  nach  seiner  Feststellung  die 
Ergänzungen  p,  q,  r  .  .  .  wesentlich  leichter  zu  ermitteln  sind.  In 
der  vorgelegten  Gleichung  ist  y''  das  höchste  Vorkommen  von  y,  x^ 
das  höchste  Vorkommen  von  x.  Man  bildet  (Figur  11)  ein  aus 
(6  +  1)  (4  +  1)  ==  3ö  kleinen  Rechteekchen  bestehendes  Rechteck 
und  bezeichnet  die  sieben  Rechteckchen  au  der  Basis  von  links  nach 
rechts   mit  0,  y,  y^,  »y^,  ?/*,  y'',  y^,    die   fünf  linken  Raudrechteckchen 

')  Kästner,  Anfangsgründe  der  Änalysis  endlicher  Grössen.  UI.  Auflage 
(Göttingen,  1794),  S.  419—476.  —  S.  Günther,  Vermisclite  Untersuchungen  zur 
Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  (Leipzig,  1876),  S.  136 — 187.  — 
Reiff,  GescHcMe  der  unendlichen  Reihen,  S.  35—37. 
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von  uuten  nach  oben  mit  0,  x,  x'^,  x^,  a;'.  Sämmtliclie  übrige  Recht- 
eckchen  werden  gleichfalls  bezeichnet,  und  zwar  jedes  mit  dem  Pro- 
dukte der  senkrecht  danmter  beziehungsweise  zu  äusserst  links  stehen- 
den Kandrechteckchen ,  so 
da^s  also  die  sämmtlichen 
Glieder  der  Gleichung,  frei- 
lich ohne  Zahleucoefficien- 
ten,  als  Bezeichnungen  ein- 
zelner Rechteckcheu  vor- 
kommen. In  einer  zweiten 
durchaus  ähnlich  gebildeten 
Zeichnimg  (Figur  12)  wer- 
den die  Felder  der  in  der  Gleichung  vorkommenden  Glieder  durch 
Sternchen  bemerkbar  gemacht.  Nun  nimmt  Newton  ein  Lineal  und 
legt  dasselbe  au  die  liuke  untere  Ecke  des  tiefstliegenden  mit  einem 
Sternchen  versehenen  lin- 
ken Raudfeldes.  Um  diesen 
Pnnkt  als  Drehimgspunkt 
dreht  er  das  Lineal  von 
links  nach  rechts,  bis  es 
wieder  an  die  linke  untere 
Ecke      eines      durch      ein 


Sternchen   ausgezeichneten 


Fig.  12. 


Feldes  gelangt.  Dann  wer- 
den aus  der  vorgelegten  Gleichung  die  zwei  oder  auch  mehrere 
Glieder,  deren  Felder  das  Lineal  an  der  linken  unteren  Ecke  be- 
rührt, ausgesucht  und  aus  ihnen  sammt  ihren  Zahleucoefficienten  eine 
Gleichung  gebildet,  welche  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  für  y 
liefert.  In  dem  gegebenen  Beispiele  sind  die  mit  Sternchen  ver- 
sehenen dem  Lineale  anhegenden  Felder  die  mit  den  Bezeichnungen 
a?,  x'y',  2/".  Die  neue  Gleichung  enthält  somit  nur  die  Glieder 
if' —  la-x-y'  +  6«'a;'  =  0.     Ihr  genügen  die  vier  Wurzeln 

•  >J  =  Vax,  y=—yax,  y  =  ']/2ax,  y  =  —  y2ax, 
mid  jeden  dieser  vier  Werthe  darf  man  als  Anfang  einer  Entwick- 
lung von  y  benutzen,  je  nachdem  man  sich  entschlossen  hat,  den 
einen  oder  den  anderen  Wurzelwerth  zu  ermitteln').  Die  beiden  noch 
übrigen  Wm-zebi  der  Hilfsgleichung:  y  =  +  ]/ —  Saa;  lässt  Newton 
unberücksichtigt,  da  er  zwar  positive  und  negative  Gleichungswurzeln 
anerkennt,  imaginäre  aber  noch  nicht. 

')  quorum  quemlibet  pro  primo  termino  quotientis  aecipere'  licet,  prout  c  ra- 
Jicibus  quampium  extraherc  decretuin  esl. 
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Ausser  in  dem  Briefe  vom  24.  October  1676  hat  Newtou  sein 
Parallelogramm  auch  iu  der  Abhandlung  Mfthodus  fluxionuni  et  serie- 
rttm  infinitarum^)  auseinandergesetzt.  Die  Abhandlung  war  gegen 
Ende  1671  di'uckfertig  und  sollte,  wie  CoUins  in  an  Borelli  und 
an  einen  damals  in  Paris  verweilenden  Engländer  Francis  Verngn 
gerichteten  Briefen  vom  December  1671  mittheilte  ^),  als  Anhang  zu 
einer  von  Newton  vorbereiteten  neuen  Ausgabe  der  Algebra  oder 
Sfel-lconst  eines  holländischen  Mathematikers  Gerhard  Kiuckhuysen 
erscheinen,  deren  erste  Auflage  von  1661  stammt.  Als  diese  unter- 
blieb, war  Newtons  nächste  Absicht,  welche  gleichfalls  etwa  1671 
gefasst  wurde,  die  mathematische  Abhandlung  einem  optischen  Werke 
beizugeben^).  Auch  daraus  wurde  nichts.  Vielmehr  erschien  die 
Methodus  fluxionum  erst  1736,  also  10  Jahre  nach  Newtons  Tode  in 
englischer  von  John  Colson  herrührender  Uebersetzung  mit  fort- 
laufenden  Erläuterungen.  Ob,  beziehungsweise  welche  Veräuderimgen 
Newton  nach  1671  an  seiner  Abhandlung  vorgenommen  hatte,  wird 
in  anderem  Zusammenhange  im  89.  Kapitel  besprochen  werden  müssen. 
Auch  in  der  Methodus  fluxionum  ist  das  Parallelogramm .  nur  be- 
schrieben, nicht  bewieseji,  und  von  den  durch  Andere  nachträglich 
gelieferten  Beweisen  wird  erst  innerhalb  der  Zeit,  zu  welcher  die- 
selben entstanden,  zu  reden  sein. 

Newton  hatte  mit  seinen  Eegeln  zur  näherimgsweisen  Auflösung 
der  Gleichungen  einen  ziemlich  grossen  Schritt  über  das  von  Stevin, 
von  Vieta,  von  Harriot  Erreichte  hinaus  vollzogen,  aber  —  wir 
müssen  stets  darauf  zurückkommen  —  es  dauerte  in  England  geraume 
Zeit,  bis  man  die  Analysis  per  aequationes,  die  seit  1669  bei  CoUins 
in  keineswegs  geheimer  Verwahrung  lag,  richtig  würdigte  (S.  65). 
In  den  Jahren  1673  imd  1-674  erschien  dort  eine  zweibändige  Algebra 
von  John  Kersey*)  (1616 — 1690?)  unter  dem  Titel  The  elcments 
of  mathematical  ort  conimonley  called  algebra,  welche  alsbald  nach 
ihrem  Erscheinen  als  ein  klassisches  Werk  betrachtet  wurde.  Leibniz 
hat  in  einem  nachgelassenen  Aufsatze  über  die  Entwicklungsgeschichte 
der  Algebra-')  das  Kerseysche  Werk  als  eine  wohlausgestattete  und 
reiche  Vorrathskammer  der  Algebra  bezeichnet.  Schon  vor  dem  Er- 
scheinen kamen  1672  in  dem  VIII.  Bande  der  P.  T.  lobpreisende  An- 
kündigungen. Wallis  und  Collius  selbst  waren  deren  Verfasser, 
aber  Collins  macht  hier  auch  nicht  die  leiseste  Anspielung  auf  Newtons 
Untersuchungen,  es  ist,  als  wenn  sie  für  ihn,  nicht  vorhanden  ge- 
wesen wären. 


')  Opuscula  Neu-toni  I,  31  —  199,  besonders  pag.  41  sqq.  -)  Commerc. 
epistol.  pag.  81.  '")  Ebenda  pag.  126—127.  *)  National  Biography  (edited  by 
Sidney  Lee),  XXI,  69.     ')  Leibniz  VII,  215—216. 
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Auch  Leibuiz  hat  zu  verscliiedeueu  Zeiteu  mit  der  Lehre  vou 
den  Gleichungen  sich  beschäftigt,  vor  wie  nach  dem  ersten  Londoner 
Aufenthalte  von  167G,  aber  seine  Arbeiten  beziehen  sieh  nicht  auf 
die  Auffindimg  von  Näherungswerthen  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichmigeu.  Die  ersten  Arbeiten  schlössen  sich  während  seines 
Pariser  Aufenthaltes  au  das  Studium  der  Bombellischen  Algebra 
an,  zu  welchem  Leibuiz  die  Anregung  von  Huj'gens  erbalten  hatte, 
und  ihre  Ergebnisse  finden  sich  in  dem  zwischen  Leibuiz  und  Huy- 
gens  damals  geführten  ßriefwechseP)  und  in  einem  vielleicht  damals 
entstehenden  Abhandlungsentwurfe-)  über  kubische  Gleichungen  und 
deren  in  imaginärer  Form  auftretenden  reellen  Wurzeln.  Namentlich 
die  von  Leibuiz  aufgestellte  Identität 


Vi  +  1/=^  +  VT-  }/-  3  =  |/6 
machte  auf  Huygens  einen  überraschenden  Eindruck.  Zur  wirklichen 
Einsicht  in  diese  räthselhaften  Formen  war  aber  die  Zeit  noch  nicht 
gekommen,  und  Leibnizens  Foi"mel  war  zwar  ein  auffallendes  Beispiel, 
brachte  aber  die  Frage  nach  dessen  eigentlicher  Bedeutung  um  keinen 
Schritt  weiter,  hätte  vielleicht  diesen  Erfolg  kaum  haben  können, 
wenn  es  der  Oeffentlichkeit  übergeben  worden   wäre. 

Von  viel  grösserer  Tragweite  ist  ein  Gegenstand,  dessen  Keim 
schon  1676  nachweisbar  ist,  den  Leibuiz  dann  wieder  in  einem  Brief- 
wechsel, welchen  er  1693  mit  dem  Marc^uis  de  l'Hospital  führte, 
und  in  nachgelassenen  Aufsätzen  behandelte,  und  bei  welchem  die 
(tlanzseite  Leibuizischen  Denkens,  seine  formale  Erfindungsgabe,  wie 
wir  sagen  möchten,  in  das  hellste  Licht  trat.  Guillaume  Fran^ois 
Marquis  de  l'HospitaP)  (1661  — 1704)  gehörte  den  höchsten  fran- 
zösischen Adelskreisen  au.  Einige  Jahre  lang  war  er  Rittmeister 
in  der  Armee  seines  Vaterlandes,  daun  zog  er  sich  in  ein  wissen- 
schaftlich erfülltes  Privatleben  zurück.  Er  stand  in  Briefverkehr  mit 
Huygens,  in  persönlichen  Beziehungen  zu  Johann  Bernoulli,  während 
dieser  in  Paris  verweilte;  seit  Ende  1692  war  auch  ein  Briefwechsel 
mit  Leibuiz  im  Gange.  Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  (S.  76)  von 
dem  Aufsatze  Compendhini  qnadraturae  arithmeticae  gesprochen,  welcher 
muthmasslich  1676,  wenn  nicht  schon  1675  vollendet  war.  In  diesem 
Aufsatze  dürfte  Leibuiz  zum  ersten  Male  Stellenzeiger  oder  lu- 
dices  (Bd.  II,  S.  686)  angewandt  haben,  um  Punkte  derselben  Gat- 
tung mit  dem  gleichen  Buchstaben  benennen  zu  können,  ohne  doch 
befürchten  zu  müssen,  durch  diese  Gleichnamigkeit  Verwechslungen 
hervorzurufen.     Die  einer  und  derselben  Curve  augehörenden  Punkte 


')  Leibniz  II,  11—15.  -')  Ebenda    VII,  138—154.  ")  Mcmoircs   de 

VAcadimie  des  sciences.    Paris,  1704 
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uamite  er')  iusgesammt  C,  fügte  aber  links  unten  die  Stellenzeiger 
1,  2,  3,  4,  5  hinzu,  so  dass  von  Punkten  /',  JJ,  ß,  ^C,  -ß  die  Rede 
ist.  Eine  ähnliche  Benutzung  von  Stellenzeigern  liegt  gedruckt  in 
der  Quadratura  aritlimetica  communis  sedionitm  conicarum  in  den  A.  E. 
von  1691  vor.  Dort  sind-)  Punkte  H,  d,  1,  q  durch  links  angebrachte 
Stellenzeiger  unterschieden.  In  einem  Briefe  an  den  Marquis  de 
l'Hospital  vom  28.  April  1693  ging  Leibniz  über  diese  frühere  nicht 
hoch  genug  zu  schätzende  Neuerung  abermals  einen  gewaltigen  Schritt 
hinaus^):  er  erfand,  wie  wir  heute  sagen,  die  Anwendung  mehr- 
facher Stellenzeiger,  er  benutzte  sie  zur  Auflösung  des  Elimi- 
minationsproblems.  Seien  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  vorgelegt, 
in  welchen  eine  erste  Unbekannte  x,  eine  zweite  Unbekannte  y  vor- 
kommen, deren  Entferumig  beabsichtigt  ist,  so  könne  man,  sagt 
Leibniz,  die  neun  vorkommenden  Coefficieuten  je  zweiziffrig  schreiben, 
so  dass  die  erste  Ziifer  erkennen  lasse,  ob  der  Coefficient  der  (1), 
(2),  (3)  Gleichung  angehöre,  die  zweite,  ob  er  in  Verbindung  mit 
keiner,  der  1.  oder  der  2.  Unbekannten  auftrete.  Die  drei  Gleichungen 
heissen  dementsprechend: 

(1)  10 -f  Ihr  +  122/  =  0 

(2)  20  -f  21x  +  22?/  =  0 

(3)  30 -f3U--f  32y  =  0. 

Die  Wegschaffung  von  y  zwischen  (l)  und  (2),  beziehimgsweise 
zwischen  (1)  und  (3)  liefert  zwei  neue  Gleichungen,  denen  Leibniz 
die  Namen  (4)  und  (5)  beilegt.     Sie  heissen,  sagt  er, 

(4)  10-22  —  12-20 -f  11 -220;—  12  •21a;  =  0 

(5)  10  -  32  -  12  -  30  -f  11  -  32a;  —  12  -  31  j;  =  0 

und  wir  bemerken  dabei  auch  den  Punkt  als  Multiplikations- 
zeichen, den  Leibniz  hier  gebrauchte,  ohne  besonders  darauf  auf- 
merksam zu  machen.  Nun  sei,  fährt  Leibniz  fort,  zwischen  (4)  und 
(5)  die  Unbekannte  x  wegzuschaffen  und  das  führe  zu 

1.9.3         1    . 9    .  S 

1     .  9    .  T    —  1     .  9    .  ^ 

lo  ■  2(,  •  3j  li  •  2j  ■  3^. 
Man  könne,  wenn  man  die  Rechnung  fortsetze,  zu  einem  allgemeinen 
Lehrsatze  gelangen.  Es  handle  sich  schliesslich  immer  um  die  Gleich- 
setzung gewisser  Produkte,  in  deren  jedem  je  ein  Coefficient  aus  jeder 
Gleichung  vorkomme.  Wir  haben  kaum  nöthig  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  bei  Leibnizens  Schlussgleichuug  die   zweiten  Ziffern 


•)  Leiljniz  V,  100.     -)  Ebenda  V,  130—131.     =)  Ebenda  II,  20U— 211. 
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der  vorher  zweiziti'rig  auf  gleicher  Zeile  geschriebeueii  Coefficieuten 
herunterrückeud  als  rechts  stehende  Indices  auftreten,  dass  ferner 
sowohl  die  links  als  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  vmverniittelt 
unter  einander  stehenden  Produkte  additiv  vereinigt  gedacht  sind, 
dass  endlich  die  Elimiuatiousgleichuug  genau  diejenige  ist,  welche 
man  später  als  zu  Null  werdende  Determinante  zu  schreiben  ge- 
lernt hat.  Der  Schlusssatz  des  Briefes  lässt  erkennen,  dass  Leibniz 
ein  volles  Bewusstsein  von  der  Bedeutsamkeit  dieser  Untersuchung 
besass.  Man  sieht  hier,  sagt  er,  auf  was  ich  schon  gelegentlich  hin- 
gewiesen habe,  dass  die  Vervollkommnung  der  Algebra  von  der  Com- 
binatorik  abhängt').  Um  so  auffallender  erscheint,  dass  Leibniz  auch 
in  dem  handschriftlichen  Nachlasse  nichts  hinterliess,  was  das  Elimi- 
nationsproblem noch  weiter  gefördert  hätte,  wenn  er  auch  von  sym- 
bolisch zwei-  und  dreiziifrig  geschriebenen  Coefficieuten  häufig  genug 
Gebrauch  machte,  imd  dass  er  sogar  von  dieser  Bezeichnungs weise 
einmal  in  der  Oeffentlichkeit  in  einer  in  den  A.  E.  von  1700  ge- 
diiickten  Abhandlung  sprach-). 

Von  Versuchen  Leibnizeus,  Gleichungen  fünften  Grades  aufzu- 
lösen, reden  wir  weiter  unten.  Dagegen  berühren  wir  hier  noch  im 
Vorbeigehen  einen  algebraischen  Gegenstand,  der  Leibniz  einmal  be- 
schäftigt hat.  Die  Gleichung  x'' -\- x  =  30  sagt  er^),  werde  durch 
X  ^  o  erfüllt,  aber  meistens  seien  solche  Gleichungen  ausser  mit 
Hilfe  von  Transcendenten  unlösbar. 

Ein  weiterer  Schriftsteller,  der  algebraische  Untersuchimgen  an- 
stellte, war  Ehrenfried  Walther  von  Tschirnhaus  auf  Kiess- 
lingSwalde*)  (1651  —  1708).  Er  gehörte  einem  alten,  früher  böh- 
mischen oder  mährischen,  aber  schon  durch  vier  Jahrhunderte  Lau- 
sitzer Adelsgeschlechte  an.  Nach  geringer,  den  damaligen  deutschen 
Verhältnissen  entsprechender  Vorbildung  in  der  Mathematik,  zu 
welcher  Tschirnhaus  durch  innere  Neigung  sich  hingezogen  fühlte, 
begab  er  sich  1668  zum  Studium  nach  Leiden.  Bald  Krankheit, 
bald  kriegerische  Ereignisse,  an  welchen  sich  Tschirnhaus  als  Frei- 
williger betheiligte,  unterbrachen  seine  wissenschaftlichen  Bestre- 
bungen, ohne  ihnen  ein  Ende  zu  machen.  Er  kehrte  vielmehr  immer 
wieder  zur  Mathematik  und  zu  der  ihr  nahe  verwandten  Physik  und 
Philosophie  zurück.     Nachdem  er   1675  einen  kurzen  Besuch  in  der 


')  On  voit  aussi  par  la  une  chose  que  j'ai  indüjuce  dcja  dans  les  occasions, 
c'est  que  la  per/ection  de  T Algehre  depend  de  l'art  des  Combinaison^.  °)  Leibniz 
V,  348.  ^)  Ebenda  VII,  215:  ,Scd  plerumque  valor  nisi  in  transcendentibus  im- 
possibilis   est.  ')  Herrn.    Wcisseiiborn,    Lebensbeschreibung    des    Ehrenfr. 

Wallhcr  v.  Tschimhaus  auf  Kicpslingswalcle   und  Würdigung  seiner  Verdienste. 
Eisenach,  ISüij. 
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Heimath  gemacht  hatte,  gmg  er  über  Holland  nach  England,  von 
da  im  September  des  gleichen  Jahres  nach  Paris,  wo  er  (S.  28)  mit 
Leibniz  bekannt  wurde,  an  welchen  Oldenburg  ihn  mit  einem 
EmpfehUmgsschreiben  versehen  hatte.  Länger  als  ein  Jahr  blieben 
die  beiden  jungen,  im  Alter  nur  um  fünf  Jahre  von  einander  ab- 
stehenden, in  der  Geistesrichtung  nahe  verwandten  deutscheu  Gelehiien 
auf  fremdem  Boden  in  engsten  Beziehungen,  bis  Leibniz  im  October 
1676  Paris  verliess.  Nicht  viel  später  ging  auch  Tschirnhaus  wieder 
von  dannen.  Briefe  vom  April  1677  bis  zum  April  1678  aus  Rom 
lassen  den  damaligen  Aufenthaltsort  erkennen.  Ein  abermaliger  Be- 
such der  Heimath  fiillt  in  das  Jahr  1679.  Ebendort  verweilte  er 
im  April  1681.  Dann  war  Tschirnhaus  wiederholt  in  Paris,  wo  er 
am  22.  Juli  1682  als  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  auf- 
genommen wurde.  Aber  die  meisten  Briefe  Tschirnhausens  seit  1681 
sind  doch  aus  Sachsen  datirt,  wo  er  seinen  eudgiltigen  Aufenthalt 
nahm,  wo  er  mit  kurfürstlicher  Unterstützung  drei  Glashütten  ins 
Leben  rief,  und  wo  er  bald  am  Hofe,  bald  in  der  unmittelbaren  Nähe 
jener  Fabriken  verweilte.  Sein  Vermögen  scheint  dabei  in  bedenk- 
licher Weise  abgebröckelt  zu  sein,  auch  seine  Gesundheit  litt,  und 
'somit  waren  seine  letzten  Lebensjahre  eigentlich  recht  traurig. 

Die  Arbeit  über  Gleichungen,  welche  Veranlassung  bot,  diese 
Angaben  über  Tschirnhausens  Lebensgeschichte  hier  einzuschalten, 
ist  in  den  A.  E.  von  1683  abgedruckt^)  und  führt  die  Ueberschrift 
Methodus  anferendi  omnes  terminos  intermedios  ex  data  aeqnatiotie  per 
D.  T.,  wo  die  Bedeutung  der  beiden  Buchstaben  D.  T.,  welche  Do- 
minum Tschinihnusen  als  den  Verfasser  bezeichneten,  jedepi  damaligen 
Leser  verständlich  gewesen  sein  wird,  nachdem  seit  1682  schon 
wiederholt  Aufsätze  aus  seiner  Feder  in  den  A.  E.  veröffentlicht  worden 
waren.  Wenn  Tschirnhaus  wirklich  zu  leisten  im  Stande  war,  was 
der  Titel  versprach,  d.  h.  wenn  er  jede  Gleichung  durch  Wegschaffung 
aller  zwischen  dem  ersten  imd  dem  letzten  Gliede  befindlichen 
Zwischenglieder  in  eine  binomische  Gleichung  von  der  Form 

zu  verwandeln    vermochte,    dann   war  das   allgemeinste   Problem   der 
Algebra  gelöst. 

Tschirnhausens  Methode  bestand  in  Folgendem,  wenn  wir  einen 
Augenblick  seine  Bezeichnuug  uud  Darstellimgsweise  zu  Gunsten  einer 
allgemeineren  Erörterung  verlassen.     Sei  die  Gleichung 

X''  -f-  a^x"-^  +  ■  •  ■  +  «o-ia;  -|-  «,,  =  0 
gegeben.     Man    bildet    eine    hinzutretende    Hilfsgleichuug,  •  aequatio 

')  A.  E.  1683,  •204—207  (Maiheft). 
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assumta,  von  der  Form 

a;— 1  ==  h,x"--  +  b,x"--^  -\ h  b„-2X  +  6„_,  +  tj 

uud  elimiuirt  x  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  angenommenen 
Gleichmig.  Dabei  entsteht  eine  neue  Gleichung  mit  der  Unbekannten 
y,  welche  gleichfalls  « ten  Grades  ist^),  mithin 

y  +  c,y"-'  H +  c„-iy  +  c„  =  0 

heisst.  In  fj,  c^,  ...  f„_i  kommen  aber  die  willkürlichen  Grössen 
b^,  h^,  ...h„—i  vor,  welche  man  so  bestimmen  wird,  dass 

dass  mithin  nur  noch  y"  -|-  c„  ^  0  als  neue  Gleichung  übrig  bleibt, 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Wir  wissen  heute,  dass  diese  Schluss- 
folgerung eine  übereilte  ist.  Allerdings  entsteht  mit  Hilfe  der  an- 
genommenen Gleichmig  das  Eliminationsergebniss 

y-  ^  c^if-i  ^ ^  c„_iy  -f  c.  =  0. 

Allerdings  enthalten  die  c,,  fg,  .  .  .  c„_i  die  willkürlichen  Grössen 
b^,  bo,  .  .  .bn—i.     Aber  die  Bestimmung  der  letzteren  aus 

ist  meistens  mit  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verknüpft. 

Von  diesen  Schwierigkeiten  sagt  Tschirnhaus  kein  Wort,  während 
er  sehr  gut  erkennt,  dass  die  erforderte  Elimination  wesentüch  ein- 
facher von  statten  geht,  wenn  man  die  Gleichung  in  x  als  von  ihrem 
zweithöchsten  Gliede  schon  befreit,  also  in  der  Form 

x"  -f-  02^;"""  +  •  ■  •  +  a„-ix  +  an  =  0, 

in  Rechnimg  zieht-).  Wie  Tschirnhaus  die  Elimination  vollzogen 
wissen  wollte,  mit  deren  Hilfe  jene  neue  Gleichung  entsteht,  deren 
mittlere  Coefticienten  nach  seiner  Behauptung  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden  können,  sagt  er  nicht.  Wir  möchten  vermuthen,  er 
habe  sich  der  Subtraktion  der  bald  mit  der  Unbekannten,  bald  mit 
Bekanntem  vervielfachten  angenommenen  Gleichung  von  der  ursprüng- 
lich gegebenen  Gleichung  in  mehrfacher  Wiederholung  bedient. 

Tschirnhausens  Beispiel  der  kubischen  Gleichung  heisst,  nachdem 
das  quadratische  GUed  schon  entfernt  ist,  y^  =  qy  -\-  f' ,  die  ange- 
nommene Gleichung  ist  y-  =  by  -\-  z  -\-  a .  Wir  woUen  jene  die 
Gleichung  I,  diese  die  Gleichung  H  nennen.  Wird  II  mit  y  verviel- 
facht von  I  abgezogen,  so  entsteht  hy-  =  {q  —  a  —  z)y  -j-  r.  Davon 
die  mit  b  verviefachte  H  abgezogen  bringt 


')  quae  aeque  altas  dimensiones  ohtinet.  ')  Vergl.  Matthiessen,  Grund- 
züge der  antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  Leipzig, 
1878.    S.  119—126.     Ueber  das  zuletzt  Erwähnte  vergl.  S.  121,  Z.  24—28. 
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(^s  -\-  a  -\-  b'-  —  g)y  =  —  hz  —  ab  -\-  r 
hervor,  beziehungsweise  y  =  — ~ — ;— r^ Setzt  man  aber  diesen 

Werth  von  y  in  H  ein  xmd  schafft  die  Brüche  durch  Multiplikation 
der  Gleichung  mit  (z  -\-  a  -\-  b'  —  qf  weg,  so  erhält  man 

z^  +  (3a  -  2q)z-  +  (3aä  —  Aqa  +  q^  -  qb-  +  3rb)z 

+  («ä  —  22«-  +  q-a  —  qb'a  +  5rha  —  r"-  —  qrb  +  r¥)  ==  0, 
und  das  ist  ganz  genau  die  Gleichungsform,  von  welcher  Tschimhaus 
sagt,  man  gelange  zu  ihr. 

Das  Verschwinden  der  Mittelglieder  fordert  erstlich  3a  —  2^  =  0 

also  «  =  -5-3  und  zweitens   3a-  —  4qa  -{-  q-  —  qb'  +  Zrb  =  0  oder 
qb'^  —  3rb  =  3«-  —  iqa  +  2'  = 5-  2" 


3 


a,.„.  =  |[i  ±1/^-1] 


wie  Tschimhaus   schreibt.     Diese  Werthe  von  a  und  b  braucht  man 
nur  in  die  angenommene  Gleichung  einzusetzen,  so  wird  aus 


2/  +  ^+"' 


..3  =  ««  -U  r   ,inr1    .^.  =  1\JL  U-  l/l!  -  Ü       ^ 

imter  Wegfall  von  y  eine  Gleichung  in  z  entstehen,  welche  s^  einer 
aus  lauter  Bekanntem  zusammengesetzten  Grösse  gleichsetzt. 

Tschirnhaus  gibt  dann  weiter  die  Werthe  von  a  und  b  an,  welche 
diejenige  angenommene  Gleichimgen  hervorbringen,  welche  sich  eignen, 
aus  den  schon  vom  zweithöchsten  Gliede  befreiten  Gleichimgen  4.,  5., 
6.  Grades  neue  Gleichungen  gleichen  Grades  hervorzubringen,  welche 
auch  vom  dritthöchsten  Gliede  befreit  sein  werden.  Aber  warum 
diese  Genügsamkeit?  Warum  gibt  Tschirnhaus  nicht  lieber  diejenige 
angenommene  Gleichrmg  4.  Grades  an,  welche  die  Gleichung  5.  Grades 
von  ihren  vier  Mittelgliedern  befreien  lässt?  Sollte  er  an  der  Unfehl- 
barkeit seiner  Methode  irre  geworden  sein,  als  er  sie  zur  Auflösimg 
der  Gleichung  5.  Grades  benutzen  wollte,  oder  sollte  er  diesen  Ver- 
such gar  nicht  gemacht  haben?  Wir  halten  letztere  Annahme  für 
gradezu  ausgeschlossen. 

Wir  haben  Leibnizens  Beschäftigung  mit  der  Gleichung 
fünften  Grades  (S.  107)  erwähnt.  Sie  ist  durch  einen  Brief  sicher 
gestellt,  welchen  Huygens  an  Leibniz  während  ihres  gemeinschaft- 
lichen Aufenthaltes    in   Paris    schrieb').     Nun    kam    Tschimhaus    im 


')  Leibniz  IT,  14:  Vous  vous  estes  mis  a  chercher  une  chose  qui  doit  estre 
bien  difficile  a  trouvcr  puisqu'elle  ne  Ta  pas  este  encore,  qui  est  de  donner  des 
fmiiudes  de  racines  pour  les  Equations  du  ö"  degre  et  au  deh'i. 
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.September  1(375  nach  Paris.  Er  stand  mit  Leibuiz  im  engsten  wissen- 
schaftlichen Verkehr,  und  ■wenn  man  daraus  an  und  für  sich  folgern 
könnte,  Leibniz  werde  auch  von  seinen  aJgebraischen  Forschungen 
dem  Freunde  kein  Hehl  gemacht  haben,  so  können  wir  die  Thatsache 
auch  anderwärts  bestiitigen.  Als  Tschirahaus  im  Spätherbst  1679 
nach  Deutschland  zurückkehrte,  besuchte  er  Leibniz  auf  einige  Tage 
in  Hannover').  Leibniz  rief  ihm  damals  die  Pariser  Tage  ins  Ge- 
dächtniss  zurück  und  frischte  nachmals  die  Erinnerung  auch  in  einem 
Briefe  wieder  auf,  aus  welchem  wir  eine  Stelle  übersetzen"):  „Sie 
werden  zugeben,  dass  ich  nicht  uubedachtsam  über  Ihre  Methoden 
zur  Auffindung  von  Gleichungswurzeln  geurtheilt  habe,  vmd  Sie  werden 
glauben,  dass  ich  nicht  aus  Eitelkeit  sagte,  dass  ich  Aehuliches  schon 
früher  gesucht  habe,  sondern  von  der  Erwägung  ausgehend,  dass 
Sie  nicht  später  einmal  mich  in  Verdacht  haben  möchten,  etwas  von 
Ihnen  abgeschrieben  zu  haben;  und  dass,  wenn  ich  Ihnen  ins  Ge- 
dächtniss  zurückrief,  was  ich  Ihnen  in  Paris  gezeigt  hatte,  ich  es 
nicht  that,  als  wenn  ich  glaubte,  Sie  hätten  sich  meine  Gedanken 
angeeignet  —  weiss  ich  doch,  was  Sie  für  sich  allein  kömien  — 
sondern  um  Ihnen  leichter  zu  beweisen,  dass  ich  kein  Neuling  in 
jenen  Untersuchungen  war."  Aus  dieser  Stelle  geht  überdies  hervor, 
dass  Leibniz  damals  mit  Tschiruhausens  Untersuchungen  über  Glei- 
chungen bekannt  gewesen  sein  muss,  und  so  war  es  auch. 

Schon  am  10.  April  1678  hatte  Tschirnhaus  von  Rom  aus  aus- 
führliche Mittheilung  an  Leibniz  gemacht  ),  und  wenn  auch  der  Brief 
leider  nicht  im  Wortlaute  durch  den  Druck  bekannt  gegeben  worden 
ist,  so  weiss  man  doch  so  viel,  dass  das  Wesentliche  des  Inhaltes 
der  Abhandlung  von  1683  dort  entwickelt  war.  Man  weiss  überdies 
aus  Leibuizens  Antwort  und  aus  einem  späteren  Briefe  Tschirnhausens, 
dass  Tschirnhaus  damals  auch  andere  Methoden  für  die  Gleichungs- 
auflösung in  Vorschlag  brachte,  bei  welchen  vermuthlich  die  Unbe- 
kannte einer  Gleichung  «ten  Grades  der  Summe  von  n  —  1  Grössen 
gleichgesetzt  wurde')  und  jene  Summanden  selbst  auch  als  wte 
Wurzeln  gewählt  werden  konnten  ■'). 

Leibniz  unterHess  es  nicht,  dem  Freunde  Einwürfe  zu  machen, 
welche  Tschirnhaus  noch  auf  der  ßeise  zukamen.  Auch  aus  diesem 
Briefe  übersetzen  wir  eine  Stelle'')  mit  der  Bemerkung,  dass  Leibniz 
sich  regelmässig  des  Zeichens  n  als  Gleichheitszeichen  zu  bedienen 
pflegte  (S.  33),  dass  wir  aber  vorzogen,  da»  gewöhnliche  Zeichen 
dafür  eintreten  zu  lassen.     „Was  Ihre  dritte  Methode  zur  Auffindung 

')  Leibniz  IV,  423.  =)  Ebenda  IV,  482.  »)  Ebenda  IV,  450.  ■>)  Weissen- 
born,  Tschirnhaus  S.  182—185.     *)  Leibniz  IV,  469.     «)  Ebenda  IV,  478-  479. 
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von  Gleichungswurzeln  betrifft,  die  darin  besteht,  zur  Auflösung  von 

x^  +  px'^  +  qx"^  +  rx'  +  sx  -{-  t  =  0 
die  Annahme 

a;*  +  hx^  +  <^^^  +  f^*'  +  ß  =  2/ 

zu  machen,  dann  x  mittels  y  zu  eliminiren  vmd  mit  Hilfe  der  vrill- 
kürlichen  Grössen  h,  r,  d  u.  s.  w.  die  Mittelglieder  in  der  entstehenden 
Gleichung  2/^  4"  "  ■  '  ^  0  zu  entfernen'),  so  glaube  ich  nicht,  dass  sie 
bei  Gleichungen  höherer  Grade  von  Erfolg  sein  kann,  es  sei  denn 
in  besonderen  Fällen.  Ich  glaube  dafür  einen  Beweis  zu  be- 
sitzen." Wir  machen  besonders  auf  den  letzten  Ausspruch  aufmerk- 
sam, den  wir  durch  den  Druck  hervorheben  Hessen.  Erst  anderthalb 
Jahrhunderte  später  im  Jahre  1824  gab  Abel  den  unanfechtbaren 
Beweis  der  algebraischen  Unlösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichung  von 
höherem  als  dem  vierten  Grade.  Die  Benutzung  von  Tschirn- 
hausens Methode,  um  die  Gleichung  5.  Grades  auf  die  Form 

X-'  -\-  Ax  +  B  =  0 
zu  bringen,  ist  noch  einige  dreissig  Jahre  jünger.  Leibnizens  brief- 
liche Warnung  verhallte  ungehört.  Nun  kam  jene  Unterredung  in 
Hannover.  Kami  es  zweifelhaft  sein,  dass  damals  von  der  Anwen- 
dung der  Tschirnhausen  sehen  Methode  auf  Gleichungen  5.  Grades  die 
Rede  gewesen  sein  muss?  Tschirnhaus  hat  zuverlässig  Versuche  nach 
dieser  Richtimg  angestellt,  hat  sich  von  ihrer  Vergeblichkeit  über- 
zeugt, und  er  ist  dadurch  von  der  Werthschätzung  seiner  Methode 
zurückgekommen. 

Auch  für  diese  Behauptimg  besitzen  wir  einen  Beleg.  Im  Jahre 
1682  war  Tschirnhaus  in  Paris.  Er  hatte,  um  in  die  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  aufgenommen  zu  werden  —  ein  Wunsch, 
der,  wie  wir  wissen  (S.  108),  am  22.  Juli  jenes  Jahres  in  Erfüllung 
ging  —  derselben  ein  Verzeiclmiss  seiner  wissenschaftlichen  Leistungen 
eingereicht.  Von  jenem  Verzeichnisse  machte  er  am  27.  Mai  Mit-- 
theilung  an  Leibniz"),  und  in  ihm  ist  von  der  allgemeinen  Auflösung 
jeder  Gleichung  Jiten  Grades  keine  Rede. 

Und  dennoch  erfolgte  die  Veröifentlichimg  von  1683?  Sie  er- 
folgte, und  als  Leibniz  alsdann  fragte'):  „Ich  möchte  doch  wissen, 
ob  Sie  mit  Hilfe  Ihrer  Methode  zur  Auffindung  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  endlich  die  so  lange  erhofften  Wurzehi  der  Gleichung 
5.  Grades   aufweisen  können,    denn  die    der  Gleichungen   niedrigeren 


')  In  dem  Abdrucke  des  Leibnizischen  Briefes  finden  sich  einige  Fehler, 
entweder  Druck-  oder  Schreibfehler.  In  der  HUfsgleichung  heisst  das  Glied 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  ^  statt  y,  und  das  erste  Glied  der  Schlussgleichung 
heisst  if  statt  if.     ^)  Leibniz  IV,  488.     '')  Ebenda  IV,  501. 
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Grades  keuueu  wir  schon  lange  nach  anderen  Methoden",  da  blieb 
Tschirnhuus  die  Antwort  schuldig. 

Aber  auch  der  Beweggrund  ist  bekannt,  der  Tschirnhaus  zur 
Veröffentlichung  vnu  1083  veranlasste.  Am  25.  August  1G83  schreibt 
Tschirnhaus  buchstäblich']:  Dass  sonsten  bieshero  in  den  Actis  eines 
und  das  andere  inseriren  lassen,  ist  geschehen,  dass  sie  zu  Paris  sehen, 
tvie  das  in  meinen  sfudiis  fortgehe,  und  das  zugleich  andern  innotescire. 
Es  genügte  Tschirnhaus  nicht,  Mitglied  der  Pariser  Akademie  zu  sein; 
er  wollte  gleich  vielen  anderen  Gelehrten  von  Ludwig  XIV  mit  einem 
Jahresgehalte  bedacht  werden,  und  deshalb  sollte  man  insbesondere 
in  Paris  sehen,  wie  das  in  seinen  studiis  fortgehe.  Deshalb  warf  er 
in  dem  gedruckten  Aufsatze  mit  allgemeinen  Möglichkeiten  um  sich, 
an  die  er  —  so  ist  wenigstens  unsere  üeberzeugung  —  selbst  nicht 
mehr  glaubte,  wenn  er  auch  in  dem  eben  erwähnten  Briefe  vom 
2ö.  August  1683  fortfuhr:  Was  den  methodum  anlanget,  die  Iladices 
ope  ahlationis  intermediorum  terminörum  zu  determiniren ,  ist  gar  leicht 
zu  demonstriren,  dass  er  richtig;  wo  es  getviesse  rationes  nicht  verhindern, 
die  ich  habe,  so  uihl  solches  publice  auch  in  5to  gradn  darthun.  Das 
müssten  denn  doch  ganz  absonderliche  rationes  gewesen  sein,  welche 
ihn  abhielten,  nachdem  der  Gedanke  der  Methode  preisgegeben  war, 
ihre  edelste  Frucht  auf  den  Markt  zu  bringen. 

Wir  sind  aus  doppeltem  Grunde  so  ausführlich  auf  Tschirnhausens 
algebraische  Untersuchungen  eingegangen.  Erstlich  wegen  der  grossen 
Bedeutung,  welche  dieselben  nachträglich  gewoimen  haben,  nachdem 
sie  fast  schon  der  Vergessenheit  anheimgefallen  waren,  zweitens  weil 
sie  uns  die  Gelegenheit  boten,  Tschirnhausens  Persönlichkeit  auch  in 
den  wenig  lobenswerthen  Charakterzügen  kennen  zu  lernen.  Tschirn- 
haus war  unzweifelhaft  ein  Mann  von  grosser  Geistesschärfe  und  von 
mathematischer  Erfindungsgabe.  Er  durchforschte  erfolgreich  sämmt- 
liche  damals  in  Angriff  genommenen  Gebiete.  Aber  er  beabsichtigte 
aus  seinen  wissenschaftlichen  Erfolgen  einen  unmittelbaren  persön- 
lichen Vortheil  sich  zu  verschaffen,  und  deshalb  kam  es  ihm  nicht 
darauf  an,  vor  der  Oefientlichkeit  manches  noch  stärker  aufzubauschen, 
als  es  in  seinen  eigenen  Augen  verdiente.  Wir  werden  ims  daran  zu 
erinnern  haben. 

Der  Zeitfolge  nach  nennen  wir  einige  englische  Schriften.  Ein 
Geistlicher,  Thomas  Baker**),  gab  1G84  The  geometrical  Iry  or  the 
gate  of  equations  imloclced  heraus'),  dessen  wesentlicher  Inhalt  in  der 
geometrischen  Auflösung  der  von  ihrem   zweithöchsten  Gliede    nicht 


')  Leibniz  IV,  499.     ")  Kationdl  Biography  (edited  by  Leslie  Stephen) 
III,  17.     -)  Ein  Bericht  darüber  in  den  P.  T.  XIV,  540-560. 

Cantor,  Geschichte  der  Mathematik.    111.  ^ 


114  87.  Kapitel. 

befreiten  Gleicliimg  von  höchstens  viertem  Grade  mit  Hilfe  einer 
Parabel  und  eines  Kreises  besteht. 

Die  Algebra  von  John  Wallis,  englisch  1685,  lateinisch  1693 
erschienen,  haben  wir  (S.  4)  von  der  geschichtlichen  Seite  aus  un- 
möglich loben  können.  Aber  als  Lehrbuch  der  Algebra  betrachtet 
war  es  ein  ganz  vorzügliches  Werk,  wäre  es  ein  solches  gewesen, 
wenn  es  auch  nur  die  Newtonschen  Untersuchungen  allein  zugäng- 
lieh  gemacht  hätte,  welche,  wie  wir  erzählt  haben  (S.  102),  dort  zum 
Abdruck  kamen.  Der  Leser  konnte  und  kann  noch  heute  ein  massen- 
haftes Material  an  Regeln  zur  Auflösung  von  Gleichungen  darin  an- 
gesammelt finden  imd  hat  einzig  davor  sich  zu  hüten,  Wallis  imbe- 
dingten Glauben  bezüglich  der  Urheberschaft  der  einzelnen  Sätze 
entgegenzubringen.  Eigene  Untersuchungen  auf  algebraischem  Ge- 
biete hat  Wallis  nicht  angestellt.  Die  lateinische  Algebra  lässt  sich 
als  zweite  vermehrte  Ausgabe  der  ersten  englischen  gegenüber  be- 
trachten. Es  sind  Dinge  hineingearbeitet,  welche  erst  nach  1685 
bekannt  wm'deu.  So  findet  sich  in  ihr')  ein  Auszug  aus  der  Ana- 
lysis  aeqiiationuni  universalis  von  Joseph  Raphson,  welche  1690 
im  Drucke  erschien.  Raphson  war  ein  unbedingter  Bewunderer  und 
Nachahmer  Newtons.  Seine  Auflösung  von  Zahlengleichungen  ähnelt 
ungemein  der  newtonischen.  Der  Unterschied  ist  einzig  der,  dass 
wenn  Newton  die  Ei'gänzungeu  p,  q,  r  u.  s.  w.  jeweils  aus  neuen 
Gleichungen  ermittelte,  Raphson  den  dem  Schüler  vielleicht  leichter 
verständlichen,  aber  jedenfalls  viel  mehr  Rechnung  mit  verhältniss- 
mässig  grösseren  Zahlen  erfordernden  Weg  einschlug,  dass  er  die  um 
p,  dann  die  um  p  -\-  q,  die  um  p  -\-  q  -\-  r  u.  s.  w.  veränderte  An- 
fangsannahme der  Unbekannten  immer  aufs  neue  in  die  ursprünglich 
gegebene  Gleichung  einsetzte. 

Bakers  und  Raphsons  Arbeiten  fanden  einen  Fortsetzer  in  Ed- 
mund Halley-).  Er  gab  1687  in  zwei  Aufsätzen  die  zeichnende 
Auflösung  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  mittels 
einer  einzigen,  also  ein  für  allemal  hergestellten  Parabel  und  einem 
von  Fall  zu  Fall  sich  ändernden  Kreise.  Er  berücksichtigte  dabei 
insbesondere,  dass  jene  Parabel  mit  dem  Kreise  nur  in  einer  graden 
Anzahl  von  Punkten  sich  schneiden  könne,  den  Fall  gleicher  Wurzeln 
mit  eingeschlossen,  welcher  zwei  Durchschnittspuukte  in  einen  Be- 
rührungspunkt übergehen  lasse.  Er  verwandelte  die  kubische  Glei- 
chung,   deren  LTnbekannte  z  heissen  mag,    durch  Vervielfachung  mit 

')  Wallis,  Opera  II,  396—397.  -)  Die  drei  Aufsätze  Halleys,  von  welchen 
hier  die  Rede  ist,  sind  in  den  P.  T.  Nr.  188  (1687),  190  (1687),  210  (1694)  er- 
schienen, aber  auch  vereinigt  im  Anhang  zu  der  Arithmetica  universalis  von 
Newton  (Leiden,  1732)  abgedruckt. 
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z  —  c  in  eine  biquadratisclie  Gleichung,  und  da  uimmebr  ein  Durcli- 
sclmittspunkt  der  neu  hinzugetretenen  Wurzel  z  =  e  entstammen 
musstc,  so  war  durch  den  ihm  entsprechenden  z\yeiten  Durchschnitts- 
puukt  mindestens  eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Gleichung  ge- 
sichert. Halley  wandte  sich  hierauf  1694  den  rechnenden  Annähe- 
rungsverfahren zu.  Neben  Newton  und  Raphson  berücksichtigte  er 
auch  ein  Werk  eines  französischen  Mathematikers  Thomas  Fantet 
de  Lagny^)  (1660 — 1734).  Dieser  hatte  1692  JSh'thodes  noiiveUcs  et 
abrcgi'es  pour  VcxtracUon  et  Vapproximation  des  meines  herausgegeben 

und    darin    behauptet    i/a^  -\-  b    liege    zwischen    n  -\-  w-^-t^t     und 


V 


—  -|-  r — h  "5"  >  und .  es  sei  ferner  j/a''  -{-  b  annähernd  gleich 


w 


^     1^   b  a- 

T  "■    50        T 


Halley  zeigte,  dass  unter  der  selbstverständlichen  Voraussetzung  eines 
im  Verhältniss  zu  n  kleinen  b  diese  Formeln  ähnlich  abgeleitet  werden 
können,  wie  bei  der  Newtonschen  Gleichungsauflösung  verfahren  wird. 
Sei  fl  -1-  c  =  Ya^  -}-  b,  so  folge  3a-e  -\-  3ac^  -\-  e^  =  h,  und  unter 
Weglassung  der   höheren  Potenzen  von  c   könne   oa'-e  =  b,  c  =  w—i 

gesetzt  werden.  Genauer  sei  (3n"-  -1-  3rte)e  =  b,  also  c  =  .  _  ,  „ — , 
^  ^  '  '  '  3a^  -\-  3ae' 

beziehungsweise 

b  ab 


Sa    ■+-  öa  ■  - — i 
3«- 

Andrerseits  könne  aus  dem  näherungs weise  richtigen  3a'e-{-  3«c-  =  & 
auch  gefolgert  werden 


a     ,    n/a*    .      b 


s.  w. 


Noch  etwas  früher  als  De  Lagnys  hier  erwähnte  Schrift,  näm- 
lich 1690,  ist  der  Traiti'  d'algibre  von  Michel  Rolle  erschienen. 
Wir  haben  (S.  98 — 100}  einiges  aus  diesem  Werke  angeführt,  was 
die  Lösung  unbestimmter  Aufgaben  betraf.  Es  war  eine  wirkliche 
Methode,  die  uns  dort  entgegentrat,  alle  früheren  Leistungen  ähnlicher 
Ai't  überholend,  und  nicht  minder  ist,  was  wir  jetzt  zu  erwähnen 
haben,  ganz  anders  geartet,  als  was  wir  aus  anderen  Schriftstellern 
zu  entnehmen  im  Stande  waren.  Erwägt  man  dabei,  dass,  wie  wir 
schon  bei  unserer  ersten  Begegimug  äusserten,  Rolle  nicht  leicht 
oder  gar    angenehm  zu    schreiben  wusste,    so   begreift  man  den  ver- 


')  Memoires  de  VAcadcmie  des  Sciences.    Paris,  1734.  —  Montucla  II,  168. 
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hältnissmässig  geringen  Einfluss,  den  sein  Traite  d'algefere  übte. 
Fremdartig  z.  B.  musste  es  schon  erscheinen,  dass  Rolle,  um  das 
Nichts  darzustellen'),  den  griechischen  Buchstaben  9  verwerthete, 
und  ^Yir  sind  nicht  im  Stande,  die  etwaige  Frage,  warum  nicht  die 
Null  in  ihrem  Rechte  blieb,  zu  beantworten.  Fremdartig  waren  die 
Säulen,  die  er  benutzte.  Die  Rückkehrsäule,  colomne  de  retour, 
haben  wir  in  ihrer  Anwendung  auf  unbestimmte  Aufgaben  kennen 
gelernt,  auch  bei  bestimmten  Aufgaben  erscheint  diese  Art  der  An- 
ordnung. Neu  war  ferner  der  Name  der  Hypothesen-),  worunter 
Rolle  zwei  Annahmen  für  die  Unbekannte  versteht,  die  zwar  beide 
die  Gleichung  nicht  erfüllen,  von  denen  aber  die  eine  dem  Gleichungs- 
polynom einen  positiven,  die  andere  einen  negativen  Werth  gibt,  so 
dass  ein  Wurzelwerth  zwischen  ihnen  liegen  muss.  Man  kommt  dem 
Wurzelwerthe  näher  und  näher,  indem  mau  die  Hypothesen  durch 
andere  ersetzt,  deren  gegenseitige  Entfernung  kleiner  und  kleiner 
wird,  und  somit  ist  die  Aufgabe  der  Gleichungsauflösung  auf  die  der 
Auffindung  zweckdienlicher  Hypothesen  zurückgeführt.  Eine  Hypo- 
these ist  immer  die  Null,  und  ihre  Substitution  gibt  dem  Gleichungs- 
polynome das  Zeichen  seines  letzten  Gliedes').  Aber  wie  findet  man 
die  zweite  Hypothese?  Dazu  führen  verschiedene  Umwandlungen  der 
vorgelegten  Gleichung,  welche  zum  Theil  schon  Vieta  (Bd.  II,  S.  585) 
bekannt  waren.  Eine  Umwandlung  schafi't  alle  Brüche  fort,  indem 
die  ganze  Gleichung  mit  dem  kleinsten  Gemeinvielfaehen  aller  vor- 
kommenden Nenner  vervielfacht  wird,  so  dass  die  Gleichung 

a^z"  +  a,5"-i  -1 H  ««  =  0 

erscheint  mit  lauter  ganzzahligen  theils  positiven,  theils  negativen 
Coefficienteu,  deren  hier  gebrauchte  Bezeichnung,  wie  wir  kaum  zu 
sagen  nöthig  haben,  bei  Rolle  nicht  vorkommt.  Eine  zweite  Um- 
wandliuig  gibt  dem  Wurzelwerthe  das  entgegengesetzte  Zeichen  da- 
durch,  dass  alle  Glieder  mit  ungradem  Exponenten  das  eutgegeu- 
gesetzte  Vorzeichen  erhalten.     Eine    dritte   Umwandlung  schafi't  den 

Coefficienteu  a^  des  höchsten  Gliedes   fort,   indem  g  ==  -^   eingesetzt 

und  die  neuentstehende  Gleichung  mit  do""^  vervielfacht  wird,  was 
nach  der  Regel  ausgefühi-t  wird,  mau  soUe  den  Coefficienteu  von  z" 
weglassen  und  unter  die  Folgeglieder  (solche  mit  dem  Coefficienten 
0  miteingeschlossen)  die  Zahlen  1,  a^,  «o'  •  ■  •  schreiben,  mit  welchen 
man  ihre  Coefficienten  zu  vervielfachen  habe*). 


')  Rolle,  Traite  d'algibrc  pag.  11:  pour  marquer  le  rien.  -)  Ebenda 
pag.  103.  ')  Ebenda  pag.  108:  Le  9  donnera  toujours  le  mesme  signe  que  celiiy 
du  dernier  terme.     ^)  Ebenda  pag.  118. 
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Eine,  wie  es  scheint,  Kolle  augeliörende  Umformung  will  den 
Gleicliungsgliedern  wecliselmle  Vorzeiclieu  geben').  Sei  a^  jiositiv 
(was,  wenn  es  nicht  von  vorn  herein  der  Fall  ist,  durch  Vervielfälti- 
gung der  ganzen  Gleichung  mit  —  1  hervorgebracht  wird)  und  —  y 
der  grösste  vorkommende  negative  Coefficient.     Man  dividirt  y  durch 

On  und  vermehrt  —  um  1  oder  um  1  und  einen  echten  Bruch  a, 
der   —  zu  einer  ganzen  Zahl  ergänzt,  so  dass  also    ■    +  1  -{-  a  =  h 

eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Die  Substitution  s  =  h  —  x  hat  als- 
dann den  gewünschten  Erfolg.  Rolle  beweist  den  Satz  nicht,  aber 
er  zeigt  seine  Richtigkeit  an  Beispielen.     Bei  8^^  —  5s  —  2  =  0  ist 

5  3 

a^  =  0,  u  =  5,  h  =  —  -\-l-\--=^  und  s  =  2  —  x  führt  die  ge- 
gebene Gleichung  in  8x^  —  27a;  +  20  =  0  über.  Die  Regel  setzt 
voraus,  miödestens  ein  negatives  Glied  komme  in  der  Gleichung  vor, 
oder  es  fehle  mindestens  ein  Glied,  welches  man  dann  mit  dem 
Coefficienten  —  0  behaftet  denken  kann,  d.  h. 

r/  =  0,     /j  =  0-1-1  =  1,     2  =  1— X. 

Ist  beides  nicht  der  Fall,  so  genügt  die  Substitution  s  =  —  x,  um 
den  regelmässigen  Zeichemvechsel  hervorzubringen. 

Eben  die  Zahl  /(,  deren  Entstehung  wir  kennen  gelernt  haben, 
ist  auch  als  eine  Hypothese,  und  zwar  als  sogenannte  grosse  Hy- 
pothese zu  benutzen'-),  während  der  Werth  0  die  kleine  Hypo- 
these heisst.  Gemeinsam  heissen  sie  äusserste  Hypothesen,  und 
zwischen  ihnen  liegen  mittlere  Hypothesen.  Solche  mittlere 
Hypothesen  kann  man  durch  ein  Tastverfahren  suchen,  indem  man 
das  arithmetische  Mittel  zweier  schon  gefundener  Hypothesen  ver- 
suchsweise statt  der  unbekannten  setzt^).  Man  kanii  auch,  wenn 
Z  =  c  ein  Näherimgswerth  der  Unbekannten  ist,  weitergehend  s  ^c  -\-  x 
versuchen  und  dann  die  Ermittelung  von  x  anstreben^).  Ein  drittes 
Verfahren,  und  damit  sind  wir  bei  Rolles  wichtigster  Entdeck- 
ung angelaugt,  ist,  ist  die  Methode  der  Cascaden^). 

Sei  die  mit  wechselnden  Vorzeichen  versehene  Gleichung 
«0«"  —  a^V'-^  -f-.o'a«''-^  —  . . .  +  a„  =  0 
gegeben  und  sei  v  =  x  -\-  z  eingesetzt  und  die   neue  Gleichung  nach 


■)  EoUe,  Traue  d'algihre  pag.  120:  Lorsque  h  premier  terme,  le  troisUme, 
le  cinquienie,  le  seplicme  et  generalement  tous  les  ternies  impairs  sont  prccedez  du 
signe  -f-,  et  que  tvus  les  autres  termes  sont  prccedez  du  signc  — ,  on  dira  que  les 
signes  de  Vegalite  smit  alternatifs:  et  Von  pourra  toüjours  faire  que  les  signes 
soient  alternatifs  par  le  moyen  de  la  regle  suivante.  ')  Ebenda  pag.  124. 
')  Ebenda  pag.  103.     *)  Ebenda  pag.  107.     ')  Ebenda  pag.  125  flgg. 
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X  geordnet  oder  in  Rolles  Ausdrucksweise  x  als  Ursprung  genommen'). 
Dadurch  entsteht: 

agX"  +  iiOf^zx"-^  +  ^^^af,z^x''-'-  -\ \-  a^z" 


—  a^x"-^  —  (n  —  l)a^zx''-'^  —  ■  • a^s"-^ 

+  020;"-- H |-a,s''-2 


\  =0 


+  ('" 

und  soll  diese  Gleichung  für  jedes  x  erfüllt  werden,   so  müssen  die 

als  nach  z  geordnete  Summen  auftretenden  Coefficienteu  der  Potenzen 

von  x  einzeln  verschwinden,  d.  h.  es  muss  sein: 

n{ti  —  1)        .,         ,  ^,  , 

nagZ  —  a,  = ^ a^S'  —  (m  —  Ija^z  +  «_,=... 

=  a^s"  —  a,0"-i  +  0.22"--  —  • . .  +  a„  =  0. 
Diese  n  Gleichungen  sind  als  Cascaden  bezeichnet").  Aber  auch  eine 
andere  Bildungsweise  derselben  lehrt  Rolle  schon  etwas  früher.  Man 
soll  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  z  statt  v  schreiben, 
jedes  ihrer  Glieder  mit  dem  Exponenten  der  in  ihm  auftretenden 
Potenz  von  s  multipliziren,  die  Summe  der  so  entstehenden  Aus- 
drücke durch  s  dividiren  und  dann  gleich  Null  setzen;  man  soll  mit 
der  neu  erhaltenen  Gleichung  ebendasselbe  vornehmen  u.  s.  w.^).  In 
der  Sprache  der  Neuzeit  heisst  dieses:  die  aufeinander  folgenden 
Cascaden  sind  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  der 
gegebenen  Gleichung. 

Rolle  behauptet  nun:  die  Wurzeln  irgend  einer  Cascade  von  der 
letzten  anfangend  und  aufsteigend  bis  zur  ursprünglich  gegebenen 
Gleiehimg  seien  stets  als  Hypothesen  in  der  Cascade  nächsthöheren 
Grades  zu  verwenden.  In  imseren  Tagen  spricht  man  den  Satz  so 
aus*):  Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wurzeln  «  und  ß  der 
Gleichung  f'{z)  =  0  kann  nicht  mehr  als  eine  einzige  Wurzel  von 
/'(r)  =  0  liegen. 

Rolle  hat  im  Traite  d'algebre  keinen  Beweis  seiner  Cascaden- 
methode  gegeben.  Dagegen  muss  er  noch  in  dem  Druckjahre  1600 
jenes  Lehrbuches  ein  Duodezbändchen  Snr  Ics  cffedions  gcoiiietriqitcs 
veröffentlicht  haben,  in  welchem  jener  Beweis  enthalten  ist.  So  er- 
zählt er  selbst  am  Ende  der  dritten  Seite  der  Vorrede  der  (S.  100) 
erwähnten  MeÜwäes  poiir  resottdre  les  questions  indeterminees  de  l'al- 
gebre  von  1699. 

')  si  on  prend  x  pour  l'origine.  -)  Ebenda  pag.  126 — 127.  ')  Ebenda 
pag.  125.  *)  J.  A.  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra  (deutsch  vou  G. 
Wertheim)  2.  Auflage.    Leipzig,  1878.   I,  224. 
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Der  beaclitenswertlieu  Gegenstände  sind  aber  im  Traite  d'algebre 
noch  mehr.  Wir  nennen  nur  beililußg  den  Satz'),  dass,  wenn  zwei 
Hypothesen  in  eine  Gleichung  eingesetzt  werden,  die  Differenz  der 
Ergebnisse  durch  die  Dift'erenz  der  Hypothesen  theilbar  sein  müsse, 
temer  ein  Kapitel-)  von  der  Aufsuchung  des  grössten  Gemeintheilers 
zweier  Gleichungspolynome,  endlich  den  Satz'),  dass  jede  jjte  Wurzel 
n  Werthe  besitze.  Ist  der  Wurzelexponent  ungrad,  sagt  Rolle,  so 
sind  alle  Wurzeln  bis  auf  eine  imaginär,  und  diese  eine  ist  positiv 
oder  negativ;  ist  der  Wurzelexponent  grade,  so  sind  entweder  alle 
Wurzeln  imaginär  oder  alle  mit  Ausnahme  von  zweien,  von  denen 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Zum  Abschluss  unseres  Kapitels  und  zur  Ueberleitung  in  das 
nächstfolgende  eignet  sich  vielleicht  die  Erwähnung  einer  1695  in 
Frankfurt  gedruckten  neuen  Ausgabe  der  Descartes' sehen  Geometrie. 
Jakob  Beruoulli  veranstaltete  sie  und  fügte  zahlreiche  Anmer- 
kungen bei,  welche  auch  gesammelt  in  seinen  Werken  sich  vereinigt 
finden^).  Besonders  erwähnenswerth  ist  die  IV.  Anmerkung  über  die 
niedrigstgradigen  Curven,  durch  welche  eine  Gleichung  consti-uirbar 
wird").  Jakob  Bernoulli  hatte  übrigens  schon  1688  im  Januarhefte 
der  A.  E.  sich  der  gleichen  algebraisch-geometrischen  Frage  zuge- 
wandt"^^) (vergl.  Bd.  II,  S.  744). 

88.  Kapitel. 
Kegelschnitte.    Onrveiilelire. 

Was  wir  zuletzt  berührten,  war  eine  algebraische  Frage,  welche 
durch  Curvendurchschnitte  hervorgerufen  wurde.  Auch  die  Auf- 
lösungen von  Gleichungen  d.  und  4.  Grades  mit  Hilfe  von  Kegel- 
schnitten, welche  Baker  (S.  113),  welche  Halley  (S.  114)  sich  zur 
Aufgabe  stellten,  sollten  der  VervoUkommuung  der  Algebra  dienen. 
Man  könnte  ja  einen  Augenblick  sich  darüber  wundern,  dass  trotz 
der  neuerfundenen  und  vervollkommneten  rechnenden  Näherungs- 
methoden der  alte  Weg  zeichnender  Darstellimg  von  Gleichungswurzeln 
noch  immer  betreten  wurde.  Thatsächlich  war  er  nicht  überflüssig 
gemacht.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  rechnenden  Näherimgsmethoden 
voraussetzten,  ein  Wurzelwerth  sei  roher  Weise,  etwa  so  weit  ganze 
Zahlen  ihn  kennen  lehren,  bereits  ermittelt,  und  grade  diesen  An- 
fangswerth   zur  genaueren  Annäherung  konnten  Curvendurchschnitte 


')  Rolle,  Traite  d'algebre  pag.  152.  -)  Ebenda  pag.  169—183.  ^)  Ebenda 
pag.  230.  *)  Jac.  Bernoulli  Opera  11,  66.5—717.  '')  Ebenda  II,  677—679. 
»)  Eljenda  I,  .343—351. 
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sehr  leicht  liefern.  Die  Kegelschnitte  und  ihr  Studium  traten  daher 
auch  bei  solchen  Schriftstellern  nicht  vollständig  in  den  Hintergrund, 
deren  wissenschaftliche  Geschmacksrichtung  der  Algebra  zugewandt 
war.  Andere  Schriftsteller  beschäftigten  sich  mit  Kegelschnitten,  mit 
Curvenlehre  um  des  Gegenstandes  selbst  willen. 

Philipp  De  la  Hire>)  (1640—1718)  sollte  nach  dem  Wunsche 
seines  Vaters,  der  königlicher  Maler  war,  gleichfalls  der  Kirnst  sich 
widmen  und  gehorchte  dieser  Anweisung  namentlich  in  Rom,  wohin 
er  1660  zum  Theil  aus  Gesundheitsrücksichten  geschickt  wurde.  Er 
eröffnete  auch  bei  seiner  Rückkehr  in  seine  Vaterstadt  Paris  daselbst 
eine  Malerschule.  Nicht  minder  indessen  wandte  er  der  Geometrie 
und  Astronomie  sich  zu,  und  seit  1678  gehörte  er  der  Akademie  der 
Wissenschaften  an.  Er  versah  die  Professur  der  Mathematik  am 
College  royal  de  France  und  wurde  mit  geodätischen  Arbeiten  be- 
traut. Ausser  zahlreichen  Abhandlimgen,  welche  in  den  Veröffent- 
lichungen der  Akademie  der  Wissenschaften  gedruckt  sind,  machte 
sich  De  la  Hire  namentlich  durch  drei  grössere  Schriften  über  Kegel- 
schnitte verdient.  Zuerst  erschien  die  Nouvclle  mctliode  en  Geometrie 
pour  les  sections  des  superficies  coniques  et  cylindriques  1673,  dann 
kamen  die  Notiveaiix  elemens  des  sections  coniques,  les  lieux  geometriqiies, 
la  construction  ou  effection  des  eqitations  1679,  endlich  Sectiones  conicae 
in  novem  libros  distributae  1685. 

Gleich  die  erste  Schrift  von  1673  hätte  von  bahnbrechender 
Bedeutung  werden  können,  wenn  man  ihr  genügende  Beachtung  ge- 
schenkt hätte,  aber  das  war  nicht  der  Fall.  Die  Noitvellc  Methode'^) 
besteht  aus  zwei  Abschnitten,  deren  erstem  eigentlich  der  Titel  zu- 
kommt, welcher  als  der  des  ganzen  Bandes  genannt  zu  werden  pflegt, 
und  über  diesen  ersten  Abschnitt  wurde  im  Journal  des  s^avans  unter 
dem  17.  December  1674,  sowie  in  den  P.  T.  von  1676  (Nr.  120) 
ausführlich  und  günstig  berichtet.  Aber  der  zweite  Abschnitt,  Plani- 
coniqucs  überschrieben,  wurde  in  beiden  Berichten  vernachlässigt,  im 
ersten  mit  einem  Worte  des  Lobes  ohne  Inhaltsaugabe  abgefertigt, 
im  zweiten  ganz  übergangen,  während  die  Planiconiques  grade  das 
Neue  bildeten,  muthmasslich  das  Allzuneue,  als  dass  es  Anklang  ge- 
funden hätte.  Hier  ist  zum  ersten  Male  eine  Construction  gelehrt, 
welche    ausgehend   von   einem    gegebenen  Kreise    und   zwei    ebenfalls 


')  Ernst  Lehmann,  De  la  Hire  und  seine  Sectiones  conicae.  Programme 
zu  den  Jahresberichten  des  Königl.  Gymnasiums  zu  Leiiizig  für  die  Schuljahre 
Ostern  1887  bis  Ostern  1888  und  Ostern  1889  bis  Ostern  1890.  Ersteres  Pro- 
gramm führt  in  der  Reihenfolge  deutscher  Schulprogramme  die  Bezeichnung 
1888,  Nr.  510,  letzteres  1890,    Nr.  532.  '-)  Chasles,    Apcrgu  hist.    127—130 

(deutsch  124—126). 
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gegebeueu  festen  Geraden,  der  Format  rix  und  der  Directrix, 
sowie  einem  gegebenen  festen  Punkte  einen  Kegelschnitt  entstehen 
lässt  (Figur  13).  Eine  Sebne  31' 31  des  Kreises  schneidet  bei  ihrer 
Verlängerimg  die  Formatrix  iu 
F,  die  Directrix  in  Z).  Der  feste 
Punkt  P  ynvd  mit  D,  mit  31,  mit 
31'  gradlinig  verbimdeu.  Zieht 
man  nun  F 31^31^  II  -D-P,  so  sind 
die  Durchschnittspunkte  31^  und 
3/j'  dieser  Geraden  mit  der  F3I 
imd  P3I'  die  von  31  imd  31' 
aus  gebildeten  —  fortnes  —  Punkte 
eines  Kegelschnittes.  De  la  Hires 
Beweis  dafür,  dass  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  31^  und 
31y^  in  der  That  ein  Kegelschnitt  sei,  wird  von  Denjenigen,  welche 
das  ungemein  selten  gewordene  Buch  zu  sehen  Gelegenheit  hatten, 
als  äusserst  verwickelt  gekennzeichnet,   aber  nicht  näher  geschildert. 

Die  Nouveaux  Eletnens  von  1679  sind  mehr  analytisch  geome- 
trisch gehalten.  Die  an  die  Spitze  gestellte  Definition  der  Kegel- 
schnitte ist  die  aus  den  Eigenschaften  der  Breimstrahlen  hervor- 
gehende: ein  Kegelschnitt  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche 
entweder  arleiche  Eutferuuua:  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen 
Geraden  oder  eine  constante  Summe  oder  Differenz  der  Eutfermmgen 
von  zwei  festen  Punkten  besitzen.  Im  Verlaufe  der  Untersuchung 
ist  das  Normalenproblem  für  alle  Kegelschnitte  mittels  des  Kreises  und 
der  Geraden  gelöst. 

Wir  erinnern  uns  daran  (Bd.  11,  S.  617),  dass  De  la  Hire  in  dem 
gleichen  Jahre  1679,  in  welchem  er  die  Nouveaux  Elemens  heraus- 
gab, jene  Abschrift  von  Desargues  Hauptwerk  von  1639  anfertigte, 
welche  auf  die  Gegenwart  gekommen  ist  imd  ihr  die  Kenntniss  von 
den  Leistungen  jenes  grossen  Geometers  vermittelt  hat.  De  la  Hire 
selbst  hat  offenbar  damals,  wenn  nicht  schon  früher,  den  Desargues- 
schen  Gedankenfjans  sich  ganz  zu  eisren  gemacht,  und  eine  Frucht 
dieser  Vertiefung  in  die  ohne  analytische  Hilfsmittel  zu  Werke 
gehende  Geometrie  sind  die  Sectiones  Conicae  von  1685.  Das  erste 
der  neun  Bücher,  in  welche  De  la  Hire  seine  Kegelschnitte  einge- 
theilt  hat,  beschäftigt  sich  nur  mit  harmonischen  Punkten  und  Strahlen 
imd  deren  Auftreten  bei  dem  Kreise.  Die  harmonischen  Strahlen 
führen  bei  ihm  erstmalig  den  Namen  der  Harmonikaien.  Der 
XI.  Lehrsatz  spricht  den  Satz  aus,  dass  die  von  einem  Punkte  einer 
Ebene  nach  den  Endpunkten  und  der  Mitte    einer    derselben  Ebene 
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angehörenden  Strecke  gezogenen  Gerade  nebst  einer  von  demselben 
Punkte  ausgehenden  Parallele  zu  jener  Strecke  vier  Harmonikale  sind. 
Zu  drei  gegebenen  Punkten  einer  Geraden  wird  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  unter  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  gefunden,  in- 
dem von  den  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  Gebrauch  ge- 
macht vrird.  Der  XXI.  Lehrsatz  ist  der  von  der  harmonischen 
Theilimg  einer  Kreissekante  durch  die  Kreislinie  und  die  zum  Aus- 
gangspunkte der  Sekante  zugehörige  Polare.  Er  lautet  in  genauer 
Uebersetzung   folgendermassen:    Sei    (Figur   14)    BFDG   ein   Kreis, 

und  seien  an  ihn  von  dem  in  seiner  Ebene 
aber  ausserhalb  des  Kreises  gelegenen 
Punkte  A  die  Berührenden  AF,  AG  ge- 
zogen, sowie  auch  die  FG  als  Yerbin- 
dungsgerade  der  Berührungspunkte  F  luid 
G.  Zieht  man  alsdami  von  A  aus  eine 
beliebige  Gerade  AD,  welche  die  Kreis- 
linie in  B  und  D,  die  FG  in  C  trifft,  so 
ist  AD  m  den  Punkten  A,  B,  C,  D  har- 
monisch getheilt.  De  la  Hires  Beweis  be- 
schreibt über  BD  einen  Halbkreis,  zieht 
CH 1-AD  bis  zum  Durchschnitt  des  Halb- 
kreises in  H,  dann  die  Gerade  AH  imd 
BI II  DE  [|  CR  bis  zum  Durchschnitt  mit 
AH  in  I  und  F.  üeberdies  wird  0,  die 
Mitte  von  FG,  mit  A  verbunden.  Erstlich 
wird  nun  behauptet,  dass  AH  m  H  jenen  Halbkreis  über  BD  be- 
rühre. Es  ist  AF-  =  AO-  +  OF-,  ferner  AC'  =  ^0-  +  0C-. 
Weiter  ist  das  Produkt 

CFCG  =  (OF  -  00)  (OF  +  OC)  =  OF-  —  OC, 
also  OF'-  =  CFCG+OC^  und 

OF-  -\-  AO-  =  CF-CG+  OC-  -f  .40' 
oder  AF'  =  CF- CG -j-ÄC 

Ferner  ist  nach  dem  Satze  von  einander  schneidenden  Kreissehnen 

CF-CG  =  CB  ■  CD, 
und  letzteres  Produkt  ist  ersichtlich  =  CH-,  also 

AF'-  =  CH-  -f  AC-  =  AH-,  AF=  AH 

Weil  aber  AF  eine  Berühruugslinie,  AD  eine  Sekante  des  Kreises 
BFD  ist,  muss  AF-=  AB  ■  AD,  d.  h.  auch  AH- =  AB  ■  AD  sein, 
imd  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  darauf  dass  AD  auch  Sekante  des 
Kreises  BRD  ist,    dass    AH  Berührungslinie   an    eben    diesen  Kreis 


Kg-  14. 


Kegelschnitte.    Curvenlehrc.  1 23 

sein  muss.  Nach  der  Coiistniction  sind  die  BI  und  DE  senkrecht 
zum  Durchmesser  BD  des  Kreises  1>HD,  also  Berührungslinieu  an 
diesen  Kreis  ebenso  wie  IHE.  Folglich  ist  BI  =  IH,  DE  =  EH. 
Wegen  Dreieeksähnlichkeit  ist 

AD  ^DE     ,   ,     _EH 
AB~  BI'  IH' 

Femer  ist 

j^  =  ßQ,  also  -iß  =  ^  oder  AB  :  AD  =  BC :  CD, 

worin  eben  die  harmonische  Theiluug  you  AB  CD  besteht.  Der 
Satz>  selbst  war  ja  nicht  neu.  Schon  Apollonius  hat  ihn  in  seinen 
Kegelschnitten  HI,  37  ausgesprochen'),  aber  der  von  uns  berichtete 
Beweis  gehört  De  la  Hire  an,  und  wenn  Desargues  gleichfalls  des 
alten  Satzes  eingedenk  war  (Bd.  11,  S.  621),  so  ist  dessen  Fassung 
wesentlich  undeutlicher  uud  schwerer  verständlich.  De  la  Hire  zog 
dann,  imd  diese  Erweiterung  ist  wieder  sein  volles  Eigenthum,  aus  ■ 
jenem  Satze  Folgerungen.  Im  XXVI.  bis  XXIX.  Satze  führt  er  den 
Beweis,  dass  die  Berühruugssehnen  in  einem  Punkte  sich  schneiden,' 
wenn  die  Ausgangspunkte  der  Paare  von  Berührenden  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Die  Namen  Pol  uud  Polare  hat  De  la  Hire  aller- 
dings noch  nicht  eingeführt.  Er  umschrieb  jene  Begriffe  noch  in 
ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  hier  ihm  uachgethau  haben.  Erst  im 
XIX.  Jahrhunderte  hat  Servois  das  Wort  Pol  in  der  hier  gemeinten 
Bedeutung  eingeführt-),  imd  zwei  Jahre  später  hat  Gergonue  das 
Wort  Polare  dem  mathematischen  Wortschatze  einverleil)t  ^).  Das 
zweite  Buch  überträgt  die  Eigenschaften  des  Kreises,  welcher  Basis 
eines  Kegels  ist,  auf  den  durch  eine  den  Kegel  durchsetzende  Ebene 
hervorgebi'achteu  Kegelschnitt.  Insbesondere  wird  gezeigt,  wie  einem 
Punkte,  einem  Winkel,  einer  harmonischen  Theiluug  in  der  Grund- 
ebene Aehnliches  in  der  Schnittebeue  entspreche,  und  der  VI.  Satz, 
von  De  la  Hire  selbst  als  Stützpunkt  des  ganzen  Werkes  bezeichnet*), 
spricht  aus,  dass  in  jedem  Kegelschnitte  Durchmesser  auftreten, 
welche  je  ein  paralleles  Sehnensystem  halbiren.  Die  üebertragung 
der  Sätze  vom  Kreise  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  findet  nun  statt. 
Der  XXI.  Satz  z.  B.  wiederholt  den  gleichbezifferten  Satz  des  ersten 
Buches,  von  dem  vorhin  die  Rede  war,  in  der  verallgemeinerten  Auf- 
fassung. Das  dritte  Buch  bringt  eine  Anzahl  von  Flächeusätzen,  das 
vierte  die  Asymptoten.  Im  fünften  Buche  folgen  Sätze  über  die 
gleichseitige   Hyperbel,   über    die    gemeinschaftlichen    Ordinaten    von 


')  Apollonius  Pergaeus  (ed.  Heiberg)  I,  402.  -)  Gergonne,  Annales 
des  matheincUiques  I,  337  (1810).  ^)  Ebenda  III,  297  (1812).  *)  Lcctorem  geo- 
metram  hie  admonitum  esse  volo  iotum  hoc  opus  conicum  huic  inniti  propositioni. 
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einauder  schueideuden  Kegelscliuitteu,  über  die  Fläclie  eiues  Parabel- 
segmentes. Den  Hauiitinbalt  des  sechsten  Buches  bilden  die  ähn- 
lichen Kegelschnitte.  Das  siebente  Buch  ist  der  Normalenaufgabe 
gewidmet,  welche  in  dem  gleichen  Sinne  behandelt  wird,  wie  bereits 
bei  AjjoUonius;  auch  für  De  la  Hire  ist  die  Normale  die  kürzeste 
oder  die  längste  Strecke,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  an 
einen  gegebenen  Kegelschnitt-,  in  dessen  Ebene  der  Punkt  liegt,  ge- 
zogen werden  kann.  Erst  im  achten  Buche  treten  die  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte  auf.  In  demselben  Buche  finden  sich  die  Sätze 
über  den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  aus  Berührungslinien 
au  den  Kegelschnitt  gebildeten  rechten  Winkels,  welcher  für  die 
Ellipse  imd  die  Hyperbel  in  einem  Kreise,  für  die  Parabel  in  einer 
Geraden  besteht.  Das  neunte  Buch  lehrt  die  Construction  von  Kegel- 
schnitten aus  geg&ljenen  Elementen. 

Neben  den  drei  Werken  über  Kegelschnitte  hat  De  la  Hire  auch 
einige  geometrische  Abhandlungen  veröffeutlicht,  welche  in  den  Druck- 
^schriften  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  enthalten  sind. 
Eine  derselben^)  erschien  1G94  imd  beschäftigt  sich  mit  der  Epi- 
cycloide.  De  la  Hire  sagt  in  der  Vorrede,  er  habe  beim  Schlosse 
Beaulieu,  acht  Stunden  von  Paris,  ein  Zahnrad  mit  epicycloidisch 
geformten  Zähnen  zum  Ersatz  eines  ähnlichen  herstellen  lassen, 
welches  von  Desargues  herstammte.  Auf  diese  Aussage  stützt  sich 
die  Annahme  (Bd.  H,  S.  621),  Desargues  habe  bereits  erkannt,  dass 
epicycloidische  Zähne  die  geringste  Reibung  erzeugen  imd  deshalb 
am  zweckmässigsteu  seien.  Dieser  Annahme  widersprach  Leibniz  aufs 
bestimmteste.  In  Briefen  au  Johann  BeruouUi  nimmt  er  vielmehr 
die  Erfindung  für  den  dänischen  Astronomen  Olof  Roemer  (1644 
—  IT  10),  den  Entdecker  der  FGrt23flanzuugsgeschwindigkeit  des  Lichtes, 
in  Anspruch,  der  in  den  Jahren  1671  bis  1681  in  Paris  lebend  dort 
bis  1676  in  persönlichem  Verkehre  mit  Leibniz  und  Huygens  ge- 
standen und  beiden  von  seiner  Erfindimg  Mittheiluug  gemacht  habe. 
Leibniz  weiss  sich  nicht  genug  zu  verwundern,  dass  Roemer,  der  als 
Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  wenn  auch  in 
Kopenhagen  lebend,  deren  Veröffentlichungen  jedenfalls  zu  sehen  be- 
kam, sein  geistiges  Eigeuthum  sich  ruhig  entwenden  liess.  Uns 
scheint  grade  die  Thatsache  von  Roemers  Schweigen  bei  De  la  Hires 
Veröffentlichung  den  Beweis  zu  liefern,  dass  von  einer  geistigen 
Eigenthumsanmassung  keine  Rede  sein  kann.  Wir  bezweifeln  keines- 
wegs, dass  Roemer  die  Vorzüge  ej)icycloidischer  Zähne  kannte,  dass 


')  Memoircs   de  l'Äcademie   royale  des   sciences  dermis   1666  jusqu'ii  1699. 
T.  IX.     -)  Leibniz  III,  477,  811,  816. 
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er  in  voller  Unabhängigkeit  zu  dieser  Kenntniss  gekommen  war,  aber 
in  ihr  war  Desargues  eben  doch  sein  Vorgänger.  Das  erfuhr  Koemer 
aus  De  la  Hires  Vorrede,  und  deshalb  schwieg  er.  Aber  sei  dem 
wie  da  wolle,  eigentlich  cur  ventheoretische  Untersuchungen  über  die 
Epicycloide  waren  jedenfalls  im  Drucke  nicht  vorhanden,  weder  von 
Desargues  noch  von  Roemer,  und  sie  gehören  mithin  mit  allem 
Rechte  dem  einzigen  Veröflentlicher  De  la  Hire  an.  In  seiner  Ab- 
handlung hat  dieser  die  Quadratur  der  Epicycloide  ermittelt,  die  Be- 
rühruugsünie  an  dieselbe  gezogen  imd  gezeigt,  dass  die  Evolute  der 
Epicycloide  eine  Curve  von  der  gleichen  Art  sei.  Die  Methode  ist 
eine  rein  geometrische,  den  Griechen  nachgebildet.  Für  die  Lösung 
der  Tangentenaufgabe  diente  offenbar  die  bekannte  Tangentencon- 
struction  bei  der  Cycloide  als  Vorbild,  und  De  la  Hire  wurde  darauf 
wie  auf  den  Begriff  der  Evolute  dui-ch  Huygens  hingeleitet,  der, 
wie  wir  bald  sehen  wollen,  1673  darüber  schrieb.  Spätere  Abhand- 
lungen gehören  eigentlich  erst  dem  XVIII.  Jahrh.  an,  sollen  aber 
hier  erwähnt  werden,  weil  De  la  Hire  uns  künftig  nicht  abermals 
beschäftigen  wird.  Im  Jahre  1706  kam  De  la  Hire  in  einem  Traite 
des  roulettes  abermals  und  ia  allgemeinerer  Weise  als  1694  auf  die 
Epicycloiden  zurück,  und  im  Jahre  1708  veröffentlichte  er  Des  con- 
choidc^  Ol  gt'm'ral,  worin  wieder  nach  rein  geometrischen  Methoden 
die  Berührungslinien,  die  Inflexionspunkte,  die  Fläche,  die  Bogenlänge 
der  Conchoiden  zur  Untersuchung  kamen. 

Wir  sind  mit  diesen  Abhandlungen  De  la  Hires  bereits  von  der 
Kegelschnittlehi-e  auf  das  Gebiet  allgemeiner  Curvenuntersuchungen 
hinübergeschritten ,  ein  Gebiet,  welches  gleichfalls  nicht  erst  neuer- 
dings in  Angriff'  genommen  wurde.  Im  78.  bis  81.  Kapitel  haben 
wir  unter  der  gemeinsamen  Ueberschrift  der  Infinitesimalbetrachtungeu 
zusammengestellt,  was  in  der  ersten  Hälfte  des  XVH.  Jahrh.  auf 
jenem  Felde  geemtet  worden  war.  Wir  haben  dabei  gesehen,  dass 
die  wichtigsten  Fragen,  die  nach  den  Berührungslinien,  nach  der 
Quadratur,  nach  der  Kubatur,  nach  der  Rectification  schon  gestellt 
waren,  dass  es  auch  nicht  an  Beantwortungen  gefehlt  hat,  und  dass 
namentlich  Fermat  Methoden  ersann,  welche  dem,  was  nun  bald 
Differentialrechnung  heissen  soll,  täuschend  ähnelten,  wähi-end  die 
künftige  Integralrechmmg  aus  den  Erffndungeu  von  Kepler,  von 
Cavalieri,  von  Pascal,  von  Wallis  fertig  zugehauene  Quader  zur 
Errichtung  ihres  Baues  entnehmen  durfte.  Haben  wir  doch  grade 
die  Arbeiten  von  Wallis  auch  im  85.  und  86.  Kapitel  dieses  Ab- 
schnittes mehr  als  einmal  als  die  Grundmauern  einer  neuen  Reihen- 
lehre kennen  gelernt.  Wohl  war  jetzt  die  Zeit  gekommen,  in  der, 
wie  die  Schlussbetrachtungen    des   XV.  Abschnittes    es   ankündigten. 
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die  Grammatik  der  Sprache  erfunden  werden  sollte,  welche  bisher 
nur  empirisch  in  Gestalt  einzelner  Wortformen  zur  Keuntniss  ge- 
kommen war,  aber  während  die  künftigen  Lehrer  noch  zurückhielten, 
jeder  derselben  für  sich  im  Geheimen  sann  und  ersann,  arbeitete  und 
verarbeitete,  ,'wareu  andere  Forscher  nicht  müssig  die  frühere  Art 
der  Untersuchung  fortzusetzen,  und  über  sie  und.  ihre  Leistungen 
muss  berichtet  werden. 

Wir  beginnen  mit  Isaac  Barrow  *).  Ein  von  ihm  in  den  Jahren 
1664 — 1666  unter  dem  Titel  Mathcmatkae  lectioncs  verfasstes  Werk 
war  von  geringer  Wirkung.  Aus  ihm  dürfte  etwa  hervorzuheben 
sein,  dass  Barrow,  ähnlich  wie  vor  ihm  Roberval  (Bd.  II,  S.  801) 
sich  dagegen  verwahrte,  als  ob  Ungleichartiges  mit  einander  in  Ver- 
gleich gebracht  werden  könne.  Linien  seien  nicht  aus  Pimkten, 
sondern  nur  wieder  aus  kleineren  Linien,  Flächen  nicht  aus  Linien, 
sondern  aus  kleinereu  Flächen  zusammengesetzt  u.  s.  w.  Ungleich 
bedeutender  waren  die  Lecüones  opticae  et  geometricae,  welche  1669 
und  1670,  dann  in  einer  rasch  nöthig  gewordenen  neuen  Auflage 
1674  erschienen,  erstmalig-)  also  in  dem  Jahre,  in  welchem  BaiTOW 
auf  seine  Professur  in  Cambridge  zu  Guusteu  seines  Schülers  Newton 
verzichtete  (S.  10).  Schon  in  der  Vorrede  zu  den  optischen  Vor- 
lesungen, welche  den  Band  eröffnen,  erklärt  Barrow,  sein  College 
Newton,  ein  Manu  von  ungemein  auserlesenem  Geiste  und  bemerkens- 
werther  Erfahrung'),  habe  das  Buch  durchgesehen  und  manche  Ver- 
besserungen augerathen,  manches  auch  aus  dem  Eigenen  hinzugefügt. 
In  der  Vorrede  zu  den  geometrischen  Vorlesungen,  welche  mit  neu 
begiunender  Seiteuzählung  nachfolgen,  hat  Barrow  dann  abermals 
Newton  zwar  nicht  gradezu  genannt,  aber  doch  hinlänglich  deutlich 
bezeichnet,  wenn  er  sagt,  die  letzte  Vorlesung  habe  ihm  ein  Freund, 
sonst  ein  ehrenwerther  Mann  wie  Einer,  üi  derartigen  Dingen  aber 
ein  unbilliger  Forderer,  abgequält'').  Barrow  selbst  legte  auf  die 
geometrischen  Vorlesungen  nur  geringes  Gewicht,  oder  gab  sich 
wenigstens  den  Anschein  solcher  niedrigen  Schätziuig  derselben.  Ge- 
braucht er  doch  wieder  in  der  Vorrede  die  Redewendung,  diese  Vor- 
lesungen sollten  den  optischen  nur  als  Begleiter  und  gewissermasseu 
als  Zugabe,  mantissa,  dienen,  denn  in  anderem  Falle  würde  er  kann? 
daran  gedacht  haben,  solchen  Auskehricht,  quisquiliac,  an  das  Sonnen- 


')  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckung  der  höheren  Analysis  ^1855)  S.  45— 48. 
—  H.  Weissenborn,  Die  Priucipien  der  höheren  Analysis  (1856)  S.  16 — 21 
und  73—77.  —  ßouse  Ball,  A  s}iort  account  of  the  history  of  mathemaiics 
(1888)  S.  268—270.  ■)  Uns  lag  der  Druck  von  1674  vor.  ^)  peregregiae  vir 
indolis  ac  insignis  peritiae.  *)  Ultimam  amicus  (vir  sane  cum  primis  probus,  sed 
in  hujusmodi  negotiis  flagitator  improbus)  extorsit. 
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licht  zu  bringen.  Wir  glauben  auf  diesen  Ausdruck  hinweisen  zu 
sollen,  weil  die  Bedeutung,  welche  ein  Schriftsteller  dieser  oder  jener 
unter  seinen  Arbeiten  beimisst,  nicht  selten  ersehen  lässt,  ob  und  in 
wie  weit  er  selbst  erkannte,  wie  gross*  eigentlich  der  von  ihm  voll- 
zogene Schritt  war.  Barrow  ging  von  der  Bewegung  aus,  welche 
ihrer  Art  und  ihrer  Grösse  nach  zu  betrachten  sei.  Der  Art  nach 
ist  sie  fortschreitend,  kreisförmig  oder  aus  beiden  gemischt.  Zur 
Beurtheilung  der  Bewegimgsgrösse,  d.  h.  ob  sie  schneller  ob  lang- 
samer als  eine  andere,  bedarf  man  des  Zwischenbegriffes  der  Zeit. 
Zeit  aber  ist  das  Verharren  eines  jeden  Gegenstandes  in  seinem  Sein '). 
Auf  die  Frage,  ob  der  Begriff  der  Zeit  nicht  den  der  Bewegung  ein- 
schliesse,  antwortet  Barrow,  das  thue  er  nicht  mehr,  als  er  den  Be- 
griff der  Ruhe  einschliesse.  Die  Grösse  der  Zeit  hänge  von  keinem 
von  beiden  ab,  sie  sei  eine  Grösse  für  sich,  um  aber  ein  Maass 
dieser  Grösse  zu  erhalten,  ist  das  Hilfsmittel  der  Bewegung  zu  be- 
nutzen'). Diejenigen  Bewegungen,  welche  meistens  als  Zeitmaass 
dienen,  sind  die  der  Gestirne,  aber  nicht  unmittelbar,  sondern  in  uns 
nahe  gerückter  Weise,  so  dass  unsere  Siune  sie  wahrnehmen,  unsere 
Versuche  sie  zur  Erscheinung  bringen  können');  Sonnenuhr  und  Sand- 
uhr erläutern  die  Meinimg  dieses  Ausspruchs.  Die  Zeit  wii'd  durch 
irgend  ein  Bild  dargestellt  werden  können,  welches  die  Gleichmässig- 
keit  veranschaulicht,  namentlich  durch  Gerade  und  Kreis.  Ist  doch 
die  Zeit  als  einfach  ausgedehnte  Grösse*)  und  durch  den  stetigen 
Fluss  eines  AugenbHckes  entstanden  zu  denken").  Schliesslich  wählt 
Barrow  nur  die  Gerade  als  Versinnlichuug  der  Zeit  und  eine  senk- 
recht zur  Zeitlinie  gezogene  Gerade  als  Versinnlichung  der  in  jedem 
Augenblicke  vorhandenen  Geschwindigkeit.  Die  Geschwindigkeits- 
geraden können,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  als  gleichbleibende 
oder  als  veränderliche  gedacht  ist,  von  derselben  oder  von  verschie- 
dener Länge  sein.  Die  durch  die  Gesammtheit  der  Geschwindig- 
keitslinien gebildeten  Flächenräume  liefern  ein  Bild  der  in  der 
gegebenen  Zeit  mit  den  gegebenen  Geschwindigkeiten  vollzogenen  Be- 
wegungen, der  vereinigten  Geschwindigkeit"),  der  bewegenden  Kraft') 


')  Barrow,  Lectiones  geometricae  pag.  2:  Tempus  est  pcrsevcraiMa  rei 
cujusque  in  suo  esse.  -)  Ebenda  pag.  3:  Ita  per  se  tempus  (luantum  est,  etsi 
quo  temporis  quantitas  a  nobis  dignoscatur,  adiocandttm  sit  motus  subsidium. 
')  Ebenda  pag.  5:  coelestia  corpora  non  esse  primarias  et  originales  temporis  inen- 
suras,  ast  illos  potius  motus,  qui  prope  nos  sensibus  observantur,  et  experimentis 
suhjiicent  nostris.  *)  Ebenda  pag.  6:  unica  dimensione  pracditum  quantitm. 
^)  Ebenda  pag.  6:  ex  unius  momenti  quasi  continuo  fluxu  constitutum  ima- 
ginamur.         ')  Ebenda    pag.    10:    aggregata    velocitas.  ')   Ebenda    pag.   13: 

vis  motica. 


Z         Z         Z         Z         Z 

Fig.  ]5. 
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(Figur  15).  Das  Rechteck  AEZZ,  das  Dreieck  AEY  erläutern  die 
Meinung.  Es  erscheint  nicht  unangemessen,  auf  das  wiederholte 
Vorkommen   der  uuterschiedlosen  Buchstaben  Z  und  i'  hinzuweisen 

und  dabei  an  die  Leibnizischeu  Stellen- 
-^^ 5 C  J)  i:  zeiger  zur  Unterscheidung  gleicher  Buch- 
staben zu  erinnern.  Uuterschiedlose  Buch- 
staben zu  gebrauchen  lag  in  der  Gewohn- 
heit der  Zeit,  und  auch  Pascal  bediente 
sich  ihrer  wiederholt').  Barrow  hat  durch 
die  Erörterung  der  Bewegung  den  Ort 
der  Punkte  Z,  Y  u.  s.  w.  entstehen  sehen. 
Er  ist  bei  den  Curven  angelangt,  denen  er  in  der  zweiten  Vorlesung 
sich  zuwendet. 

Sie  entstehen  als  Endprodukte  einer  Erzeugenden,  Genetrix, 
welche  längs  einer  Leitlinie,  Directrix,  verschoben  wird'-).  Bei  der 
Berechnung  der  entstehenden  Flächenräume  ist  nach  der  Methode 
der  Indivisibilien  zu  verfahren,  welche  unter  allen  Methoden  die  freieste 
von  Schwierigkeiten  ist,  und  nicht  minder  gewiss  und  untrüglich, 
wenn  sie  nur  richtig  angewandt  wird^). 

In  der  dritten  Vorlesung  entsteht  eine  Curve  auch  durch  zu- 
sammengesetzte und  zusammentreffende  Bewegungen ''),  wenn  z.  B. 
die  eine  Gerade  AH  in  gleichförmiger  Bewegung  eine  Parallel  Ver- 
schiebung erföhrt,  während  zugleich  die  tm.  AH  senkrechte  AC  in 
einer  zweiten  ebenfalls  gleichförmigen  Parallelverschiebung  sich  be- 
findet, so  dass  die  aufeinander  folgenden  Lagen  beider  Geraden  in 
Punkten  M  der  Curve  sich  schneiden.  Die  Zusammensetzung  kann 
aber  auch  verwickelterer  Natur  sein.  Es  kann  eine  fortschreitende 
mit  einer  drehenden  Bewegung,  es  können  weit  mehr  als  zwei  Bewe- 
gungen mit  einander  zusammentreffen. 

In  der  vierten  Vorlesung  kommt  Barrow  zur  Tangentenauf- 
gabe als  Anwendung  des  Gedankens,  die  Zusammensetzung  von  Be- 
wegungen zur  Erörterung  der  Eigenschaften  der  Curven  zu  ge- 
brauchen").    Die    Bewegimg    der    einen    Geraden,    welche    etwa   von 

')  Pascal,  Oeuvres  III,  .S73  in  dem  Briefe  von  Dettonville  an  Carcavi 
und  an  vielen  anderen  Orten.  °)  Barrow,  Lcciiones  gcomelricae  pag.  14:  No- 
tatur  autem  ahhinc  brevitatis  ergo  tarn  in  Ms,  quam  in  similihus  casibus  harum 
linearum  illam  quae  motu  suo  magnitudinem  describit,  a  nie  Genetricem  dici;  al- 
terum  autem,  juxta  quam,  vel  cui  insistens  prior  dcfcriiir,  Bircctricem  appcllari. 
')  Ebenda  pag.  21:  juxta  methodum  indivisibilium,  omnium  expeditissimam,  et 
modo  rite  adhibeaiur  liaiul  minus  certam  et  infallibilem.  ^)  Ebenda  pag.  24:  Ad 
compositos  nunc  et  concurrcntcs,  cidem  irroposito  sercientes,  viotus  accingimur. 
^)  Ebenda  pag.  29:  Piopositum  est  nobis  c  compositione  motuum  cmcrgenies  line- 
arum affectioncs  indagare  ac  exponere. 
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links  nach  rechts  gedacht  wird,  nennt  Barrow  Seitenbewegung'),  die 
Bewegung  nach  abwärts  auf  der  seitlich  verschobenen  Geraden  heisst 
Abwärtsbewesruns-").  Bei  anderer  Lage  der  Figur  kann  die  Wahl 
dieser  Namen  allerdings  wenig  zweckmässig  erscheinen.  Beispiels- 
weise sei"')  (Figur  IG)  die  Gerade  TMS  Berühriuigsliuie  au  die  Gurve 
OMO  in  M,  so  ver- 
hält sich  in  diesem 
Pmikte  M  die  Ab- 
wärtsbewegung zur 

Seitenbeweguug 
wie    TP  zu    PJ/, 
und    diese    Benen- 

mmgeu  stimmen 
nur  dann,  wenn  mau 
die  ganze  Figur  um 
einen  rechten  Win- 
kel gedreht  denkt,  so 
dass  X  der  höchste 
Punkt,  Y  der  am  weitesten  rechts  befindliche  wird.  Jenes  Verhältniss 
muss  nämlich  stattfinden,  damit  ein  Funkt  längs  der  Geraden  TM 
sich  bewege,  und  weil  in  M  Curve  imd  Berührungslinie  überein- 
stimmen, so  muss  dort  auch  für  die  Curve  das  gleiche  Verhältniss 
der  beiden  Bewegungen  stattfinden.  Naturgemäss  lässt  alsdauu  der 
Satz  sich  auch  umkehren:  Stelleu  TP  imd  P21  die  Abwärts-  und 
die  Seiteubeweguug  des  Curvenpunktes  M  dar,  so  muss  TM  Berüh- 
rungslinie sein.  Es  ist  kaum  nothwendig  hervorzuheben,  dass  Barrow 
hier  der  Hauptsache  nach  Robervals  Gedankengang  (Bd.  II,  S.  805) 
einschlägt,  imd  wenn  wir  weiter  daran  erinnern  (Bd.  11,  S.  828),  dass 
Wallis  schon  1659  Torricelli  gegen  Roberval  in  Schutz  nahm, 
dass  also  damals  Robervals  Tangentenmethode  in  England 
sehr  wohl  bekannt  war,  so  ist  an  eine  Anlehnimg  Barrows  an 
diesen  Vorgänger   nicht  zu  zweifeln. 

Wir  überspringen  die  folgenden  Vorlesungen  bis  ans  Ende  der 
zehnten  Vorlesung,  wo  Barrow  dem  Rathe  eines  Freundes,  offenbar 
wieder  Newtons,  folgend  die  Methode  der  durch  Rechnung  zu  be- 
schaifenden  BerührungsUnien  mittheilt''),  deren  er  sich  zu  bedienen 
pflege.  Es  sei  (Figur  IT)  MT  Berührmigslinie  an  die  Curve  ANM 
in  M  uud  MN  ein  Curvenstück    von    unbegrenzter    Kleinheit''). 

')  motus  transversus.  ")  descensus  oder  auch  motiis  desccndens.  ^)  Bar- 
row, Lectioties  geometrtcae  pag.  32 — 33.  Die  Buchstaben  an  der  Figur  sind 
genau  dieselben  wie  bei  Barrow.  *)  Ebenda  pag.  80 — 81.  ')  indefinite 
parcum. 

C.UITOB,  Geschichte  der  Mathematik.  Iir.  <) 
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31 P  und  NQ  sind  senkrecht  zu  AP,  während  NB^i^AF.  Barrow 
benennt  die  einzelnen  auftretenden  Strecken  durch  einfache  Buchstaben 
MP=m,    PT=t,    MR==a,    NR  =  e.     Die    Stücke    3IR,  NR 

werden  durch  eine  Gleichung  mit  einander 
in  Verbindung  gesetzt,  wobei  folgende  Regeln 
festgehalten  werden:  1.  Beim  Rechnen  mrft 
man  alle  Glieder  fort,  welche  höhere  Potenzen 
von  a  und  c  oder  Producte  dieser  Grössen 
in  einander  enthalten.  2.  Ist  die  Gleichung 
hergestellt,  so  wirft  man  die  Glieder  weg, 
welche  a  und  e  nicht  enthalten,  weil  jene 
als  Gleichungspolynom  gedacht,  immer  Null  sind.  3.  Nun 
m   und  e  durch   t,    so    wird   PT   bekannt.     Als 


Wenn  in  die  Rechnung  ein  unendlich 


Ö^ 


Glieder 

ersetzt  man  a  durch 
Begründung  fügt  Barrow  hinzu 
kleines  Stück  einer  Curve  eingeht,  so  wird  statt  dessen  ein  richtig 
gewähltes  Stück  der  Berührungslinie  oder  irgend  eine  wegen  der  un- 
endlichen Kleinheit  des  Curvenstückes  gleichwerthige  gerade  Strecke 
genommen').  Auch  hier  ist  eine  Erinnerung  wohl  angebracht,  welche 
ins  Gedächtniss  zurückruft,  dass  Fermat  (Bd.  II,  S.  788)  ein  für 
allemal  gewisser  Buchstaben  zur  Bezeichnung  bestimmter  geometrisch 
erklärter  Punkte   imd    Strecken  sich  zu    bedienen   pflegte,    und    dass 

sein  E  genau  die  gleiche  Bedeutung  hatte 
wie  Barrows  e.  Alle  anderen  Buchstaben 
weichen  allerdings  wesentlich  ab,  und 
die  Subtangente  insbesondere,  Barrows  t, 
heisst  bei  Fermat  A.  Dagegen  ist  darin 
wieder  volle  Uebereinstimmimg,  dass 
grade  die  Subtangente  gesucht  wird,  um 
mittels  ihrer  den  Fusspunkt  der  Berüh- 
rungslinie kennen  zu  lernen.  Es  ist 
allerdings  anzuerkemien,  dass  der  Druck 
von  Fermats  Opera  varia  erst  1679  statt- 
fand, also  bedeutend  später  als  der  von 
Barrows  geometrischen  Vorlesungen,  aber 
seine  Tangentenbestimmung  war  seit  1642  und  1644  durch  Herigone 
(Bd.  II,  S.  785)  bekannt  gegeben.  Das  erste  Beispiel,  welches  Barrow 
durchführt,  ist  (Figur  18)  das  einer  Curve  ANMO,  deren  Sehne 
AM  (beziehungsweise  AN)   in   ihrer  Verlängerung  auf  der  Geraden 


Fig.  18 


')  Quod  si  calcuhim  ingrediatur  curvae  cujiispiavi  indefinita  particula,  stib- 
stituatur  ejus  loco  tangentis  particula  rite  sumpta;  vel  ei  guaevis  (ob  indefinitam 
curvae  parvitatem)  aeguipollens  recta. 


Kegelschnitte.     Curvenlehre.  131 

BH  ein  ihr  ü;leiches  Stück  BK  (beziehungsweise  BL)  abschneidet, 
wobei  der  Winkel  ÄBH  als  ein  rechter  vorausgesetzt  ist.  Ausser 
den  uns  schon  bekannten  Bezeichnungen 

3IH  =  «,     NR=  QP=  e,     MT  =  m,     BT  =  t 

sei  noch  AB  =  r,  AB  =  q.     Nun  ist 

AQ  =  q  —  e,     QN  =  in  —  a, 
also 

{q  —  cf  +  {m  -  a)-  ^  AN- =  BU. 
Ferner  ist 

AQ:  QN=  AB:BL, 
also 

BL  =  'l^'-^H^  und  BV  =  '4^ 


2  —  e  ~     il  —  e)- 

Die  beiden  Werthe  von  BU  sind  einander  gleichzusetzen: 

(q  —  e)'  +  {m  -  a)-  =    ^'^  _  ^^i  ■ 

Folglich  ist 

(5  —  e)4  =  (,-2  —  (g  —  e)^)(m  -  af. 

Entwickelt  man  unter  Weglassung  aller  Glieder  von  höherer  als 
erster  Dimension  in  a  und  e,  so  entsteht 

5*  —  4g^e  ^  r'-w^  —  g"'»;^  +  2qem^  —  2atnr'^  -\-  2amq". 

Weiter  soll  q*  =  r^m-  —  q^m-  in  Wegfall  kommen.  Eine  Begrün- 
dung dafür  gibt  Barrow  nicht,  aber  es  hat  seine  Richtigkeit.  Wegen 
AB:BK=AB.BM  ist 

{AB  ■  Pmy  =  (AP  ■  BEy  =  {AP ■  AIH)'  =  AP\AP'  +  PM'') 
d.  h.  r^m^  =  (f{q-  -\-  ni^)  und  q^  =  >•-»»-  —  (fm^. 
Nach  Weglassuug  dieser  Glieder  bleibt  noch 

—  Aq^e  =  2qenr  —  2amr^  +  2am(f. 
Jetzt  wird  a  durch  m,  e  durch  t  ersetzt,  und  man  erhält 


2^^  +  2"*^ 

Bei  Barrow  ist  in  Folge  eines  Irrthums  an  die  Stelle  des  Pluszeichens 
im  Nenner  des  Ausdruckes  für  t  ein  Minuszeichen  getreten.  Barrow 
behandelt  noch  vier  weitere  Beispiele,  deren  zweites  das  Cartesische 
Blatt  (folium  Ccuiesii  Bd.  II,  S.  781),  das  dritte  die  Quadratrix  ist. 
Jene  Descartes'sche  Curve,  deren  Gleichung  in  der  heute  üblichen 
Schreibweise  x^  -\-  y^  =  axy  lautet,  heisst  bei  Barrow  in  einer  Rand- 
note  La  Galande,  im  Texte  kommt  ein  Name  nicht  vor.  Jene  Rand- 
note ist  ein  neuer  Beleg   dafür,   dass  Barrow  mit    französischen  geo- 


metrischen Untersuchungen  bekannt  war. 


9* 


132  88.  Kapitel. 

Was  Wallis  1672  als  seine  Taugentenmethode  veröffentlichte'), 
verleugnet  ebensowenig  seine  Abhängigkeit  von  schon  bekannten 
Methoden.  Die  Subtangente  wird  gesucht,  und  als  Mittel  zum  Zweck 
dient  eine  in  der  Nähe  des  Berührungspunktes  gezogene  Ordinate 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  Curve,  beziehungsweise  mit  der  Be- 
rühruugslinie.  Unterscheidend  ist,  dass  Wallis  das  unendlichkleine 
Abscissenstückchen  zwischen  der  Ordinate  des  Berührungspunktes 
und  der  ihr  benachbarten  Ordinate  nicht  E  oder  c,  sondern  a  nennt, 
und  dass  er,  was  allerdings  ein  bedeutsamerer  Unterschied  ist,  nicht 
eine,  sondern  zwei  der  Berührungsordinate  benachbarte  Ordi- 
naten  in  Rechnung  zieht,  beide  um  a  von  derselben  abstehend,  aber 
die  eine  einem  früheren,  die  andere  einem  späteren  Curvenpunkte 
angehörend,  so  dass  die  Berührungsordinate  zwischen  beiden  liegt. 
Wallis  Darstellung  gewinnt  dadurch  unleugbar  an  Klarheit. 

In  demselben  Bande  der  Veröffentlichimgeu  der  Londoner  König- 
lichen Gesellschaft")  ist  die  Taugentenmethode  von  De  Sluse  nach 
einem  Briefe  desselben  vom  17.  Januar  167o  zum  Drucke  befördert, 
über  welche  wir  (Bd.  II,  S.  839 — 840)  berichten  durften,  weil  sie 
ihrer  Erfindung  nach  wohl  schon  dem  Jahre  1652  angehört,  wenn 
sie  auch  erst  mehr  als  zwanzig  Jahre  später  der  lesenden  Welt  zur 
Verfügung  gestellt  wurde.  De  Sluse  versprach  in  seinem  Briefe 
einen  Beweis  seiner  Methode.  An  dieses  Versprechen  gemahnt,  Hess 
er  am  3.  Mai  1673  einen  zweiten  Brief  nachfolgen').  Statt  eines 
Beweises  gab  er  indessen  nur  drei  Sätze  au,  auf  welche  seine  Methode 
sich  gründe.  Erstens  sei  die  Differenz  gleich  hoher  Potenzen  mit 
positiv  ganzzahligen  Exponenten  zweier  Zahlen  durch  die  Differenz 
der  zwei  Zahlen  selbst  theilbar.  Zweitens  bestehe  die  Entwicklung 
einer  Potenz  von  abermals  positiv  ganzzahligen  Exponenten  eines 
Binomiums  aus  einem  Gliede  mehr  als  der  Exponent  Einheiten  zähle. 
Drittens  stehen  die  Quotienten  derselben  Zahl  getheilt  durch  zwei 
andere  in  dem  umgekehrten  Verhältnisse  jener  Divisoren.  Die  Sätze 
seien  in  der  angegebenen  Reihenfolge  zu  benutzen,  imd  aus  dieser 
Angabe  werde  der  Leser  ohne  grossen  Zeitaufwand  den  Beweis  her- 
zustellen wissen. 

Abermals  auf  früher  (Bd.  II,  S.  827  —  828)  Mitgetheiltes  zurück- 
greifend führen  wir  an,  dass  Wallis,  Brouncker  und  Wren'')  im 
October  1673  die  Erstlingsrechte  von  Neil  und  Wren  auf  die  Er- 
mittelung von  Rectificationen  aufrecht  hielten.  Veranlassung  dazu 
gab  die  durch  Huygens    1673    herausgegebene    Schrift    Horologinm 


')  P.  T.  VII,  4010—4016   (Nr.  81).         ■)  Ebenda  VII,  424:;— 4247   (Nr.  90). 
")  Ebenda  VIII,  G059  (Nr.  <J5).     ■>)  Ebenda  VIII,  ei4G— ülTiO  (Nr.  98). 
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osciUaforimii ,  in  welcher  die  Rectificatiou   der  semicubisclien  Parabel 
für  Van  Heuraet  in  Anspruch  genommen  war*). 

Wir  müssen  auf  das  hochbedeutende  Werk  von  Huygens,  von 
welchem  eine  erste  Niederschrift  schon  am  5.  Februar  1665  vollendet 
war"-),  näher  eingehen.  Durch  eine  vom  25.  März  1673  datirte  Wid- 
mung an  König  Ludwig  XIV.  von  Frankreich  eingeleitet,  zerfällt  das 
Werk')  in  fünf  Theile:  1.  die  Beschreibung  der  Pendeluhr,  2.  der 
Fall  schwerer  Körper  und  ihre  Bewegung  längs  der  Cycloide,  3.  die 
Lehre  von  der  Evolution,  4.  der  Schwingungsmittelpunkt,  5.  die 
Fliehkraft. 

Der  erste  Theil  bietet  für  unsere  Zwecke  nichts  zur  Mittheilung. 
Im  zweiten  Theile  sind  zunächst  die  Fallgesetze  zu  beweisen.  Den 
Ausgangsjjunkt  des  Beweises  bildet  die  dritte  Hypothese*),  dass,  so- 
fern auf  einen  Körper  sein  den  Fall  verursachendes  Gewicht  und 
irgend  eine  andere  Kraft  gleichzeitig  einwirken,  jede  Wirkung  für 
sich  zu  betrachten  sei,  eine  Hypothese,  welche  später  die  noch  all- 
gemeinere Form  erhalten  sollte,  dass  von  zusammen  wirkenden  Kräften 
jede  für  sich  und  unabhängig  von  den  anderen  in  Rechnung  kommen 
müsse.  Der  Fall  der  Körper  wird  theils  in  freier  Luft,  also  senk- 
recht, theils  längs  einer  Curve  untersucht,  und  da  Huygens  auf  den 
Fall  längs  eines  Cycloidenbogens  hinsteuert,  so  spricht  er  in  mehreren 
Sätzen  von  dieser  Curve.  Im  XV.  Satze  ^)  wird  die  Berührungsauf- 
gabe für  die  Cycloide  behandelt  und  erweitert.  Denkt  man  sich  irgend 
eine  Figur  in  Rollbewegung  längs  einer  Geraden,  so  dass  ein  Punkt 
A  der  erzeugenden  d.  h.  rollenden  Figur  bei  dieser  Bewegung  in 
seinem  eine  Curve  bildenden  Laufe  beobachtet  werden  kann,  ist  ferner 
C  der  tiefste  Punkt  der  Figur,  in  welchem  sie  auf  der  Geraden,  über 
die  sie  rollt,  jedesmal  aufsteht,  so  ist  in  jeder  einzelnen  Lage  CA 
normal  zur  Rollcurve.  Das  ist  jener  Satz,  an  welchen  wir  (S.  125) 
dachten,  wo  wir  von  den  Anregungen  redeten,  welche  De  la  Hire 
von  Huygens  erhalten  haben  mochte.  Der  Fall  längs  der  Hohlseite 
einer  Cycloide,  welche  durch  einen  unterhalb  einer  wagrechten  Geraden 
rollenden  Kreis  erzeugt  ist,  deren  Scheitelpunkt  mithin  der  tiefste* 
Punkt  der  ganzen  Zeichnung  ist,  wird  imtersucht,  und  im  XXV.  Satze  ^) 
kommt  Huygens  zu  dem  Ergebnisse,  dass  ein  Körper,  von  welchem 
Punkte  des  absteigenden  Cycloidenarmes  aus  er  in  fallende  Bewegung 


')  Huygens,  Opera  varia  (Leiden,  1724)  pag.  100 — 101.  -)  Huygena' 
Gesammtausgabe  V,  223  (Haag,  1893).  ^)  Huygens,  Opera  varia  pag.  33 — 248, 
die  Widmung  schon  pag.  17—20.  —  Ein  sehr  ausführlicher  Auszug,  in  welchem 
namentlich  die  der  Mechanik  angehörenden  Sätze  genau  mitgetheilt  sind,  bei 
Marie,  Histoire  des  sciences  mathematiques  et  iihysiqucsY,27 — 67.  *)  Huygens, 
Opera  varia  pag.  51.     ')  Ebenda  pag.  69—70.     '^)  Ebenda  pag.  87. 
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gerathe,  genau  iu  derselben  Zeit  beim  Tiefpunkte  anlange.  Das  ist 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  welche  man  später  den  Tautochrouis- 
mus  der  Cycloide  genannt  hat. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  dieser  eine  Satz  schon  vor  dem 
Erscheinen  des  Horologium  oscillatorium  iu  die  Oeffentlichkeit  ge- 
drungen sein  ninss.  Ignace  Gaston  Pardies')  (1633—1673)  aus 
Pau,  der  am  Jesuitencollegium  seiner  Vaterstadt  alte  Sprachen,  Mathe- 
matik und  Physik  lehrte  und  kurz  vor  seinem  Tode  als  Professor 
der  Rethorik  an  das  College  Louis  le  Grand  in  Paris  kam,  kannte 
ihn  wenigstens.  Sein  Todestag  war  der  22.  April  1673.  Unmittelbar 
vorher  gab  er  in  französischer  Sprache  La  statique  ou  la  sciencc  des 
forces  nioiivanfcs  heraus,  und  bewies  darin  jenen  Satz,  welchen  er 
den  Isochron ismus  der  Cycloide  nannte.  Das  Horologium  war  aber 
damals  noch  nicht  im  Buchhandel.  Pardies  sagt  vielmehr  ausdrück- 
lich in  seiner  Vorrede,  er  sehe  mit  Begierde  dem  Erscheinen  der 
Schrift  von  Huygens  entgegen,  um  sich  zu  überzeugen,  ob  sein  Be- 
weis mit  dem  des  Erfinders  übereinstimme^).  Lord  Brouncker  hat 
dann  gleichfalls  bei  Gelegenheit  des  Herauskommens  der  Statique 
einen  Beweis  verööentlicht  ^).  Brounckers  Ausdrucksweise  ist  etwas 
zu  unbestimmt,  als  dass  man  aus  ihr  entnehmen  könnte,  ob  er  da- 
mals den  Satz  kennen  lernte  und  zu  ihm  einen  Beweis  ermittelte, 
oder  ob  er  auf  eine  frühere  Erfindung  des  Satzes  Ans^iruch  zu  er- 
heben wünschte,  aber  grade  wegen  der  Unbestimmtheit  ist  ersteres 
das  Wahrscheinlichere. 

Wir  kehren  zu  dem  Horologium  oscillatorium  zurück,  und  zwar 
zu  dessen  drittem  Theile.  Ist,  sagt  Huygens  iu  der  III.  Definition 
dieses  Theiles'*),  um  eine  nach  einer  Seite  hin  hohle  Linie  ein  bieg- 
samer Faden  gewickelt,  mid  blieb  das  eine  Ende  des  Fadens  mit  der 
Curve  in  Verbindung,  während  das  andere  imter  fortwährender  Span- 
nung des  abgelösten  Stückes  weiter  geführt  wird,  so  beschreibt  dieses 
Fadenende  eine  zweite  Curve,  welche  die  durch  Abwickelung  be- 
schriebene, Descrijßta  ex  evolutione,  heissen  soll.  Das  ist  diejenige 
Curve,  welche  heute  den  Namen  der  Evolvente  führt.  Die  erste 
Curve  dagegen  nermt  Huygens  in  der  IV.  Definition'')  die  Abge- 
wickelte, Evoluta,  und  dieser  Name  ist  ihr  geblieben.  Der  I.  Satz^) 
behauptet,  dass  jede  Berührungslinie  der  Evolute  auf  der 
Evolvente  senkrecht  stehe.     Wenn  (Figur  19)  die  Gerade  FDC 


')  Poggendorff  II,  358.  '■')  Vergl.  den  Bericht  über  die  Statique  von 
Pardies  in  den  P.  T.  VIII,  6043  (Nr.  94).  ')  P.  T.  VUI,  G032  (Nr.  94):  nunc 
jwis puhlici  facta  ex  occasione  quam  suppeditavit  Bev.  F.  Pardies.  *)  Huygens, 
Opera  Varia  jjag.  89:  lineac  in  unam  partcm  cavae.  ^)  Ebenda  ijag.  90.  '^)  Ebenda 
pag.  90—91. 
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in  D  die  Evolute  berührt,  wenu  alsdaun  in  dem  der  Evolvente  an- 
gehörenden Punkte  C  die  CE  senkrecht  zu  DC  gezogen  wird,  so 
treffe,  heisst  es,  diese  CE  die  Evolvente  in  keinem  anderen  Punkte 
als  in  C,  berühre  sie  folglich  eben 
dort.  Bei  Fortsetzung  der  Abwicklung, 
bis  der  Faden  die  Evolute  in  Cr  be- 
rührt, trifft  der  die  Evolvente  beschrei- 
bende Endpunkt  in  H  ein,  und  GH 
schneidet  die  CE  in  F..  In  dem  bei 
C  rechtwinkligen  Dreiecke  CEF  ist 
EF>CF.  Ferner  ist  Bogen  AD 
=  CD,  Bogen  AG  =  GH  und  zu- 
gleich Bogen  AG  =  Bogen  AD  -\-  Bo- 
gen Z»G  =  CD  -f  Bogen  DG.  Aber 
DF-\-FG>  Bogen  DG,  also  CD  -f 
DF+FG>GH  oder  CF  +  FG 
>GH.  Daraus  folgt  weiter  CF>  G  H 
~  FG  oder  CF>FH.  Nun  war  EF>  CF,  imd  umsomehr  ist 
EF>  FH,  d.  h.  E  liegt  jenseits  der  Evolvente.  An  einer  zweiten 
Figur  wird  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  nachgewiesen,  dass  auch, 
wenn  der  Piuikt  H  der  Evolvente  zwischen  ..4  und  C  liegt,  G  folg- 
lich auf  der  Evolute  zwischen  A  und  D  sich  befindet,  GH<,  GE 
sein  muss,  also  auch  dieser  Pmikt  E  jenseits  der  Evolvente  liegt, 
und  damit  ist  der  an  die  Spitze  gestellte  Satz  bewiesen,  ist  zugleich 
bewiesen,  dass  die  Cui-ve  AHCH  fortwährend  gleichartig  ge- 
krümmt ist').  Der  V.  Satz-)  beweist,  dass,  wenn  zwei  Cycloiden 
von  gleichen  Erzeugungskreisen  so  über  einander  gezeichnet  sind, 
dass  die  CTrundlinien  parallel  siud  und  der  Anfang  der  oberen  Cy- 
cloide  mit  dem  Scheitelpunkte  der  unteren  zusammenfällt,  alsdann 
die  Berührungslinien  der  unteren  Cycloide  auf  der  oberen  senkrecht 
stehen.  Im  VI.  Satze  wird  weiter  gezeigt,  dass  der  unteren  Cycloide 
als  Evolute  die  obere  als  Evolvente  entspricht,  und  der  VIT.  Satz 
zieht  die  Folgerung,  die  halbe  Länge  der  unteren  Cycloide  müsse 
dem  doppelten  Durchmesser  des  Erzeugungskreises  gleich  sein.  Nach 
der  Cycloide  wendet  Huygens  sich  der  gewöhnlichen  Parabel  zu,  als 
deren  Evolute  eine  semicubische  Parabel  auftritt,  welche  folglich 
gleich  jeder  Evolute  als  rectificirbar  sich  erweist.  Diese  Auseinander- 
setzung ist  es,  bei  welcher,  wie  (S.  133)  erwähnt  wurde,  Huygens  für 

')  in  partem  unam  inflexam  esse.  ^)  Ebenda  pag.  95 — 97  die  Sätze  V,  VI, 
VII.  Dann  folgt  pag.  98:  Geschichtliches  über  die  Entdeckung  der  einzelnen 
Eigenschaften  der  Cycloide,  deren  Rectification  zuerst  von  Wren  vollzogen 
worden  sei. 
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die  ErfincleiTeclite  Van  Heuraets  auf  die  Rectification  der  seini- 
cubischen  Parabel  den  durch  Wallis  vertretenen  Ansprüclien  Neils 
gegenüber  mit  mehr  Geschick  als  Recht  eine  Lanze  bricht.  Huygens 
schaltet  nunmehr  einige  unbewiesene  Constructionen  ein,  welche  den 
Flächeninhalt  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  als  Kreis  darstellen, 
zeigt  den  Zusammenhang  der  Rectification  der  gewöhnlichen  Parabel 
mit  der  Quadratur  der  Hyperbel,  bespricht  die  Evoluten  der  Ellipse 

und  der  Hyperbel  und  gelaugt 
so  zu  dem  ganz  allgemeinen 
XL  Satze'),  dass  zu  jeder 
Curve  die  Evolute  gefun- 
den werden  könne,  welche 
letztere  nothwendig  rec- 
tificirbar  sei.  Der  Grund- 
gedanke bei  der  Auffindung 
der  der  Curve  ABF  (Figur  20) 
entsprechenden  Curve  DE  ist 
folgender.  Die  Berührungs- 
linien an  DE  stehen  senkrecht 
auf  BF,  also  müssen  die  Senk- 
rechten auf  ABF  die  DE 
treffen.  Weil  sie  senkrecht 
zu  einer  als  einförmig  ge- 
wölbt  vorausgesetzten  Curve 
nach  ihrer  Hohlseite  hin  sind, 
müssen  sie  auch  einander  selbst 
schneiden,  imd  so  seien  bei- 
Fig.  20.  spielsweise     BD,   FE     zwei 

Senkrechte  zu  ABF,  welche 
in  D  und  E  die  Evolute  trefi'en  imd  in  G  einander  schneiden.  Je 
näher  F  bei  B  liegt,  um  so  näher  liegen  die  Punkte  D,  G,  E  bei 
einander.  Ist  der  Zwischenraum  BF  imendlich  klein'),  so  fallen  die 
drei  genannten  Punkte  zusammen,  und  überdies  wird  alsdann  BII, 
welche  die  Curve  ABF  in  B  berührt,  auch  als  deren  Berührende  in 
F  angesehen  werden  können^).  Damit  ist  genau  das  Gleiche  aus- 
gesprochen, was  heutige  Mathematiker  in  die  Worte  zu  kleiden  pflegen, 
die  Evolute  sei  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  consecu- 
tiver  Normalen  an  die  Evolvente.     Nun  handelt  es  sich  um  die 


')  Huygens,  Opera  laria  pag.  108 — 109  und  dann  wieder  111 — 112. 
*)  si  interstitium  BF  infinite  xicrvum  intelligatur.  ')  BH,  quae  ctirvam  in  B 
iangat,  eadem  guoque  pro  tangente  in  F  censebiiur. 
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thatsächlicLe  Auffiudiuig  von  G.  Zieht  mau  die  liX,  YN,  die  iu 
K  eiDander  senkreclit  durchschneiden,  und  ihnen  parallel  die  an  der 
Figur  erkennbaren  Geraden,  wobei  KT=  KM,  L  T'=  LN  abgemessen 
wird,  so  ist 

BG:MCr  ==  B(r:{BG  —  BM)  =  B0:2IN  ^-^-.^  =^-^:-^- 

Nun  ist  die  Länge  von  B3I,  HN,  HL  aus  der  Figur  ersichtlich, 
und  überdies  werden  diese  Strecken  für  jede  Curve  berechenbar  sein. 

Findet    letzteres    auch    noch  für    -jr^  statt,   so  ist   demnach   BG  iu 

KL  ' 

der  Proportion 

BG:(BG-B3I)  =  ^-J^ 

als  gegeben  zu  betrachten.     Aber 

31 N—  KL^{LM+  31 N)  -  {KL  +  L3I) 

=  LN—K3I=^LV—  KT=  TX. 

Also  3IN  =  TX  +  KL  =  TX  +  XV  imd 

MN  _TX  +  Xr  _  .         TX 
KL  XV  "^  XF" 

MN  TX       .        . 

d.  h.  mau  kennt  -=^  sofern  man  ^'v'  ^^^  trigonometrische  Tangente 

des  Winkels  TYK,  kennt.  Die  YV,  welche  diesen  nunmehr  iu  Be- 
tracht kommenden  Winkel  mit  der  gegebeueu  YK  bildet,  ist  die 
Verbindungsgerade  der  Punkte  T,  V,  d.  h.  Berührungslinie  an  die 
Curve  der  Punkte  T,  V,  welche  so  definirt  werden  kann,  dass  in  ihr 
jedes  KT  =  K3I  oder  die  Ordinate  jedes  Curveupimktes  T  der  Sub- 
normale desjenigen  Punktes  B  der  gegebenen  Curve  ABF  gleich 
ist,  der  mit  T  auf  gleicher  Ordinatenlinie  liegt.  Würde  man  die 
Zeichen  der  heutigen  Mathematik  in  Anwendung  bringen  und  die 
Gleichung  der  ABF  als  F{x,  y)  ^  0  schreiben,  so  wäre  K3I=yy'. 
Ebenso  gross  wäre  also  KT  und  daher 

iaiigTYK=^^  =  y--^yy    =^^- 

Somit  ist  j^  =  1  -{-  y'^  -}-  yy".  Andrerseits  ist  der  oben  als  be- 
rechenbar bezeichnete  Bruch 

Die  Proportion,  zu  welcher  wir  oben  gelangt  waren,  hat  daher  die 
Gestalt 

BG  :  {BG  -  B31)  =  (1  +  y''^)  :  {1  +  y"  +  yy"). 

Ihr  entnimmt  man  ^,  =  -  '-^^ ,  BG' =  ^^^lJ^+JLT .    B3I ist 
BM  yy  y  y 
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die  Normale  der  Curve  AUF,  also 

BIP  =  2/3(1  +  ^j'-')  uud  25 G^  =  ^^  +  f  '^' 

in  Uebereiustimmung  mit  bekanuten  Ergebnissen.  Es  bedarf  sicher- 
lieb  nicht  der  Bemerkimg,  dass  Huygens  nicht  im  Stande  war,  die 
hier  zuletzt  geführte  allgemeine  Rechnung  vorzunehmen.  Wir  wollten 
unseren  Lesern  nur  die  Controle  über  den  Gedankengang  von  Huy- 
gens ermöglichen  und  führten  sie  deshalb  ziemlich  weit  über  ihn 
hinaus.     Huygens    musste    seine    allgemeinen  Betrachtungen,    welche 

MN 
für  jede  Curve  galten,  mit  j^j  =  1  -|-  tang  TYK  beschliessen.    Von 

diesem  Punkte  an  war  er  genöthigt,  für  jede  besondere  Curve  die  Be- 
rechnung von  BG  in  besonderer  Weise  vorzunehmen,  luid  das  hat 
er  auch  gethan. 

Der  vierte  Theil  des  Horologiuin  oscillatorium  hat  es  mit  dem 
Oscillationsmittelpunkte  zu  thuu,  d.  h.  mit  der  Auffindung  des- 
jenigen einfachen,  aiTs  einem  au  einem  nicht  biegsamen  gewichtlosen 
Faden  hängenden  Gewichte  bestehenden  Pendels^),  dessen  Schwingungs- 
dauer mit  der  eines  gegebenen  Körpers,  der  als  Pendel  benutzt  wird, 
übereinstimmt.  Die  Aufgabe  war  1646  von  Pater  Mersenne  gestellt 
worden-),  und  Descartes  und  Roberval  versuchten  sich  an  ihrer 
Auflösung,  welche  beiden  misslaug,  was  sie  aber  nicht  verhinderte 
darüber  in  Streit  zu  gerathen.  Huygens  erkannte  die  ganze  Wichtig- 
keit der  Frage,  erkannte  auch  bereits  1664,  dass  das  einfache  Pendel 
sich  dazu  eigne,  eine  Längeneinheit  zu  bilden,  deren  erfahrungsmässiges 
Element  in  der  Schwingungsdauer  liege ^\  und  Robert  Hooke  stellte 
Versuche  zur  Ermittelung  der  Länge  eines  Pendels  an,  das  der  Ein- 
fachheit so  nahe  als  möglich  kam*).  Im  Horologium  oscillatorium 
gab  nun  Huygens  die  wirkliche  Lehre  vom  Oscillationsmittelpuukte, 
naturgemäss  auf  Grund  gewisser  Voraussetzungen,  ohne  welche  keine 
physikalische  Frage  in  Augriff  genommen  werden  kann.  Huygens' 
Gruudannahme^)  besteht  darin,  dass,  wenn  irgend  welche  Gewichte 
in  Folge  ihrer  Schwere'')  sich  zu  bewegen  anfangen,  ihr  gemeinsamer 
Schwerpunkt  nicht  höher  steigen  könne  als  bis  dahin,  wo  er  am 
Beginne  der  Bewegung  sich  befand.  Dieser  Ausspruch,  setzt  er  hinzu, 
besage  nichts  weiter  als  was  niemals  in  Abrede  gestellt  worden  ist, 
dass    schwere  Körper  nicht  von    selbst  in   die  Höhe    streben').     Als 


')  pendulum  simplex,  hoc  est  pondus  filo  inflexih  gravitatis  experto  appen- 
sum.  -)  Heller,  Geschichte  der  Physik  II,  74.  ')  Huygens'  Gesammtaus - 
gäbe  V,  149:  Brief  vom  21.  November  1664.  ^)  Ebenda  "V,  170:  Brief  vom 
23.  December  1664.  ^)  Huygens,  Ojjera  varia  pag.  121.  ^)  vi  gravitatis  suae. 
')  gravia  stusum  non  ferri. 
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zweite  Anuabme  dient-  ihm,  dass  im  widerstandslosen  Uaume  der 
Schwerpunkt  eines  bewegten  Pendels  beim  Abwärts-  und  Aufwärts- 
schwiugeu  gleiche  Kreisbogen  beschreibe.  Es  würde  uns  von  unserem 
Gegenstande,  der  geschichtlicheil  Eutwickelung  der  Curvenlehre,  viel 
zu  weit  abführen,  wollten  wir  berichten,  wie  Huygens  auf  die  er- 
wähnten Annahmen  die  ganze  Lehre  vom  Oscillations-  oder  Schwin- 
gungsmittelpunkte  aufbaut,  bis  er  zuletzt  ira  XX.  Satze')  zur  Ver- 
tauschbarkeit  des  Aufhängepunktes  und  des  Schwingungsmittelpunktes 
gelangt  und  daran  die  Aufsuchung  des  Schwingungsmittelpunktes  be- 
stimmter ihrer  Figur  nach  gegebener  Pendel  knüpft,  wobei  theils  ebene 
Figuren,  theils  wirkliche  Körper  als  Pendel  dienen.  In  einem  kurzen 
fünften  Theile  sind  noch  beweislos  Sätze  über  die  Fliehkraft"^) 
beigefügt. 

Haben  wir  in  dem  Werke  von  1673  Huygens  als  fruchtbaren 
geometrischen  Erfinder  kennen  gelernt,  so  zeigen  zwei  Abhandlungen 
von  1693,  wie  er  im  Stande  war  in  Fermats  Gedanken  einzudringen 
lind  sie  klarer  darzustellen,  als  jeuer 
selbst  vermochte.  Es  sind  Darlegungen 
von  Fermats  Methoden  Maxinial-  und 
Minimalwerthe  zu  finden^)  imd  das 
Tangenteuproblem  aufzulösen^).  Sei 
etwa  (Figur  21)  die  Gerade  DE,  seien 
ausserdem  die  Punkte  A  und  B  ge- 
geben, und  man  suche  auf  der  DE 
einen  Punkt  C  von  der  Beschaffenheit, 
dass  AC-  -j-  BC'^  zu  einem  Minimum 
werde.  Huygens  nimmt  als  selbstver- 
ständlich an,  es  gebe  einen  solchen 
Punkt  C,  und  es  gebe  zu  beiden  Seiten  von  C  stets  Punkte  F,  G, 
welche  AF-  +  BF'-  =  AG'  +  BG->  AC'  -\-  BC^  werden  lassen. 
Als  gegeben  gilt  AE=a,  BD^b,  ED  =  c.  GF  wird  durch  e 
und  EG  durch  x  bezeichnet.     Nun  ist 

AG'  =  AE'  +  EG-  =  «-  +  x^, 
AF'  =  AE'  +  (EG  +  GFy  =  a-  +  (x  +  ef, 
BG*^  BD'  +  {ED  —  EGf  =  ö^  +  (c  -  x)', 
BF'-  =  BD^  +  {ED  ^EG—  GFf  =  Ir  +  {c  ~  x  -  ef. 
Die  vorausgesetzte  Eigenschaft  der  Punkte  F,  G,  welche 
AF'  +  BF'  ^  AG--\-  BG^ 


Fig.    12. 


')  Huygens,  Opera  varia  pag.  151.     -)  De  vi  ceiürifuga  ex  motu  circtilari. 
^  Huygens,  Opera  varia  pag.  490—498.     *)  Ebenda  pag.  498—506. 
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lautete,  Leisst  daher  jetzt 

a'-  +  X-  +  b-  +  {c  —  xf  =  rt-  +  {x  +  ej  +  h-  -^{c  —  x  —  ej 
oder  fl-  -{-  Iß  -\-  c^  ^  2cx  -\-  2x' 

=  a"  +  h-  +  c^  —  2cx  +  2x2  _  2ce  +  4a;e  +  2e^ 

und  keuut  man  c,  so  ist  a;  durch  diese  Gleichung  gegeben.  Nimmt 
mau  jenes  e  als  imendlich  klein  an,  so  fallen  die  drei  Punkte  G,  C, 
F  in  C  zusammen,  und  x  ist  die  Entfernung  des  gesuchten  Punktes 
C  von  E.  Werden  in  der  gefundenen  Gleichung  zunächst  die  Brüche 
weggeschafft,  deren  in  dem  vorliegenden  Beispiele  keine  vorhanden 
sind^),  so  streichen  sich  dann  auf  beiden  Seiten  die  gleichen  Glieder 
weg,  und  das  werden  nothwendigerweise  alle  die  sein,  in  welchen  e 
nicht  vorkommt,  wie  leicht  ersichtlich,  da  der  Ausdruck  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  aus  dem  links  von  demselben  befindlichen  so  ent- 
stand, dass  x  durch  x  -\-  e  ersetzt  wurde.  Die  übrig  bleibenden  Glieder 
der  Gleichung  besitzen  also  e  als  gemeinsamen  Faktor,  durch  welchen 
dividirt  werden  kann.  Dann  erscheint  eine  neue  Gleichung,  deren 
Glieder  theils  von  e  frei  sind,  theils  e  noch  als  Faktor  besitzen. 
Letztere  fallen  weg,  weil  e  als  unendlich  klein  betrachtet  wird,  und  nun 
ermittelt  man  x.  Aus  dieser  Theorie  lässt  aber  eine  praktische  Kegel 
sich  herleiten,  welche  in  den  Fällen  zur  Anwendung  zu  kommen  hat, 
in  welchen  der  Ausdruck,  der  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werden 
soll,  keinen  die  Unbekaimte  im  Nenner  enthaltenden  Bruch  einschliesst, 
eine  Regel,  welche  darin  ihre  Begründung  findet,  dass  bei  ganzzahlig 
positivem  n  der  Ausdruck  {x  -j-  e)"  =  x"  -\-  nx''~^e  +  anderweitigen 
Gliedern  wird,  welche  höhere  Potenzen  von  e  zu  Faktoren  besitzen. 
Die  Regel  lautet:  „Jedes  Glied  ist  mit  dem  Exponenten  der  in  ihm 
vorkommenden  Potenz  der  Unbekannten  zu  vervielfachen,  die  ülieder 
ohne  Unbekannte  sind  wegzulassen,  alle  jene  Produkte  zusammen 
sind  gleich  Null  zu  setzen."     Aus 

«^  +  &2  4-  c3  -2cx  +  2x^ 
wird  demnach 

—  2cx  -\-  4x'  =  0,  X  =  —. 

Vergleicht  man  Huygens  Begründung  mit  den  Sätzen,  auf  welchen 
nach  De  Sluses  zweitem  Briefe  von  1673  (S.  132)  dessen  Tangenten- 
methode beruhte,  so  kann  man  kaum  zweifeln,  dass  De  Sluses  Ge- 
dankengang mit  dem  von  Huygens  hier  bei  Gelegenheit  der  Bestim- 
mung von  Maximal-  und  Minimalwerthen  Entwickelten  nahe  verwandt 
war.  Doch  wir  gehen  in  unserem  Berichte  über  die  Huygens'sche 
Abhandlimg  weiter.    Ist  der  zum  Maximum  oder  Minimum  zu  machende 

')  sublatis  primum,  si  qwxe  sunt,  fractionibus  (quac  in  hoc  cxcmplo  nuUae  sunt). 
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Ausdruck  mit  Brücheu  behaftet,  deren  Neuner  die  Uubokauute  eut- 
halten,  so  nimmt  die  Regel  folgende  Gestalt  an,  deren  Beweis  wiederum 
von. dem  gleichen  Gedanken  aus  wie  vorher  leicht  zu  führen  ist:  „Zu- 
nächst werden  alle  die  Unbekannte  nicht  enthaltenden  Glieder  weg- 
gelassen; dauu  bringt  mau  alle  Glieder  auf  gemeinschaftlichen  Nenner; 
der  ganze  Zähler  wird  hierauf  mit  dem  ganzen  Nemier  vervielfacht 
und   jedes    einzelne  Glied    des  Produktes    überdies    mit   der  Differenz 

.der  Exponeuteu  der  Unbekannten  in  den  dem  Zähler  und  dem  Neuner 
angehörenden  Faktoren,  positiv  wenu  ersterer,  negativ  wenn  letzterer 

•den  höheren  Exponenten  besitzt;  die  Summe  dieser  Produkte  endlich 
ist  gleich  Null  zu   setzen."     Das  von  Huygens   gewählte   Beispiel  ist 

— =— r-i-i — 5 Er  bildet 

(3  —  0)bc-  ■  Ix^  -  (2  -  0)6c=  •  c^x"  -  (1  -  0)hc~  ■  2bc'x 

-f  (3  -  3)a;3  ■  br'  -  (2  —  3)^^  •  c'a;^  —  (1  —  d)x''  ■  2lc^x  =  0 
oder 

M-'c-x^  —  2&c*a;2  -  2b''c*x  -f  c^a;-'  -f  Abc'x''  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  durch  bc'x  -f-  c^x^  theilbar  und  liefert  als  Quo- 
tienten x^  -\-  '6b x^  —  2bc'  =  0,  woraus  x  zu  ermitteln  ist.  Huygens 
gibt  ausdrücklich  Fermat  als  den  Schriftsteller  an,  aus  welchem  er 
die  Anregung  zu  seiner  Darlegung  entnommeu  habe.  Es  ist  kein 
Zweifel,  dass  er  die  Regeln  wesentlich  bequemer  als  Jener  (Bd.  II, 
S.  783 — 784)  gestaltete,  aber  ebensowenig,  dass  er  zwei  Mängel 
weder  beseitigte,  noch  vermuthlich  erkannte,  welche  Fermat  übrig 
gelassen  hatte.  Huygens  gleich  Fermat  weiss  nur  rationalen  Aus- 
drücken beizukommen,  er  lässt  es  vom  Zufalle  abhängen,  ob  der  ge- 
fundene Werth  von  x  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  hervorbringt, 
von  jenen  FäUen  zu  schweigen  wo  keines  von  beiden  eintritt. 

Die  zweite  Abhandlung  von  1693  ist  der  Tangenteuaufgabe  ge- 
widmet. Sie  muss  sehr  viel  früher  geschrieben  als  dem  Drucke  über- 
geben worden  sein,  denn  Huygens  sagt  in  den  emleitenden  Worten, 
er  habe  diese  Fassung  der  Fermat  sehen  Regel  als  eine  praktische 
erkannt,  noch  bevor  Descartes  Briefwechsel  herausgekommen  war, 
aus  welchem  er  ersah,  wie  dieser  letztere  sich  mit  jener  Regel  ab- 
zufinden suchte.  Das  muss  also  schon  vor  1667  gewesen  sein,  weil 
in  diesem  Jahre  Glersellier  den  genannten  Briefwechsel  zum  Drucke 
beförderte.  Immerhin  dürfte  es  nicht  vor  1652  gewesen  sein,  da  da- 
mals Huygens  Nachdenken  wesentlich  durch  fremde  wie  eigene  auf 
die  Quadratur  des  Kreises  sich  beziehende  Untersuchungen  in  An- 
spruch genommen  war.  1652  aber  erfand  De  Sluse  (Bd.  11,  S.  839) 
seiDe,  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  mit  Huygens  Gedankenfolgen 
ungemein    nahe    verwandte  Tangentenmethode.     Auch  der   1673  ver- 
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öffentlichte  Wortlaut  von  De  Sluses  Regel  deckt  sich  fast  vollständig 
mit  dem  der  von  Huygeus  ausgesprochenen  Vorschrift.  Der  Erfin- 
dung wie  der  Veröffentlichung  nach  ist  also  hier  Huygens  der  zweite. 
Sein  Eigenthum  bleibt  nur  das  Wort  Subtangente  und  eine  Klar- 
legung der  Gründe,  auf  welche  die  Regel  sich  stützt,  während  De 
Sluse,  wie  wir  gleichfalls  wiederholen,  sich  mit  Angabe  dreier  die 
Grundlage  bildenden  Sätze  begnügt  hatte  (S.  132).  Im  Grossen  und 
Ganzen  kommt  die  Auseinandei'setzung  wieder  darauf  hinaus,  dass. 
bei  ganzzahlig  positivem  n  die  Differenz  {x  -\-  e)"  —  x"  mit  «a;"~'c 
beginne,  um  in  den  weiterfolgenden  Gliedern  höhere  Potenzen  von* 
e  zu  enthalten. 

Zu  den  Schriftstellern,  welche"  mit  der  Curvenlehre  sich .  be- 
schäftigten, gehört  auch  Tschirnhaus.  Manches,  was  er  darüber 
dachte  und  veröffentlichte,  kann  nicht  als  richtig  befunden  werden, 
sei  es,  dass  der  Wunsch  Früchte  seiuer  rasch  wachsenden  Berühmt- 
heit zu  gemessen  ihn  Dinge  zum  Druck  befördern  Hess,  an  deren 
vollen  Zuverlässigkeit  er  selbst  nicht  recht  glaubte  (S.  113),  sei  es 
dass  er  allzugierig  schon  auf  mangelhafte  Induktion  hin  der  neuen 
Sätze  sich  freute,  welche  sich  ihm  darboten.  WerthvoU  blieb  seine 
Entdeckung  der  Brennlinien  durch  Zurückwerfung.  Sei  (Figur  22) 

eine  Curve  AFE  den  parallel  ein- 
fallenden Sonnenstrahlen  ausgesetzt, 
und  der  Strahl  BF  werde  in  der 
Richtung  FG  zurückgeworfen.  Ein 
ihm  zunächst  eintreffender  Strahl 
erzeugt  einen  auch  dem  FG  sehr 
nahe  liegenden  zurückgeworfenen 
Strahl,  der  jenen  in  G  schneidet. 
Der  geometrische  Ort  der  Durch- 
schnittspiuikte  je  zweier  zunächst 
liegender  zurückgeworfener  Strahlen 
ist   eine  Curve    BGE,   welche   als 


Fig.  22. 


Breunliuie     durch     Zurückwerfimg 


benannt  zu  werden  pflegt,  mit  fremd- 
ländischem Ausdrucke  als  Catacaustica.  Durch  gebrochene  Strahlen 
erzeugte  Brennliuien  fühi-eu  den  Namen  Diacaustica.     Beide  Namen 

o 

rühren  von  Johann  und  Jakob  Bernoulli  her^).  Tschirnhaus  hat 
seine  Ergebnisse  1682  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  niit- 
getheilt-)    imd    hat    sich    in    seinen   Briefen    an    Leibuiz    weitläufiger 


')  Jac.    Bernoulli,    Opera  I,    4G6,  473    und    öfter. 
Tschirnhaus  S.  148—179. 


*)  Weissenborn, 
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darüber  ausgelassen.  Beweise  vou  Tschirnhaus  für  diese  seine  Sätze 
kennt  man  nicht.  Einzelne  seiner  Behauptungen  sind  auch  thatsäch- 
lich  unrichtig,  was  er  später  in  den  A.  E.  vom  Februar  1690  zuzu- 
geben sich  genöthigt  sah:  Er  habe  einen  Rechenfehler  begangen,  in- 
dem er  früher  die  Catacaustica  des  Kreises  für  eine  Curve  vierten 
Grades  gehalten  habe,  sie  sei,  wie  Jakob  Bernoulli  ihn  aufmerksam 
gemacht  habe,  vom  sechsten  (xrade.  Der  wichtigste  Satz  Tschirn- 
hauseus  spricht  aus,  dass  die  Bogenlänge  EG  der  Catacaustica  der 
Summe  der  beiden  Strahlen  DF  -\-  FG  gleich  sei.  Einen  Beweis 
dafür  lieferte  Leibniz  UiS2  sofort  in  dem  Antwortschreiben  auf  die 
ihm  gemachte  Mittheilung'-),  indem  er  dabei  von  dem  nachgrade  all- 
gemein gewordenen  Gedanken  des  Unendlichkleiuen,  beziehimgsweise 
des  Zusammenfallens  eines  Curveuelementes  mit  seiner  Berührungs- 
linie, einer  Senkrechten  auf  eine  Gerade  mit  einem  um  den  Anfang 
der  Geraden  als  Mittelpmikt  beschriebeneu  unendlich  kleinen  Kreis- 
bogen u.  s.  w.  Gebrauch  machte. 

Eine  sich  von  selbst  aufdrängende  Bemerkung  ist  es,  dass  die 
Durchschnittspunkte  nächstliegender  Strahlen,  wie  sie  in  der  Cata- 
caustica auftreten,  und  Durchschnittspunkte  nächstliegender  Normalen, 
wie  sie  als  Evolute  erscheinen,  sehr  verwandte  Forderungen  an  die 
geometrische  Einbildungskraft  stellen.  Wir  wollen  damit  nicht  sagen, 
Tschirnhaus  habe  das  Horologium  oscillatorium  studirt,  und  der  Ge- 
danke von  Huygens  habe  bewusst  oder  unbewusst  in  ihm  weiter  ge- 
arbeitet. Das  kann  nicht  behau^itet,  es  kaini  ebensowenig  gradezu 
geleugnet  werden,  um  so  weniger  geleugnet  werden,  als  Tschirnhaus 
gleich  das  erste  Mal,  wo  er  Leibniz  Andeutungen  über  seine  neuen 
Untersuchungen  machte,  die  Frage  beifügte''),  ob  dieser  glaube,  dass 
Huygens,  dessen  Dioptrik  jüngst  herausgekommen  sei,  Aehnliches 
kenne.  Man  kann  dieser  Frage  vielleicht  entnehmen,  dass  Tscbirn- 
haus  die  Empfindung  hatte,  es  sei  für  Huygens  nur  naturgemäss,  den 
einmal  erfolgreich  benutzten  Gedanken  des  Durchschnittes  nächst- 
liegender Geraden  weiter  auszubilden. 

Huygens  that  es  auch  wirklich,  wobei  er  selbst  einen  Vor- 
gänger in  Descartes  besass,  dessen  Ovalen  (Bd.  H,  S.  743)  bereits 
zu  den  Diacausticae  gehörten.  Huygens  hat  im  sechsten  Kapitel 
seines  1678  geschriebenen  und  Pariser  Gelehrten  vorgezeigten,  dann 
allerdings  erst  1690  gedruckten  Traite  de  la  Lumiere  die  Aufgabe 
der  Diacaustica  gestellt  mid  gelöst. 

Die  ältesten  geometrischen  Untersuchungen  Tschirnhausens,   von 


')    Weiseenborn,    Tschirnhaus    S.    153.  ^)    Leibniz    IV,    493  —  494, 

ä)  Ebenda  IV,  484. 
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deuen  wir  wissen,  und  die  ihu  auf  der  Reise  uach  Italien  beschäftigten, 
nachdem  er  eben  Paris  verlassen,  wo  er  unter  Leibnizens  Augen 
und  mit  diesem  gemeinsam,  wenn  nicht  von  ihm,  mathematisch  ar- 
beiten gelernt  hatte,  beziehen  sich  auf  Quadraturen^).  Zunächst, 
d.  h.  während  des  Jahres  1678,  wissen  wir  von  solchen  Arbeiten  aus 
an  Leibniz  gerichteten  brieflichen  Mittheilungeu.  Tschirnhaus  ver- 
fuhr theils  nach  Cavalieris  Methode  der  Indivisibilien,  theils  nach 
einer  Methode,  die  dem  Ductus  plant  in  planum  des  Gregorius  a 
Sto.  Vincentio  augenfällig  nachgebildet  war,  was  Leibniz  nicht  an- 
stand, ihm  bemerklich  zu  machen.  Dann  probirte  es  Tschirnhaus 
mit  der  umgekehrten  Aufgabe:  quadrirbare  Curven  zu  finden. 
Er  sagt ,  er  stelle  einen  algebraischen  Ausdruck  auf,  welchen  er  als 
die  Quadratur  einer  Curve  betrachtet  wissen  wolle,  imd  dann  könne 
man  nach  einer  Methode,  welche  au  Barrow  sich  anschliesse"),  die 
Gleichung  der  Curve  finden.  Näher  erklärte  er  sich  nicht,  gab  auch 
keine  Beispiele,  denen  man  entnehmen  könnte,  ob  Tschiruhaus  richtig 
schloss.  Leibniz  antwortete  in  etwas  vorwurfsvollem  Tone,  das  seien 
Dinge,  welche  er,  Leibniz,  ihm  in  Paris  mündlich  auseinandergesetzt 
habe,  aber  Tschirnhaus  scheine  nicht  Acht  gegeben  zu  haben').  Die 
Sache  verhalte  sich  so.     Die  Gleichung  irgend  einer  Curve  möge 

0  =  a  -\-  hx  -\-  cy  -\-  dxy  -{-  ex^  +  fy-  +  etc. 
heissen,  und  mau  wolle  wissen,  ob  sie  algebraisch  allgemein  quadrir- 
bar  sei.     Nun  stelle  man  die  Gleichung  einer  zweiten  Cuiwe 

0  =  Z  -f-  mx  +  '«^  +  pxs  -\-  q3?  -j-  rz^  +  etc. 

auf,  welche  die  Curva  summatrix,  die  summirende  Curve  genannt 

werden  möge.     Ist  t  deren  Subtangente,  so  sei 

z    m  -\-  pz  -\-  2qx  -}-••• 

t  n  -\-  px  -{-  2rz  -\-  ■  ■  ■  ' 

und  bei  —  ==  y  entstehe 

ny  +  pxy  +  '2rs:y  -\ =  m  -j- ps  +  2qx  -\ . 

Aus  dieser  Gleichung  sei  mittels 

Q  =  l  -{-  mx  +  ns  -j-  pxz  -j-  qx^  +  rz^  +  etc. 
die  Unbekannte  s  wegzuschafien,  und  man  erhalte  eine  neue  Gleichung, 
welche  als  Unbekannte  nur  x  und  y,  in  den  Coefficienten  aber  ?,  m, 
n,  p,  q,  r  . .  .   enthalten   werde.     Die  Frage  sei  nmi    darauf  zurück- 
geführt, ob  durch  Identification  dieser  Gleichung  mit 

0  =  a  -\-  hx  -\-  cy  -{-  dxy  -(-  ex"  -\-  fy^  +  etc. 

')  Weissenborn,  Tschirnbaus  S.  71—112.  "■)  Leibniz  IV,  472.  — 
Weissenborn,  Tschii'nbaua  S.  84.  ")  Leibniz  IV,  481:  Et  meinini  me  Tibi 
jam  Tuiec  Parisiis  dicere,  sed  ut  video  non  attendisti. 
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lue  J,  m,  11,21,  q,  r  .  .  .  bestimmt  wenloii  kömioii  oder  uiclit;  im  erstereii 
Falle  habe  maii  eine  algebraiscli  allgemein  quadrirbare  Curve,  im 
zweiten  nicht.  In  die  Sprache  der  heutigen  Mathematik  gekleidet 
würde  die  Leibnizische  Vorschrift    besagen,    dass    wenn  s  =  f{x)  zur 

Quadratur  von  ;/  =  (p{x)  führen  soll,  man  y  =  -^  ^  z  setzen  müsse, 
•weil  alsdann 

J  y  ■  dx  =  j  z  ■  iJx  ^  z  =  fix) 

liefert.  Im  Jahre  1678  war  das  noch  nicht  so  leicht  zu  verstehen, 
und  nur  die  mündlichen  Unterredungen  in  Paris,  auf  welche  Leibniz 
anspielte,   mochten   den  Schlüssel   zum  Verständniss    geliefert    haben. 

Tschirnhaus  schwieg  von  nun  au  in  seinen  Briefen  über  diesen 
Gegenstand,  aber  nach  Ablauf  mehrerer  Jahre  gab  er  im  October- 
hefte  1683  der  A.  E.  eine  Abhandlung  Methodus  datae  figurae,  rectis 
lineis  et  curia  gcometrica  tcrminatac,  aut  quadratiuam  aitt  impossihili- 
tatem  rjusdem  quadraütrae  deternihiarc^)  heraus,  welche  schon  durch 
die  au  der  Spitze  stehende  Zeichnung  (Figur  23)  Zeugniss  dafür  ab- 
legt, dass  Tschiruhaus,  mochte  er  auch 
eine  Zeit  lang  vergessen  haben,  was 
Leibniz  ihm  in  Paris  mündlich  gesagt 
hatte,  dessen  Brief  um  so  sorgsamer 
sich  eingeprägt  und  dessen  Sinn  be- 
griffen hatte.  Tschirnhaus  nimmt  in 
der  Abhandlung  an,  zwischen  der  Curve 
AHD,  deren  Ordinaten  y  heissen,  und 
der  Curve  AFB,  deren  Ordinaten  z 
heissen,    während    die    beiden    Curven 

gemeinsamen,  auf  AGC  gemessenen  Abscissen  durch  x  bezeichnet 
werden,  finde  die  Beziehung  statt,  dass  das  Rechteck  AG  DE  dem 
gemischtlinigen  Dreieck  AGB  gleich  sei,  ebenso  AGHI  =  AGF 
u.  s.  w.  Die  Gleichung  der  AHD  wird  als  gegeben  angenommen, 
und  zwar  als  Gleichung  1 ,  2.,  3.  u.  s.  w.  Grades.  Er  gibt  alsdann 
die  Gleichung  zwischen  x  und  z  an,  welche  der  Curve  AFB  ange- 
hören muss,  damit  die  geforderte  Beziehung  stattfinde.  Wie  er  zu 
diesen  Gleichungen  gelangt  sei,  sagt  er  nicht,  und  überdies  hat  sich 
bei  einer  Nachrechumig  unter  Benutzung  der  heute  landläufigen  Mittel 
herausgestellt^),  dass  sie  nicht  einmal  richtig  sind. 

Es  würde  uns  zu  weit  führen,   wollten  wir  genauer  erzählen,  wie 


')  A.  E.    1683    pag.  433— i37.  ')  Weissenborn,    Die    Principien   der 

höheren  Analvsis  in    ihrer  Entwicklung    von  Leibniz  bis    auf  Lagrange.     Halle, 
18.56.     S.  79—82. 

Cantor,  Geschichte  der  Mathematik.    IJl.  lü 
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Leibniz  über  TschirnliauseDS  Verfaliren,  eiu  ilim  brieflich  Angedeutetes 
auszubeuten,  ohne  auch  nur  der  ihm  gegebenen  Anregung  mit  einem 
Worte  zu  gedenken,  erzürnt  war,  und  ■wie  es  der  Verniittelung  von 
Mencke,  dem  Herausgeber  der  A.  E.,  bediirfte,  um  zu  yerhüten,  dass 
nicht  ein  öü'entlicher  Streit  zwischen  Leibniz  und  Tschirnhaus  in  jener 
Zeitschrift  selbst  ausbrach. 

Einige  Monate  früher  als  die  Abhandlung  über  Quadraturen  Hess 
Tschirnhaus  in  den  A.  E.  vom  December  1682  und  vom  März  1683 
zwei  Aufsätze  erscheinen'),  welche  das  Tangentenproblem  und  das 
der  Masima  und  Minima  behandelten.  Zur  Lösung  beider  Auf- 
gaben wurden  allgemeine  Eegeln  aufgestellt,  welche  in  dieser  Allge- 
meinheit falsch  sind  und  nur  ausnahmsweise  in  einigen  besonderen 
Fällen  Richtiges  liefern. 

Einige  Jahre  später  dagegen,  1686,  erschien  Tschimhaus  mit 
einem  grösseren  Werke  auf  dem  Büchermarkt,  mit  der  Medicina 
meiitis'^).  Tschirnhaus  selbst  durfte  1695  eine  neue  verbesserte  Aiis- 
gabe  veranstalten,  weitere  Abdrücke  erfolgten  1705  und  1753  imd 
beweisen,  dass  der  Geschmack  der  Zeit  für  derartige  Bücher  empfäng- 
lich war,  wenn  auch  Tadel  und  Widerspruch  nicht  fehlten.  Die 
Medicina  meutis  ist  eine  Logik  und  würde  sich  unserer  Beachtung 
entziehen,  wenn  nicht  Tschirnhaus,  wie  seit  Aristoteles  alle  Schi'ift- 
steller  über  Logik  es  mehr  oder  weniger  gethan  haben,  seine  Bei- 
spiele mit  einiger  Vorliebe  der  Mathematik  entlehnte,  und  zwar  blieb 
er,  wie  man  voll  anerkennen  muss,  nicht  bei  den  alten  breitgetretenen 
Beispielen  stehen,  sondern  er  ersann  deren  neue,  die  im  Lichte  der 
Mathematik  betrachtet  zu  werden  verdienen.  Die  menschlichen  Kennt- 
nisse werden  nach  Tschirnhaus  theils  durch  die  Begriffsfähigkeit  er- 
zeugt,  theils  durch  die  Einbildxmgskraft  emj)fangen'^'.  Erzeugen,  der 
Concept,  ist  das  logisch  Bedeutsamere,  und  insbesondere  ist  zu  unter- 
suchen, wie  die  ursprünglichen  Concepte  erzeugt  werden.  Sie  theilen 
sich  ein  nach  der  Anzahl  der  bei  der  Bildung  wirksamen  Elemente, 
und  hierfür  tritt  ein  erstes  neues  Beispiel  auf:  die  Erzeugung  von 
Curven  aus  Brennpunkten-).  Eine  Curve  hat  einen  Brennpunkt, 
Focus,  wenn  sie  so  entsteht,  dass  ein  Faden  von  gegebener  Länge 
an  einem  festen  Stifte  A  befestigt  ist,  imd  dass  das  Ende  des  Fadens 
mittels  eines  Griffels  JS  herumgeführt  wird;  sie  ist  ein  Kreis.  Die 
Ellipse  als  Curve  mit  zwei  Brennpunkten  entsteht,  indem  der 
Faden  mit  beiden  Enden  in   festen    Stiften    A,  B   befestigt   ist   imd 


')    Weissenborn,    Tschirnhaus    S.    1-29—148.  -)    Ebenda    S.    19—69. 

^)  InteUeeius   concipit,   imaginatio  percipit.         *)    Weissenborn,    Tschimhaus 
S.  35—36. 
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Fig.  24. 


mittels  eines  bewegten  Griffels  C  gespauiit  wird.  Nun  gelangt  man 
zur  Curve  (Figur  i'4)  mit  den  drei  durch  feste  Stifte  A,  B,  C  her- 
gestellten Brennpunkten.  Der  Faden  ist  in  A  befestigt,  um  B  lose 
herumgeschlungeu ,  mit  dem  anderen  Ende  in  C  befestigt,  und  inui 
spannt  ihn  der  bewegte  Griffel  D.  Man  sieht 
den  weiteren  Verlauf,  d.  h.  die  Entstehimg 
der  Curve  mit  vier  und  mehr  Brennpunkten. 
Bei  );/  Brennpunkten  als  allgemeinem  Falle 
—  den  Tschirnhaus  freilich  nicht  erörtert  — 
sind  die  beiden  Enden  des  Fadens  au  Stiften 
befestigt,  während  er  inzwischen  um  m  —  2 
Stifte  lose  herumgeschlungen  ist,  so  dass  von 
jedem  dieser  w;  —  2  Stifte  Doppelfädeu  nach  jedem  Curvenpunkte 
gehen.  Als  besondere  Fälle  sind  zu  unterscheiden,  wie  viele  von  den 
Brennpunkten  in  einer  Geraden  liegen  u.  s.  w.  Die  Anzahl  der  Brenn- 
punkte soll  mau  den  Grad  der  Curve  nennen,  und  da  durch  das  Zu- 
sammenfallen von  Brennpunkten  der  Grad  sich  erniedrigt,  so  sind 
alle  Brennpunktscurven  niedrigeren  Grades  besondere  Fälle  derer  von 
höherem  Grade.  Man  kann  aber  die  Erzeugung  nunmehr  dadurch 
verwickelter  machen,  dass  Brennpunktscurven  an  die  Stelle  einzelner 
Brennpunkte  treten.  Wollte  man,  was  Tschirnhaus  nicht  thut,  dafür 
die  Benennung  Ordnung  benutzen,  so  wären  die  gewöhnlichen  Bremi- 
punktscurven  solche  erster  Ordnung,  die  soeben  geschilderten  neuen 
Curven  wären  Brennpunktscurven  zweiter  Ordnung,  und  Brennpimkts- 
cuTven  wter  Ordnung  wären  solche, 
bei      welchen      Brennpunktscurven  "^^-^-^ 

n  —  1  ter  Ordnung  an  die  Stelle  der  "; 

•  Brennpunkte  traten.  Sind  (Figur  25) 
zwei  Brennpunkte  «,  d  vorhanden, 
deren  einer  a  durch  A,  der  andere 
d  durch  fi  Fäden  mit  dem  Curven-  y- 
punkte  c  vereinigt  ist,  so  dass  also 
X  ■  ac  -\-  (i  ■  de  die  unveränderliche 
Länge  des  ursprünglichen  Fadens 
darstellt,  so  glaubte  Tschirnhaus 
auf  folgende  Weise  die  Berührungs- 
linie  an  die  Curve  in  c  erhalten  zu 

können:  Man  beschreibe  um  c  als  Mittelpunkt  mit  irgend  einem 
Halbmesser  einen  Kreisbogen  mp,  welcher  in  tu  den  Leitstrahl  ca 
nach  dem  einen  Brennpunkte  a,  in  j;  den  Leitstrahl  cd  nach  dem 
anderen  Brennpunkte  d  schneide.  Den  Bogen  ««p  theile  man  in  r 
in  umgekehrtem  Verhältnisse  der  Anzahl  der  nach  a  und  d  führenden 

10* 


Fig.  35. 
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Fäden,  d.  h.  so  dass  mr  :  rj)  =  f^ :  A.  Alsdann  stehe  rc  in  c  zur 
Curve  senkrecht. 

Ein  damals  noch  sehr  junger  schweizer  Mathematiker,  Nicolas 
Fatio  de  Duillier  (1664 — 1753),  von  welchem  im  92.  Kapitel  aus- 
führlicher die  Rede  sein  wird,  trat  in  der  Bibliothtqne  universelJe 
(Anuee  1688,  Tome  V,  pag.  25)  gegen  die  Tschirnhausens  che  Vorschrift 
auf  und  behauptete,  die  rc  sei  nur  unter  der  Voraussetzung  senkrecht 
zur  Curve,  wenn  sie  nicht  den  Ki-eisbogen  mrp,  sondern  dessen  Sehne 
mnp  in  dem  verlangten  Verhältnisse  theüe,  d.  h.  wenn  mn:np  =  ii.:X. 
Ist  nc  alsdann  zur  Curve  senkrecht,  und  ist  ce  wieder  senkrecht  zu 
nc,  so  muss  ce  die  Berührungslinie  sein,  d.  h.  kein  weiterer  Punkt  e 
dieser  Geraden  kann  der  Curve  angehören.  Letzteres  hat  man  für 
den  Punkt  e  zu  beweisen,  d.  h.  man  muss  zeigen,  dass  k  •  ae  -\-  yi  •  de 
mehr  als  die  Fadenlänge  beansprucht.  Werden  diejenigen  senkrechte 
imd  parallele  Hilfslinien  gezogen,  welche  aus  der  Figur  ersichtlich 
sind,  so  erscheinen,  wie  leicht  zu  beweisen,  drei  Paare  einander  ähn- 
licher Dreiecke, 

A  cmoco  ecb,        A  cpqoo  ceg,         Amoncopqn, 
und  daraus  folgen  die  drei  Proportionen: 

1.  cm  :  om  =  cc  :  bc, 

2.  cp  :  qp  =  ce  :  ge, 

3.  om  :  qp  =mn:pn. 

Weil  cp  =  cm  als  Halbmesser  desselben  Kreises,    lässt  2.    sich  auch 

cm  :  qp  =  ec:  eg 

schreiben,  und  daraus  in  Verbindung  mit  1.  erhält  man 

om  :  qp  =  bc:  eg 
und  wegen  3.  auch 

bc  :  eg  =  tnn  -.pn  =  ji :  A. 

Demnach  ist  k-bc^ yi-cg.     Die  Länge  des  mehrgenannten  Fadens  ist 

X-ac-\-ii,-dc  =  liab-\-bc)-\-{i-dc^=?.-ef-\-iLcg^^i-gh  =  k-ef-\-ii-eli. 

Aber  ae  >  cf,  de  >  eh,  mithin 

X  ■  ae  -\-  ^i  ■  de>  k  ■  cf  -\-  (i  ■  eh, 

xmd  das  ist  die  Ungleichung,  auf  deren  Beweis  es  ankam.  Allerdings 
fehlt  noch  der  Beweis  einer  eben  solchen  Ungleichung  für  den  Fall, 
dass  c  auf  der  anderen  Seite  von  c  (näher  beim  Brennpunkte  d)  liegt, 
aber  auch  ihn  erbrachte  Fatio  de  Duillier  unter  Herstellung  einer 
der  vorigen  ähnlichen  Zeichnvmg  mittels  fast  buchstäblich  gleicher 
Schlüsse.  Fatio  de  DuilHer  ging  aber  noch  einen  beträchtlichen 
Schritt  über  diesen  ersten  interessanten  Lehrsatz  hinaus.    Seien  b,  c,  d 
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die  Brennpunkte  einer  dreibreuii punktigen  Curve  und  »i  ein  Punkt 
dieser  Curve,  deren  Gesetz  sich  dadurch  ausdrückt,  dass  die  Fadenlänge 

L  ^  X  ■  mh  -\-  k  ■  nie  -\-  fi  ■  md 

sein  muss.  Nun  solle  mau  um  m  als  Mittelpunkt  mit  beliebigem 
Halbmesser  einen  Kreisbogen  beschreiben,  der  die  mh  iu  /",  die  mc 
in  g,  die  md  in  h  schneiden  möge,  und  iu  f, ;/,  h  Gewichte  im  Grössen- 
verhältnisse  x  :  A  :  ;»  angebracht  denken.  Fällt  deren  Schwerpimkt 
nach  II,  so  sei  nm  zur  Curve  senkrecht.  Man  hat  gezeigt'),  dass 
diese  Behauptung  imrichtig  ist. 

Tschiruhaus  vertheidigte  sich  zunächst  im  Septemberheft  1688 
der  Bibliotheque  universelle  in  sehr  gewundener  Weise,  indem  er  in  der 
Hauptsache  nachgab,  d.  h.  zugestand,  dass  die  Tangentenregel  in  der 
Mediciua  mentis  iri'ig  sei.  In  der  zweiten  Auflage  der  Mediciua  mentis 
von  1695  beging  er  dann  den  Irrthum,  die  Schwerpunktsmethode  für 
zutreffend  zu  halten.  Er  ersetzte  sie  durch  eine  rein  geometrische 
Vorschrift,  deren  Beweis  er  zu  anderer  Gelegenheit  zusagte.  Er  hat 
ihn  nie  gegeben  und  konnte  ihn  nie  geben,  denn  die  Vorschrift 
war  irrig. 

Immer  und  überall  kehrt  das  Gleiche  wieder.  Tschirnhaus  ver- 
allgemeinert, verspricht  Beweise  der  Verallgemeinerung  und  bleibt 
sie  schuldig.  Ein  letztes  Beispiel  können  wir  dem  im  Novemberheft 
1695  der  A.  E.  gedruckten  Aufsätze  Nova  et  singularis  geonietriae 
promotio  circa  dimensioncm  qnantitatum  curvarttm  entnehmen.  Dort 
ist  der  richtige  Satz  ausgesprochen,  dass, 
wenn  zwei  Parabeln  (Figur  26)  mit  der 
Axe  AX  und  dem  Brennpunkte  C  auf 
einander  liegen,  eine  von  C  aus  gezogene 
Gerade  CDE  die  Parabelbögen  BD,  AE 
begrenze,  deren  Längen  sich  wie  die  Pai'a- 

meter  der  beiden  Parabeln  verhalten.  Aber 

ABO  X 

sofort  geht  Tschirnhaus  weiter   und  ver-  Fig.  26. 

allgemeinert  den  Satz  iu  ungerechtfertigter 

Weise,  ja  er  geht  so  weit,  dass  er  sogar  behauptet-),  er  sei  im  Besitze 

eines  Verfahi-eus,  welches  ihm  ermögliche,  bei  jeder  Curve  ein  Bogen- 

stück    zu   ermitteln,   welches    zu    einem  anderen   auf   ihr    gegebenen 

Bogenstücke    in    gegebenem   Verhältnisse    stehe!    Natürlich    blieb    er 

auch   dieses  Verfahren  schuldig  und   hiuterlässt  uns  den  Zweifel,    ob 

er  heissblütig  genug  war,  Sätze,  die  er  nur  ahnte,  ohne  weiteres  für 

wahr  zu  halten,  oder  ob  er  immer  mit  Bewusstsein  flunkerte. 


')  Weissenboru,  TscMrnhaus  S.  139  und  U6.     ")  Ebenda  S.  117. 
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Newtons  und  Leibuizens  erste  Entdeckungen  im  Gebiete  der 
Inflnitesimalreehnnng. 

Was  wir  im  letzten  Kapitel  an  neuen  Errungenschaften  in  der 
Curvenlelire  mitzutheilen  hatten,  war  geistreichen  Benutzern  längst 
bekannter  Methoden  zu  verdanken.  Inzwischen  waren  aber  neue 
Methoden  entstanden,  und  ihre  Erfindung  zu  erzählen,  von  der  wir 
schon  am  Schlüsse  des  XV.  Abschnittes  als  bevorstehend  sprachen, 
um  im  letzten  Kapitel  (S.  126)  die  Ankündigung  zu  wiederholen,  ist 
nunmehr  unsere  Aufgabe. 

Wir  haben  zuerst  von  Newtons  Analysis  per  aequationes, 
von  seiner  Erstlingsabhandlung  von  1666  beziehungsweise  1669 
(S.  64)  zu  reden.  Wir  haben  als  Inhalt  derselben  den  binomischen 
Lehrsatz  bei  beliebiger  Annahme  des  Exponenten  und  die  näherungs- 
weise erfolgende  Auflösung  von  Gleichungen  kennen  gelernt,  einen 
Inhalt,  der  vollauf  genügte,  dem  Verfasser  unsterblichen  Ruhm  zu 
sichern.  Aber  jener  Inhalt  war,  möchte  man  sagen,  eingerahmt  zwischen 
Aeusserungen,  auf  welche  man  später  noch  grösseres  Gewicht  legte. 
Die  Abhandlung  beginnt  nämlich  mit  einer  Regel  für  die  Quadratur 


einfacher    Curven,    welche 


— : — X   "      sei,    falls    die    Gleichung   der 
m  +  n  '  ° 


Curve  y  =  ax"   war,  und  gegen  den  Schluss  der  Abhandlung  findet 
sich  ein  Beweis  der  Regel. 

Sie  war  nichts  weniger  als  neu.     Wallis  (Bd.  II,  S.  826)  hatte 
sie  1655,  wenn  auch  nicht  in  demselben  Wortlaute   doch  dem  Sinne 

nach,  aufgestellt.  Newtons  Beweis  ist 
folgender  (Figur  27).  Die  Basis  AB 
einer  Curve  ADd  möge  durch  x  be- 
zeichnet sein,  die  senkrechte  Applicate 
BD  durch  y,  die  Fläche  ABD  durch  z.. 
Das  kleine  Stückchen  Bß  wird  durch 
den  Buchstaben  o  bezeichnet,  den  man 
ja  nicht,  wie  es  mitunter  geschehen  ist, 
mit  einer  Null  verwechseln  darf,  ausser- 
dem sei  BK=  V,  und  das  Rechteck 
BKHß  (=  ov)  sei  flächengleich  mit  BßdT).  Man  hat  also  ^/3  =  x  +  o, 
Adß  =  s  -\-  ov.  Newton  nimmt  nun  die  Abhängigkeit  des  z  von  x 
als  gegeben  an  und  sucht  daraus  y;  mit  Ausdrücken,  welche  Newton 
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uicht    kauute,    würde    mau    sagen,    aus   s  =  jydx=F{x)    sucht   er 

dF(  1  "'  +  " 

ij  =     .      •      Als    Beispiel    wählt   er    -     .      x  "     ^z    oder,    iudem 

^Tj— ^  c,     m  -{-  n  =  p    gesetzt    ist,     ex"  =  z,    beziehungsweise 

c»x''  =  5".  Geht  X  in  x  -\-  o  über,  so  nimmt  s  den  Werth  s  -\-  ov 
oder  auch  den  davon  nicht  verschiedenen  Werth  z  -]-  oy  an').  Das 
liefert  die  neue  Gleichung 

c''{x-\-oy  =  {z->royy. 

Wendet  man  links  imd  rechts  die  Binomialentwicklung  an,  so  entsteht 

Cxf  +  c''pxP~^o  -\-  •  ■  ■  =  z"  -\-  nz"-'^oy  -(-•••, 

und  durch  Subtraktion  von  c^xp  =  z"  imd  darauf  folgender  Division 
durch  0  findet  mau 

c''px''~^  +  •  ■  •  =  nz"~^y  +  •  •  •, 

wo  sämmtliche  durch  Punkte  angedeutete  Glieder  links  wie  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  den  Faktor  o  noch  enthalten,  folglich  weg- 
fallen, wenn  o  verschwindet.  Aus  der  übrig  bleibenden  Gleichung 
c"pa;^~"'  =nz"~^!/  entsteht  dami 

p 
c"'Dx''-^         c"i>xP-^z         c''vxP~^z         VZ         Od 

i/  = 


c^xP-'         c"pxP-^z         c'-pxP-'z 

pz        pcx" 

nz"-^                nz"                 nc^xP 

nx           nx 

m-h» 

.        .       .      na      X    "^ 

m 

=  ax"  , 

^        '       ^  m  -\-  n     nx 

und    rückwärts    hat    also    die    Curvengleichung   y  =  ax"   die   Fläche 

m-\-n 

z  == — , —  ax  "      zur  Folge.     Newton  fügt  hinzu,    mau  könne   auch 
m  -\-  n  °  o  ! 

andere  Gleichungsformen   für   den   Zusammenhang    zwischen  z  und  x 

wählen.     Bei  r  =  )/a--|-x-  sei  y=^z und  so  bei  den  übrigen^). 

^'a'  -j-  X- 

Gestatten  wir  uns  wieder  die  Ausdrucksweise  der  heutigen  Mathe- 
matik, so  sind  wir  berechtigt  aus  diesen  Aeusserimgen  die  Folgerimg 
zu  ziehen,  dass  Newton,  als  er  so  schrieb,  Potenzen  von  Polynomien 
mit  positiven,  vielleicht  auch  negativen,  ganzen  und  gebrocheneu 
Exponenten  zu  differentiiren  wusste,  während  von  der  Differentiation 
von  Produkten  und  Quotienten  sich  noch  keine  Spur  findet.  Wir 
erkennen  ferner,  dass  es  Newton  klar  war,  dass  die  Gleichimg  der 
Curve   durch  Differentiation  der  Gleichung  für  die  Curvenfläche  ent- 

')  sive,  quod  pertnde  est,  z  -\-  oy.     -)  J£t  sie  de  reliquis. 
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stehe.  Anderei'seits  ist  die  Aebnlielikeit  vob  Newtons  Verfahren  mit 
Barrows  rechnender  Tangentenmethode  (S.  130)  nicht  von  der  Hand 
zu  weisen.  Man  wird  imter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 
Barrow  jenes  Verfahren  auf  Newtons  Andrängen  zum  Drucke  gab, 
zu  einer  von  zwei  Vermuthuugen  gedrängt:  entweder  hat  Barrow  den 
Anregungen  Newtons,  oder  Newton,  der  Schüler  Barrows,  den  An- 
regungen seines  Lehrers  sehr  viel  zu  verdanken  gehabt.  Wir  wollen 
nicht  entscheiden,  welche  Vermuthung  die  richtigere  ist;  vielleicht 
traf  beides  zusammen.  Das  aber  glauben  wir  behaupten  zu  können, 
bezüglich  der  Differentiation  war  von  einem  unbefangenen  und  un- 
wissenden Leser  nicht  mehr  aus  diesem  Kapitel  von  Newtons  hand- 
schriftlicher Analysis  per  aequationcs  als  aus  Barrows  gedruckten 
Lcctiones  geometricae  zu  entnehmen  und  umgekehrt. 

Aber  Newton  hat  noch  Anderes  zwischeudreiu  erörtert.  Wir 
sahen  früher  (S.  101  — 102),  dass  Newton  aus  einer  x  und  y  ent- 
haltenden Gleichung  y  in  Gestalt  einer  nach  Potenzen  von  x  fort- 
laufenden Reihe  zu  entwickeln  lehrte.  Seine  Absicht  dabei  war, 
die  Quadratur  der  durch  jene  Gleichung  zwischen  x  und  y 
definirteu  Curve  zu  ermitteln.     Wenn')  die  Gleichung 

y^  -\-  axy  +  x"y  —  «^  —  2a;^  =  0 
den  Werth 

rt     .      a'     ,    131  a'    .      509  a^ 

2^  ~  ^  ~  T  +•  64^  +  5T2^  +  16384^  +  ®*^- 

nach  sich  zieht,  so  kann  nach  den  am  Anfange  der  Abhandlung  ge- 
lehrten Regeln  die  Curve  quadrirt  werden  und  ihre  Fläche  stellt  sich 
alsdann  dar  durch 


X- 


ax    1^ 


a- 
64  .r 


131  «ä  509  0*        , 

512^  "~  32768^2         ' 


Der  sonderbar  aussehende  Ausdruck 


fi4;r 


wird  dahin  erklärt,  es  handle 


sich  hier  um  ein  hyperbolisches  Flächenstück,  welches  der  übrigen 
durch  die  anderen  Reihenglieder  gemessenen  Fläche  hinzuzufügen  sei. 
Eine  Bemerkung    dagegen,    welche    ausspräche,    jenes   hyperbolische 

Flächenstück  sei  —  log  x,  findet  sich  nicht. 

04       ^      ' 

Curvenläugen,  Körperinhalte  und  Körperoberflächeu,  auch  Schwer- 
punkte zu  bestimmen,  heisst  es  dann  später-),  seien  lauter  Aufgaben, 
welche  auf  Quadraturen  sich  zurückführen  lassen.  Der  Grundgedanke 
sei  folgender  (Figur  28).  Das  Flächenstück  ABB  ist  durch  irgend 
eine  Curve  AB  und  die  Strecken  AB  =  x,  BB  =  y  begrenzt.     AH 


')  Opuscula  Ncwtoni  I,  15.     -)  Ebenda  I,  18. 
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Fig.  28. 


K 


oder  BK  soll  die  Läugeiieiuheit  sein,  so  dass  das  Rechteck 

ABKH=x\=x 
ist.  Die  Fläche  ABD  ebenso  wie  das  Rechteck  ABKH  kaun 
durch  gleichmilssige  bei  AH  beginnende  Fortbewegung  der 
DBK  entstanden  gedacht  werden.  Da- 
bei ist  BK=1  das  Moment,  momentum, 
gemäss  dessen  ABKH  =  x,  und  BD  =  y 
das  Moment,  gemäss  dessen  ABD  sich  all- 
mälig  vergrössert.  Ist  BD  fortwährend  ge- 
geben, so  kann  nach  den  früheren  Regeln 
die  Fläche  ABD  bestimmt,  beziehungsweise 
mit  der  Fläche  ABKH  verglichen  werden,  ^ 
welche  gemäss  des  Momentes  1  entstand. 
Wir  haben  das  lateinische  Wort  Moment  einfach  übernommen.  Es 
bedeutet,  wie  wir  sehen,  eine  in  einem  kürzesten  Zeiträume  sich  voll- 
ziehende räumliche  Veränderung  und  kann  ganz  passend  durch  das 
deutsche  AVort  einer  Augenblick  «Veränderung  wiedergegeben 
werden. 

Newton  macht  die  Anwendung  seines  Gedankens  auf  die  Be- 
stimmung der  Bogenlänge  AD  eines  Kreisbogens  (Figur  29).  Er 
zieht  die  Berührungslinie 
DHT  und  die  Seiten  des 
unendlich  kleinen  Rechtecks 
HGBK.  Als  Einheit  wird 
der  Durchmesser 

AE=2AC=2DC 
angenommen.     jBÄ"  oder  das 
ihm     gleiche     GH    ist    die 
Augenblicksveränderung  der  Basis  x,  HD  die   des  Bogens  AD,   imd 

,     1 


nun  verhält  sich  GH:  HD  =  BT:TD 

Vx  —  X- 


BD:CD  =  yx  — 

, ^  .  „         „  .,      Betrachtet  man,  was  Newton  freilich 

2yx  —  x*  2x  —  2  a;-  ' 

zunächst  nicht    sagt,   die  Augenblicksveräuderung  der  Basis   als  Ein- 
heit für  die  anderen  Augenblicksveränderuugen,  so  zeigt  sich 


=  1 


1 


Vx 


1    — 


+  16 


I      5 
+  32^ 


^  +  ^«^^+.^^^^  +  ete. 


2a;  — 2a;'  2~  '     i"        '     16"        '     32"        '     2b6~       '     512 

als  Augenblicksveränderung  der  Bogenlänge.  Von  der  Veränderung 
des  Bogens  zum  Bogen  ist  der  gleiche  TJebergang,  wie  von  der  Ver- 
ändenmg  der  Fläche  zur  Fläche.  Newton  spricht  diese  Behauptimg 
in  den  für  die   damalige  Zeit  dunklen  Worten  aus,  aus  jener  Reihe 
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folge  nach  den  für  die  Quadraturen  gegebenen  Regeln  die  Bogenlänge 

^Z)  =  i  +  {  i  +  li  +  Ai  +  _g_i  +  _g.^"  etc. 

Eiue  hinzugefügte  Erläuterung  ersetzt  dann  jene  erst  verschwiegene 
Bemerkung,  dass  die  Augenblicksveränderung  der  Basis  als  Einheit 
derjenigen  des  Bogens  gelte.  „Die  Einheit  für  die  Augenblicksver- 
änderungen, sagt  er'),  ist  Oberfläche  wo  es  um  Körperiuhalte,  Linie 
wo  es  um  Flächeuräume,  Punkt  wo  es  (wie  in  diesem  Beispiele  i  um 
Längen  sich  handelt,  und  ich  scheue  mich  nicht  von  Punkten  oder 
unendlich  kleinen  Linien  als  Einheiten  zu  reden." 

Wir  sehen  in  diesen  Aeusserungen  Newtons  einmal  das  deut- 
licher werdende  Bewnsstsein  auftreten,  dass  Rectification,  Kubatur, 
Quadratur  Aufgaben  von  wesentlich  gleicher  Natur  sind. 
Wir  sehen  zweitens  den  Begriff  der  Augenblicksveränderung 
hervortreten.  Diesen  hat  Barrow  nicht  besessen,  so  nahe  im  Uebrigen, 
wie  wir  wiederholen  dürfen,  dessen  Lectiones  geometricae  den  Newton- 
schen  Gedanken  verwandt  waren.  Er  ist  Newton  eigenthümlich  und 
bildet  die  der  Bewegungslehre  entnommene  Grundlage  seiner  weite- 
ren Forschimgen. 

.  Diese  kamen  allerdings  sehr  viel  später  an  die  Oeffentlichkeit, 
und  wir  verlassen  Newton,  um  zum  Berichte  über  Leibniz  und  seine 
Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  Infinitesimalgeometrie  überzugehen. 
Leibniz  war  seit  1669  im  Briefwechsel  mit  Oldenburg.  Am  10.  August 
1670  machte  dieser  ihn  auf  Barrows  Lectiones  tum  Opticae  tum  Geo- 
metricae als  ein  von  urtheilsfähigen  Lesern  sehr  geschätztes  Werk^) 
aufmerksam,  ,1m  Januar  1673  nahm  Leibniz  seinen  ersten  Londoner 
Aufenthalt,  wo  er,  wie  (S.  28)  begrändet  wurde,  nicht  mit  C'ollins 
bekannt  wurde,  also  nicht  in  der  Lage  war,  die  bei  diesem  ruhende 
Abhandlung  Newtons,  die  Analysis  per  aequatioues,  lesen  zu  können. 
Dagegen  brachte  er  Barrows  Lectiones  opticae  käuflich  an 
sich,  von  deren  Besitze  in  einem  Briefe  die  Rede  ist^),  welchen 
Leibniz,  nach  Paris  zurückgekehrt,  im  April  1673  an  Oldenburg  schrieb. 
Wenn  darin  nur  die  optischen  Vorlesungen  genannt  sind,  so  kann 
doch  kein  Zweifel  daran  obwalten,  dass  ein  Exemplar  der  vereinigten 


')  Sed  notanduvi  est,  quod  unitas  ista,  quae  pro  momcnto  ponitur,  est  Super- 
ficies quum  de  Solidis,  et  Linea  quum  de  Super ficiebus,  et  Punctum  quum  de  Li- 
neis  (ut  in  hoc  exemplo)  agitur.  Nee  vereor  loqui  de  unitate  in  Punctis,  sive 
Lineis  infinite  parvis.  -)  Leibniz  I,  12.  ^  Ebenda  I,  46:  Attuli  mceum 

Barrovii  Lectiones  Opticas;  sub  libri  calcem  doctissimus  autor  phaenomenon  ex- 
hibet,  cujus  rationem  reddere  posse  negat,  aliosqiie  ut  inquirant  hortatur;  aut  ut, 
si  possint,  causatn  sibi  conimunicent  rogat;  dubitat  vero  ut  id  facile  piaeslari 
i'ossit.    Hugenius  tarnen  et  Mariottus  ejus  solutionem  se  habere  dixere. 
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optischen  und  geometrischen  Vorlesungen  gemeint  war.  Ein  solches 
Exemplar  mit  handschriftlichen  Randbemerkungen  Leibnizeus  ver- 
sehen ist  nämlich  in  seinem  Nachlasse  aufgefunden  worden^).  Eine 
nicht  unwichtige  Frage  ist  hier  auf  zuwerfen:  Hat  Leibniz  die  Lectiones 
gleich  im  April  167o  studirt,  oder  hat  er  das  Buch  erst  geraume 
Zeit  in  seinem  Besitze  gehabt  und  ist  erst  dami  zur  Aneignung  seines 
Inhaltes  geschritten,  als  er  Barrow  gegenüber  selbständig  schon 
Vieles  ersonnen  hatte,  zu  welchem  er  dort  eine  allerdings  nur  geringe 
Anregung,  aber  immerhin  eine  Anregung  hätte  finden  können? 

Zu  Gmisten  der  Meinung,  dass  Leibniz  das  erworbene  Buch  so- 
fort studirte,  hat  man  verschiedene  Gründe  angeführt').  Erstlich 
spricht  dafür  die  allgemeine  Wahrscheinlichkeit.  Ein  Mathematiker, 
der  wie  die  in  der  Note  abgedruckte  oben  erwähnte  Briefstelle  vom 
April  1673  beweist,  die  optischen  Theile  des  Buches  las,  wird  nicht 
grade  da  aufhören,  wo  von  der  ihn  weit  mehr  interessirenden  Geo- 
metrie die  Rede  ist.  Zweitens  hat  Barrow  die  unendlich  kleinen 
Katheten  des  aus  den  Zuwächsen  der  Abscisse  und  der  Ordinate  und 
aus  der  Tangente  gebildeten  Dreieckchens  durch  e  und  a  bezeichnet 
(S.  130),  und  noch  im  October  1675  führen  die  gleichen  Stückchen 
bei  Leibniz,  der  des  gleichen  unendlich  kleinen  Dreiecks  sich 
bedient,  bestimmte  Buchstaben  als  Bezeichnung,  nämlich  die  Buch- 
staben a  imd  l^). 

Wenn  wir  das  Gewicht  dieser  Gründe  keineswegs  verkennen,  so 
lässt  sich  ihnen  doch  mancherlei  entgegenhalten.  Man  kann  sagen, 
bestimmte  Buchstaben  für  unendlich  kleine  Zuwächse  seien  seit  Fer- 
mats  E  allgemein  angewandt  worden,  so  dass  das  Neue  einzig  darin 
bestand,  zwei  unendlich  kleine  Längen  durch  Buchstaben  zu  be- 
zeichnen. Man  kann  auf  einen  Brief  Leibnizeus  an  den  Marquis 
de  l'Hospital  von  Ende  December  1694  sich  berufen^).  Leibniz  er- 
klärt dort,  er  habe  bei  Beginn  seiner  Infinitesimalimtersuchungen  von 
den  Indivisibilien  Cavalieris,  von  dem  Ductus  plani  in  planum  des 
Gregorius  a  Sto.  Vincentio,  von  der  Synopsis  geometrica  des 
Honore  Fabri  von  1669  genaue  Kenntniss  gehabt,  also  von  dem 
was  aus  diesen  oder  ähnlichen  Schriftstellern  geschöpft  werden  könne*). 
Dass  Barrow  nicht  unter  die  Worte  ähnliche  Schriftsteller  in- 
begriffen  werden  darf,    ist    ausdrücklich    durch    die  jener  Erklärung 


')  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckung  der  höheren  Analysis.  Halle,  1855. 
S.  48.  ')  F.  Giesel,  Die  Entstehung  des  Newton -Leibnizischen  Prioritäts- 
streitea  hinsichtlich  der  Erfindung  der  Infinitesimah'echnung.  Osterprogiamm 
der  höheren  Bürgerschule  zu  Delitzsch  1866.  S.  13,  Note  6.  ")  C.  J.  Ger- 
hardt, Die  Entdeckung  der  höheren  Analysis.  S.  123.  *)  Leibniz  II,  259. 
^)  ce  qui  peut  se  tirer  de  ces  auteurs  ou  kurs  setnblables. 
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vorausgeschickten  Worte^)  betont:  „Ich  erkenne  an,  dass  Herr  Barrow 
sehr  weit  gegangen  ist,  aber  für  meine  Methoden  brachte  er  mir 
keinerlei  Hilfe."  Dann  führt  Leibniz  in  Anschluss  an  das  obige  auf 
die  ähnlichen  Schriftsteller  Bezügliche  fort:  ., Jetzt  lieh  mir  Herr 
Huygens  die  Briefe  Dettonvilles  oder  Pascal s.  Ich  prüfte  dessen 
Beweis  für  die  Kugeloberfläche,  und  mir  kam  ein  Licht,  welches 
der  Verfasser  nicht  gesehen  hatte"-).  Leibniz  sagt  also  hier  ganz 
unzweideutig,  Pascal  habe  ihm  den  Gedanken  des  Dreieckchen 
eingeflösst'),  welches  er  das  charakteristische  Dreieck  nenne*). 
Er ,  habe_ darüber  mit  Huygens  gesprochen  und  dieser  ihn  alsdann 
auf  Descartes  hingewiesen,  damit  er  mit  dessen  Verfahren  sich  ver- 
traut mache,  Gleichungen  zur  Darstellung  der  Natur  krummer  Liuien 
anzuwenden.  Nach  weitereu  Ausführungen  schliesst  Leibniz  seine 
Erzählung  mit  den  Worten^):  „Ich  habe  öifentlich  anerkannt,  was 
ich  Herrn  Huygens  imd  bezüglich  der  unendlichen  Reihen  Herrn 
Newton  schulde.  Ich  hätte  Herrn  Barrow  gegenüber  ebenso  gehandelt, 
wenn  ich  aus  ihm  geschöjjft  hätte." 

Wir  müssen  hier  kurz  einschalten,  dass  es  leicht  fäUt,  die  Stelle 
Pascals  nachzuweisen,  auf  welche  Leibniz  in  seinem  Briefe,  uud  wie 
wir  zeigen  werden,  auch  anderwärts,  anspielte. 
Sie  findet  sich  in  dessen  Traitv  des  sinus  du 
quart  de  cercJe'')  und  ist  von  einer  Zeichnung 
(Figur  30)  begleitet,  bei  welcher  es  auf  die 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  EKE  und  I)IA 
ankommt. 

Auch  anderwärts,  sagen  wir,  hat  Leibniz 
die  Einwirkung  Pascals,  aber  nicht  Barrows,  auf 
seinen  Geist  ganz  ähnlich  wie  in  dem  Briefe 
an  L'Hospital  geschildert.  In  einer  nicht  ab- 
geschickten, aber  handschriftlich  erhaltenen  Nachschrift  zu  einem 
Briefe  vom  April  1703  an  Jakob  Bernoulli  sagt  Leibniz  noch 
etwas  weitergehend,  er  habe  nachmals  l)ei  Barrow,  als  dessen  Vor- 
lesungen erschienen,  einen  grossen  Theil  seiner  eigenen  Sätze  vorweg- 
genommen gefunden  ^\ 


An  Freiherr  Christian  von  Wolf  schreibt 


')  Je  reconnais  que  M.  Barrow  est  alle  bien  avant,  mais  je  puis  vous  assurer, 
Monsieur,  que  je  n'ay  tire  aiiciin  secours  pour  mes  methodes.  ')  J'y  trouvay  uiie 
lumiere  que  l'atiteur  n'arait  point  veue.  ')  Ueber  das  Verhältniss  von  Leibniz 
zu  Pascal  vergl.  C.  J.  Gerhardt,  Leibniz  und  Pascal,  in  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  1891,  S.  1053  flgg.  ■*)  que  j'apjjelle  le  iriamjle  caracte- 
ristique.  *)  Comme  j'ay  reconnu  publiquemcnt,  en  quoy  j'estois  redcvabh  ä  M. 
Hugens  et  ä  l'egard  des  series  infmies  ä  M.  Newton,  j'en  attrais  fait  autant  a 
l'egard  de  M.  Barrow,  si  j'y  avais  piiise.  ')  Pascal,  Oeuvres  III,  409. 
')  Leibniz  III,    72—73    in  der  Anmerkung:    quemadmodum   tt  Barrovio  demwn 
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Leibniz  etwa  171(5,  Barro-w  habe  für  das  Taiigentenproblem  nichts 
geleistet,  was  nicht  auf  Vorarbeiten  von  Fermat,  von  Roberval,  von 
De  Sluse  und  anderen  beruhe;  er  habe  in  dessen  Vorlesungen,  als 
er,  so  weit  er  sich  erinnere  im  Jahre  1675,  Einsicht  davon  nahm'), 
nichts  Bemerkenswerthes  darin  gefunden,  um  so  weniger  als  er  selbst 
damals  Reiferes  besessen  habe.  In  der  zwischen  1714  und  1716  ver- 
fassten  Abhandlung  Historia  et  origo  calculi  differentialis  hat  Leibniz 
wiederum  Pascal  als  den  Schriftsteller  genannt,  aus  dessen  Arbeiten 
er  Folgerungen  gezogen   habe,    die  Pascal   selbst   entgangen   waren-). 

Soll  Leibniz  an  allen  diesen  Stellen  die  Unwahrheit  gesagt  haben? 
Warum?  Um  sich  mit  fremden  Federn  zu  schmücken?  Er  gibt  ja 
fremde  Anregung  zu!  Er  beruft  sich  auf  Pascal!  Also  nur  um  dem 
Engländer  Barrow  nichts  zu  verdanken  zu  haben?  Wir  wissen,  wohin 
Parteisucht  imd  Parteihass  führen  können,  wir  werden  im  XVII.  Ab- 
schnitte traurige  Geschichten  davon  zu  erzählen  haben.  Aber  wenn 
man  die  Ansicht  hegt,  Leibniz  habe  gegen  alle  mit  ihm  in  Brief- 
wechsel stehende  Gelehrten  gelogen,  will  man  auch  bedachte  Lüge 
in  dem  Aufsatze  De  geometria  recondita  et  analysi  indivisihilium  atque 
infinitorum  wittern,  welchen  Leibniz  1686  in  den  A.  E.  veröffent- 
lichte, also  zu  einer  Zeit,  als  er  zum  Hasse  gegen  Engländer  nicht 
die  geringste  Veranlassung  hatte?  Er  nannte  allerdings  Pascal 
dort  nicht,  aber  er  sprach  sich  für  uns  doch  mit  hinlänglicher  Deut- 
lichkeit aus,  indem  er  erzählte'^),  er  habe  plötzlich  ein  helles  Licht 
gesehen,  als  ihm  ein  Beweis  für  die  Grösse  der  Kugeloberfläche  zu 
Augen  kam,  denn  diese  Redewendung  deckt  sich  fast  buchstäblich 
mit  den  in  dem  Briefe  an  L'Hospital  vorkommenden  Ausdrücken. 

Und  wiU  man  schliesslich  so  weit  gehen,  behaupten  zu  wollen, 
Leibniz  habe  nicht  bloss  alle  Andere,  er  habe  auch  sich  selbst  an- 
gelogen? Wie  anders  wäre  denn  die  Thatsache  zu  nennen,  dass  Leibniz 
in  seinem  Handexemplare  der  Lectiones  geometricae  mehrere  mathe- 
matische Formeln  an  den  Rand  schrieb,  in  welchen  Integralzeichen 
vorkommen ^%  von  denen  wir  sehen  werden,  dass  sie  grade  1675  in 
Gebrauch  genommen  wurden,  was  also  eine  Bestätigung  des  Christian 
von  Wolf  niitgetheilten  Studieudatums  in  sich  schliesst?  Oder  soU 
man  sich  mit  der  Deutung  begnügen,  Leibniz  werde  die  Barrowschen 


cum  ejus  Lectiones  prodirent,  ttbi  magnam  pariem  meorum  theoremaium  praecep- 
tam  vidi. 

')  Leibniz  Briefwechsel,  Supplementband  S.  186:  cum  Barrovianas  lectioms 
vidi  (Anno  Domini  1675  quantum  recordor).  ■)  Leibniz  V,  399.  ^  Ebenda 
V,  232:  Mihi  contigit  adhuc  tironi  in  his  studiis,  ut  ex  uno  aspectu  cujusdam 
demonstrationis  de  magnitudine  superficiei  spliaericae  subito  magna  lux  aboriretur. 
*)  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckung  der  höheren  Analysis  S.  48. 
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Lectiones  wiederholt  gelesen  haben,  einmal  1673,  dann  abermals 
1675,  und  beim  zweiten  Lesen  habe  er  jene  Randbemerkungen  ein- 
geschrieben? 

Wir  haben  unsere  Ueberzeuguug,  dass  Leibniz  die  Benutzung 
des  uüendlich  kleinen,  einem  endlichen  Dreiecke  ähnlichen  Drei- 
eckchen Pascal  und  nicht  Barrow  schuldete,  zu  vertreten  gesucht. 
Schliesslich  kommt  bei  der  ganzen  Streitfrage  wissenschaftlich  nichts 
heraus,  und  nur  die  Wahrheitsliebe  oder  die  Verlogenheit  Leibnizens 
steht  auf  dem  Spiel,  je  nachdem  man  sich  für  die  eine  oder  für  die 
andere  Meinung  entscheidet.  Sicher  ist  unter  allen  Umständen,  dass 
Leibniz  von  jenem  Dreieckchen,  das  er  gar  nicht  selbst  zuerst  ange- 
wandt haben  will,  frühzeitig  Gebrauch  machte. 

Leibniz  hatte  die  gute  Gewohnheit,  die  losen  Blätter,  auf  welchen 
er  seine  mathematischen  üntersuchmigen  anstellte,  imd  die  in  ziem- 
licher Anzahl  in  seinem  Nachlasse  gefunden  worden  sind,  zu  datiren. 
Ln  August  1673  versuchte  er  sich  schon  au  einer  allgemeinen  Tan- 
genteumethode '),  welche  also,  wie  hervorgehoben  werden  mag,  seinen 
Ausgangspunkt  bildete,  während  Newton  von  den  Quadraturen  her 
zu  Infinitesimalbetrachtuugen  gelaugte.  Gleich  iu  diesem  ersten  Auf- 
satze wird  die  Curve  als  Vieleck  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Seiten  betrachtet,  wird  die  Aekulichkeit  des  Dreiecks  aus 
einer  dieser  unendlich  kleinen  Seiten  und  den  Differenzen  der  Ab- 
scissen  und  der  Ordinateu  ihrer  Endpunkte  mit  dem  aus  der  Tan- 
gente, der  Subtangeute  imd  der  Ordinate  des  Berührungspunktes  ge- 
bildeten Dreiecke  benutzt.  Leibniz  bezeichnet  den  unendlich  kleinen 
Abscissemmterschied  durch  b.  Er  lässt  Glieder,  welche  h  als  Faktor 
enthalten,  weg;  aber  es  sei  nicht  sicher,  diese  Vielfachen  von  h  so- 
gleich von  Anfang  an  zu  verwerfen'-),  sie  könnten  im  weiteren  Ver- 
laufe zur  Ausgleichung  gegen  andere  Glieder  sich  als  nothwendig 
erweisen  und  der  Gleichung  eine  ganz  andere  Gestalt  verleihen. 
Leibniz  hat  ferner  schon  hier  das  Bewusstsein  von  der  Differeuzen- 
natur  der  unendlich  kleinen  Katheten  des  wiederholt  genannten  Drei- 
eckchens. Die  ganze  Frage  spitzt  sich  ihm  darauf  zu,  aus  der  Diffe- 
renz zweier  Ordinaten  die  Ordinaten  selbst  zu  finden^).  Er  weiss 
aber  auch,  dass  das  umgekehrte  Tangentenproblem  auf  Quadraturen, 
auf  Auffindung  von  Flächenräumen  zurückführbar  erscheine*).  Von 
diesem  Augenblicke  an  gewinnt  auch  für  Leibniz  die  Lehre  von  den 


')  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckung  der  höheren  Analysis  S.  55 — 56. 
*)  non  est  tutum  ipsius  infinite  parvi  6  muUipla  ab  initio  rejicere.  ')  Tota 
quaestio  est,  quomodo  ex  differentüs  duaium  appUcatarum  ipsae  inveniri  queant 
applicatae.  ^)  Hinc  intelligi  potest  feie  totain  doctrinam  de  methodo  iangentium 
inversa  revocabilcin  videri  ad  quadraturas. 
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(Jurtdratiiren  erhöhte  Wichtigkeit.  Zum  Theil  sehr  umfangreiche 
Entwürfe  von  October  1674  und  Januar  1GT5,  wekhe  aber  leider 
nicht  gedruckt  sind,  scheinen  diesen  Umschwung  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben').  Gedruckt  ist  eine  längere  Abhandlung,  welche  in  den 
Tagen  vom  25.,  26.,  20.  October,  1.  November  1675  entstanden  ist-). 
üeberraschend  dürfte  für  die  meisten  Leser  der  Abhandlung  das  Vor- 
kommen des  Wortes  momenttnn  gleich  in  den  ersten  Zeilen  und  im 
ganzen  Verlaufe  der  Abhandlung  sein. 

Das  ist  ja  derselbe  Kunstausdruck,  dessen  Newton  sich  bediente, 
um  die  Augenblicksveränderuug  der  wachsenden  Grösse  zu  benennen, 
und  es  war  doch  wiederholt  behauptet  worden,  Leibniz  habe  vor 
seinem  zweiten  Londoner  Aufenthalte,  mithin  vor  October  1676,  von 
der  Analysis  per  aequatioues  keine  Kenntniss  gehabt?  Wir  halten 
diese  Behauptung  im  voUen  Umfange  aufrecht.  Nur  das  Wort,  nicht 
der  Sinn  desselben  stimmt  bei  Leibniz  und  Newton  überein.  Leib- 
nizens momentum  ist  der  mechanische  Begrifi"  des  Wortes  (Bd.  11, 
S.  524),  wie  denn  auch  Leibniz  am  25.  October  nur  über  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Momenten  einer  Figur  mit  Rücksicht  auf 
zwei  gegebene  Gerade,  der  Fläche  der  Figur  und  der  Lage  ihres 
t^chwerpiinktes  Untersuchungen  anstellte.  Er  blieb  dabei  der  Haupt- 
sache nach  auf  dem  von  Guldin  eingeschlagenen  Wege  (Bd.  U,  S.  767), 
und  wenn  auch  Guldin  selbst  im  Texte  nicht  genannt  ist,  so  ist  die 
Centrobaryca ,  von  welcher  die  Rede  ist,  gewiss  als  dessen  so  betitelte 
Schrift  zu  deuten,  nicht  etwa  allgemein  als  Schwerpunktsunter- 
suchungen oder  dergleichen. 

Am  26.  October  treten  die  Cavalieri sehen  Gesammtheiten  auf. 
Oinnia  ic,  omn.  xic  und  dergleichen  Ausdrücke  kehren  fort  und  fort 
wieder.  Am  20.  October  1675  erfolgt  der  grosse  Schritt  der  Erfin- 
dung des   neuen  Algorithmus^).     Utile  erit  scribi   I  pro  omn.  ut 

J  l  pro  omn.  l  id  est  summa  ipsorum  l,  es  wird  nützlich  sein  /  statt 
omnia  zu  schreiben,  um  die  Summe  einer  Gesammtheit  zu  bezeichnen. 
Hier  zeige  sich,  heisst  es  in  der  an  demselben  Tage  geschriebenen 
Fortsetzung    weiter*),   eine    neue   Gattung   des  Calcüls;    sei   dagegen 

jl  =  ya  gegeben,  so  biete  sich  ein  entgegengesetzter  Calcül  mit  der 

Bezeichnung  1  =  ^,   nenipe  ut  J   atigebit,   ita   d  minuet  dimensiones. 

I  autem  significat  summam,   d  differentiani ,   das   heisst    auf   deutsch: 


')  C.   J.   Gerhardt,    Dife    Entdeckung    der    höheren    Analysis    S.    57 — 58. 
=)  Ebenda  S.   117  —  1.31.     ')  Ebenda  S.  125.     ^)  Ebenda  S.  126. 
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Wie  nümlieli  f  die  Abmessungen  vermelirt,  so  vermindert 
sie    (l     j  aber  bedeutet  Summe,  d  Differenz. 

Das  war  ein  wesentlich  Neues,  aus  Leibnizeus  eigenem  Geiste 
entsprungen,  und  wozu  er  nirgend  die  Anregung  erbalten  konnte, 
nicht  bei  Pascal,  nicht  bei  Barrow,  nicht  in  Newtons  Analysis  per 
aequationes,  wenn  Jemand  allen  Gegenbeweisen  zum  Trotz  darauf 
beharren  wollte,   Leibniz   habe  sie  im  October  1675  kenneu  können. 

Allerdings  besass  Newton,  wie  wir  bald  sehen  werden,  muth- 
masslich  seit  1671  Aehnliches,  aber  es  war,  wiewohl  zur  Veröffent- 
lichung bestimmt,  für  Jedermann  ohne  irgend  eine  Ausnahme  tiefstes 
Geheimuiss,  und  für  die  Wissenschaft  als  solche,  der  es  gleich  gilt, 
ob  dieser,  ob  jener  ihr  neue  Bahnen  bricht,  war  es  ein  Glück,  dass 
Leibniz  unbeeinflusst  die  Zeichensprache  erfinden  durfte. 

Sie  hat  mit  anderen  Sprachen  das  gemein,  dass  sie  erst  all- 
mälig  aus  unvollkommenen  Anfängen  zu  immer  höherer  Ausbildung 
sich  entwickelte,  zu  immer  grösserer  Ausbreitung  gelangte,  ein  Gebiet, 
ein  Land  nach  dem  andern  erobernd,  während  der  Geist  der  Sprache 
unverändert  derselbe  blieb,  während  die  Begriffe  Summe  und  Diffe- 
renz stets  mit  gleicher  Deutlichkeit  sich  erkennen  Hessen. 

Wie  allmälig  die  Sprache  sich  vervollkommnete,  zeigt  ein  hand- 
schriftlich erhaltener  in  \mserem  Jahrhunderte  zum  Druck  beförderter 
Aufsatz    vom    11.  November    1675    über    iuverse  Tangenteuaufgaben, 

Methodi  tangentium  inversae  exenipla^).  Am  Anfang  ist  das  /  und 
das  als  Nenner  eines  Bruches  auftretende  d  ganz  so  wie  in  den 
früheren  Aufsätzen   benutzt.     Auf  einmal  erscheint   mitten  im  Texte 

dx,  und  eine  Randnote  Leibnizens  sagt,  dx  sei  das  gleiche  wie  "  , 
nämlich  die  Differenz  zweier  nächstliegender  .r-Werthe''),  und  noch 
etwas  später')  kommt  auch  (7^  vor  und  f  y  dy  =  -,  also  genau  so 
geschrieben,  wie  es  später  geblieben  ist,  während  im  Aufsatze  selbst 
Zeichen  wie  1  x,  f  Yx-  -\-  y-  \\.  s.  w.  auch  nachher  neben  j  dx,  j  dy 
u.  s.  w.  auftreten. 

Wir  haben  das  Hauptgewicht  auf  die  Bezeichnung  legen  zu 
müssen  geglaubt.  Das  steht  in  Zusammenhang  mit  imserer  wieder- 
holt ausgesprochenen  Ansicht,  dass  die  Infinitesimalbetrachtungen 
selbst  schon  vor  Newton  und  Leibniz  so  weit  gediehen  wareu,  dass 
es  hauptsächlich  auf  die  Erfindung  emer  zweckmässigen  Bezeichnung 


')  C.  J.  Gerhardt,    Die    Entdeckung    der    höheren  Analysis    S.  132 — 139. 
^)  Ebenda  S.  134:  id  est  diff'erentia  inter  duas  x  proximas.     ')  Ebenda  S.  135. 
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ankam,  ehe  wesentliolie  FortscLritte  möglich  waren.  Xunmehr  war 
eine  Bezeichnung  vorhanden,  in  unanfechtbarer  Selbstständigkeit  von 
Leibniz  erfunden. 

Etwas  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Inhalte  der  in  neuer  Form 
niedergeschriebenen  Aufsätze  Leibnizens  vom  October  und  November 
1675.  Mau  hat  bezüglich  desselben  Anklagen  gegen  Leibniz  er- 
hoben, die  zu  erörtern  sind.  Im  September  1675  war  Tschiruhaus 
nach  Paris  gekommen  (S.  108).  Ein  Brief  Oldenburgs  vom  30.  Sep- 
tember bestätigt  dessen  jüngst  erfolgte  Abreise  luid  spricht  die  Ver- 
muthung  aus,  er  werde  Leibniz  ohne  Zweifel  schon  besucht  haben'). 
Leibniz  nahm,  wie  wir  gleichfalls  schon  wissen,  den  ihm  Empfohlenen 
in  seiueu  vertrautesten  Umgang  auf.  Sie  arbeiteten  gemeinsam,  und 
am  28.  December  dankte  Leibniz  Oldenburg  dafür,  dass  er  ihm  einen 
so  hoffnungsvollen  geistreichen  Jüngling  zugesandt  habe'-).  Nun 
wurde  1725,  nachdem  Collins,  Leibniz,  Tschirnhaus  längst  gestorben 
waren,  behauptet"),  Collins,  der  einen  Brief  Newtons  über  die  Tau- 
gentenaufgabe vom  10.  December  1672  besass,  habe  diesen  Brief, 
den  Tangentenbrief  von  1672,  wie  er  künftig  kurz  heisseu  mag, 
im  Mai  1675  an  Tschirnhaus  gelaugen  lassen.  Tschiruhaus  war  zwar 
im  Mai  1675  entweder  noch  gar  nicht  in  London  oder  erst  seit  sehr 
kurzer  Zeit.  Ferner  steht  keineswegs  fest,  ob  Tschirnhaus  mit  Col- 
lins bekannt  geworden  ist.  Gleichviel,  die  Behauptung  wurde  nun 
einmal  ausgesprochen,  als  Anklage  gegen  Leibniz  ausgesprochen,  und 
es  ist  Pflicht  sich  mit  ihr  auseinanderzusetzen.  Wir  kehren  deshalb 
zu  Newton  zurück,  den  wir  seit  seiner  Analysis  per  aequationes 
nicht  weiter  in  seinen  Forschungen  begleitet  haben. 

Eine  1661  in  Harlem  gedruckte  Algebra  des  holländischen  Mathe- 
matikers Gerhard  Kiuckhuysen  sollte  1671  durch  Newton  mit 
Zusätzen  neu  herausgegeben  werden,  und  dieser  beabsichtigte  ins- 
besondere eine  grosse  Abhandlung  unter  dem  Titel  Methodus  fliixio- 
num  et  serierum  infinitarum  als  Einleitung  vorauszuschicken*)  (S.  104). 
Wir  haben  erzählt,  dass  die  neue  Ausgabe  Kinckhuysens  unterblieb, 
dass  nunmehr  die  Absicht  bestand,  die  Methodus  fluxionimi  —  unter 
diesem  abgekürzten  Titel  mag  künftig  die  Abhandlung  genannt  werden 
—  wiederum  im  Jahre  1671  gemeinschaftlich  mit  einer  Lehre  von 
der  Lichtbrechung  und  den  Farben  zum  Drucke  zu  befördern.  Auch 
dieses  Vorhaben  zerschlug  sich,  wie  wir  gleichfalls  schon  wissen. 
Einwürfe  gegen  die  neue  Farbenlehre  hatten  sich  erhoben,  welchen 
Newton  nicht  begegnen  wollte,  um  nicht  in   öffentlichen  Streit  ver- 


')  Leibniz  I,  82.      =)  Ebenda  I,  84.      ")  Ebenda  IV,  419  in  der  Fussnote. 
*)  Commerc.  epistol.  pag.  81. 
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wickelt  zu  werden').  Noch  später  wollte  Collins  die  grosse  Abhand- 
lung herausgeben.  Er  machte  diesen  Vorschlag  der  Royal  Society 
am  21.  Januar  1680.  Sie  solle  60  Exemplare  fest  bestellen,  damit 
der  Druck  gesichert  sei.  Nach  zweiundeinhalbjährlichem  Ueberlegeu 
entschloss  sich  die  Gesellschaft  auf  die  Bedingung  einzugehen.  Wa- 
rum der  Druck  dennoch  auch  damals  unterblieb,  ist  unbekannt"). 
Endlich  1736,  also  erst  nach  Newtons  Tode,  erschien  die  nunmehr 
bereits  65  Jahre  alte  Abhandlung,  sofern  man  berechtigt  ist  anzu- 
nehmen, es  sei  in  der  That  seit  1671  keine  Aenderung  an  der  sorg- 
sam aufbewahrten  Handschrift  vorgenommen  worden.  Wir  wollen 
noch  keinen  Zweifel  in  dieser  Beziehung  erheben  imd  vorläufig  die 
Methodiis  fluxionuni  von  1736  für  übereinstimmend  mit  der  von  1671 
halten.  Die  Ausgabe  von  1736  erfolgte  durch  John  Colson  in  eng- 
lischer Uebersetzung,  Buffon  gab  dann  1740  eine  französische  Ueber- 
setzung  heraus  und  Castillon  1744  eine  Rückübersetzung  ins  Latei- 
nische nach  Colsons  Wortlaut^).  In  der  fünf  bändigen  Gesammtaus- 
gabe  der  Newtonschen  Werke,  welche  Samuel  Horsley  1779 — 1785 
veranstaltete,  führt  die  Methodus  fluxionum  die  Ueberschrift  Geome- 
tria  analytica. 

Newton  beginnt  mit  der  Lehre  von  den  Reihenentwicklungen 
und  von  der  Auflösung  der  Gleichungen  mit  einer,  beziehungsweise 
mit  zwei  Unbekannten,  in  welchem  letzteren  Falle  die  eine  inso- 
fern als  gegeben  angesehen  wird,  als  die  andere  Unbekannte  durch 
eine  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  der  erstereu  geordnete 
unendliche  Reihe  ihre  Darstellung  findet.  Hier  ist  ziemlich  genaue 
üebereinstimmung  mit  der  Analysis  per  aequationes.  Wie  jene  voll- 
zieht die  Methodus  fluxionum  die  Wurzelausziehungen  nur  nach  den 
elementaren  Regeln  der  Zahlenarithmetik  ohne  des  binomischen  Lehr- 
satzes sich  zu  bedienen  (S.  68).  Hinzugekommen  ist  das  Newtonsche 
Parallelogramm  (S.  102 — 103).  Nach  dieser  Einleitung  wird  die 
doppelte  Aufgabe  der  Fluxionsmethode  gestellt*).  Man  soll  erstens 
die  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  zu  einer  bestimmten  Zeit  finden, 
wenn  der  durchlaufene  Weg  jederzeit  bekannt  ist.  Man  soll  zweitens 
die  Grösse  des  durchlaufenen  Weges  finden,  wenn  die  Geschwindigkeit 
in  jedem  Augenblicke  bekannt  ist.  Ist  x  ein  Raum,  der  in  stetiger 
Weise  —  gleichsam  im  Flusse  —  sich  verändert,  so  nennt  man  ihn 


')  Commerc.  epistol.  pag.  127.  -)  Edlestou,  Correspondence  of  Sir  Isaac 
Newton  and  Professor  Cotes.  London,  1850.  pag.  XXVIII.  ■'')  Opuscula  Ne-wtoni 
I,  31—199.  Wir  bedienen  uns  dieser  lateinischen  Ausgabe.  ^)  Ebenda  1,  53  —  54. 
/.  Longitudine  descripti  spatii  semper  (id  est  quovis  Temporis  momento)  data,  in- 
venire  Velocitatem  Motus  tempore  proposito.  IL  VeJocitate  3Iotus  semper  data, 
invenire  LongUndimim  ipiatii  descripti  Tempore  proposito. 
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ein  Flueijs,  imd  der  Name  bleibt  der  gleiche,  wenu  nicht  grade  von 
einem  IJaume,  sondern  von  irgend  sonst  Fliessendem  die  Rede  ist, 
■wobei  ausser  x  auch  andere  Buchstaben  vom  Ende  des  Alphabetes, 
wie  y,  z,  u,  zur  Bezeichnung  dienen  können.  Die  Buchstaben  am 
Anfange  des  Alphabetes  a.  h,  c  etc.  bedeuten  bekannte  und  bestimmte 
Grössen.  Die  Geschwindigkeiten,  nach  welchen  die  einzelnen  Fluenten 
sich  verändern,  heissen  Fluxionen.  Sie  werden  dadurch  bezeichnet, 
dass  man  über  die  Flueute  noch  ein  Pünktchen-  setzt.  Demnach  sind 
X,  i),  z,  ü  die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  x,  y,  z,  u  sich  ändern. 
Ob  Newton  Begriff  und  Name  des  Fliessens  Neper  (Bd.  U,  S.  66G), 
ob  er  ihn  Cavalieri  (Bd.  11,  S.  761)  entnahm,  dürfte  sehr  schwer 
zu  entscheiden  sein;  für  t'avalieri  spricht  die  bei  diesem  vorkommende 
Participialform  fluens.  Das  Pünktchen  und  der  Gegensatz  der  Wörtej- 
Fluens  und  Fluxio  gehören  Newton  selbst  au. 

In  der  Methodus  fluxionum  gibt  nun  Newton  erst  eine  Regel 
und  Beispiele  für  die  erste  Aufgabe,  dann  den  Beweis  der  Regel. 
Unser  Bericht  kehrt  die  Reihenfolge  vielleicht  besser  um.  Moment 
der  Fluente  nennt  Newton  bei  Auseinandersetzung  der  ersten  Auf- 
gabe') die  unendlich  kleinen  Theile,  um  welche  sie  sich  in  unendlich 
kleinen  Zeittheilen  verändert,  also  wieder  die  Augeiiblicksveränderung, 
wie  in  der  Analjsis  per  aequationes.  Das  Moment  ist  der  Geschwindig- 
keit, der  Fluxiou,  proportional,  ist  gleich  deren  Produkt  in  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  dargestellt  durch  den  Buchstaben  o,  welcher 
im  Dnick  immer  von  der  Null  0  imterschieden  ist.  Das  Moment 
von  X  ist  demnach  i'o,  und  das  von  y,  z,  u  ist  yo,  zo,  ho.  Da  die 
Momente  unendlich  kleine  Incremente')  sind,_um  welche  sich 
die  Fluenten  in  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  verändern,  so  sind 
die  X,  y,  .  .  .  dadurch  in  a;  ^  xo,  y  -{-  yo,  ■  ■  ■  übergegangen,  und  da 
die  Bewegungsgleichungen  in  jedem  einzelnen  Augenblicke  Geltung 
haben  sollen,  so  müssen  diese  durch  die  angedeutete  Substitution 
richtig  bleiben.  Richtiges  muss  dann  auch  auftreten,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Bewegungsgleichung  abgezogen  wird.  Richtiges,  wenn 
man  den  Rest  durch  o  dividirt.  Aber  o  soll  imendlich  klein  sein, 
die  diesen  Buchstaben  enthaltenden  Glieder  dürfen  deshalb  den  anderen 
gegenüber  vernachlässigt  werden^),  imd  so  entsteht  gine  Regel,  welche 
von  den  mehrfach  besprochenen  Tangentenregeln  (S.  140)  sich  so 
gut  wie  nicht  imterscheidet  und  darin  besteht,  dass  aus  jedem  Gliede 
ax^y"  der  ursprünglichen  Gleichung  die  Gliedersunune 

max'"~'^y"x  -\-  nasif"y"~~^y 


')  Opuseula  Newtoni  I,  59—61.    ^)  incrementa  indefinite  parva.    ^)  Termini 
in  eam  ducti  pro  nihilo  possunt  haberi  cum  aliis  collati;  eos  igitur  negligo. 

11* 
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wird.  Aus  der  Gleichung  x^  —  ax"'  +  axy  —  if  =  0  z.  5.  entsteht 
'6x-x  —  2axx  +  ayx  -f-  axi/  +  3]y-j/  =  0. 
Brüche  mit  Veränderlichen  im  Nenner  oder  Irrationalitäten,  die 
in  der  Bewegungsgleichuug  vorkommen,  würden  die  ganze  Regel  über 
den  Haufen  werfen,  wenn  Newton  nicht  durch  ein«n  geistreichen, 
wenn  auch  vielleicht  nicht  ganz  erlaubten  Kunstgriff,  der  vor  ihm 
nur  von  Fermat  bei  dem  Rationalmachen  von  Gleichungen  (Bd.  II, 
S.  733)  angewandt  worden  war,  den  aber  Newton  schwerlich  dorther 
kennen  gelernt  haben  kann,  Abhilfe  getroiFen  hätte.  Sei  etwa  die 
Gleichung 

x'  -  ay'  +  ^'-  —  x^  yay'+  x-  =  0 


gegeben'),    so    setze  man  — -j— -  =  z  und  x~  Yay  -\-  x^  =  n.        Diese 
beiden  Annahmen  lassen  sich  auch  in  der  Form 

nz  -\-  yz  —  hy'^  =  0,     ax^y  -{-  x^  —  xr  =  0 
anschreiben,  während  die  ursprüngliche  Gleichung  die  Gestalt 

a;'  —  ay^  +  ^  —  «<=  0 
annimmt.     Die    drei    neuen  Gleichungen   liefern  in    der  Reihenfolge, 
in  der  wir  sie  genannt  haben,  nach  der  nunmehr  anwendbaren  Regel 
behandelt,  folgende  Ergebnisse: 

az  -\-  yz  -}-  zy  —  'dhy^y  =  0,     iax^yx  +  ax'^^y  -\-  Gx^x  —  2i(ü  =  <J, 

?>x^x  —  'iayy  +  i  —  «  ^  0. 

Eliminirt  man  zwischen  ihnen  i  und  u,  so  entsteht: 

„    , .          -,       .     ,     3&M-'«  —  zii        iax'yx  +  ax*y  +  Sx'i:        „ 
iix-x  —  2ayy  -\ •^-^, ~ ^ — ^'^rr — -^-^ =  0, 

in  welche  Gleichung  man  endlich  rückwärts  die  Werthe  von  z  und  u 
einsetzt,  um  die  verlangte  Gleichung  zwischen  x,  y,'  x,  ?/,  zu  erhalten. 
Nun  kommt  die  zweite  Aufgabe  au  die  Reihe,  welche  den  üeber- 
gang  von  den  Fluxionen  zu  den  Flueuteu  zum  Ziele  hat-).  Die  Regel 
ist  die  umgekehrte  wie  vorher.  Aus  »iax"'~^y"x  wird  ux'^y",  und 
wenn  in  der  Gleichung  nax'"y"~^y  gleichfalls  vorkommt,  welches 
wieder  zu  ax'"y"  führt,  so  darf  dieses  Glied  in  der  Eudgleichung 
gleichwohl  nicht  "mehrmals,  sondern  nur  einmal  geschrieben  werden. 
Newton  fühlte  hier  nicht,  dass  die  richtige  Bemerkung  einen  Folge- 
satz forderte  dahin  gehend,  dass  seine  Regel,  die  er  freilich  eine  So- 
lutio  peculiaris,  eine  in  besonderen  Fällen  zutreffende  nennt,  nur  dann 
Geltung  habe,  wenn  in  der  Fluxiousgleichung  neben  max"'~^y"x  das 
Glied   nux"'y"~^y   auch    wirklich    auftrete.     Es  ist  ganz  richtig  her- 

')  Opuseula  Uewtuni  I,  57 — ü8.     -)  Ebenda  I,  Ol. 
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vorgetobfii  worden '\  dass  der  Kückschluss  von 

auf 

1/3 


4    -^V+-f  -1=0 


3 

falsch  ist.     Richtig   wäre  er   nur,   wenn  die  Fluxionsgleichung    uuch 
noch  die  Glieder  —  x^y  +  -   -  in  ihrem  Gleichungspolynome  enthielte. 

Wir  sind  weit  entfernt,  diesen  und  andere  Fehler,  welche  in  den 
Newtonschen  Integi'atiorsregeln  vorkommen,  ihm  als  Verbrechen  an- 
rechnen zu  wollen.  Auch  bei  Leibniz  hätten  wir  bei  eingehender 
Prüfung  des  materiellen-  Inhaltes  seiner  älteren  Papiere  auf  die  gröb- 
sten Unrichtigkeiten  hinweisen  müssen,  kaum  dadurch  entschuldbar, 
dass  es  Arbeitsnotizen  und  nicht  druckfertige  Ausarbeitungen  waren, 
welche  dieselben  offenbaren.  Das  ist  nun  einmal  nicht  anders  bei 
den  ersten  Gehversuchen  auf  nie  betretenem  Boden,  als  dass  man 
strauchelt.  Wir  betonen  die  Mängel  vielmehr  in  dem  Siime,  dass 
sie  uns  bis  zu  einem  gewissen  Grade  als  Datirung  dienen.  Nach  1700 
etwa  hätten  weder  Newton  noch  Leibniz  solche  Fehler  begangen,  und 
so  glauben  wir  besonders  in  der  hervorgehobenen  Stelle  einen  Beleg 
dafür  zu  besitzen,  dass  Newton  die  Methodus  fluxionum  nach- 
mals nicht  ganz  umarbeitete,  mag  er  auch  einzelne  Verände- 
rungen sich  nicht  versagt  haben. 

Eine  grosse  Unklarheit  steckt  auch  in  der  Bemerkung  Newtons '), 
die  gegebene  Fluxionsgleichung  müsse  nach  den  auftretenden  Flu- 
xionen  homogen  sein,  imd  wenn  das  nicht  von  selbst  der  Fall  sei, 
müsse  man  Fluxiouen  einer  weitereu  Grösse  als  Factoren  hinzudenken 
und  diese  als  Einheiten  betrachten.     So  gewinne 

X  -j-  xici)  —  ax^  =  0 
nur  dann  einen  Sinn,  wenn  man  die  Umwandlung  in 

xs  +  xxy  —  ax-'z-  =  0 
vornehme. 

Was  soll,  hat  man  ganz  richtig  gefragt,  dieses  z,  was  soll  z 
selbst  bedeuten?  Newton  ging  von  Bewegungserscheinungen  aus.  Jede 
Fluente  und  jede  Fluxion  hatte  für  ihn  einen  bestimmten  mechani- 
schen Sinn.  Durfte  er  schon  oben  bei  der  ersten  Aufgabe  z  und  u 
als  blosse  Abkürzungen  einführen?  Durfte  er  vollends  hier  bei  der 
zweiten  Aufgalje  eines  gar  nicht  definirten  z  sich  .so  bedienen,  wie 
er  es  that? 

')  Weissenborn,  Die  Principien  der  höheren  Analysig  n.  s.  w.  S.  3.3. 
-)  Opi*scxila  JN'eirtoni  I,  G3.  Weissenborn,  Die  Principien  der  höheren  Ana- 
lysis  u.  s.  w.  S.  34. 
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Newton  blieb  bei  der  Solutio  peculiaris  der  zweiten  Aufgabe 
nicht  stehen.  Er  lehrte  vielmehr  jede  Fluxionsgleichung  auf  die  Ge- 
stalt zurückführen,  dass  die  Fluxionen  nur  in  Quotientenform  —  eine 
Flusion  durch  eine  andere  dividirt  —  auftreten  und  unterschied  so- 
dann drei  Gattungen^).  In  der  ersten  Gattung  sollen  zwei  Fluxionen, 
aber  nur  eine  Fluente  vorkommen;  wie  würden  heute  schreiben 
y  =  F{x)  oder  ij  =  F{ii).  In  der  zweiten  Gattuug  sollen  zwei  Flu- 
xionen und  beide  Fluenten  vorkommen;  wir  würden  heute  schreiben 
y  =  F{x,  y).  In  der  dritten  Gattung  sollen  mehr  als  zwei  Fluxionen 
vorkommen;  das  sind-  die  heutigen  partiellen  Differentialgleichungen. 

Das  Mittel,  welches  Newton  ganz  allgemein  anwandte,  um  von 
der  Fluxionsgleichung  zur  Gleichung  zwischen  deu  Fluenten'  zurück- 
zukehren, ist  das  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen in  imendliche  nach  Potenzen  der  Fluenten  fortlaufende 
■Reihen.  Unbequem  ist  ihm  dabei  selbstverständlich  das  Auftreten 
von  Gliedern    wie  — ,    denn  wenn   beim  Aufsteigen  von   der  Flimon 


zur  Fluenten  aus    tnax"'~^y"  zu  ax"'y''  oder   aus  ax'"~^y"  zu    ^ 

übergegangen  werden  muss,  so  führt  dieses  Verfahren  von  -^  oder 
ax~^  zu  -  d.  h.  zu  einem  unendlich  Grossen.  Newton  schreibt  vor-), 
man  solle    alsdann    das  —  durch    ein  z—, —  oder    ein  5: ersetzen 

X  0  -]-  X  0  —  X 

und  diesen  Ausdruck  durch  Division  in  eine  Reihe  verwandeln:  au 
eine  Rechtfertigung  dieser  Willkür  scheint  er  nicht  gedacht  zu  haben. 
Doch  ist  damit  noch  nicht  der  Gipfelpunkt  willkürlichen  Verfahrens 
erreicht.  Solches  ist  vielmehr  bei  der  Behandlung  des  dritten  Falles 
geschehen,  wo  Newton  bei  mehr  als  zwei  vorkommenden  Fluxionen 
mit  einer  einzigen  Gleichung  nicht  ausreicht.  Bei  A  Fluxionen  muss 
er  A  —  1  Gleichungen  haben;  gegeben  ist  ihm  eine  Gleichrmg;  weitere 
A  —  2  Gleichungen  werden  beliebig  angenommen').  Anders  ausge- 
drückt: Newton  weiss  mit  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen 
sich  nicht  zu  helfen  und  setzt  deshalb  diese  ihm  unbequemen  Grössen 
durch  hinzugenommene  Bedingungen  in  ein  Abhängigkeitsverhältniss 
von  einander. 

Bei  der  Behandlung  des  zweiten  Falles  {y  =  F(x,  y))  wird  die 
Funktion  von  x  und  y,  welche  in  Newtonscher  Schreibweise  dem 
Quotienten  ^.  gleich  war,  in  eine  nach  Potenzen  von  a*fortschreitende 


')  Opuscula  Newtoni  I,  66.  *)  Ebenda  I,  70.-  ^)  Ebenda  I,  83:  St  trium 
quantitaium  fluxiones  adsunt,  una  aequatio  assumenda  esl,  duae  aequationes,  si 
quatitor  insimt  fluxiones,  aUiue  ita  porro,  ita  ut  aequado  proposita  tandcin  in 
aliam  transformetur,  in  qua  sint  duae  fhixiones  tantummodo. 
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Reihe  verwandelt,  zu  deren  Bildung  ein  Verfahren  angegeben  ist, 
welches  Newton  nicht  näher  begründet,  aber  dessen  Zusammenhang 
mit  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  sofort  zu 
erkennen  ist'l     Sei 


X 

vorgelecrt.     Man  nimmt  an 


y.  =  2  +  3x  -  2y  +  x^  +  xhj 
mmt  an 
y  =  A(,  -\-  AiX  -\-  Ä^x'-  -\-  A^x^  u.  s.  w. 


Dann  ist 

1  =  .4,  +  2A,x  +  ?,A,x'-  +  •  •  • 

und  setzt  man  den  angenommenen  Werth  von  y  iu 

2  +  3a-  -  2y  +  x-  +  x-y 
ein,  so  ist  andererseits  auch 

^  =  2  +  3x  +  .T-  +  (x-  -  •2){A,  +  A,x  +  A,x^  +  •  •  •) 

=  (2  -  2A,)  +  (3  -  2^,)-^-  +  (1  +  A  -  2A,).r-^  +  •  •  ■ . 

Die    beiden   Reihen    für   -^   müssen    gleiche    Coefficienten    besitzen, 
d.  h.  es  muss  sein 


^,  =  2  — 2J(,,      2J,  =  3  — 2^,      3^3  =  1  +  ^, -2J 


Alle  A  können  dadurch  von  A^  abhängig  gemacht  werden,  und  setzt 
man  für  A^^  irgend  einen  bestimmten  Werth,  so  erhält  man  eine 
Reihenentwickelung  von  y,  eine  von  unendlich  vielen,  je  nach  der  für 
A^  getroffenen  Wahl.  Newton  war  sich  dieser  Unbestimmtheit  auch 
voll  bewusst*). 

Waren  die  beiden  ersten  Aufgaben,  von  deren  Bearbeituno;  in 
der  Methodus  fluxionum  wir  bisher  gesprochen  haben,  die  Auffindung 
einer  Fluxionsgleichung,  wenn  die  gegenseitige  Beziehung  der  Fluenten 
zu  einander  —  das  was  wir  oben  Bewegimgsgleichung  nannten  — 
gegeben  war,  imd  die  Herleitung  der  Bewegungsgleichung  aus  der 
Fluxionsgleichung,  so  fordert  die  dritte  Aufgabe  die  Auffindung 
grösster  oder  kleinster  Werthe').  Eine  Grösse,  welche  Maximum 
oder  Minimum  ist,  sagt  Newton,  kann  in  dem  Augenblicke,  in  welchem 
sie  diesen  besonders  gearteten  Werth  annimmt,  weder  nach  der  einen 
noch  nach  der  anderen  Seite  hin  im  Flusse  befindlich  sein,  denn 
sonst  wäre,  wenn  es  um  ein  Maximum  sich  handelt,  ein  noch  grösserer, 
wenn  es  um  ein  Minimum   sich  handelt,    ein  noch   kleinerer  Werth 


')  Weissenborn,  Die  Principien  der  höheren  Analjsis  u.  s.  w.  S.  36—39. 
^  Opuscula  Xeictoni  I,  79:  Hie  obiter  animadvertendum  est,  qxtod  inter  infinitas 
solutiones,  guj&us  aequatio  potest  enodari  etc.     ')  Ebenda  I,  86 — 88. 
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vor  oder  uach  dem  betreiFeuden  Punkte  vorhaudeu.  Daraus  ergibt 
sich  die  Nothwendigkeit  die  Fluxion  zu  suchen  und  gleich  Null  zu 
setzen,  und  daraus  eine  Regel,  welche  mit  der  von  Hudde  herrühren- 
den (Bd.  n,  S.  841")  übereinstimme^).     Aus 

x^  —  ax^  +  c^>J  —  y^  =  0 
folgt 

3x^x  —  2ax3:  +  nyx  +  axij  —  oy'-y  =  0. 

Mittels  a;  =  0  erhält  man  axij  —  3y^i/^0,  beziehungsweise  oy'-^ox, 
und  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ursprünglich  gegebenen 
lässt  die  gewünschten  Werthe  von  ,r  und  y  auffinden.  Ein  Kriterium 
dafür  zu  suchen,  ob  die  ermittelten  Werthe  von  x  und  y  wirklich 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  und  welches  von  beiden  sie  liefern, 
fällt  auch  Newton  noch  nicht  eiu. 

Die  vierte  Aufgabe  ist  die  der  Tangentenziehung'').  Bei 
ihrer  Betrachtung  hat  Newton  den  nur  von  Fermat  fast  verstohlener- 
weise angedeuteten  (Bd.  II,  S.  745,  Note  2)  Fortschritt  vollzogen,  dass 

die  Ordiuaten  der  Curve  (Fi- 
gur 31)  nicht  mehr  senk- 
recht zu  den  Abscissen  ge- 
zeichnet sind").  Wird  die 
Ordinate  BD  ia  die  unendlich 
nahe  Lage  bewegt,  so  dass  sie 
um  die  Augenblicksveränderung 
cd  zunimmt,  während  AB  um 
die  Augenblicksveränderung  Bb  ^  De  wächst,  so  findet  in  Folge  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  dcD  und  DBT  die  Proportion  statt 

TB:BD  =  De  (oder  Bb)  :  de. 
Die  Beziehung  zwischen  DB  imd  AB  geht  aus  der  Curveugleichung 
hervor.  Aus  ebenderselben  erhält  man  nach  den  Vorschriften  der 
ersten  Aufgabe  das  Verhältniss  der  Fluxionen  von  AB  und  BD,  und 
dieses  Verhältniss  lässt  TB  bei  gegebenem  BD  finden.  Alsdann 
berührt  DT  die  Curve  in  D. 

Ueber  die  Inflexion  hatte  Newton  unklare  Vorstellungen'). 
Er  meint  au  einer  Stelle  in  dem  Punkte  D  sei  ein  Uebergang  von 
einem  convexen  zu  einem  concaven  Curventheile''),  wenn  AT  (mit- 
hin auch  BT  oder  die  Subtaugentel  einen  kleinsten  Werth  besitze. 
Er  meint  an  einer  zweiten  Stelle,  im  Inflexiouspunkte  sei  die  Neigung 


')  Hinc  deduci  potest  notissima  regula  Huddenii.  -)  Opuscula  Keictoni  I,  89. 
^)  Ordinata  faciens  unguium  quemvis  datum  cum  alia  reda  AB  quae  Basis  est 
vel  Ahscissa.  ')  Ebenda  I,  'Jl  und  103.  -■)  punctum  quod  separat  partem  con- 
vcxam  a  eoncava. 
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der  Tangente  zur  Abscisse  ein  Maximum  oder  Minimum.  Letztere 
Betrachtung  ist  ziemlich  richtig,  sofern  das  Maximum  oder  Minimum 
der  ersten  Ableitung  der  Ordinate  nach  der  Abscisse  nur  dann  ein- 
treten kann,  wenn  die  zweite  Ableitung  Null  ist. 

Andere  Methoden  der  Tangenteubestimmung,   acht   an    der  Zahl, 
folgen,  auf  welche  wir  nicht  näher  eingehen. 

In  der  fünften  Aufgabe  wird  die  Grösse  der  Krümmung'), 
welche  irgend  eine  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  besitzt^  unter- 
sucht. Kreise,  heisst  es,  hätten  an  allen  Stellen  eine  nnd  dieselbe 
Krümmung,  imd  bei  verschiedenen  Kreisen  stehe  dieselbe  im  reci- 
proken  Verhältnisse  der  Durchmesser.  Eine  andere  Curve,  d.  h.  eine 
solche,  die  kein  Kreis  ist,  kann  in  einem  Punkte  durch  sehr  viele 
Kreise  von  der  coucaven  Seite  her  berührt  werden.  Ist  einer  dieser 
Berührungskreise  so  beschaffen,  dass  kein  anderer  innerhalb  dessen 
Contingenzwinkel  mit  der  C'uiTe  verläuft,  so  könne  man  von  ihm 
sagen,  er  habe  im  Berührungspunkte  die  gleiche  Krümmung  wie  die 
Curve,  sein  Mittelpunkt  sei  dann  Krümmungsmittelpunkt,  sein 
Halbmesser  Krümmungshalbmesser  der  Curve"'').  Dieser  sei,  heisst 
es,  das  zwischen  dem  Krümmimgsmittelpunkte  und  der  Curve  ge- 
legene Stück  der  zur  Curve  senkrecht  gezogenen  Geraden.  Ziehe 
man  in  drei  Curvenpunkten  Senkrechte  zur  Curve,  so  schneidet  die 
Senkrechte  im  mittleren  Curvenpunkte  die  beiden  anderen  in  zwei 
Punkten,  die  um  so  näher  zusammenfallen,  je  näher  die  Curvenpunkte 
bei  einander  liegen.  Werden  die  drei  Curvenpunkte  zu  einem,  die 
drei  Senkrechten  mithin  auch  zu 
einer,  so  ist  nur  ein  Durchschnitts- 
punkt der  Senkrechten  vorhanden, 
und  dieser  ist  der  Krümmungs- 
mittelpunkt, was  von  selbst  offen- 
bar ist').  Newton  geht  sodann 
zur  Bestimmung  des  Krümmimgs- 
halbmessers  über.  Die  Curve 
ABd  (Figur  32)  ist  auf  die  Ab- 
scisse AB  =  X  und  die  zu  ihr 
senkrechte  Ordinate  BD  =  y  be- 
zogen. TD  ist  die  Berührungs- 
linie in  I),  DC  und  dC  sind  unendlich  nahe  bei  einander  liegende 
Senkrechte  zur  Curve,  die  im  Krümmungsmittelp unkte  C  einander 
schneiden.     Cff  ist  ein  auf  der  Ordinate  von  C  beliebig  angenommenes 


')  Opuscula  Kewtoni  I,  104 — 125:  Quantitae  curcaturae. 
vaturae,  radius  cunatürae.     ')  Qitod  pir  se  patet. 


')  Centrum  cur- 
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und  als  Längeneinheit  gewähltes  Stück.  Die  übrigen  Stücke  der 
Figur  bedürfen  keiner  besonderen  Erläuterung,  da  der  Augenschein 
zeigt,  welche  Geraden  der  Abscisse,  welche  der  Ordiuate  parallel 
laufen.     Die  Proportion  ergibt  sich  leicht 

Cg  :  gd  ==  BT :  B D  =  De  :  de  ^  X  :  y, 

denn  es  ist  De  die  Augenblicksveränderung  x  ■  o  der  Abscisse,  de  die 
;;/  ■  0  der  Ojdinate,  und  diese  Augenblicksveränderuugen  verhalten  sich 
wie  die  Fluxionen.  Setzt  man  ausser  Cg  =  l ,  was  schon  ausge- 
sprochen   worden    ist,    noch    gS  =  z,    so    ist    aus    jener   Proportion 

\  :  z  =  X  -.ij,   d.  h.  .0  =  -^  •     Der  Uebergang  von  D  zum  benachbarten 

Punkte  d  lässt  df  als  Augenblicksveränderung  von  z,  d.  h.  als  z  ■  o 
erkennen.  In  dem  bei  d  rechtwinkligen  Dreiecke. DrZi^  ist  de^  ==  De  •  eF, 

dß  ii  '  0"        'ü"  '  0 

mithin  eF  =  -p-  ^   ■ =  ^ — ,  und 

De         X  ■ 0  X     ' 

DF=De  +  eF  =  x.o  +  '^^  =  "' +  ^'  •  o. 

'  '  X  X 

Femer  verhält  sich 

df:  DF=  Cg  :  CG  oder  z  ■  o  :  ^^^^^    0=1:00 

und  somit  hat   mau   CG  =  — T.     •     Des  Weiteren  ist 

xz 

GD:CG  =  ög:  Cg  oder  GD  =  £^jA»  =  ^LtJl .  ^. 
^       "^  Cg  xz 

Man  sucht  aber  CD,  und  zu  dessen  Auffindung  dient 

C'Z)2  _    QQ.  ^   QJ)2   _   (^1+Ü)'  (1    +   /.). 

Newton  wählt  nunmehr  x  als  Fluxionseinheit.  Dadurch  wird  ^  =  " 


1 


und  CD-  =  {—'■-^y  (1  +  5^)  und  CD  =  ^^ 

Das  Interessanteste  an  der  ganzen  Entwicklimg  ist  offenbar  die  Dar- 
stellung des  Fluxionsquotienten  -=f-   durch  eine   Strecke  z,   welche   es 

möglich    macht,    die    Flusion    des    Fluxionsquotienten    in    Rechnung 
zu  bringen. 

Vergleicht  mau  die  Betrachtungen  (S.  137),  welche  Huygens 
bei  Aufsuchung  des  Krümmungshalbmessers  anstellte,  so  ist  anzuer- 
kennen, dass  Newtons  Weg  ein  durchaus  anderer,  und  zwar  der  gang- 
barere war,  ganz  abgesehen  davon,  dass  Huygens  an  Krümmungs- 
verhältnisse nicht  dachte,  sondern  nur  darin  mit  Newton  überein- 
stimmte, dass  er  die  Entfernung  eines  Curvenpunktes  von  dem  Punkte 
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suchte,  in  welchem  zwei  cousecutive  Normaleu,  dereu  ciue  die  an  den 
betreffenden  Curvenpunkt  ist,  einander  schneiden. 

Um  so  auffallender  ist  die  ungemeine  Aehulichkeit  zwischen 
den  weitereu  Folgerungen  beider  Schriftsteller.  Newton  sucht  als 
Beispiel  für  seine  Regel  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Hyperbel, 
der  Cissoide,  der  Conchoide,  der  Trochoide,  welche  letztere  auch  Cy- 
cloide  heisse.  Bei  letzterer  bemerkt  er  plötzlich ')  das  Vorhandensein 
der  Curve  der  Krümmungsmittelpuukte,  welche  selbst  eine  Cycloide 
sei.  Er  bemerkt,  dass  die  Normalen  an  die  eine  Cycloide  Berüh- 
rungslinien der  anderen  sind.  Er  dreht  die  Figur  um,  so  dass  die 
Cycloiden  ihre  Wölbung  uach  unten  haben.  Er  bildet  eine  cycloidale 
Pendelvorrichtung.  Er  benutzt  die  Pendelfigur  zur  Rectification  der 
Cycloide,  er  spricht  davon,  dass  der  Pendelfaden  um  die  obere  Cy- 
cloide sich  herumwickle'-').  Er  wählt  alsdann  andere  Curven  als  Bei- 
spiel. Von  einer  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  ist  bei  ihneu 
keine  Rede,  aber  in  einem  Anhange  von  wenigen  Zeilen,  welchen  wir 
deshalb  vollständig  mittheilen,  kommt  er  auf  die  Frage  zurück. 

„V.  Den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zu  bestimmen,  oder 
die  Curve  zu  beschreiben,  auf  welcher  dieser  Mittelpunkt  sich  immer 
befindet.  Wir  haben  oben  gezeigt,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Trochoide  immer  auf  einer  anderen  Trochoide  gefunden  wird. 
Nicht  anders  liegt  der  Krümmuugsmittelpunkt  der  Parabel  auf  einer 
anderen  Parabel  aber  zweiten  Geschlechtes,  welche  durch  die  Gleichung 
a3?  =  if  ausgedrückt  wird,  wie  die  Rechnung  leicht  zeigt" ^). 

Wir  verweisen  unsere  Leser  auf  den  Bericht  über  den  dritten 
Theil  des  Horologium  osdllatorium  (S.  134 — 138)  und  knüpfen  daran 
die  Frage,  ob  es  denkbar  ist,  dass  hier  lauter  zufällige  Ueberein- 
stimmungen  uns  entgegentreten?  Newton  sollte  ganz  zufällig  nur  bei 
den  beiden  Curven,  welche  Huygens  genauer  behandelte,  die  Gleichung 
der  Krümmungsmittelpunktscurven  gesucht  haben?  Er  sollte,  während 
nirgend  sonst  in  der  Methodus  Fluxionum  vou  einem  Pendel  die  Rede 
ist,  grade  auf  die  cycloidale  Vorrichtung  verfallen  sein,  auf  das  Her- 
umwickeln des  Fadens  (filum  circumvolidum)'?  Er  sollte  ganz  von 
selbst  in  der  zehnten  Aufgabe,  beliebige  Curven  zu  finden,  deren 
Länge  in  einem  geschlossenen  Ausdrucke  darstellbar  sei^),  gleich 
Huygens  die  Evoluten  bekannter  Curven  gesucht  haben  und  diese  als 
rectificirbar  bezeichnen? 

Uns  kommt  ein  solcher  sich  fortsetzender  Zufall  als  mehr  als 
überraschend  vor.     Wir  können  die  Vermuthuug  nicht  unterdrücken. 


')  Opuscula  Newtoni  1,  112—114.       ')  Totum  filum  eircunivolutum  fuit  tro- 
choidis  perinietro.     ')  Ebenda  I,  123—124.     *)  Ebenda  1,  178-185. 
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Newton  habe  diese  Stelleu  der  Methodus  fluxionum  erst  geschrieben, 
nachdem  er  das  Horologium  oscillatoriuin  gelesen  hatte,  und  ein 
weiterer  gewichtiger  Grund  für  diese  Annahme  wird  uns  im  90.  Ka- 
pitel bekannt  werden. 

Wenn  wir  also  auch  weit  entfernt  davon  sind,  die  (^S.  165)  aus- 
gesprochene Ueberzeugung,  dass  Newton  die  iVIethodus  Fluxionum 
von  1671  nachmals  nicht  ganz  umarbeitete,  wieder  zurücknehmen 
zu  wollen,  so  kommen  wir  doch  zu  der  nicht  minder  festen  Ueber- 
zeugung, jene  Abhandlung  habe  eine  theilweise  Umarbeitung 
nach  1673,  als  dem  Jahre,  in  welchem  das  Horologium  oscillatorium 
im  Drucke  erschien,  erfahren.  Wie  viel  später  als  1673  die  Ver- 
änderungen vorgenommen  wurden,  wie  weit  sie  sich  erstreckten,  da- 
rüber ist  uns  jede  Auskunft  unmöglich  und  nur  eine  Folgerung  bleibt 
bestehen:  weim  die  Methodus  fluxionum  nach  1671  Veränderungen 
erfuhr,  so  fällt  damit  ihre  Beweiskraft  für  das  Wissen  New- 
tons in  jener  frühen  Zeit. 

Wir  müssen  suchen,  andere  zuverlässigere  Zeugnisse  uns  zu  ver- 
schafFen,  Schriftstücke,  welche  mit  Zeitangabe  versehen,  früh  genug 
aus  Newtons  Händen  in  die  anderer  Gelehrten  übergingen,  um  die 
Bürgschaft  zu  gewähren,  dass  sie  so  geblieben  sind,  wie  sie  von  An- 
fang an  geschrieben  waren. 


90.  Kapitel. 
Newton  und  Leibniz  bis  1687. 

Mit  dem  Vorbehalte  gleich  wieder  auf  frühere  Zeiten  zurückzu- 
greifen, beginnen  wir  mit  einem  Bruchstücke  eines  Briefes,  den  Leibniz 
am  12.  Mai  1676  von  Paris  aus  an  Oldenburg  schrieb').  Von  Infini- 
tesimalrechnung ist  zwar  darin  nicht  die  Rede,  aber  Leibniz  er- 
kundigte sich  hier  zum  ersten  Male  nach  den  von  den  Eng- 
ländern benutzten  Methoden. 

Ein  in  Geometrie  und  Analysis  wohl  bewanderter  Däne,  Georg 
Mohr,  war  über  England  nach  Paris  gekommen  und  hatte  Leibniz 
mitgetheilt,  Collins  sei  in  Besitz  der  Reihenentwicklungen 

aresin  x  =  x  + -^x^  -\- -^x'  +  j^-^a;'  +  ^^^x^  -f  etc. 
und 

sin  a;  =  a;  —  ^  x=  -f  ^ J^,  x^  —  . ^  lo  ^'  +  ^*''- 

Leibniz  fragt  nach   dem  Beweise  dieser  Sätze.     Er  selbst  habe,  wie 


')  Leibniz  I,  88. 


Newton  und  Leibni/.  bis  1G87.  17?» 

aus  seinen  t'rühereii  Brieten  ;ui  Oklenbuig  erhelle,  Aehnliches  gleich- 
falls ohne  Beweis  schon  längere  Zeit  in  Erwägung  gezogen.  Er 
schreibe  gegenwärtig  seine  Beweise  auf  und  werde  sie  gegen  Ein- 
sendung der  englischen  Beweise  an  Oldenburg  gelangen  lassen. 

Oldenburg  antwortete')  am  2i).  Juli  1676.  Zunächst  gab  er  Aus- 
kunft über  die  Coefficienten  der  Arcussinusreihe,  dann  über  einige 
andere  Reihen.  Er  erzählte  weiter  als  vorläufig  wissenswürdig,  dass 
Newton  ihm  und  CoUius  unter  dem  10.  December  1672  eine  Methode 
der  Tangentenziehung  an  geometrische  Curven  mitgetheilt  habe,  welche 
ihren  Ausgang  von  der  Gleichung  zwischen  Abscisse  und  Ordinate 
der  Curve  nehme.  Eigentlich  sei  es  nur  ein  Zusatz  zu  einer  allge- 
meinen Methode,  welche  ohne  beschwerliche  Kechnung  nicht  nur  das 
Tangentenproblem  in  grösster  Allgemeinheit  erledige,  sondern  auch 
andere  verborgene  Probleme  über  die  Art  wie  Curven  gebogen  sind'), 
über  Flächeninhalte,  Längen,  Schwerpunkte  u.  s.  w.  Die  Methode, 
so  fahre  Newton  fort,  sei  nicht  gleich  Huddes  Methode  der  grössten 
und  kleinsten  Werthe  oder  De  Sluses  Tangentenmethode  auf  Glei- 
chungen beschränkt,  in  welchen  Irrationalitäten  nicht  vorkommen. 
Das  ist  Alles,  was  Oldenburg  an  Leibuiz  über  jenen  Newtonschen 
Brief  vom  10.  December  1672  schrieb.  Von  einem  bestimmten  Bei- 
spiele vollends  ist  durchaus  nicht  die  Rede. 

Gehen  wir  nun  zu  Newtons  Brief  selbst  zurück,  zu  dem  Tau- 
gentenbrief von  1672,  wie  wir  ilin  (S.  161)  genannt  haben.  Er 
ist  seit  1712  dem  Drucke  übergeben  ■■),  und  wir  werden  ihn  nament- 
lich in  der  Richtung  zu  durchmustern  haben,  ob  und  was  er  allen- 
falls mehr  enthielt,  als  was  schon  in  der  Analijsis  per  acquationes 
gestanden  hatte,  ob  er  etwa  den  Inhalt  der  Methodus  fluxionum  an- 
deutete? Was  finden  wir  nun?  Versprechungen,  was  mittels  der 
neuen  Methode  geleistet  werden  könne,  welche  Oldenburg  zum  Zwecke 
seiner  Mittheilung  an  Leibuiz  fast  wörtlich  abschrieb!  Oldenburg 
veränderte  nur  ein  Wort,  wo  es  um  die  Krümmuugsverhältuisse  sich 
handelte.  Er  schrieb  de  curvarum  flexu,  während  Newton  de  curvi- 
tatibus  gesagt  hatte.  Ausserdem  findet  sich  im  Tangentenbriefe  ein 
einziges  Beispiel.     Es  lautet  folgendermassen.     Sei 

x^  —  2x^y  +  i^'  —  ^^^  +  ^y^  —  »/''  =  0 
die  vorgelegte   Curveugleichung.     Man   soll   ihre  Glieder    mit    irgend 
einer    arithmetischen  den  Abmessungen  von  y   gemäss   verlaufenden 
Zahlenreihe  multipliciren^),  etwa  mit  0,  1,  0,  0,  2,  3,  dann  mit  einer 


')  Leibuiz  1,  88 — 'J9.  -)  De  cuicaruin  flexu.  ■')  Commerc.  epistul.  pag. 
83 — 84.  Vergl.  auch  Opuseula  Newtoni  I,  297 — 298.  *)  MuUiplica  aequationis 
terminos  per  quamlibet  progressioncm  arithmeticam  juxta  diinensiones  y. 
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anderen  den  Abmessungen  von  x  sich  anschliessenden,  etwa  mit  3,  2, 
2,  1,  0,  0.  Das  erste  Produkt  werde  der  Zähler,  das  zweite,  nachdem 
man  es  zuvor  durch  x  dividirt  habe,  der  Nenner  eines  Bruches  sein, 

der  die  Subtaneente  darstelle.     Diese  sei  also  -—5 .        ,   „, 4rr, • 

"  3x^  —  ixy  -\-  2bx  —  0- 

Das  Ergebniss  unserer  Durchmusterung  ist  also:  kein  Kunstausdruck, 

keine  Bezeichnung,    keine   Curvengleichung   mit  In-ationalitäten   oder 

mit  in  einem  Nenner  auftretenden  Unbekannten,  überhaupt  ein  kaum 

nennenswerther    Fortschritt    über  das    hinaus,    was    die    von  Newton 

erwähnten  Schriftsteller  längst  geleistet  hatten;   insbesondere  Hudde 

hatte  bei    seinem  Verfahren  zur  Bestimmung    grösster  und    kleinster 

Werthe  nahezu  Uebereinstimmeudes  gelehrt. 

Wir  haben  (S.  161)  bemerkt,  es  sei  nichts  weniger  als  ausge- 
macht, dass  Tschiruhaus,  als  er  im  Spätjahr  1675  zu  Leibniz  kam, 
den  Tangentenbrief  kannte,  aber  möge  er  sogar  eine  Abschrift  davon 
besessen  und  diese  Leibniz  zur  Verfügung  gestellt  haben,  lernen 
konnte  Leibniz  daraus  so  gut  wie  nichts,  lernen  auch  nicht  aus  dem 
Briefe  Oldenburgs  vom  26.  Juli  1676.  Er  konnte  höchstens  die  An- 
regung finden,  nun  auch  seinerseits  nach  einem  Verfahren  zu  forschen, 
welches  durch  Irrationalitäten  in  der  Curvengleichung  nicht  in  seiner 
Ausführbarkeit  behindert  werde. 

Nun  lag  allerdings  dem  Briefe  Oldenburgs  vom  26.  Juli  1676 
ein  langer  für  Leibniz  bestimmter  Brief  Newtons  bei').  In  diesem 
Briefe,  von  welchem  schon  (S.  75)  die  Rede  war,  und  den  man  nicht 
mit  demjenigen  vom  24.  October  1676  (S.  64)  verwechseln  darf,  gab 
Newton  das  Gesetz  seiner  Binomialreihe  an,  gab  er  seine  numerische 
Gleichungsauflösung,  seine  Darstellung  der  einen  Unbekannten  einer 
zwei  Unbekannte  enthaltenden  Gleichung  in  Gestalt  einer  nach  Po- 
tenzen der  anderen  fortschreitenden  Reihe.  Er  gab  auch  einige  durch 
Reihen  vollzogene  Rectificationen  und  Quadraturen,  aber  überall 
wurden  nur  Ergebnisse  mitgetheilt.  Von  Ableitungen  oder  Beweisen 
ist  nichts  zu  finden.  Das  Wie  der  Ermittelung  zu  beschreiben,  meint 
Newton,  wäre  allzu  weitläufig-).  Leibniz  beantwortete  die  Briefe 
Oldenburgs  und  Newtons  am  27.  August  1676  und  auch  von  diesem 
Antwortschreiben^)  war  (S.  76)  die  Rede.  Wir  erörterten  damals, 
dass  in  Leibnizens  Briefe  die  Transmutation  eine  Rolle  spielte, 
d.  h.  eine  Quadratur,  welche  Flächenelemente  von  einer  gewissen 
Gestalt  durch  solche  von  anderer  Art  ersetzte,  aber  dass  Leibniz  sehr 
deutlich  gesprochen  hätte,  kann  kein  Mensch  behaupten,    und  wenn 


')  Opuscula  Newtoni  I,  307—322  und  Leibniz  I,  100—113.  '-')  Quomodo 
determinantur  nimis  longmn  foret  describere  (Leibniz  I,  106,  Opuscula  New- 
toni I,  314).     ')  Leibniz  I,  114-122. 
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mit  imendlich  kleinen  Strecken  ß  gerechnet  wurde,  so  lag  darin  nichts 
irgend  Neues. 

Nur  eine  Stelle  des  Briefes  mochte  Newton  auffallen.  Dort 
hiess  es'):  „Wenn  Ihr  sagt,  die  meisten  Schwierigkeiten  Hessen  sich 
durch  unendliche  Keihen  erledigen,  so  will  mir  das  nicht  recht 
scheinen.  Vieles  Wunderhare  mid  Verwickelte  hängt  weder  von  Glei- 
chungen noch  von  Quadraturen  ab.  So  z.  B.  die  Aufgaben  der  um- 
gekehrten Tangentenmethode,  von  welchen  auch  Descartes  eingestand, 
der  er  sie  nicht  in  seiner  Gewalt  habe."  Leibniz  nannte  als  beson- 
deres Beispiel  die  Beaune'sche  Aufgabe  (Bd.  ü,  S.  782).  Was 
Descartes  und  Beaune  nicht  hätten  leisten  können,  das  habe  er, 
Leibniz,  mit  Hilfe  einer  gewissen  Analysis  innerhalb  einer  Stunde 
vollendet.  „Ich  gestehe  jedoch,  fuhr  er  dann  fort,  dass  ich  noch  nicht 
erreicht  habe,  was  auf  diesem  Gebiete  wünschenswerth  ist,  wiewohl 
ich  weiss,  dass  es  von  höchstem  Gewichte  wäre." 

Vielleicht  grade  mit  Rücksicht  auf  diese  Aeusserung  sprach 
Newton  am  26.  October  1676  an  Oldenburg  von  Leibnizens  treff- 
lichem Briefe-),  suchte  er  am  8.  November  Collins  zu  überzeugen, 
dass  Leibnizens  Methode  weder  allgemeiner  noch  leichter  sei,  als 
seine  eigene^). 

Aber  inzwischen  war  Leibniz  in  London  gewesen,  wo  dieser  sein 
zweiter  Aufenthalt  etwa  acht  Tage  währte.  Leibniz  hat  damals  Col- 
lins kennen  gelernt,  und  es  ist  zu  vermuthen,  dass  es  bei  dieser 
Gelegenheit  war,  dass  er  die  Analysis  per  aequationes  las  und  die 
Aufzeichnungen  sich  machte,  welche  unter  der  Ueberschrift  „Aus- 
züge aus  einer  handschriftlichen  Abhandlung  Newtons"*)  in 
Leibnizens  Nachlasse  gefunden  worden  sind.  In  diesen  Aufzeichnungen 
ist  namentlich  der  Absclmitt  De  resolidione  aequationiim  affectarum, 
also  die  Darstellung  von  y  in  einer  nach  Potenzen  von  x  geordneten 
Reihe  unter  Zugrundelegung  einer  Gleichung  zwischen  x  und  ij  in 
einem  Maasse  berücksichtigt,  dass  mau  fast  von  einer  Abschrift 
sprechen  kann.  In  denselben  Aufzeichnungen  kommt  das  am  29.  Oc- 
tober 1675  erfundene  Integralzeichen  (S.  159)  vor.  Es  ist  nicht  er- 
sichtlich, wann  anders  als  während  des  zweiten  Londoner  Aufenthaltes 
Leibniz  den  handschriftlichen  Aufsatz  Newtons  zur  Verfügung  gehabt 
haben  sollte. 

Eines  dürfen  wir  dabei  hervorheben:  dass  Collins  die  Sache 
jedenfalls  sehr  unverfänglich  fand,   denn  in   einem  Briefe  an  Newton 


')  Leibniz  I,  121  — 12-2.  -)  Edleston,  Correspondence  of  Sir  Isaac 
Newton  and  Professor  Cotes,  pag.  257 :  exeellent  Jetter.  ^  Ebenda  pag.  XXVIII. 
*)  Leibniz  I,  7:  Excerpta  ex  tractatu  Newtoni  Msco. 
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vom  März  1677,  in  welchem  Einzelheiten  über  Leibnizens  Besuch 
mitgetheilt  sind'),  steht  nichts  davon,  dass  er  sich  die  Analysis  per 
aequationes  genau  angesehen  habe.  Ebenso  war  gewiss  Leibniz  selbst 
sich  keines  Unterschleifes  oder  unrechtes  irgend  einer  Art  bewusst, 
welches  er  mit  Anfertigung  des  Auszuges  begangen  haben  könnte, 
denn  sonst  hätte  er  ihn  sicherlieh  nicht  aufbewahrt,  nachdem  ein 
heftiger  Streit  grade  über  die  Erfinderrechte  am  neuen  Algorithmus 
sich  erhoben  hatte. 

Leibniz  war  nämlich  so  ganz  heikel  nicht  bei  Anwendung  von 
Mitteln,  welche  in  einem  Streite  gute  Dienste  leisten  können.  Der 
XVII.  Abschnitt  wird  uns  nöthigen,  von  beiden  grossen  Männern, 
von  Leibniz  wie  von  Newton,  Dinge  zu  erzählen,  welche  der  blosse 
Bevrunderer,  wenn  er  nicht  die  Pflichten  des  Geschichtsschreibers  zu 
erfüllen  hätte,  am  liebsten  verschwiege  und  jetzt  schon  müssen  wir 
auf  Eines  aufmerksam  machen.  Wir  haben  (S.  160)  von  einem  Auf- 
satze   vom    11.    November    1675    gesprochen,    in    welchem    Leibniz 

fydy  =  Y  geschrieben  hat,  mithin  derjenigen  Bezeichnung  sich  be- 
diente, welche  seitdem  die  mathematische  Welt  erobert  hat.  Mit 
der  Datirung  dieses  Aufsatzes  ist  ein  Fälschungsversuch 
vorgenommen  worden-).  Mau  hat  sie  in  1673  umändern  wollen. 
Der  obere  Zug  der  5  ist  wegradirt  und  dafür  mit  schwärzerer  Tinte 
der  obere  Zug  von  3  gesetzt  worden.  Man  wird  schwerlich  gegen 
einen  Anderen  als  gegen  Leibniz  selbst  den  Vorwurf  dieser  versuchten 
Rückdatirung  erheben  können. 

Aber  dass  man  die  Veränderung  erkannte,  zieht  noch  zwei  Folge- 
rungen nach,  welche  wir  auszusprechen  nicht  unterlassen.  Erstens 
wird,  nachdem  die  einmal  versuchte  Aeuderung  beobachtet  war,  sicher- 
lich -auch  den  übrigen  vorhandenen  Jahreszahlen  nochmalige  Beach- 
tung  gewidmet  worden  sein,  und  der  Mangel  jeder  Bemerkung  über 
sie  beweist  ihre  volle  Unanfechtbarkeit.  Zweitens  bestätigt  die 
Aeuderung  von  5  in  3  die  nicht  mehr  zu  bezweifelnde  Echtheit  der 
ersteren  Zahl.  Am  11.  November  1675,  das  steht  nunmehr  fester 
als  je,  war  Leibniz  im  Besitze  seiner  Bezeichnung. 

Eine  der  Aufgaben,  welche  er  damals  lijste,  und  zwar  deren  erste, 
war  die  Auffindung  der  Curve,  deren  Subnormale,  wie  wir  heute  sagen, 
der  Ordinate  umgekehrt  proportional  sei.  Die  Subnormale  nennt 
Leibniz  w,  die  Subtangente  t,  die  Differenz  zweier  nächsten  Abscissen 
s   (anstatt    des    späteren    clx).     Er  weiss    aus    früheren  Versuchen*), 


')  Leibniz  I,  147  flg.       *)  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckung  der  höheren 
Analysis.    S.  132  russnote.     ^)  Constat  ex  alibi  a  me  demonstratis. 
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dass  licz^=^,  was  seine  Richtigkeit  hat.  Die  Subnormale  ist  ja 
yij,  also  j HZ  =  \ im' dx  =  j y  dy  =  ^-  Nun,  scLliesst  Leibniz 
weiter,  müsse  uz  ==  d\^j  =  y  sein,  indem  er  den  Faktor  (7^  ent- 
weder einfach  vergass,  was  keineswegs  unmöglich  ist,  oder  aber  ihn 
als  Einheit  betrachtete.  Der  Voraussetzimg  gemäss  solle  tv  =  —  sein, 
folglich  erhalte  man 

y  =  WZ  =  y  und   ^  =  ^  sowie  jz  =  /  ■'^ , 

die  links  stehende  Summe  sei  x  (d.  h.  jdx  =  x) ,   die  rechtsstehende 

z^ ,  folglich  sei  x  =  -V-  die  Gleichung  der  gesuchten  Curye.  Leibniz 
3ba'        °  3ba  °  ° 

macht   sofort  die  Probe  auf  seine  Rechnung.     Er  ermittelt  von  der 

,.3 

Curvengleichung  y^  =  Bahx  ausgehend  die  Subtangente  t  =  ^  ,  wozu 
er  der  Methode  von  De  Sluse  sich  bedient.     Allgemein  ist  aber 

t:y  =  y:ii-     (d.  h.   y '■  V  =  U  ■  llli)- 

Für  die  untersuchte  Curve  ist  daher  ^  :  y  =  y  :  iv,  to  =  ~  wie  ver- 

ab     -^         •'        '  y 

langt  war').     Dieses  eine  Beispiel  möge  erkennen  lassen,  wie  Leibniz 

damals,  Ende  1675,  inverse  Tangentenaufgaben  behandelte. 

Wir  kehren  zu  dem  Ende  des  zweiten  Londoner  Aufenthaltes 
von  Leibniz  zurück.  Auf  der  Heimreise  nach  Hannover  hielt  er  sich 
bei  Hudde  in  Amsterdam  auf  und  schrieb  über  die  mit  diesem  ge- 
pflogenen  Unterredungen  eineu  an  Oldenburg  gerichteten,  mittelbar 
auch  für  Collins  und  Newton  bestimmten  Brief  Letzterer  insbesondere 
erhielt  ihn  in  Gestalt  einer  durch  Collins  besorgten  Abschrift-). 
Leibniz  erzählte  hier,  Hudde  besitze  eine  bessere  Tangentenmethode 
als  De  Sluse.  Er  zeigte  auch,  wie  zwischen  der  Subtangente  und 
der  Abscisse  eine  Gleichung  ermittelt  werden  könne,  welche  die  Or- 
dinate nicht  mehr  enthalte,  mit  anderen  Worten  er  lehrte  die  Elimi- 
nation einer  Unbekannten  zwischen  zwei  Gleichungen,  in  deren  einer 
mindestens  sie  als  Potenz   höheren  als  des   ersten  Grades   vorkommt. 

Newton  schuldete  Leibniz  noch  immer  eine  Antwort  auf  dessen 
Brief  vom  27.  August  1676.  Er  schrieb  sie  am  24.  October,  und  ge- 
meiniglich bezeichnet  man  diese  Antwort  als  zweiten  Brief  Newtons 
au  Leibniz,  während  unter  dem  ersten  Briefe  der  vom  26.  Juli 
(S.  174)  verstanden  wird.     Auch  für  den  zweiten  Brief  diente  Olden- 


')  C.  J.  Gerhardt,    Die   Entdeckung   der   höheren    Analysis    S.  132—133. 
=)  Leibniz  1,  147—149. 

Caktor,  GesclUchte  der  Mathematik.    111.  12 
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bürg  als  Älittelperson,  aber  dieser  konnte  ihn  nicht  mehr  persönlich 
übergeben,  derm  Leibniz  war  schon  wiedes  abgereist,  als  der  Brief 
in  London  ankam.  Man  muss  damalige  Postverhältnisse  weder  der 
Schnelligkeit  noch  der  Sicherheit  der  Beförderrmg  nach  mit  heutigem 
Maassstabe  messen.  Oldenburg  fühlte  sich  berechtigt,  den  Brief  nicht 
sofort  nachzuschicken.  Er  hob  ihn  sorgfaltig  auf,  fertigte  eine  Ab- 
schrift und  liess  auch  diese  erst  aui  2.  Mai  1677  abgehen,  nachdem 
sich,  wie  er  in  dem  Begleitbriefe  sagte'),  eine,  sichere  Gelegenheit 
zur  üebersendung  gefunden  hatte.  In  dem  zweiten  Briefe^)  äusserte 
sich  Newton,  wie  wir  wissen  (S.  66 — 67  u.  S.  102),  über  die  Art  und 
Weise,  wie  er  zum  Binomialtheorem  gelangt  war,  und  über  sein 
Parallelogramm.  Ueber  andere  Theile  des  ausserordentlich  langen 
Briefes  haben  wir  jetzt  zu  berichten. 

Die  Absicht  Newtons  war  offenbar  die,  sich  jetzt  die  Priorität 
der  Fluxionsrechnvmg  zu  sichern,  und  er  führte  sie  aus,  indem  er 
sagte,  seine  Taugentenmethode  stosse  sich  nicht  an  Irrationalitäten; 
ebenso  wenig  störe  ihn  deren  Vorkommen  bei  Aufgaben  über  gi-össte 
lind  kleinste  Werthe,  ebenso  wenig  bei  einigen  anderen  von  denen 
er  nicht  rede.  Die  Grundlage  des  Verfahrens  verberge  sich  in  fol- 
genden Buchstaben: 

Öa,  2c,  d,  a,  e,  13e,  '2f,  li,  'dl,  9«,  4o,  4q,  2r,  4s,  8t,  12t;,  x. 
In  späterer  Zeit  hat  man  erfahren,  dieses  Anagramm  bedeute:  Data 
aequatione  qnotcumqtic  fluentes  quantitates  involvente,  fluxiones  invenire 
et  vice  versa,  aus  einer  beliebig  viele  Fluenten  enthaltenden  Gleichung 
die  Flusionen  zu  finden  und  umgekehrt.  Ein  zweites  Anagramm 
fand  sich  gegen  Ende  des  Briefes.  Dort  behauptete  Newton  die 
iuversen  Taugentenjorobleme  zu  beherrschen.  Er  bediene  sich  dazu 
zweier  Methoden,  welche  aus  folgenden  Buchstaben"  bestehen.  Und 
nun  kamen  abermals  zahlreiche  Buchstaben,  deren  Vereiuigiuig  zu 
Worten  später  bekannt  geworden  ist.  Sie  lautet:  Vna  methodus  con- 
sistit  in  extractione  fhicntis  quantitatis  ex  aequatione  sinml  involvente 
fluxionem  ejus;  altera  tantum  in  assumptione  seriei  pro  qiiantifafe  qua- 
libet  incognita,  ex  qua  cetera  commode  derivari  possint,  et  in  eollatione 
terminorum  homologorum  aeqnationis  residtaiüis  ad  eruendos  tcrmiuos 
assmnptae  seriei.  Die  eine  Methode  besteht  in  der  Herausziehung 
der  Fluente  aus  einer  Gleichung,  welche  daneben  auch  ihre  Fluxion 
enthält,  die  andere  in  der  Annahme  einer  Reihe  für  jede  Unbekannte, 
woraus  das  Uebrige  leicht  abzuleiten  ist,  und  in  der  Vergleichung 
der  einander  entsprechenden  Glieder  des  Ergebnisses,  um  daraus  die 
Glieder  der  angenommenen  Reihe  zu  ermittehi. 


')  Leibniz  I,  151.      ^)  Ebenda  I,  1-2-2— 140.    Opuscula  Newtoni  I,  328—357. 
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Zieht  mau  iu  Erwägung,  dass  Fltiens  mid  Fluxio,  ersteres  selten, 
letzteres  überhaupt  noch  nie  in  einer  mathematischen  Schrift  ge- 
braucht worden  waren,  und  dass,  was  man  mit  ihnen  machen  sollte, 
mit  einziger  Ausnahme  der  zuletzt  angei'atheneu  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefticienten,  auch  aus  dem  voll  und  mizerlegt  angegebenen 
Wortlaute  beider  Anagramme  kaum  zu  verstehen  gewesen  wäre,  so 
gewinnen  beide  nur  die  Bedeutung,  welche  wir  ihnen  beilegten. 
Während  sie  für  Leibniz  ohne  jeglichen  Nutzen  waren,  sollten  sie 
künftig  die  Selbständigkeit  von  Newtons  Erfindungen  mit  sichernder 
Zeitangabe  versehen.  Wir  machen  dabei  besonders  darauf  aufmerk- 
sam, dass  in  den  Anagrammen  von  einer  Bezeichnung,  einem  eigent- 
lichen Algorithmus,  nicht  die  Rede  war.  Das  lässt  sich  nicht  anders 
deuten,  als  dass  Newton  diese  Dinge  nicht  für  wichtig  genug  hielt, 
lim  auch  ihren  Besitz  sich  zu  sichern. 

Gehen  wir  noch  auf  Eines  ein,  was  hochwichtig  für  die  Ge- 
schichte der  Infinitesimalrechnung  in  dem  nicht'  in  Anagrammen  ge- 
schriebenen Texte  des  Briefes  vorkommt.  Ist  z  die  Abscisse,  y  die 
senkrecht  zu  s  angenommene  Ordinate    einer  Curve,    und    heisst  die 

■9"  -4-  1 
Gleichung  der  Curve  y  =  dz'' {e  -\-  fz'')^,  und  ist  — — —  =  r,  so  stelle, 

behauptet  Newton  unmittelbar  nach  dem  ersten  Anagramme,  die  Fläche 
der  Curve  sich  durch  eine  Reihe  dar,  deren  Anfangsglieder  er  angibt, 
und  welche  als  geschlossener  Ausdruck  erscheine,  sofern  r  eine  ganze 
positive  Zahl  sei;  anderenfalls  sei  die  Reihencntwickelung  eine  unend- 
liche. Wir  wollen  unseren  Lesern  das  Verständuiss  des  Satzes  da- 
durch erleichtern,  dass  wir  ihn  in  Zeichen  der  Integralrechnung 
schreiben  und  dabei  den  Buchstaben  cl,  welchen  wir  für  das  Diffe- 
rential von  z  nicht  entbehren  können,  mit  a  vertauschen. 

Newton  sagt  alsdarm:  j az^{e  -\-  fz'iydz  lasse  sich  in  eine  Reihe 
entwickeln,  welche  abbreche,  mithin  einen  geschlossenen  Ausdruck 
liefere,  sofern  eine    ganze    positive   Zahl  sei.     Er   kannte   also 

bereits  einen  Hauptfall,  in  welchem  das  sogenannte  binomische 
Integral  in  geschlossener  Form  gefunden  werden  kann,  eine  That- 
sache,  welche  ihm  zur  höchsten  Ehre  gereicht. 

Im  weiteren  Verlaufe  des  Briefes  zeigte  dann  Newton,  wie  unter 

Benutzung  dieser  Regel  die  Curve  y  =  y  a^  —  ax  -}-  —  quadrirt 
werden  könne.     Setze  man  nämlich  er  —  ax  ^^  z^,  so  sei 


V  ^^  -\ =  ■£■  +  Q- ,  —  o  -^^3  etc., 


und   jedes   Glied    dieser   Reihe   sei   für   sich    quadrirbar.     Auch   diese 

12* 
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Behauptung  ist  vrahr.  Nennt  man  nämlich  den  auftretenden  Zahlen- 
coefficieuten  /.',  so  ist  jedes  Glied  von  der  Form 

und =  -^-- —  ist  eine   ganz    positive  Zahl,    da  ft   selbst   ganz 

und  positiv  ist.  Wäre,  führt  Newton  sogleich  fort,  die  Reihe  nicht 
einfach  genug,  so  könne  man  sich  dadurch  helfen,  dass  man  eine 
geometrische  Curve  beschriebe,  welche  durch  beliebig  viele  gegebene 
Punkte  hindurchginge').  Offenbar  dachte  Newton  hier  an  eine  nähe- 
rungsweise Quadratur  von  der  Art  der  Simpsonschen  Regel.  Diese 
Sätze  dürften  die  wichtigsten  Errungenschaften  Newtons  auf  dem 
Gebiete  der  Infinitesimalrechnung  darstellen,  für  welche  der  zweite 
Brief  vom  24.  October  1676  als  Zeugniss  angerufen  werden  kann. 

Ob  Leibniz  durch  diesen  zweiten  Brief  auf  die  Spur  von  Dingen 
gebracht  werden  konnte,  die  er  nicht  vorher  schon  kannte?  Durch 
die  Anagramme  gewiss  nicht,  ob  durch  den  nicht  in  Räthselform  ge- 
hüllten, aber  immer  hoch  dunkel  und  räthselhaft  klingenden  Text  der 
zuletzt  von  uns  besprochenen  Sätze  bleibe  dahingestellt. 

Aber  Leibniz  Hess  sich  gar  nicht  die  Zeit,  den  Brief  zum  Aus- 
gangspunkte neuer  Untersuchungen  zu  nehmen,  er  beantwortete  ihn 
an  dem  Tage,  au  welchem  er  ihn  erhielt^).  Er  beantwortete  ihn 
durch  eine  klare,  ofl'ene,  vollständige  Darlegung  der  Auflösung  des 
Tangentenproblems  "mit  Hilfe  der  Differentialrechnung. 
Augenscheinlich  finde  (Figur  33)  die  Proportion  statt: 

d.  h.  der  auf  der  Axe  gemessene  Abstand  der  Tangente  von  der  Ordi- 
nate verhalte  sich  zur  Ordinate,  wie  die  Differenz  zweier  Abscissen 
zur  Differenz  zweier  Ordinaten.  Betrachte  man 
die  Abscissendiflerenz  immer  als  die  gleiche, 
so  komme  es  also  nur  auf  die  Ordinatendifferenz 
an.  Er  bezeichne  durch  dy  die  Differenz  zweier 
nächstliegender  Ordinaten,  durch  dx  die  Diffe- 
renz zweier  nächstliegender  Abscissen.  Soll 
die  Differenz  etwa  von  %f  gesucht  werden,  so 
Pig  33  schreibe    er    dafür   dy'^.     Wir    bemerken,    dass 

wir,  in  dieser  letzteren  Beziehung  von  unserer 
Vorlage  abweichend,  den  Horizontalstrich  über  dem  zu  differentiireuden 
Ausdruck  durch  Klammern  ersetzen  werden,  zwischen  denen  er  stehen 


')  Curvam  geometricam  describere  quae  per  data  guotcuncta  puncia  transibit. 

Leibniz  I,  154— lfi2. 
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soll.  Nun  sei,  sagt  Leibniz,  d{y-)  =  2ij  ihj,  wie  leicht  zu  beweisen 
sei.  Es  sei  nämlich  d{y^)  die  Differenz  der  Quadrate  zweier  nächst- 
liegender Ordinateu  oder 

{'J  +  dy)-  —  y-  =  2y  dy  +  {dyf. 

Das  Quadrat  der  unendlich  kleineu  Grösse  dy  oder  (dy)-  könne  weg- 
gelassen werden  und  so  sei  d{y-)  =  2y  dy.  Aehulicherweise  sei 
d{y^)  =  Zy-  dy  u.  s.  w.  Auch  die  Differenzen  von  Produkten  seien 
erhältlich  nach  der  Formel 

d{xy)  =  ydx  +  xdy 
So  sei  z.  B. 

rf(,/a)  =  2xy  dy  +  y-dx. 

Leibniz  zeigt  dann  weiter,  dass  wenn  in 

«  +  &y  +  ex  +  dyx  +  ey'^  +  fx-  +  (jy'x  -\- luj x-  -\-  ■  ■  ■  =  0 

die  Grössen  x,  y  durch  x  -(-  dx,  y  -{-  dy  ersetzt  werden,  man  dann 
die  ursprüngliche  Gleichung  abziehe  und  die  Glieder  weglasse,  welche 
höhere  Abmessimgen  von  dx  und  dy  als  die  erste  enthalten,  das 
Erscebniss  sich  zeige 
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in  üebereinstimmuug  mit  der  Regel  von  De  Sluse.  Xur  sei  die 
Leibuizische  Regel  viel  umfassender,  weil  sie  Anwendung  finde  so- 
wohl wenn  mehrere  unbestimmte  Grössen  als  x  und  y  vorkommen, 
als  auch  wenn  Lrrationalitäten  vorhanden  seien.  Es  sei  nämlich  ganz 
allgemein  d{x'')  =  sx-~^dx,  und  wenn  etwa  rf()/a  -]-hy  -\-  cyy  ge- 
sucht werden  wolle,  setze  man  a  -\-  by  -\-  ctj-  =  x;  dann  sei 

dx  =  bdy  +  2cydy,    (7(a;^)  = — ^dx —  ^  ■     "^  ^ 


^  sy^a  +  by -\- cy'-r 

ö  3C 


,3 


Bei  der  letzten  hier  niedergeschriebenen  Formel  haben  wir  aller- 
dings die  Treue  der  Berichterstattimg  zu  Gunsten  der  Richtigkeit 
des  Ergebnisses  verletzt.  Bei  Leibniz  fehlt  die  Quadraterhebung 
der  im  Nenner  auftretenden  Wurzelgrösse,  und  der  gleiche 
Fehler  kehrt  im  Verlaufe  des  Briefes  wieder,  so  dass  die  Vermuthung 
eines  einmaligen  Schreib-  oder  Druckfehlers  ausgeschlossen  ist.    Leibniz 
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glaubte  augenscheinlich,  es  sei  d  [yxj  =  -    - ,  ohne  um   den  Wider- 

nyx 
Spruch  gegen   die  von  ihm   erkannte  Regel  d(x')  =  sz-~^dx  sich  zu 
kümmern. 

Kehren  wir  nach  dieser  nothwendigen  Zwischenbemerkung  zu 
Leibnizens  weiteren  Auseinandersetzungen  zurück.  Die  von  ihm  an- 
gewandte Substitution  neuer  Buchstaben  für  zusammengesetzte  Aus- 
drücke genüge  auch  bei  noch  viel  verwickeiteren  Irrationalitäten,  so 
z.  B.  wenn  die  gegebene  Gleichung 


a  +'hx  Vif  +  tf^l  +  2/  +  hyx^Vt/  +  2/"|/l  -  ?/  =  0 
heisse.  Ich  glaube,  fährt  Leibniz  fort,  dass  was  Newton  im  Betreff 
der  Tangentenziehung  verbergen  wollte,  hiervon  nicht  abweichen 
dürfte'),  und  darin  bestätigt  mich,  was  er  hinzufügt,  dass  nämlich 
von  der  gleichen  Grundlage  aus  die  Quadraturen  sich  leichter  ge- 
stalten, denn  jede  Figur  ist  quadrirbar,  die  auf  eine  Differential- 
gleichung sich  zurückführt").  Dieses  hier  zum  ersten  Male  in 
der  Mathematik  vorkommende  Wort  wird  sofort  erklärt  und  dabei 
ein  zweites  Wort  erstmalig  benutzt,  welches  nicht  minder  Eingang 
fand,  das  Wort  ableiten,  derivare.  Eine  Differentialgleichung  sei 
nämlich  eine  solche,  durch  welche  der  Werth  von  dx  sich  ausdrücke, 
und  welche  die  Derivirte  einer  anderen  sei^),  durch  die  der  Werth 
von  X  sich  ausdrücke.  Leibniz  glaubte  z.  B.,  wie  unsere  oben  ein- 
geschobene Bemerkung  es  ausspricht,  es  sei 


und  setzt  in  Folge  dessen 


',yi  +  hy  +  ±,f  +  ^y^+. 


V 


als  die  Fläche  der  Curve,  deren  Gleichung 

l  +  cy  +  dy^  +  ■  •  ■ 


X  = 


sei,  beziehungsweise  sieht  er  in  der  Curve 


^/ 


i  +  yy  +  -^y°-  +  ^y'  + 


die    quadrirende    Curve    der   vorher    genannten.  Leibniz    bedient 

')  Ärbitror  quae  celare  voluit  Neutonus  de  tangentibus  ducendis  ah  Ms  nun 

abludere.          ^)  Quae  sunt  ad  aequationem  differentiahm.  ')  Qaaeque  ex  aUa 
derivata  est. 
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sich  zur  Erläuterung  dieser  Betrachtungsweise  einer  Figur,  welche 
genau  mit  Figur  23  übereinstimmt,  die  wir  (S.  145)  Tschirnhausens 
Veröfleutlichulig  von  1G83  entnahmen,  und  so  erkennen  wir  aus  dem 
Briefe  Leibnizens  au  Newton,  wie  unbefangen  Tschirnhaus  etwa  (i  bis 
7  Jahre  später  über  Gedanken  verfügte,  die  er  Leibniz  schuldete. 
Die  Wissenschaft  freilich  hat  aus  ähnlichem  Vertrauensmissbrauche 
nicht  Gelten  Nutzen  ziehen  können,  und  wie  sehr  dieses  168;5  der 
Fall  gewesen  ist,  werden  wir  bald  sehen. 

Leibniz  kommt  in  seinem  Briefe  noch  auf  die  inverse  Tangenten- 
aufgabe  zu  reden.  Wenn  Newton  behaupte,  sie  in  seiner  Macht  zu 
haben,  so  sei  das  offenbar  mittels  unendlicher  Reihen  gemeint,  er  aber 
habe  die  Sache  anders  verstanden.  Er  wünsche  die  geometrische  Her- 
stellung der  betreffenden  Curve.  Huygens  habe  z.  B.  entdeckt,  dass 
die  Cycloide  durch  ihre  eigene  Evolution  entstehe'),  wie  nun,  wenn 
mau  die  Frage  stelle:  welche  Curven  werden  durch 
ihre  eigene  Evolution  erzeugt?  Das  sei  eine  inverse 
Tangentenaufgabe  und  nach  seiner  Meinung  eine  sehr 
schwierige.  Andere  inverse  Tangentenaufgaben  ent- 
stehenj  wenn  (Figur  34)  in  dem  Dreiecke  TBC,  welches 
er  das  charakteristische  nenne,  und  von  dessen 
Seiten  er  BC  =  x  setze,  während  AJB  =  y  sei,  eine 
Beziehung  zwischen  zwei  Seiten  gegeben  werde.  In 
diesen  Fällen  sei  die  Cuiwe  auffindbar  unter  der  Vor-  ^,.    ^^ 

aussetzung,   dass  mau  jede  analytische  Curve  zu  qua- 
driren    verstehe,     üb    ausser  Newton    ii-geud  Jemand   die   Auffindung 
zu   vollbringen  im  Stande  sei,   wisse  er   nicht,   aber   durch  seine  Me- 
thode werde  die  Sache  mit  einer  Zeile  Rechnuncf  erledigt.     Wenn  z.  B. 

TB  =  hx  +  ca;^  +  dx""  -\ y, 

so    sei-'  die    Curve    yx  =  hx  -\ — ^ — |-  -^ — h  ■ "  "  •     Führen    wir    mit 

unseren  heutigen  Bezeichnungen  die  Rechnung  aus,  so  ist  (da  x  und 
y  bei  Leibniz  in  jenem  Briefe  die  Rollen  gegen  die  meistgebräuch- 
liche Schi-eibweise  vertauschten)  TB  =  a;  •  ~  •  Die  gegebene  Be- 
ziehung lautet  daher  y  -\-  x    -  ^ix  -\-  cx'  -\-  dx^  +  •  ■  •  oder 

-    .  d{yx)  =  {bx  +  cx^  +  dx^  -\-  ■  ■  ■)dx, 

woraus  die  Jntegratipn!/a;  = -5- -{-    •>   +    .    +     "  licrvorbringen  würde. 


')  Sollte  in  dieser  Stelle  des  Leibnizischen  Briefes  für  Newton  die  Anre- 
gung gefunden  werden  müssen,  die  Huygensschen  Evolutenuntersuchungen  nach- 
träglich in  die  Methodus  llu.iionum  aufzunehmen? 
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Leibnizeiis  Ergebniss  ist  mitbin  falscb  und  würde  voraussetzen 
TB  =  h-{-cx  +  (lx-  -] }j. 

Fassen  wir  den  Inhalt  des  Briefes  nochmals  zusammen,  so  sehen 
wir,  dass  unsere  Behauptung,  Leibuiz  habe  eine  ebenso  klare  als  aus- 
führliche Schilderung  der  Auflösung  der  Tangentenaufgabe  mittels 
Differentialrechnung  gegeben,  durchaus  berechtigt  ist,  imd  wenn  auch 
einige  Fehler  eiuschlüpften,  auf  welche  hinzuweisen  wir  nicht  unter- 
lassen haben,  für  welche  vielleicht  die  Eiligkeit  des  Briefes  verant- 
wortlich zu  machen  wäre,  so  war  doch  genug  gesagt,  um  Newton 
zu  überzeugen,  hier  erwachse  ihm  ein  ebenbürtiger  Nebenbuhler. 
Warum  Leibniz,  während  er  das  Zeichen  der  Difierentiation  preisgab, 
das  der  Integration  zurückbehielt?  Auf  diese  Frage  fehlt  uns  die 
Antwort.  Vielleicht  dachte  Leibuiz,  die  Differentiation  sei  in  er- 
höhtem Grade  neu  und  sein  Eigeuthum,  während  die  seit  Cavalieri 
vorhandenen  Gesammtheiten  dem  Summenbegriffe  vorgearbeitet  hatten. 

Aber  ein  Anderes  ist  hier  zu  rügen.  Leibniz  sprach  in  seinem 
Briefe  die  Vermuthung  aus,  Newtons  Tangen tenmethode  dürfte  von 
der  seinigen  nicht  abweichen.  Das  war  fast  mehr  als  Vermuthung, 
das  konnte  mit  Rücksicht  auf  den  Inhalt  der  Analysis  per  aequa- 
tiones  (S.  151)  nahezu  als  gewiss  gelten.  Aber  warum  sagt  Leibniz 
nicht  offen,  dass  er  in  London  jene  Abhandlimg  gelesen  habe?  In 
dem  Drama  des  späteren  Streites  ist  hier  die  erste  Schuld  Leibnizens 
erkennbar,  die  deshalb  nicht  minder  zu  verurtheüen  ist,  dass  sie  in 
die  Vorgeschichte  fällt. 

Freilich  können  wir  Leibnizens  Schweigen,  wenn  nicht  ent- 
schuldigen, doch  erklären.  Leibniz  hatte  jene  Abhandlung  gelesen. 
In  dem,  was  dort  über  die  Rectification  von  Curveu  gesagt  war 
(S.  153),  in  Verbindung  mit  den  sehr  lakonischen  brieflichen  Aeusse- 
rungen  Newtons  glaubte  er  seine  eigenen  Gedanken  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  wiederzuerkennen,  aber  er  glaubte  es  nur.  Er  wusste, 
selbst  mit  allen  Anlagen  zu  einem  Geschichtsforscher  ersten  Ranges 
versehen,  dass  es  für  einen  solchen  keine  gefährlichere  Klippe  gebe 
als  die  seiner  eigenen  Kenntnisse,  dass  man  nur  zu  geneigt  ist,  das,  was 
man  selbst  weiss,  in  ältere  Schriftsteller  hineinzulesen.  Konnte  es 
ihm  nicht  ähnlich  beim  Lesen  der  Analysis  per  aequationes  und  des 
Newtonschen  Briefes  gegangen  sein?  Er  wollte,  er  musste  sich  Sicher- 
heit verschaffen.  Das  war  sein  erster  Gedanke,  und  imter  seinem 
Einflüsse  schrieb  er  die  Antwort  an  dem  Tage,  an  welcheöi  Newtons 
Brief  in  seine  Hände  gekommen  war.  Sein  Forschungsgang  war  mit 
grösster  "Wahrscheinlichkeit  ein  ganz  anderer  gewesen  als  der  New- 
tons, aber  sie  konnten  doch  auf  verschiedenen  Wegen  zum   gleichen 
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Ziele  gelaugt  seiul  Deshalb  erörterte  er  jetzt  sein  Verfahren  und  die 
eine,  wie  wir  vorher  gesagt  haben,  durchaus  neue  Hälfte  seiner  Be- 
zeichnungen. Weiteres  behielt  er  vielleicht  sich  vor,  wenn  Newton 
sich  entsprechend  ofi'eu  geäussert  haben  würde. 

Dazu  freilich  kam  es  nicht.  Leibnizens  Brief  traf  nach  dem 
12.  Juli  1G77  in  London  ein.  Am  9.  August  bestätigte  Oldenburg 
dessen  Empfang')  imd  bemerkte,  auf  eine  baldige  Antwort  von  Newton 
oder  Collins  dürfe  Leibniz  sich  keine  Rechnung  machen,  beide  seien 
von  der  Stadt  abwesend  und  sehr  beschäftigt.  Noch  im  gleichen 
Monate  oder  in  dem  darauf  folgenden  September  starb  Oldenbiu-g. 
Aber  konnte  Newton,  wenn  er  antworten  wollte,  nicht  später  eine 
andere  Mittelsperson  suchen,  konnte  er  nicht  einen  Brief  unmittelbar 
an  Leibniz  richten?  Dass  er  es  nicht  that,  liegt  doch  wohl  in  der 
gekränkten  Eitelkeit  Newtons  begründet.  Er  konnte  es  Leibniz  nicht 
verzeihen,  auf  eigene  Hand  gefunden  zu  haben  und  oifen  zu  beschreiben, 
was  noch  Geheimniss  bleiben  und  nicht  über  Englands  Grenzen  hinaus 
sich  verbreiten  sollte. 

Was  Wunder,  wenn  jetzt  Leibniz  theils  durch  die  Nichtbeant- 
wortung  sich  beleidigt  fühlte,  theils  daraus  die  Muthmassung  schöpfen 
mochte,  er  habe  wirklich  Newton  mehr,  als  Recht  war,  zugetraut? 
Newton  sei  in  der  That  in  seinen  Forschimgen  lange  nicht  so  weit 
als  er  vorgedrimgen  und  scheue  sich  nur  solches  einzugestehen?  Dass 
Leibniz  so  dachte,  geht  aus  seinem  ganzen  späteren  Benehmen  hervor. 

Die  nächsten  Jahre  waren  für  Leibniz  mit  Geschäften  so  über- 
füllt, dass  er  an  mathematische  Arbeit,  geschweige  denn  an  Veröffent- 
lichungen nicht  denken  konnte.  Erst  1682  boten  die  neu  entstandenen 
A.  E.  ihm  den  Anlass,  manches  zum  Drucke  zu  geben.  Dahin  gehört 
die  Abhandlimg  über  Zinseszins  (S.  50),  dahin  eine  solche  über  Optik  ^). 
Das  Gesetz,  dass  das  Licht  immer  den  Weg  einschlage,  der  in  der 
kürzesten  Zeit  zu  durchlaufen  sei,  gibt  Veranlassung  die  Bedincmiig 
zu  erörtern,  unter  welcher  ein  Ausdruck  tnp  -\-  nq,  in  welchem 


P  =  Vc'  +  f,  2  =  Vg'  +  (Ä  -  yy 
ist,  seinen  kleinsten  Werth  erhalte.  Nach  meiner  Methode  für  die 
grössten  mid  kleinsten  Werthe^),  sagt  Leibniz,  welche  über  die  bisher 
bekannten  hinaus  die  Rechnung  wunderbar  zusammenzieht,  wird  sofort 
beim  ersten  Anblick,  fast  ohne  jede  Rechnung,  offenbar,  dass  np  sich 
zu  mq  verhalten  muss  wie  y  zu  h  —  y.  Das  ist  die  erste  öffent- 
liche Berufung  Leibnizens    auf  eine    in    seinem  Besitze   be- 


')  Leibniz  I,  167.  -)  A.  E.  1682  pag  185^190:  L'nicum  opticae,  catop- 
tricae  et  dioptricae  principium  Autore  G.  G.  L.  Diese  Abhandlung  fehlt  in  der 
Gerhardtschen  Gesammtausgabe.     ^)  Ex  mea  methodo  de  maximis  et  minimis. 
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findliche  Methode.  Rechnet  man  nach,  so  zeigt  sich,  dass  die  von 
Leibniz  ausgesprochene  Proportion  in  der  That  den  Mindestwerth 
von  mp  -\-  nq  liefert. 

Der  folgende  Jahrgang  1G83  der  A.  E.  brachte  im  Octoberh«fte 
jene  Abhandlung  Tschirnhausens  über  Quadratur  einer  Curve  mit 
Hilfe  einer  anderen  Curve,  welche  die  quadrirende  genannt  werden 
kann,  in  der  Tschiruhauseu  Leibnizens  Gedanken  in  kaum  gestatteter 
Weise  ausbeutete  (S.  183).  Leibniz  empfand  darüber  den  empfind- 
lichsten Aerger,  und  dessen  Folge  war  es,  dass  er  nun  mit  seinen 
Entdeckungen  nicht  länger  zurückzuhalten  sich  entschloss.  Im  Mai 
1684  erschien  in  den  A.  E.  der  Aufsatz  Nova  niethodus  pro  maximis 
et  minimis,  itemque  iangenühus,  qiiae  nee  fraetas  nee  irrationales  quanti- 
tates  moratur,  et  singulare  pro  Ulis  calculi  genus^). 

Leibniz  begami  diesen  Aufsatz  damit,  dass  er  die  Grösse  dx.  als 
eine  beliebige,  nicht  etwa  als  eine  unendlich  kleine  Strecke 
erklärte,  zu  welcher  alsdann  eine  andere  dadurch  in  ihrer  Grösse  be- 
stimmte Strecke  dv  oder  dw,  dy ,  dz  u.  s.  w.  in  demselben  Verhält- 
nisse stehe,  welches  zwischen  zwei  Seiten  des  Dreiecks  obwalte,  das 
aus  einer  Berührungsliuie  an  eine  Curve,  aus  der  Ordinate  des  Be- 
rührungspunktes und  aus  der  Abscisse  zwischen  den  Fusspunkten 
der  Berührungslinie  und  der  Ordinate  gebildet  ist.  Ist  a  eine  Con- 
stante,  so  sei  da  =  0,  d(ax)  =  adx.  Ist  v  =  s  —  y  -\-  w,  so  sei 
dv  ^=  dz  —  dy  -j-  dw.     Ist   y  =  xv,    so    sei   dy  =  xdv  -\-  vdx.     Ist 

s  ='  —  ,  so  sei  dz  = = :  letzterer  Ausdruck  sei  noch  mit  +  1 

y  '  2/'        '  — 

vervielfacht  zu  denken,  weil  je  nach  der  Gestaltung  der  Curve,  welche 
der  Betrachtung  unterworfen  ist,  die  einzelnen  Strecken  bald  nach 
der  einen,  bald  nach  der  anderen  Richtung  zu  nehmen  sind.  Im 
Allgemeinen  sei  zu  bemerken,  dass  z  und  dz  gleichen  Zeichens  sein 
werden,  weil  sonst  die  vorhergehende  Regel  für  dv  bei  v  =s  —  y  -\-io 
nicht  stattfände,  dass  aber  die  positive  oder  negative  Bedeutung  von 
dz   nur    aus    der  Figur    ersichtlich    sei.     Die  Berührungslinie    steigt, 

•beziehungsweise  fällt,  wenn   -r-    positiv,  beziehimgsweise  negativ  ist. 

Sie  ist  der  Axe  parallel,  und  weder  ein  Steigen  noch  ein  Fallen  findet 

statt,  wenn  3—  =  0.     Dabei  ist  die  Ordinate  v  ein  Maximum,  wenn 

die  Curve  gegen  die  Axe  concav,  sie  ist  ein  Minimum,  wenn  die 
Curve  gegen  die  Axe  convex  ist.  Hier  ist  zum  ersten  Male  der 
Unterschied  zwischen  einem  Maximum  und  einem  Minimum 
erkannt  und  ausgesprochen!  Aber  Leibniz  ist  weiter  als  das  ge- 


')  Leibniz  V,  220—220. 
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gangeil.  Er  bat  der  sinulich  sichtbaren  Unterscbeidung  eine  ana- 
lytische an  die  Seite  gestellt.  Er  hat  auf  die  Diiferenzeu  der  DiÖe- 
renzen,  ilifferentiae  differcntiarum ,  auf  ddc  verwiesen,  dessen  Positiv- 
oder Negativsein  die  beideu  Krümmuugsarteu  kenuzeicbue.  Das  Ver- 
schwinden von  ddv,  ohne  dass  allgemein  v  =  0  oder  (7;;  =  0  vräre, 
lässt  den  Wechsel  von  Coucavität  und  Coiivesitiit  erkennen,  einen 
punctum  fh'xus  contrarii.  Hier  finden  nicht  wie  beim  Maxiräalprobleme, 
zwei,  sondern  drei  gleiche  Gleichungswurzeln  sici  zusammen, 
was  heute  in  die  Worte  gekleidet  zu  werden  pflegt,  die  Inflexions- 
tangente  habe  drei  consecutive  Punkte  mit  der  Curve  ojemeinschaftlich. 
Leibniz  hatte  in  dieser  seiner  Behauptung  eiueu  Vorgänger  an  Fran- 
ciscus  van  Schooten,  welcher  das  Gleiche  schon  in  seinen  Er- 
läutenmgen  zu  der  Geometrie  von  Descartes  ausgesprochen  hat'). 
Andrerseits  dürfte  Newton  die  zweite  Erklärung  des  Inflesionspunktes 
in  der  Methodus  fluxionum  (S.  169)  den  Varia  Opera  Fermats  ent- 
nommen haben-).  Ist  diese  Vermuthung  richtig,  wofür  im  XVII.  Ab- 
schnitte Anhaltspunkte  sich  finden  werden,  so  haben  Aenderungen 
an  der  Methodus  fluxionum  nicht  bloss  nach  1673,  sondern  auch 
nach  1679  noch  stattgefunden. 

Weiter  gibt  Leibniz  als  Algorithmus  des  Differerftialcalculs, 
wie  er  die  Methode  nenne,  d{x')  =  ax'''~^dx  mit  Ausdehnung  auch 
auf  negative  und  gebrochene  Exponenten  a  und  zeigt  an  einer  sehr 
verwickelten  Gleichung,  wie  die  Einführung  neuer  Veränderlichen 
nothwendig  falle.  Es  ist  genau  das  gleiche  Verfahren  wie  in  New- 
tons Methodus  fluxionum  (S.  163 — 164),  auf  welches  auch  Leibniz 
verfallen  ist,  denn  dass  er  die  Methodus  fluxionum  zu  Gesicht  be- 
kommen haben  könnte  ist  durchaus  unmöglich,  ist  auch  niemals  nur 
vermuthet  worden.  Bei  solchen  Substitutionen  erscheint  zum  ersten 
Male  der  Doppelpunkt  als  Divisionszeichen^). 

Als  Beispiel  einer  Minimalaufgabe  ist  das  optische  Gesetz  be- 
nutzt, über  welches  der  Aufsatz  in  den  A.  E.  von  1682  sich  ver- 
breitet hatte  (S.  185),  und  das  damals  beweislos  ausgesprochene 
Ergebniss    wird    abgeleitet.     Zum    Schlüsse    kommt    Leibniz    auf   die 

Beaunesche  Aufgabe.  Sie  führe  zur  Gleichung — ==  ^- •  Nehme 
man  dx  als  eine  Constante,  etwa  =  b,  so  sei  w  =  -r-dw,  d.  h.   die 

Ordinaten  w  seien  ihren  Incrementen  oder  Diö'erenzen  proportional, 
und  wenn  die  x  um  Con.stantes  wachsen,  in  arithmetischer  Progression 


')  Descartes,  Geom.  1,  2.58.     -)  Fermat,    Varia  Upcra  73,   Oeuvres  I,  166. 

X 

^)  Leibniz  V,  223:  x  :  y  quod  idem  est  ac  x  divis.  per  y  seu  — • 
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stehen,  so  seieu  die  eiitsprecheDden  w  die  Glieder  einer  geometrischen 
Progression.  Wenn  also  die  w  Zahlen  darstellen,  so  seien  die 
X  deren  Logarithmen,  die  Curve  eine  logarithmische. 

Leibniz  hatte  also  jetzt  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  was,  wie 
er  befürchten  musste,  sonst  durch  Tschirnhausens  schrankenlose  Ver- 
öffentlichungswuth  in  weniger  zutreffender  Gestalt  der  Presse  über- 
geben zu  werden  drohte,  vielleicht  gar  ohne  dass  der  Name  des  Er- 
finders genannt  worden  wäre.  Von  der  Integralrechnung  und  dem 
für  ihre  Zwecke  erfundenen  Zeichen  war  1684  kaum,  wenn  man  die 
kurze  Erörterung  der  Beauneschen  Aufgabe  ausschliesst,  gar  nicht 
die  Rede. 

Wie  rasch  der  Aufsatz  bekannt  wurde,  dafür  könnten  wir  viel- 
leicht auf  den  Aufsatz  über  den  Contingenzwinkel  hinweisen,  welchen 
Wallis  1685  zum  Drucke  gab,  und  iu  welchem  (S.  24)  man  Leib- 
uizische  Gedanken  wiederfinden  kann.  Sei  aber  auch  dieser  Hin- 
weis anzuzweifeln,  so  erschien  gleichfalls  1685  und  gleichfalls  in 
England  ein  Buch,  dem  der  Leibnizische  Aufsatz  von  1684  als  Grund- 
lage diente.  Der  Schotte  John  Craig,  den  wir  (S.  52)  als  Schrift- 
steller über  die  Zuverlässigkeit  menschlicher  Ueberlieferung  kenneu 
gelernt  haben,  gab  als  erste  Schrift  1685  die  Methodus  figurarmn 
lineis  redis  et  curvis  comprehensarum  quadraturas  determinandi  heraus, 
die  sich  vollständig  auf  die  Leibnizische  Differentialrechnung  gründete. 
Ihre  Zeichen  sind  benutzt,  ihre  Tangentenmethode  wird  als  diejenige 
gepriesen,  welche  Irrationalitäten  am  besten  bewältigte. 

Craig  lebte,  wie  wir  uns  erinnern,  in  Cambridge  gleichzeitig  mit 
Newton.  Ist  es  denkbar,  dass  Newton  den  Aufsatz  nicht  gekannt 
haben  sollte,  der  Craig  als  Ausgangspunkt  diente?  Ist  es  denkbar, 
dass  Craigs  Buch  von  1685  ihm  unbekannt  blieb,  dessen  Titel  schon 
seine  Neugier  reizen  musste?  Und  was  that  Newton,  um  sich  seine 
eigenen  mathematischen  Entdeckungen  zu  sichern?  Nichts! 

Es  ist  ja  richtig,  Newton  war  damals  mit  der  Abfassimg  seines 
grossen  Werkes  der  Principien  beschäftigt.  Im  August  1684  war 
Halley  bei  ihm  auf  Besuch^)  und  erfuhr,  der  Beweis  des  Gesetzes 
der  Himmelsbewegungen  sei  vollendet.  Im  November  schickte  Newton 
vier  Lehrsätze  und  die  Auflösung  von  sieben  Aufgaben  au  Halley 
nach  London.  Der  Empfang  dieses  Schriftstückes,  welches  Newtons 
Anrecht  au  die  Entdeckung  der  allgemeinen  Anzieh ungslehre  wahren 
sollte,  wurde  in  das  Registerbuch  der  Royal  Society  eingetragen.  Es 
wäre  zu  viel  verlangt,  wenn  man  beanspruchte,  dass  ein  mit  so  um- 


')  Edleston,    Correspondenee   of  Sir   Isaac  Netvton   and  Professor    Cotes 
pag.  XXIX  und  LV. 
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fassenden  und  schwierigen  Arbeiten  Beschäftigter,  aus  welchem  Grvmde 
es  auch  sei,  sich  herausreisse  imd  ganz  andere  Dinge  rasch  zu  Papier 
bringe.  Gewiss,  aber  die  Methodus  fluxionum  lag  doch  seit  13  Jahren 
druckfertig  in  Newtons  Pulte!  Warum  schickte  er  sie  auch  jetzt 
nicht  einV  Wir  persönlich  könueu  diese  Lässigkeit  nur  auf  eine  Weise 
erklären,  nur  damit,  dass  Newton  den  Werth  seiner  mathematischen 
Leistung  als  solcher  nicht  so  sehr  hoch  anschlug,  dass  er  sich  dareiu 
fügte,  dass  Leibniz  ihm  hier  den  Rang  abgelaufen  hatte. 

Wir  sprachen  von  der  Raschheit,  mit  der  Leibnizens  Aufsatz 
sich  bekannt  machte.  Die  Raschheit  des  wissenschaftlichen  Verkehrs 
nahm  überhaupt  mehr  und  mehr  zu.  Von  dem  Buche  Craigs,  welches 
hervorgerufen  durch  eine  Abhandlung  vom  Mai  1684  im  Jahre  1685 
erschien,  ist  bereits  im  Jahrgange  1686  der  A.  E.  eine  Anzeige  vor- 
handen'), welche  der  Randbemerkvmg  des  Heidelberger  Exemplars 
zufolge  von  Christoph  Pfautz  verfasst  war. 

Derselbe  Jahrgang  1686  der  A.  E.  brachte  zwei  neue  Aufsätze 
von  Leibniz:  Meditatio  nova  de  natura  angidi  contadus  et  osculi  etc.-) 
und  unmittelbar  daran  anschliessend:  De  geometria  recondita  et  analysi 
vidivisililium  atque  infijiitorum^).  Der  erstere  Aufsatz  bringt  eine 
neue  Frage  an  die  Tagesordnung,  von  welcher  noch  nirgend  die  Rede 
gewesen  war,  denn  wir  dürfen  nie  vergessen,  dass  die  Methodus 
fluxionum,  selbst  wenn  sie  damals  den  vollen  später  bekannt  ge- 
wordenen Inhalt  besass,  für  die  mathematische  Welt  nicht  vorhanden 
war.  Li  einem  Curvenpunkte  könne  mau,  sagt  Leibniz,  ausser  der 
Richtung  auch  die  Krümmung  messen.  Jene  werde  durch  die  grade 
Berührungslinie,  diese  am  einfachsten  durch  denjenigen  Kjeis  ver- 
sinnlicht,  der  den  kleinsten  Contingeuzwinkel  mit  der  Curve  bilde, 
der  im  Kusse  sich  ihr  anschmiege,  sie  osculire.  Ein  solcher  Kreis 
müsse  mit  der  Curve  zwei  Berührungen,  also  vier  gleiche 
Wurzeln  gemein  haben,  und  man  könne  auch  Osculationen  zweiter, 
dritter  und  noch  höherer  Ordnung  sich  denken,  wo  drei,  vier  und 
mehr  Berührungen  stattfinden. 

Hier  hat  Leibniz,  vielleicht  weil  er  bei  dem  allgemeinen  Gedanken 
sich  beruhigte,  statt  ihn  in  Rechnimg  umzusetzen,  bekanntlich  geirrt. 
Der  Osculationskreis  beruht  auf  der  Gemeinschaft  von  drei,  nicht 
von  vier  consecutiven  Punkten,  und  Newton  sah  hier  viel  richtiger 
(S.  169),  weim  jene  Stelle  dem  alten  Manuscripte  angehörte  und 
Newton  nicht  etwa,  wie  nach  1673  und  1679,  auch  nach  1686  und 
noch  später  Zusätze  in  seine  Handschrift  einschaltete. 

Der   zweite  Aufsatz  von   1686,    die  Geometria   recondita,    wie  er 


')  A.  E.  1686  pag.  169.     -)  Leibniz  VII,  326—329.     ^)  Ebenda  V,  226—23:1 
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gewöhnlich  genannt  wird,  ist  ungleich  wichtiger.  In  ihm  erscheint 
zum  ersten  Male  das  Integralzeichen  im  Drucke.  Das  ist  aber 
durchaus  nicht  das  einzige  Bemerkenswerthe.  Leibniz  geht  aus  von 
dem  Buche  Craigs,  welches  ihm  zugesandt  worden  .sei.  Dann  kommt 
eine  freundschaftlich  gehaltene  Polemik  gegen  Tschiruhaus,  in  welcher 
Leibniz  sich  darauf  beruft,  dass  er  seine  Methoden  schon  vor  zehn 
Jahren  und  länger  besessen  und  sie  im  Gespräche  mit  Tschirn- 
haus, der  sich  damals  in  Paris  bei  ihm  befand,  frei  geäussert  habe. 
Diese  Behauptung  fand  keinen  Widerspruch,  ist  also  abermals  ge- 
eignet, die  Datirungen  der  handschriftlichen  Notizen  von  1676  zu 
stützen.  Schon  in  einem  Aufsatze  De  dimensionibus  fi<jurarum  inveni- 
endis  in  den  A.  E.  von  1684  hatte  Leibniz  die  algebraischen 
Curven  als  solche  bezeichnet,  deren  Natur  durch  eine  Gleichung 
bestimmten  Grades  ausgedrückt  werden  könne').  Noch  früher  hatte 
er  in  der  handschriftlich  erhaltenen  Abhandlung  Compendimn  quadra- 
iurae  arithmeticae  die  gleichen  Curven  analytische  genannt  imd  das 
Wort  Parameter  für  jede  in  der  Gleichung  vorkommende  Constante 
eingeführt").  In  der  Geometria  recondita  öffnet  er  den  Weg  zu  den 
Transcendenten.  Wir  haben  gelegentlich  (S.  107)  auf  die  An- 
wendung dieses  Wortes  bei  Gleichungen  wie  x^  -\-  x  =  a  aufmerksam 
gemacht,  in  der  Geometria  recondita  ist  es  erläutert:  Transcendente 
sind  solche  Grössen,  die  durch  keinerlei  Gleichung  bestimmten  Grades 
erklärt  werden,  vielmehr  über  jede  algebraische  Gleichung  hinaus- 
gehen^). Die  Tangenteumethode  von  1684,  behauptet  nun  Leibniz, 
mache  auch  vor  transcendenten  Curven  nicht  halt.  Dem  Differential- 
calcul  aber  stehe  ein  anderer  gegenüber,  zu  welchem  er  hier  den  Zu- 
gang eröffnen  wolle.     Aus  einer  Ditt'erentialgleichmig  entstehe  nämlich 

eine  summirende'*).  So  sei  j x  dx  ^=  —x^  eine  Folge  davon,  dass 
d  yY  ^j  =  xdx,  und  die  Gleichung  der  Cycloide  sei 

Bei  der  Prüfung  der  letzteren  Gleichung  ist  zu  beachten,  was  schon 
(S.  183)  angemerkt  wurde,  dass  x  und  y  bei  Leibniz  nicht  den  gleichen 
geometrischen  Sinn  haben,  den  man  diesen  Buchstaben  heute  beizu- 
legen pflegt.  Die  )/  sind  auf  der  Grundlinie  gemessen,  über  welche  der 
Erzeugungskreis  hinrollt,   die  x  dazu  seniu-echt,  imd  der  Halbmesser 


')  Leibniz  V,  127:  cujus  natura  per  aequationem  certi  gradus  cxprimi 
polest.  ^)  Ebenda  V,  103:  Curva  analytica  est,  cujus  natura  aequatione  certi 
gradus  exhibcri  potest.  Parameter  est  recta  conHans  aequationem  ingrcdiens. 
^)  Ebenda  V,  228:  omnem  aequationem  algebraicam  transcendant.  *)  Aequatione 
differentiali  versa  in  sunimatricem. 
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des  Kreises  ist  überdies  als  Eiuheit  gewählt.  Warum  dx  gewühlt 
wurde  statt* der  einfachen  Buchstaben  älterer  Schriftsteller  ist  aus- 
drüeklich  gesagt:  weil  in  dx  die  Aenderung  von  x  zu  erkennen 
ist').  Leibniz  führte  in  diesem  Aufsätze  auch  den  Namen  des 
charakteristischen  Dreiecks  in  die  Oeffeutlichkeit  ein,  allerdings 
in  anderer  Bedeutung  als  in  seinem  Briefe  an  Newton.  Damals 
(S.  183)  war  das  Dreieck  gemeint,  dessen  HyiJotenuse  die  Berührungs- 
linie vom  Berührungspunkte  bis  zur  Abscissenaxe  ist,  während  die 
Ordinate  des  Berührungspunktes  und  ein  Stück  Abscissenaxe  die 
Katheten  bildeten.  Jetzt  verstand  Leibniz  darunter  das  jenem  grossen 
Dreiecke  ähnliche  unendlich  kleine  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ein 
mit  der  Curve  zusammenfallendes  Element  der  Berührungslinie  ist. 
Wir  erinnern  uns,  dass  Leibniz  hiermit  nur  den  Rückweg  zu  seinen 
anfänglichen  Gedanken  nahm,  denn  bei  Pascal  war  ihm  grade  das 
unendlich  kleine  Dreieckchen  begegnet  und  aufgefallen  (S.  156).  In 
den  A.  E.  von  16!l3  hat  Leibniz  später  beide  Auffassungen  vereinigt. 
Es  gebe  zwei  einander  ähnliche  charakteristische  Dreiecke,  ein  an- 
gebbares und  ei»  nicht  angebbares-). 

Zwiscben  den  mathematisch  so  hochbedeutsamen  Mittheilmigen 
der  Geometria  recondita  ist  auch  eine  geschichtliche  Uebersicht  bis- 
heriger Leistungen  eingeschlossen.  Wie  Pascal  dort  zwar  nicht 
genannt,  aber  jnit  für  uns  ausreichender  Deutlichkeit  als  Leibnizens 
Vorgänger  bezeichnet  war,  haben  wir  (S.  157)  besprochen.  An 
Mercators  erste  Quadratur  mit  Hilfe  einer  unendlichen  Reihe  wird 
erinnert,  und  dann  heisst  es  weiter"'):  „Ein  Geometer  von  tiefstem 
Geiste,  Isaac  Newton,  hat  dieselbe  Entdeckung  nicht  nur  selbst- 
ständig gemacht,  sondern  hat  sie  in  ganz  allgemeiner  Weise  zu  Ende 
geführt;  würde  er  die  Ueberlegungen,  von  denen  ich  vernehme,  dass 
er  sie  noch  verhehlt,  herausgeben,  so  ist  kein  Zweifel,  dass  er  uns 
de»  Zugang  zu  grossen  Vermehrungen  der  Wissenschaft  und  zu 
grossen  Abkürzungen  eröffnen  wüi-de." 

L  nd  nun  kam  in  der  Zeit  vom  April  1  üSG  bis  etwa  zum  Juli 
1687  die  Drucklegung  von  Newtons  Fhilosophiae  naturalis  principia 
mathematica,  meistens  kurzweg  die  Principien  genannt*).  Unsere 
Leser  erwarten  wohl,  dass  namentlich  Leibnizens  nicht  miss- 
zuverstehender Aufforderung  von  1G8G  gegenüber  Newton  die  Ge- 
legenheit gern  ergriffen  haben  werde,  bei  Veröffentlichung  eines  mit 
Spannung  erwarteten,  von    der  Royal  Society  in  London  schon  vor 

')  X^uia  istud  dx  ebt  modißcatio  quaedam  ipsius  x.  *)  Leibniz  V,  298: 
assignabile  et  inassignabile.  ')  Ebenda  V,  132.  *)  Eine  sehr  auslülirliche 
Berichterstattung  über  die  Principien  bei  Marie,  Hiitoire  des  sciences  mafliema' 
iiques  et  pUysumes  VI,  (i — 92. 
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seinem  Erscheinen  aufs  Wohlwollendste  befürworteten  Werkes  nun 
auch  die  mathematischen  Hilfsmittel  zu  enthüllen,  dereil  er  bei  der 
Ausarbeitung  sich  bedient  hatte. 

Keineswegs!  Einige  Andeutungen  über  das  Werden  der  Grössen, 
von  welchen  gleich  die  Rede  sein  soll,  finden  sich  zwar,  die  Wörter 
Augenblicksveränderung,  Fliessen  sind  gebraucht,  aber  das,  was  bei 
Leibniz  das  eigentlich  Neue  gegen  alle  früheren  lufinitesimalbe- 
trachtungen  war,  die  einheitliche  Bezeichnung,  also  bei  Newton 
das  Pünktchen,  ist  nirgends  benutzt,  nirgends  angedeutet,  während 
es  doch  nach  vorhandenen,  wenn  auch  nicht  gedruckten  Aufzeich- 
nungen seit  1665  in  Newtons  Besitze  war'). 

Warum  dieses  Schweigen?  Eine  einzige  Erklärung  scheint 
dafür  möglich,  welche  auch  wiederholt  gegeben  worden  ist.  Die 
Gesetze  der  allgemeinen  Anziehung,  deren  Darstellung  die  Principien 
geben,  waren  so  neu,  so  überraschend,  dass  Newton  eine  um  so 
schroffere  Ablehnung  derselben  befürchten  musste,  wenn  er  in  der 
Beweisführung  sich  im  Geringsten  von  den  altgeometrischen  Methoden 
entfernt  hätte,  welche  alle  Mathematiker  anerkaanten.  Heisst  es 
doch  in  einem  fast  30  Jahre  später  geschriebenen  Aufsätze^):  „Newton 
fand  die  meisten  Sätze  der  Principien  mittels  der  neuen  Anal3'sis, 
aber  er  bewies  sie  synthetisch,  damit  die  Gesetze  des  Himmels  auf 
guter  geometrischer  Grundlage  ruhten." 

Wir  haben  zugesagt  einige  leise  Andeutungen  zu  erwähnen. 
Newton  schickte  gleich  dem  ersten  Buche  eine  Reihe  von  11  Lemmen 
oder  Lehnsätzen  voraus,  welche  bestimmt  waren,  die  Grundlage  des 
Nachfolgenden  zu  bilden,  vmd  welche  wir  mittheilen*). 

1.  Grössen  wie  auch  Verhältnisse  von  Grössen,  welche  in  einer 
gegebenen  Zeit  sich  beständig  der  Gleichheit  nähern,  und  einander 
vor  dem  Ende  jener  Zeit  näher  kommen  können,  als  um  jede  ge- 
gebene Grösse,  werden  endlich  einander  gleich. 

2.  Werden  (Figur  ?>ö)  in  der  beliebigen  Figur  AacE,  welche 
durch  die  geraden  Linien  Aa,  AE  und  die  Gurve  acE  begrenzt  ist, 
beliebig  viele  Parallelogramme  Ah,  Bc,  Cd  etc.  auf  gleichen  Grund- 
linien AB,  BC,  CD  etc.  und  mit  den  Seiten  Bb,  Cc,  Dd  etc.  be- 
schrieben; fügt  man  hierauf  die  Parallelogramme  aKhl,  bLcni,  cMdn 


')  Edleston,  Currespondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Gutes 
XXI,  bemerkt  zu  dem  Datum  des  20.  Mai  1665:  Paper  on  fluxions,  in  tvhieh  the 
notation  of  points  is  iised  und  zu  dem  16.  Mai  1666:  Änotlier  piaper  on  fluxions. 
•)  P.  T.  1715  pag.  206.  Vei-gl.  F.  Giesel,  Entstehung  des  Leibniz-Newtonschen 
Prioritätsstreites.  Delitzsch  1866.  S.  14,  Anmerkung  13.  ^)  Wir  bedienen  uns 
meistens  des  Wortlautes  der  Uebersetzung  der  Principien  von  J.  Ph.  Wolfers. 
Berlin  1872. 
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etc.  biuzu;  vermindert  mau  feruer  die  Breite  AB  =  BC  =  CD  =  •  •  • 
dieser  ParalleloEcramme  imd  vermehrt  mau  ziisrleicli  ihre  Anzahl  bis 
ins  Unendliche,  so  wird  zuletzt  die  ein- 
geschriebene Figur  gleich  der  um- 
schriebeneu, gleich  der  krummlinigen. 
Der  Beweis  besteht  darin,  dass  der 
Unterschied  der  eingeschriebenen  und 
der  umschriebenen  Figur  aus  kleinen 
Parallelogrammen  besteht,  welche  zu 
ABla  sich  summireu.  Die  Höhe  dieses 
Summenparallelogrammes  ist  endlich, 
die  Breite  nimmt  unendlich  ab,  die 
Fläche  verschwindet  alsdann.  Sind  aber 
die  eingeschriebene  und  die  umschriebene  Figur  als  gleich  zu  er- 
achten, so  fällt  mit  ihnen  auch  die  zwischen  beiden  Hegende  krumm- 
linig begrenzte  Figur  zusammen. 

3.  Die  Folgerungen  des  zweiten  Lehnsatzes  bleiben  bestehen, 
wenn  die  Stücke  AB,  BC,  CB  etc.  auch  nicht  einander  gleich  sind, 
falls  sie  nur  alle  unendlich  klein  werden. 

4.  Wenn  in  zwei  Figuren  wie  vorhin  zwei  Reihen  Parallelo- 
gramme, deren  Anzahl  in  beiden  gleich,  eingeschrieben  und  ihre 
Breiten  ins  Unendliche  vermindert  werden,  wenn  ferner  die  letzten 
Verhältnisse')  der  einzelnen  Parallelogramme  in  der  einen  Figur 
zn  den  einzelnen  in  der  anderen  dieselben  sind,  so  stehen  beide 
Figuren  zu  einander  in  demselben  Verhältnisse. 

5.  Alle  einander  correspondirenden  Seiten  ähnlicher  Figuren  sind 
proportional,  sowohl  die  krumm-  als  die  gradlinigen,  und  ihre  Flächen- 
inhalte verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Seiten. 

6.  Wird  (Figur  36)  ein  der  Lage  nach  gegebener  Bogen  ACB 
durch  die  Sehne  AB  unterspannt  und  in  irgend  einem  Punkte  A, 
wo  die  Krümmung  ihre  Art  nicht   ändei't-), 

durch  die  grade  Linie  AB  berührt,  nähern 
sich  hierauf  die  Punkte  A  und  B  einander 
und  treffen  sie  endlich  zusammen,  so  wird 
der  Winkel  BAB,  welchen  Sehne  imd  Tau- 
gente mit  einander  bilden,  ins  Unendliche 
vermindert  und  verschwindet  zuletzt. 

7.  Bei  denselben  Voraus.setzungen  ist  das 
letzte  Verhältniss  des  Bogeus,   der  Sehne  und  der  Taugeute   das  der 
Gleichheit. 


Fig.  3C. 


')  rationes  uUimae.      ■)  in  meäio  curcaturae  continuae. 
Caktob,  GeacMchte  der  Mathematik.    III. 
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8.  Bilden  gegebene  grade  Linien  AB  und  BE  mit  dem  Bogen 
ACB,  der  Sehne  AB  imd  der  Tangente  AD  die  Dreiecke  ACBB, 
ABB,  ABB,  und  nähern  sich  die  Punkte  A  und  B  einander  gegen- 
seitig, so  wird  die  letzte  Form  der  verschwin- 
denden Dreiecke  einander  ähnlich  Vu  imd  ihr 
letztes  Verhältniss  das  der  Gleichheit. 

9.  Die  ihrer  Lage  nach  gegebene  Curve 
ABC   und   die  gi'ade  Linie  AE  (Figur  37) 
schneiden  sich  im  Punkte  A,  und  auf  jene  Ge- 
rade stützen  sich  unter  gegebenem  Winkel  die 
Pig.  37.  DB,  EC,  welche  der  Curve  in  B,C  begegnen; 

lässt  man  B  und  C  dem  A  sich  nähern, 
so  stehen  die  Dreiecke  ABB,  AEC  zuletzt  im  quadratischen  Ver- 
hältnisse der  Seiten. 

10.  Die  Wege,  welche  ein  Körper  in  Folge  der  Wirkung  irgend 
einer  endlichen,  regelmässigen  Kraft  beschreibt,  mag  diese  bestimmt 
und  unveränderlich  sein,  oder  mag  sie  beständig  zu-  oder  abnehmen, 
stehen  beim  Anfange  der  Bewegung  im  quadratischen  Verhältnisse 
der  Zeiten. 

11.  Die  Linie  AD  sei  eine  Taugente  an  der  Curve  ABC  und 
BD  beliebig  von  B  nach  D  gezogen,  alsdami  steht  BD  beim  Ver- 
schwinden   zuletzt    im    quadratischen    Verhältnisse    der    zugehörigen 

Sehne  AB  (d.  h.  es  wird  lim.  ^-=^  gleich  einer  Constanten,  und  die 

Curve  kann  beim  Verschwinden  als  Kegelschnitt  gedacht  werden). 

Man  wird,  nachdem  wir  alle  11  Lehnsätze  mitgetheilt  haben, 
unsere  Kennzeichnunor  derselben  als  leise  Andeutungen  der  Infinitesimal- 
betrachtuBgen ,  mittels  dereü  Newton  zu  seiueü  Ergebnissen  gjelan^ 
war,  vielleicht  als  zuvielsageud ,  keinenfalls  als  zu  eng  zm-ückweisen. 
Am  deutlichsten  sprach  sich  Jlewton  noch  in  einem  längereu 
Scholium,  einer  Anmerkung  aus,  mit  welcher  er  nach  Aufstellung 
der  11  Lehnsätze  den  ersten  Abschnitt  beschloss.  Die  wichtigste 
Stelle  hat  folgenden  Wortlaut: 

„Man  kann  den  Einwurf  machen,  dass  es  kein  letztes  Verhält- 
niss verschwindender  Grössen  gebe,  indem  dasselbe  vor  dem  Ver- 
schwinden nicht  das  letzte  sei,  nach  dem  Verschwinden  aber  über- 
haupt kein  Verhältniss  mehr  stattfinde.  Aus  demselben  Grunde 
könnte  man  aber  auch  behaupten,  dass  ein  nach  einem  bestimmten 
Orte  strebender  Körper  keiue  letzte  Geschwindigkeit  habe;  diese  sei, 
bevor  er  den  bestimmten  Ort  erreicht  hat,  nicht  die  letzte,  nach- 
dem er  ihn  erreicht  hat,   existire  sie  gar  nicht  mehr.     Die  Autwort 


')  Ultima  forma  triangulorum  evanescentium  est  similiiudo. 
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ist  leicht.  Unter  der  letzten  Geschwindigkeit  versteht  man  die- 
jenige, mit  welcher  der  Körper  sich  weder  bewegt,  ehe  er  den  letzten 
Ort  erreicht  imd  die  Bewegung  anfliürt,  noch  die  nachher  statt- 
findende, sondern  in  dem  Augenblicke,  wo  er  den  Ort  erreicht,  ist 
es  die  letzte  Geschwindigkeit  selbst,  mit  welcher  der  Körper  den 
Ort  berührt,  und  mit  welcher  die  Bewegung  endigt.  Auf  gleiche 
Weise  hat  mau  unter  dem  letzten  Verhältnisse  verschwindender 
Grössen  dasjenige  zu  verstehen,  mit  welchem  sie  verschwinden,  nicht 
aber  das  vor  oder  nach  dem  Verschwinden  stattfindende.  Ebenso 
ist  das  erste  Verhältniss  entstehender  Grössen  dasjenige,  mit  welchem 
sie  entstehen,  die  erste  imd  letzte  Summe  diejenige,  mit  welcher  sie 
anfangen  oder  autnören  zu  sein  (entweder  grösser  oder  kleiner  zu 
werden).  Es  existirt  eine  Grenze,  welche  die  Geschwindigkeit  am 
Ende  der  Bewegimg  erreichen,  nicht  aber  überschreiten  kann;  dies 
ist  die  letzte  Geschwindigkeit.  Dasselbe  gilt  von  der  Grenze  aller 
anfangenden  und  aufhörenden  Grössen  xmd  Proportionen.  Da  diese 
Grenze  fest  und  bestimmbar  ist,  so  ist  es  eine  wahrhaft  geometrische 
Aufgabe  sie  aufzusuchen." 

Mau  sieht,  mit  welchen  gewundenen  Ausdrücken  Newton  um 
den  Begriff  der  in  einem  Augenblicke  vorhandenen  Geschwindigkeit 
herumgeht,  anstatt  grade  ihn  zu  benutzen,  um  das  Wort  Fluxion 
den  Lesern  klar  zu  machen.  Er  wollte  damals,  am  28.  April  1686, 
als  das  erste  Buch  der  Princi2)ien  der  Royal  Society  druckfertig  vor- 
gelegt wurde  '\  jenes  Wort  nicht  in  die  Oeffeutlichkeit  bringen.  Seine 
Meinung  in  dieser  Beziehung  änderte  sich  bis  zum  20.  Juni,  als  dem 
Tage,  an  welchem  das  zweite  Buch  bis  aufs  Abschreiben  fertig  war"). 
•  Im  zweiten  Abschnitte  des  zweiten  Buches  taucht  unvermittelt  das 
zweite  Lemma  auf:  Ilomaitum  Genitae  aequatur  Momenüs  laternm 
simjulorum  (jenermitium  in  eonmdem  laterum  indices  dignitatum  et 
corfficientia  continue  diictls,  oder:  die  Augenblicksveränderung  einer 
Function  ist  gleich  dem  Producte  der  Augenblicksveränderungen  der 
sie  bildenden  Veränderlichen  in  ihre  Exponenten  und  in  ihre  Coeffi- 
cienten. 

Dass  wir  nicht  allzufrei  übersetzt  haben,  geht  aus  der  Fort- 
setzung hervor,  in  welcher  Newton  noch  Einzelnes  erläutert.  Genita 
sei  jede  Grösse,  welche  aus  anderen  arithmetisch  oder  geometrisch 
hervorgehe;  Momenium  sei  das  augenblickliche  positive  oder  negative 
Increment  der  in  einem  Flusse  befindlichen  Grössen.  „Die  Momente", 
sagt  Newton,  „hören  auf  Momente  zu  sein,  sobald  sie  eine  endliche 


')  Edleston,   Correspondcnce   of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor   Gutes 
pag.  XXX.         -)  Ebenda  pag.  LVU,  Anmerkung  86. 
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Grösse  erhalten.  Man  hat  unter  ihnen  die  eben  entstehenden  An- 
fänge endlicher  Grössen  zu  verstehen  und  betrachtet  in  diesem  Lehn- 
satze nicht  die  Grösse  der  Momente,  sondern  ihr  Verhältniss,  wenn 
sie  eben  entstehen.  Es  kommt  auf  dasselbe  heraus,  ob  man  statt 
der  Momente  entweder  die  Geschwindigkeiten  der  Zu-  und  Abnahme 
(welche  mau  auch  Bewegungen,  Veränderungen  und  Flüxionen  der 
Grössen  nennen  kann)  oder  beliebige  endliche  Grössen  versteht,  welche 
jenen  Geschwindigkeiten  proportional  sind." 

Darnach  bedeutet  in  der  That  der  (S.  195)  im  lateinischen 
Wortlaute  und  in  freier  Uebersetzung  abgedruckte  Satz  nichts  anderes 
als  die  Regel,  nach  welcher  A  mal  B  differentiirt  werden  soll,  wenn 
Ä  und  B  irgend  Potenzen  der  Veränderlichen  sind,  und  sechs  Bei- 
spiele zeigen  die  Richtigkeit  dieser  Auffassung. 

Man  würde  irren,  wenn  man  glaubte,  Newton  habe,  nachdem 
dieser  Lehnsatz  ausgesprochen  war,  von  nun  au  fortwährend  Fluxiouen 
angewandt.  Dazu  wäre  im  ersten  Buche  Gelegenheit  gewesen,  das 
zweite  Buch  hat  es  wesentlich  mit  Fluenten  d.  h.  mit  Integralrech- 
nung zu  thuu,  und  ihr  Name  ist  in  dem  Lehnsatze  nicht  enthalten. 
Man  sieht  daraus  deutlich,  was  Newtons  Absicht  beim  Abdrucke 
eines  Lehnsatzes,  von  dem  er  keinen  Gebrauch  zu  machen  gewillt 
war,  gewesen  sein  muss. 

Er  wollte  eine  gedruckte  Aeusserung  schaffen,  auf  die  er  sich 
später  einmal  zur  Datiruug  beziehen  könne,  wenn  er  je  daran  denken 
sollte  seine  Fluxionsrechnung  herauszugeben.  Das  geht  noch  deut- 
licher aus  einem  Scholium  hervor,  welches  hinter  dem  Lehnsatze 
imd  den  ihn  erläuternden  Beispielen  steht:  „In  Briefen,  welche  ich 
vor  etwa  10  Jahren  mit  dem  sehr  gelehrten  Mathematiker  G.  G.  Leibniz 
wechselte,  zeigte  ich  demselben  an,  dass  ich  mich  im  Besitze  einer 
Methode  befände,  nach  welcher  man  Maxiina  und  Minima  bestimmen, 
Tangenten  ziehen  imd  ähnliche  Aufgaben  lösen  könne,  und  zwar  lasse 
sich  dieselbe  eben  so  gut  auf  irrationale  wie  rationale  Grössen  an- 
wenden. Indem  ich  die  Buchstaben  der  Worte  (wenn  eine  Gleichung 
mit  beliebig  vielen  Fluenten  gegeben  ist,  die  Flüxionen  zu  finden 
und  umgekehrt),  welche  meine  Meinung  aussprachen,  versetzte,  ver- 
barg') ich  dieselbe.  Der  berühmte  Mann  antwortete  mir  darauf, 
er  sei  auf  eine  Methode  derselben  Art  verfallen,  die  er  mir  mit- 
theilte ^),  und  welche  von  meiner  kaum  weiter  abwich  als  in  der 
Form  der  Worte  und  Zeichen"^).  Damit  war,  schon  durch  den 
Gegensatz  der  beiden  Wörter  „verbergen"  und  „mittheileu",  die 
Unabhängigkeit    der    Erfindung    bei   dem   offen    Mittheileuden  jeden- 


')  celavi.        *)  communieavit.        ^}  in  verhorum  et  formarum  formulis. 
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falls  zugestandeu,  lui"  den,  der  seine  Methode  verbarg,  mindesteus 
beansprucht. 

Dieses  Scholiura  hat  aber  seine  Geschichte,  die  wir  vorgreifend 
gleich  hier  erziihlen  wollen.  Im  Jahre  1709  war  das  dringende  Be- 
dürfuiss  nach  einer  neuen  Auflage  der  Principien  vorhanden.  Die 
Besorgung  derselben  übernahm  Roger  Cotes,  der  begabteste  unter 
den  damaligen  jüngeren  Mathematikern  Englands,  und  der  Brief- 
wechsel zwischen  dem  jungen  Herausgeber  und  dem  wirklichen  Ver- 
fasser gibt  über  manche  nicht  unwichtige  Aeuderung  Aufschluss, 
durch  welche  die  zweite  Ausgabe  von  der  ersten  abweicht.  Meistens 
war  es  Cotes,  der  mit  der  erstmaligen  Fassung  sich  nicht  ein- 
verstanden erklärte  und  seine  Ausstellungen  und  Verbesserungsvor- 
schlüge  mit  grosser-  Zähigkeit  festhielt,  bis  Newton  in  der  Regel 
nachgab,  oder  doch  eine  Vermittelung  zwischen  beiden  Ansichten  er- 
zielt war.  Die  neue  Ausgabe  erschien  1713,  aber  noch  vor  dem 
15.  April  1710  war  der  Druck  bis  jenseits  des  erwähnten  Scholium 
vorgerückt,  und  dasselbe  hatte  die  vollständig  gerechtfertigte  Aende- 
rung  erlitten,  dass-  als  unterscheidend  zwischen  beiden  Methoden,  der 
von  Newton  und  der  von  Leibniz,  noch  die  Art  der  Entstehung 
der  Grössen^)  hervorgehoben  wurde.  Alles  Andere,  sogar  die 
„vor  etwa  10  Jahren  gewechselten  Briefe"  blieb  unverändert,  wenn 
auch  inzwischen  schon  mehr  als  20  weitere  Jahre  dahingegangen 
waren. 

Die  Bedeutsamkeit  des  erwähnten  Zusatzes,  welcher  der  beider- 
seitigen Unabhängigkeit  der  Gedanken  ein  unzweideutiges  Zeug- 
niss  spricht,  da  ja  grade  die  Art  der  Entstehung  der  Grössen  durch 
fliessende  Bewegvmg  oder  aus  in  Ruhelage  vorhandenen  unendlich 
kleineu  Elementartheilen  den  Kern  der  Flusionsrechnung  wie  der 
Differentialrechnimg  bildet,  liegt  auf  der  Hand.  Von  wem  ist  aber 
dieser  Zusatz?  Auch  wie  gewöhnlich  von  Cotes,  oder  von  Newton? 
Darüber  wird  wohl  nie  Licht  verbreitet  werden.  Der  Briefwechsel 
zwischen  Newton  und  Cotes  zeigt  eine  Lücke  vom  11.  October  1709 
bis  zum  15.  AprU.  1710,  und  grade  innerhalb  dieser  Zeit  fand  der 
Druck  des  Scholium  statt  ^).  Hier  fehlen  die,  wie  aus  dem  Zusammen- 
hange zu  entnehmen  ist,  sicherlich  vorhanden  gewesenen  Briefe,  von 
deren  Abhandenkommen  wir  im  XVIL  Abschnitte  zu  reden  haben 
werden. 

Aber  wir  gehen  in  der  Geschichte  des  Scholium  weiter.  Eine 
dritte  Ausgabe  der  Priücipien  erschien   1726  unter  der  Leitung  von 


')  Idea  generationis  quantitatum.        ')  Edleston,  Correspondence  of  Sir 
Jsaac  Neioton  and  Professor  Cotes  pag.  6 — 7. 
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Heury  Pemberton  (1694 — 1T71),  und  diesesmal,  10  Jahre  iiacli 
Leibnizens  Tode,  wurde  das  ganze  Scliolium  niclit  bloss  gestrichen, 
sondern  durch  folgendes  neue  ersetzt:  „In  einem  an  unseren  Lands- 
mann Collins  gerichteten  Brief)  vom  11.  December  1672  beschrieb 
ich  eine  Methode  der  Tangeuten,  welche  meiner  Vermuthiing  nach 
mit  der,  damals  noch  nicht  veröifentlichten  Methode  von  De  Sluse 
identisch  sei.  Ich  fügte  folgende  Bemerkung  hinzu:  Dies  ist  ein  be- 
sonderer Fall,  oder  vielmehr  ein  Zusatz  zur  allgemeinen  Methode 
welche  sich  auf  jeden  mühevollen  Calcul  erstreckt,  nicht  nur  auf  die 
Construction  von  Tangenten  an  alle  geometrische  oder  mechanische 
Curven,  oder  von  auf  andere  Curven  sich  beziehenden  graden  Linien, 
sondern  auch  auf  die  Lösung  anderer,  schwieriger  Aufgaben  über 
die  Krümmung,  Quadratur,  ßectification,  die  Schwerpmikte  der 
Curven  u.  s.  w.,  und  sie  beschränkt  sich  nicht  (wie  die  Methode  von 
Hudde  für  Masima  und  Minima)  auf  diejenigen  Gleichungen,  welche 
frei  von  irrationalen  Grössen  sind.  Diese  Methode  habe  ich  jener 
anderen  eingefügt,  nach  welcher  ich  die  Gleichungen  behandle,  indem 
ich  sie  auf  unendliche  Reihen  zurückführte.  So  weit  jener  Brief. 
Die  letzten  Worte  beziehen  sich  auf  eine  Abhandlung,  welche  ich 
im  Jahre  lliTl  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  habe.  Die  Grund- 
lage dieser  allgemeinen  Methode  ist  im  vorhergehenden  Lehnsatze 
enthalten." 

Hier  war  also  der  Name  Leibnizens  in  Wegfall  gebracht.  Dafür 
war  dem  Tangentenbriefe  (S.  161)  und  der  ersten  Niederschrift  der 
Methodus  flusionum  eine  Bedeutung  beigelegt,  welche  Newton  ihnen 
offenbar  weder  1687  noch  1710,  weder  bei  der  ersten  noch  bei  der 
zweiten  Auflage  der  Priucipien  beizulegen  wagte.  Wir  dürfen  die 
ganze  Umänderung  wohl  als  Beweis  dafür  ansehen,  dass  man  jetzt 
1726  fühlte,  wie  das  alte  Scholium  gemeint  war,  wie  es  allein  ver- 
standen werden  konnte.  Jetzt  sollte  man  es  nicht  mehr  so  verstehen, 
und  deshalb  wurde  es  beseitigt. 

Wir  möchten  noch  auf  eine  weitere  Stelle  der  Principieu  auf- 
merksam machen,  welche,  wie  ims  scheint,  ein  geschichtlich  wich- 
tiges Eingeständniss  enthält.  Im  10.  Abschnitte  des  ersten  Buches 
ist  die  Pendelbewegung  genau  erörtert.  Die  34.  Aufgabe  verlangt 
die  Geschwindigkeit  des  Pendels  in  jedem  einzelnen  Punkte,  durch 
welchen  er  bei  seinen  Schwingungen  hindurchgeht,  imd  die  Zeiten 
zu  bestimmen,  in  welchen  sowohl  die  ganzen  Schwingungen  als 
einzelne    Theile    derselben    zurückgelegt    weiden.      Der    zweite    Zu- 


')  Das  hier  wiederholte  Bruchstück  des  Briefes  ist  abgedruckt  in  Opuscida 
Newtoni  I,  297—298. 
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satz  zu  diesei-  Aufgabe  erwähnt  das  Cycloidenpeudel ,  seinen 
TautocLronismus  u.  s.  w.  mit  der  Bemerkung,  Huygens  habe 
es  bewiesen ').  Kein  Wort  gibt  zu  verstehen,  dass  Newton 
zu  dem  gleichen  Ergebnisse  selbständig  gekommen  sei.  Wir 
finden  darin  die  Bestätigung  unserer  früher  ausgesprochenen  An- 
sicht (S.  172),  dass  Newton  die  Methodus  fluxionum  nicht  durch- 
aus in  dem  Zustande  der  ersten  Niederschrift  von  1671  Hess, 
sondern  wenn  auch  nicht  eine  vollkommene  Umarbeitung  (S.  165) 
doch  spätere  Einschaltungen,  jedenfalls  eine  solche  nach  1673, 
vornahm. 

Der  Hauptinhalt  der  Principien  kann  nur  in  einer  Geschichte 
der  Physik  oder  der  Astronomie  genau  gewürdigt  werden.  Hier 
haben  wir  uns  mit  der  Andeutung  zu  begnügen,  dass  es  Newton 
darauf  ankam  zu  beweisen,  dass  die  Kepler'scheu  Gesetze,  deren  wirk- 
liche Geltung  erfahrungsmässig  feststand,  sich  mathematisch  als  Folge 
einer  allgemeinen  Anziehung  ergeben,  vorausgesetzt  dass  diese  An- 
ziehung im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen 
wirke.  Anziehung  nannte  Newton,  wie  er  in  der  letzten  Anmerkung 
des  11.  Abschnittes  des  ersten  Buches  ausdrücklich  sagt,  jeden  Ver- 
such der  Körper  sich  einander  zu  nähern.  Ob  eine  thatsächliche 
Femwirkung,  ob  fortgesetzte  Nahewirkungen  diesen  Versuch  be- 
einflussen, Hess  er  unbestimmt.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  An- 
ziehung stattfindet,  war  ihm  am  wichtigsten,  und  an  den  verschie- 
densten Stellen  der  Principien  sind  Einwirkungsannahmen  der  ver- 
schiedensten Natur  gemacht  und  ihre  Folgen  in  Erwägung  gezogen. 

Einer    der    wichtigsten    Sätze    der    im 
umgekehrten   Quadrate   der  Entfernung   sich  '^  •* 

ändernden  Anziehung   ist  der  von  der  sich     Z i 
aufhebenden    Beeinflussung    eines    in-   Hf"^^  ~^ — — \^ 

neren  Punktes  einer  Kugel,  welcher  den 
12.  Abschnitt  des  ersten  Buches  eröifuet 
(Figur  38).  P  sei  der  im  Inneren  der  Kugel 
liegende  Punkt.  Sind  B.I  und  KL  unendlich 
kleine   Bögen,    so    ist  l\HIP^LKF,  und  '"^- '"■ 

ein  beHebig  kleines  Oberflächentheilchen  um  HI  verhält  sich  zu  einem 
um  KL  gelegenen  wie  HP :  KL^  =  PF^ :  PK^.  Die  Entfernungen  jener 
Flächen  von  P  sind  aber  PI  und  PK,  die  Anziehung  nimmt  also  ab 

im  Verhältnisse  von  „^-j :  p,>2,  und  beide  Verhältnisse  verbinden  sich 
zu  p-p :  p^2  =  1:1,    d.  h.    entgegengesetzte  Anziehung  von  genau 


')  irt  demoitstravit  Hugenius. 
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gleiclier  Grösse  treibt  den  Punkt  nach  beiden  Seiten,  d.  h.  nicbt 
stärker  nacli  der  einen  als  nach  der  ihr  entgegengesetzten  Seite,  und 
er  verbleibt  in  Ruhe. 

Von  mancherlei  geometrisch  fesselnden  Sätzen  erwähnen  wir  den 
1.  Satz  des  5.  Abschnittes  des  ersten  Buches  dass,  wenn  von  irgend 
einem  Punkte  eines  Kegelschnittes  nach  den  vier  Seiten  eines  Sehnen- 
vierecks Gerade  unter  gegebenen  Winkeln  gezogen  werden,  die  Pro- 
ducte  der  nach  je  zwei  Gegenseiten  gezogenen  Strecken  in  constantem 
Verhältniss  stehen.  Ueberhaupt  beschäftigt  sich  der  ganze  5.  Ab- 
schnitt mit  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  mit 
deren  Bestimmtheit  durch  fünf  Punkte,  während  durch  vier  Punkte 
mehr  als  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann  u.  s.  w.,  Fragen, 
mit  welchen  sich  einst  auch  Pascal  beschäftigt  hatte  (Bd.  II,  S.  623), 
wenn  auch  ohne  dass  wir  wissen,  wie  weit  er  gelangte.  Eine  Er- 
innerung an  Desargues  (Bd.  II,  S.  619)  darf  wohl  in  dem  22.  Lemma 
des  ersten  Buches  vermuthet  werden,  wo  es  heisst:  Parallellinien 
seien  solche,  welche  nach  einem  unendlich  entfernten  Punkte  ge- 
richtet sind'). 


91.  Kapitel. 

Leibniz  1687 — 1699.     Jakob  nnd  Johann  Bernonlli  bis  za 
ihrem  Streite. 

Mit  den  Principien  war  Newtons  schriftstellerische  Thätigkeit, 
wenigstens  soweit  sie  an  die  Oeffeutlichkeit  trat,  für  einige  Zeit  be- 
endigt. Der  Mathematiker  hat  von  seinen  Leistungen,  so  weit  sie 
uns  bisher  gegenüber  traten,  hauj^tsächlich  diejenigen  zu  schätzen, 
welche  in  der  Aualysis  per  aequationes  niedergelegt  waren,  von  denen 
aber  brieflich  auch  Leibniz  Kenntniss  hatte.  Das  war  vor  allen 
Dingen  die  Binomialreihe,  das  war  die  Anwendung  von  sowohl 
numerischen  als  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  einer  all- 
gemeinen, kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  angenommenen  Grösse 
verlaufenden  Reihen  zur  Auflösung  von  Gleichungen.  In  den  Prin- 
cipien war  es  die  Mechanik  der  Kräfte,  welche  im  umgekehrten 
Quadrate  der  Entfernungen  ihre  Wirksamkeit  ausüben.  Anderes  hatte 
Newton  da.  imd  dort  versprochen,  hatte  er  als  in  seinem  Besitze  zu 


')  Lineae  parallela:  sunt,  quae  ad  punctum  infinite  disttins  tcndunt. 
Weniger  deutlich  ist  das  Gleiche  auch  schon  in  dem  an  das  18.  Lemma  sich 
anschliessenden  Scholium  ausgesprochen;  E  punctis  quatuor  A,  B,  C,  D  possunt 
unum  vel  duo  dbire  ad  infinitum,  eoque  pacto  latera  figurae,  qxiae  ad  puncta  illa 
convergunt,  evadere  parallela. 
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verstehen  gegeben  und  die  Glaubwürdigkeit  seiner  Aussage  durch 
Beispiele  unantastbar  gemacht,  aber  bekannt  gemacht  hatte  er  es 
nicht,  weder  im  grossen  noch  im  kleinen  Kreise,  und  dass  er  nun 
gar  über  einen  Algorithmus  der  Infinitesimalrechnung  verfüge,  konnte 
kein  Mensch  ahnen.  Erst  1693  änderte  sich  dieses,  wie  wir  im 
92.  Kapitel  sehen  werden. 

Leibnizens  Veröffentlichungen  dagegen  nahmen  einen  nur 
immerfort  beschleunigten  Gang  an,  und  es  ist  noch  Eines,  was  zu 
betonen  ist.  Leibniz  hat  eine  Schule  hervorgebracht.  In 
Enghmd  können  wir  ihr  Craig  (S.  188)  beirechnen.  In  Deutschland 
und  in  Frankreich  jubelte  man  den  neuen  Entdeckungen  zu,  drängte 
man  sich  heran,  das  neue  Arbeitsmittel  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung gebrauchen  zu  lernen,  gab  man  demselben  durch  diesen 
^^elseitigen  Gebrauch  immer  grössere  Vollkommenheit. 

Machen  wir  uns  mit  den  Leibnizischen  Veröffentlichungen  be- 
kannt. Sie  Hessen  zunächst  etwas  auf  sich  warten.  Wir  wissen 
(S.  28),  dass  Leibniz  im  October  1687  jene  grosse  Studienreise  nach 
Italien  antrat,  welche  ihn  bis  1690  von  Hannover  fernhielt,  und 
welche  jeder  Arbeit  auf  einem  anderen  Gebiete  als  dasjenige  war, 
dem  zu  Liebe  er  seine  Reise  von  Bibliothek  zu  Bibliothek,  von 
Archiv  zu  Archiv  machte,  sich  mindestens  nicht  förderlich  erweisen 
koimte.  Ob  Leibniz  auf  dieser  Reise  das  Exemplar  der  Principien 
erhielt,  welches  Newton  ihm  sofort  nach  dem  Erscheinen  zuschicken 
liess*),  wissen  wir  ebensowenig  als  wir  den  Grund  keimen,  warum 
Newton  fortgesetzt  Vermittler  für  solche  Sendvmgen  in  Anspruch 
nahm.  Möglicherweise  war  es  das  vom  Verfasser  ihm  geschenkte 
Exemplar,  welches  Leibniz  in  Rom  erhielt,  wo  er  1688  sich  auf- 
hielt-). Vorher  kannte  er  nur  eine  Besprechung  der  Principien  in 
den  A.  E.  vom  Juni  1688.  Die  kurzgefasste  Sprache  dieses  Berichtes^), 
welcher,  ohne  ein  lobendes  oder  tadelndes  ürtheü  beizufügen,  die 
Hauptpunkte  deutlich  hervorhebt,  hat  zur  Vermuthung  geführt,  es 
sei  hier  eine  Selbstanzeige  aus  Newtons  Feder  zum  Abdrucke  ge- 
bracht. Eine  Randnote  des  Heidelberger  Exemplars  der  A.  E.  nennt 
freüich  Christoph  Pfautz  als  den  Berichterstatter,  aber  eine  Ver- 
einigung beider  Ansichten  ist  nicht  unmöglich.  Pfautz  gehörte  zu 
dem  engsten  Redactionskreise  der  A.  E.     Er  war  1680  mit  Mencke 


')  Edleston,  Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Gates 
pag.  309:  Quam  primicm  Liber  Newtoni  lucem  vidit,  exemplar  ejus  D.  Nicoiao 
Fatio  datum  est,  ut  ad  Leihnitium  mitteretur  (aus  einem  von  Newton  her- 
rührenden Aufsatze).  -)  Leibniz  VI,  189:  Apres  avoir  hien  considc're  le  Hvre 
de  M.  Newton,  que  j'ai  vu  ä  Mome  pour  1a  premicre  fois,  j'ai  admire  comme  de 
raison    guantite    de    IcJIes    choscs    qu'il    y    donne.  °)    A.  E.  1688   pag.  303. 
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in  England  und  Holland  gewesen,  um  Mitarbeiter  für  die  Zeitschrift 
zu  werben,  zu  deren  Herausgabe  damals  die  ersten  Vorbereitungen 
getroffen  wurden.  Vielleicht  waren  damals  unmittelbare  oder  mittel- 
bare Beziehungen  zu  Newton  angeknüpft  worden,  vielleicht  fügte 
dieser  deshalb  dem  Buche,  welches  er  zur  Besprechung  einsandte, 
schriftliche  Bemerkungen  bei,  was  er  für  neu  und  wichtig  halte,  und 
Pfautz  dachte  dem  Verfasser  des  Werkes  wie  den  Lesern  der  Zeit- 
schrift sich  gleichmässig  gefällig  zu  erweisen,  indem  er  von  jenen 
Bemerkungen  umfassenden  Gebrauch  machte. 

Aber  gleichviel!  Jedenfalls  las  Leibniz  auf  der  Reise  jenen 
Bericht,  den  er  also  früher  als  das  Werk  selbst  erhalten  haben 
muss.  Das  geht  aus  einem  Aufsatze  De  lineis  opticis  et  alia^)  her- 
vor, den  Leibniz  im  Januarhefte  1689  der  A.  E.  veröffentlichte,  und 
der  mit  der  Erklärung  anfängt,  er  sei  schon  lange  auf  der  Reise  und 
mit  Durchstöbern  von  Archiven  beschäftigt,  da  habe  ihm  ein  Freund 
einige  Monatshefte  der  A.  E.  geschickt.  Im  Juniheft  1G88  sei  ihm  der 
Bericht  über  die  Principien  Newtons  aufgefallen,  den  er  heisshungrig 
verschlungen  habe.  Eine  weitere  Bestätigung  ist  in  dem  Aufsatze  Tcn- 
tanien  de  motuiim  coelcstium  caiisis^),  der  im  Februarhefte  1689  der 
A.  E.  Abdruck  fand,  zu  finden.  In  ihm  gelangte  Leibnitz  zur  Behauptung, 
die  Planeten  würden  von  der  Sonne  in  verschiedenem  Maasse,  aber 
jedesmal  im  quadratischen  Verhältnisse  ihrer  Sonnennähe  angezogen'), 
eine  Wahrheit,  welche,  wie  er  aus  dem  Berichte  in  der  Zeitschrift 
ersehe,  auch  von  Newton  erkannt  worden  sei,  wenn  der  Bericht  auch 
darauf  die  Auskunft  schuldig  bleibe,  wie  Newton  zu  jenem  Satze 
gelaugte*). 

Leibniz  bediente  sich  zur  Ableitung  seiner  Sätze  hier  der  Diffe- 
rentialrechnung imd  benutzte  die  Gelegenheit,  sich  über  deren  Grund- 
gedanken zu  äussern^):  „Ich  nahm  beim  Beweise  unvergleichbar 
kleine  Grössen  an,  z.  B.  den  unterschied  zweier  nahezu  überein- 
stimmender Grössen'^'),  der  mit  den  Grössen  selbst  unvergleichbar 
ist.  So  kann  nämlich  solches,  wenn  ich  nicht  irre,  am  deutlichsten 
auseinandergesetzt  werden.  Will  also  Jemand  Unendlichkleines  nicht 
anwenden,  so  kann  er  so  Kleines  annehmen,  als  ihm  genügend 
scheint,  damit  es  unvergleichbar  werde,  und  einen  Fehler  hervor- 
bringe, der  nicht  ins  Gewicht  falle,  oder  kleiner  sei  als  ein  gegebener. 


')  Leibniz  VII,  329—331.  -)  Ebenda  VI,  144—161.  ^)  Planeta  idcm 
attrahitur  a  Sole  diversimode,  et  quidem  in  duplicata  ratione  viciniarmn.  *)  Ebenda 
VI,  157:  Vides  hanc  propositionem  jam  tum  innotuisse  viro  celcberrimo  Isaaco 
Newtono,  ut  ex  relatione  Äctorum  apparet,  licet  inde  non  2)0ssum  jiidicare  quo- 
modo  ad  eam  pervenerit.  ')  Ebenda  VI,  161.  ^)  duarum  quantitatum  com- 
munittm. 
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Wie  die  Erde  für  einen  Punkt,  der  Erddurchmesser  für  eine  unend- 
lich kleine  Linie  gehalten  wird,  sofern  man  den  ganzen  Himmel  be- 
trachtet, so  kann  bewiesen  werden,  dass  ein  Winkel,  dessen  Schenkel 
eine  Basis  zwischen  sich  haben,  die  gegen  sie  selbst  unvergleichbar 
klein  ist,  ein  unvergleichbar  kleiner  sein  niuss,  und  dass  der  Unter- 
schied der  beiden  Schenkel  mit  den  Schenkeln,  die  den  Unterschied 
aufweisen,  nicht  vergleichbar  ist."  Etwas  später  nennt  er  einander 
entsprechende  Sehnen,  Bogen,  Tangenten  als  Grö.sseu  mit  ihnen  selbst 
nicht  vergleichbaren  Unterschieden.  „Sind  sie  selbst  unendlich  klein, 
so  sind  ihre  Unterschiede  unendlich  mal  uneudlieh  klein')  ...  Es 
gibt  luieudlich  viele  Grade  sowohl  des  Unendlichen  als  des  Unend- 
lichkleinen." 

Das  Aprilheft  1689  der  A.  E.  brachte  abermals  einen  Aufsatz 
des  mm,  nachdem  er  wieder  angefangen  hatte  mathematisch  zu 
arbeiten,  unermüdlichen  Reisenden.  Es  war  der  vierte  seit  vier  Mo- 
naten, denn  im  Januarhefte  hatte  sich  an  den  schon  erwähnten  über 
optische  Linien  ein  solcher  über  das  widerstehende  Mittel  angeschlossen. 
Der  Aufsatz  im  Aprilhefte  beschäftigte  sich  mit  der  Isochrone. 
Wir  wissen  (S.  134),  dass  dieser  Name  durch  Pardies  der  Cycloide 
beigelegt  worden  war,  weil  ein  Körper,  von  welchem  Punkte  der 
nach  unten  gewölbt  gezeichneten  Gjcloide  aus  er  längs  derselben  in 
fallende  Bewegung  geräth,  genau  in  der  gleichen  Zeitdauer  den  Weg 
bis  zum  Tiefpunkte  durchmisst.  Das  ist  nicht  die  Bedeutmig,  in 
welcher  Leibniz  sich  des  gleichen  Wortes  bediente.  Er  wollte  unter 
Isochrone  diejenige  Curve  verstanden  wissen'),  in  welcher  ein  schwerer 
Körper  in  dem  Simie  gleichförmig  fällt,  dass  er  in  gleichen  Zeit- 
räumen dem  Erdboden  um  einen  gleichen  senkrechten  Abstand  sich 
nähert.  Er  hatte  die  Aufgabe,  die  Curve  zu  finden,  welche  die  ge- 
nannte Eigenschaft  besitze,  im  Septemberhefte  1687  einer  anderen 
Zeitschrift,  der  Nouvelles  de  la  Hepuhliqiie  des  Lettres,  gestellt,  luid 
Huygens  hatte  sofort  im  Octoberhefte  die  Auflösung  nachfolgen 
lassen,  die  gesuchte  Curve  sei  die  semicubische  ParabeP).  Auch 
Leibniz  gab  mm  in  den  A.  E.  die  damit  übereinstimmende  eigene 
Auflösung  sammt  deren  Beweis'),  was  Huygens  unterlassen  hatte. 
Infinitesimalbetrachtungen  kommen  hier  nicht  vor.  Schon  im  Januar 
1688  hatte  übrigens  Leibniz  die  Nummer  mit  der  von  Huygens  ein- 
gerückten Auflösung  erhalten  und  sofort  von  Pilsen  aus,  wo  er  sich 
grade  befand,  einen  Beweis  an  die  Nouvelles  de  la  Republique  des 
Lettres  abgehen  lassen,  der  nicht  aufgenommen  wurde,  vielleicht  nicht 
angekommen  ist-). 

')  infinüüs  infinite  panae.  =)  Leibniz  V,  234.  *)  Ebenda  V,  237 
*)  Ebenda  V,  234—237.     ')  Ebenda  V,  238—240. 
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Wir  übersioringen  die  in  den  Jahrgängen  1690  und  1691  der 
A.  E.  enthaltenen  Aufsätze  Leibnizens,  um  unter  den  acht  Veröffent- 
lichungen von  1692  bei  nur  dreien  zu  verweilen. 

Der  Aufsatz  von  der  Curve,  welche  aus  den  Durchschnittspuukten 
unendlich  vieler,  nach  einem  bestimmten  Gesetze  gezogener  Curven 
entsteht  imd  sie  alle  berührt,  De  linea  ex  lineis  numero  infinitis  ordi- 
natim  dudis  inter  se  concurrentihus  formata  easqiie  omnes  tangmte ') 
führte  zwei  neue  folgewiehtige  Begriffe  in  die  Geometrie  ein,  den  der 
krummlinigen  Coordinateu  und  den  der  Einhüllenden.  Die 
ersteren  sind  allerdings  nur  beiläufig  erwähnt,  aber  deshalb  nicht 
mit  geringerer  Deutlichkeit.  „Unter  Coordinaten" -),  sagt  Leibniz, 
„verstehe  ich  uicht  nur  Gerade,  sondern  beliebige  Curven,  wenn  nur 
ein  Gesetz  vorhanden  ist,  nach  welchem,  sofern  ein  bestimmter  Punkt 
einer  als  Coordinate  gegebenen  Linie  gleichfalls  gegeben  ist,  diesem 
Punkte  entsprechend  eine  Linie  gezogen  werden  kann,  welche  dem 
anderen  Systeme  der  als  Coordinaten  gewählten  angehört."  Haupt- 
gegeustand  ist  aber  die  Einhüllende^),  als  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte für  je  zwei  nächste  Linien*).  Sei  die  Gleichung  einer  Curve 
gegeben,  welche  nicht  blos  x  und  y  als  Ordinate  und  Abscisse,  die 
man  gemeinschaftlich  Coordinaten  nennen  könne,  sondern  auch 
Parameter  a,  h  enthalte,  so  müsse  man,  um  zur  Berührungsliuie  zu 
gelangen,  diese  Gleichung  differentiiren'')  und  die  Parameter  dabei  als 
constant'')  betrachten.  Beim  Uebergang  von  einer  Curve  zu  einer 
anderen  müsse  man  aber  einen  Parameter,  a  oder  h,  als  diflerentiir- 
bar')  betrachten,  und  zwar  immer  nur  je  einen,  wenn  auch  in  der 
Curvengleichimg  mehrere  Parameter  vorkommen.  So  finde  sich  die 
Linie,  welche  alle  Curven,  jede  in  dem  ihr  entsprechenden  Punkte 
berühre'^).  Deutlicher,  sollten  wir  meinen,  spreche  kein  modernes  Lehr- 
buch der  Differentialrechnung  sich  aus. 

Aus  einem  zweiten  Aufsatze,  der  über  Kr ümmungs Verhältnisse, 
Osculation  und  dergleichen  handelt,  erwähnen  wir  nur  einen  Satz, 
nämlich  den°),  dass  von  einer  Evoluten  andere  und  andere  Curven 
sich  abwickeln,  je  nachdem  der  Faden,  dessen  Endpunkt  die  Curve 
beschreibt,   von   verschiedener   Länge    ist.     Alle    diese   Curven    seien 


')  Leibniz  V,  266 — 269.  -)  Ego  suh  ordinatim  dtictis  non  tantum  redas, 
sed  et  curvas  lineas  qualescimque  accipio,  modo  lex  habeatur,  secundum  quam 
dato  lineae  cuiusdam  datae  {tanquam  ordinatricis)  puncto,  ifspondens  ei  puncto 
linea  duei  possit,  quae  una  erit  ex  ordinatim  ducendis  seu  ordinatim  positionc 
datis.  ^)  linea  conciirsimm.  ■■)  lineae  proximae.  *)  opus  est  acquationem  ejus 
curvae  differentiare.  '^)  magnitudine  cotistantcs.  0  di/f'erentiabilis.  °)  tangens 
unica  infinitarum  curvarum  ordinatim  ductarum  itnicuique  in  suo  puncto  n- 
spondenti  oeeurrens.     ^)  Leibniz  V,  280. 
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parallel,  d.  h.  der  Abstand  je  zweier  sei  überall  derselbe,  und  die 
Gerade,  welche  zu  der  einen  Curve  senkrecht  stehe,  verhalte  sich 
ebenso  zu  den  anderen,  was  als  allgemeinste  Definition  des  Parallelis- 
mus zu  gelten  habe  ^ ). 

Drittens  gehört  dem  Jahre  1G92  die  Auflösung  einer  Aufgabe 
an,  welche  viel  von  sich  reden  machte.  Vincenzo  Viviani  (Bd.  II, 
S.  607)  hatte  unter  angen.ommenem  Namen  von  Florenz  aus  diese 
Aufgabe  in  die  Welt  geschickt,  welche  nach  dem  Orte  ihrer  Her- 
kunft als  Florentiner  Aufgabe  bezeichnet  zu  werden  pflegt.  Der 
Name,  unter  welchem  ihr  Urheber  sich  verbarg,  lautete  autore  D.  Pin 
Lisci  Piisillo  geometra,  ein  Auagramm  von  autore  postremo  Galilei 
discipiilo,  und  als  letzten  Schüler  Galilei's  liebte  Viviani  sich  zu  be- 
zeichnen. Die  Aufgabe  selbst  bestand  darin,  aus  einer  Halbkugel 
(Figur  39)  rings  an  der  Grundfläche  herum  vier  gleiche  Oefi^uungen 
herauszubrechen,  so  dass  die  noch  ^ 

übrige  krumme   Oberfläche   genau  ^^^^^^^^^^ 

(juadrirbar    sei").      Das    Flugblatt,  /     ^^    °"~"         °^  ^5^ 

welches  die  gedruckte  Aufgabe  in  ,4  ^ 

alle  Länder   hinaustrug,   war  vom        /ä  ,^-,--^        i  ■  -        \ 

4.   April    1692    datirt,    Leibnizeus       ^  ^i^  "^ 

gleichfalls      gedrucktes      Autwort-    i?'C" ^B z^C 

schreiben    trägt     das    Datum    des  ^"^"^^-_^  f  ^^^-^^ 

28.  Mai  1692.    Rascher  kann  man  n 

die  Erledigung  sich  kaum  denken,  '^' 

und  wirklich  war  Leibnizens  Auflösung  die  erste,  welche  zur  Veröflent- 
lichung  kam,  und  dass  er  so  schnell  damit  fertig  wurde,  verdankte 
er  seiner  Infinitesimalrechnung,  die  hier  erstmalig  zur  Flächen- 
bestimmung einer  gekrümmten  Oberfläche  verwerthet  wurde.  Viviani's 
eigene  Auflösung,  welche  aber  die  Allgemeinheit  der  Leibnizischen 
Untersuchung')  nicht  erreicht,  ist  folgende. 

Durch  den  Kugelmitteljjuukt  0  ist  der  Durchmesser  ^C  gezogen, 
ebenso  der  Halbmesser  OA  senkrecht  zur  Grundebeue  BDGO.  In 
der  Ebene  BACO  wird  über  BO  und  CO  als  Durchmesser  je  ein 
Halbkreis  beschrieben,  und  durch  jeden  derselben  ein  grader  Halb- 
cj linder' bestimmt.  Diese  Halbcylinder  schneiden  auf  der  vorderen 
Ansicht  der  Halbkugel  die  Üefi'uuugen  BDE,  CDF  heraus,  und  ganz 
ähnliche  Oeffnungeu  entstehen  selbstverständlich  auf  der  Rückseite. 
Der  übrig  bleibende  Theil  der  Halbkugeloberfläche  ist  quadrirbar. 


')  2Mae  dudum  miJii  f'uit  dcfinitio  parallelismi  in  gcnere  sumti.  -)  ul  liis 
(ktruetis  superstes  curva  superlicies  tctragonismi  vcre  geometrici  sit  capax. 
2)  Leibniz  V,  270—278. 
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War  diese  Aufgabe  als  geistreiche  geometrische  Spielerei  zu  he- 
trachteu,  so  brachte  Leibniz  im  nächstfolgenden  Jahre,  1693,  die 
Wissenschaft  wieder  um  einen  gewaltigen  Schritt  vorwärts,  indem  er 
das  wirklich  ausführte,  was  bisher  sowohl  durch  ihn  selbst  als  durch 
Newton  brieflich  nur  als  ausführbar  bezeichnet  zu  werden  pflegte: 
die  Integration  von  Differentialgleichungen  in  Reihenform*). 
Leibniz  bedient  sich  dazu  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 
Ein  Beispiel  bietet  die  Eutwickelung  der  Sinusreihe.  Sei  i/  ein  Kreis- 
bogen vom  Halbmesser  «  und  x  dessen  Sinus,  so  nimmt  Leibniz  an, 
die  Reihenentwicklung  heisse  x  =  hy  -\-  oß  -h  ey''  -\-  ■  ■  ■.  Warum  in 
der  Reihe  nur  Potenzen  von  y  mit  ungraden  Exponenten  angenommen 
werden  sollen,  begründet  Leibniz  nicht  weiter.  Yermuthlich  stand 
er  dabei  unter  dem  Einflüsse  der  Thatsache,  dass  er  die  Reihe  schon 
kannte,  zu  welcher  er  gelangen  wollte,  denn  dass  er  gewusst  hätte, 
es  sei  sin  ( —  y)  =  —  sin  y  und  daraus  geschlossen  hätte,  nur  Glie- 
der mit  Potenzen  von  ungradem  Exponenten  dürften  vorkommen, 
weil  nur  dann  die  ganze  Reihe  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  an- 
nehme, wenn  y  in  —  y  übergehe,  daran  ist  nicht  zu  denken.  Nun 
finde,  sagt  Leibniz,  die  Differentialgleichung  statt: 

a-dy'  =  a-dx-  -(-  x'dy-. 
Auch    ihre   Ableitimg   schenkt    sich   Leibniz.     Von    ihrer   Richtigkeit 

kann  man  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung  -'-  ^  sin   -  über- 

°    a  a 

zeugen,  in  welcher  x,  y,  a  Längen  bedeuten,  als  deren  Einheit  a  ge- 
wählt wird.  Die  gleichviel  woher  bekannte  Differentialgleichung 
diiferentiirt  Leibniz  abermals,  indem  er  bei  dieser  neuen  Diti'erentia- 
tion  dy  als  constant  annimmt.  So  erhält  er  0  =  2a-dxddx  -\-  2xdxdy- 

und  a-ddx  -\-  xdy-  =  0,  beziehungsweise  x  -\-  ci'  ~j~i  =  0.    Aber  die 

Differentiation  der  für  .r  angenommenen  Reihe  liefert 

^  =  ?,  -f  3c)/-  +  5e(/*  H und    ~^-^^  =  2  •  Sc;/  -f  4  •  bcf  -\ . 

Folglich  muss  stattfinden 

\py  +  c.r  +  ■••]  +  «•-'  [2  •  3c//  +  4  .  bey'  +  ..-]  =  0. 
Für  h  fehlt  es  an  Mittel  zur  Bestimmung,  und  Leibniz  hilft  sich  mit 
einem:  man  nehme  an-)  h  ^  1.     Dann  ist  aber 

_—  h  1  — c  1 

2 

also 


^         2  •  3  •  a'  2  .  3  a^ '      ^        4  ■  5  •  a-         2  •  3  •  4  •  5a*  "'  ^■ 


y  y  L 


1  1  •  2  •  3a*    '     1  •  2  •  3  .  4  •  5a< 


■)  Leibniz  V,  285— 2SS.     -)  (issiiwatur. 
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Das  Wichtigste  aii  diesem  Aufsatze  ist  neben  der  schon  hervor- 
gehobenen thatsächlicheu  Ausführung  des  vorher  nur  theoretisch  für 
ausführbar  Gehaltenen  die  hier  vorgenommene  abermalige  Diffe- 
rentiation einer  gegebenen  Differentialgleichung.  Daneben 
machen  wir  aufmerksam  darauf,  dass  Leibniz  trigonometrische  Func- 
tionen differentiiren  konnte,  und  in  der  Bezeichnung,  in  welcher 
Leibniz  stets  Meister  war.  auf  das  Ueberspringen  der  Coefficienten 
von  c  nach  e,  otfenbar  weil  d  ausschliesslich  als  Diflerentiatious- 
zeichen   in    Anwendung   kommen    sollte.     In  einer  geometrisch  aus- 

dz 
gesprochenen  Aufgabe,  deren  Differentialgleichung  a^ — \-  z  —  2/  =  0 

u  y 

heisst,  welche  alsdann  wieder  integrirt  wird,  indem  die  Annahme 
s  =  hy  -{-  ciß  +  ey^  +  /i/*  +  ■  •  ■  ^^  Ausgangspunkt  dient,  kommt 
das  Wort  Subtangente *)  vor,  welches  als  Huygens  eigeuthümhch 
bezeichnet  wird  und  in  der  That  vor  Kui-zem  von  diesem  eingeführt 
worden  war  (S.  142). 

Ein  anderer  Aufsatz  von  1693  brachte  wieder  eine  neue  geo- 
metrische Aufgabe  auf  die  wissenschaftliche  Tagesordnung-).  Claude 
Perrault  (1613 — 1688),  ein  vielseitig  gebildeter  Pariser  Arzt,  der 
als  Musiker,  als  Mechaniker,  als  Architekt,  als  Herausgeber  des 
Vitruvius  (S.  9)  bekannt  ist,  stellte  vielen  Mathematikern,  zuletzt 
auch  Leibniz,  die  von  ihm  selbst,  wie  er  eingestand,  nicht  bewältigte 
Aufgabe,  die  Curve  zu  finden,  welche  ein  an  dem  Ende  B  eines 
Fadens  AB  befestigtes  Gewicht  beschreibt,  während  das  andere 
Fadenende  A  längs  einer  geraden  Linie  hingeführt  wird.  Als  Bei- 
spiel benutzte  Perrault  dabei  seine  silberne  an  einer  Kette  befestigte 
Taschenuhr,  welche  er  in  der  vorgeschi-iebenen  Art  über  den  Tisch 
zog.  Leibniz  erkannte  im  Septemberhefte  1693  der  A.  E.  die  geo- 
metrische Definition  der  Curve  in  der  Eigenschaft,  dass  die  Berüh- 
rungslinie, von  der  Curve  bis  zum  Durchschnitte  mit  einer  gegebenen 
Geraden  gemessen,  einen  unveränderlichen  Werth  habe,  und  er  sah 
darin  eine  inverse  Tangentenaufgabe.  Er  erkannte  auch  die  loga- 
rithmische  Xatur  der  Curve,  versagte  sich  aber  ein  weiteres  Ein- 
gehen auf  die  Aufgabe,  weil  Huygens,  wie  ans  einem  Briefe  desselben 
hervorgehe,  mit  Aehnlichem  sich  beschäftige.  Es  war  auch  an  dem. 
Huygens  fasste  die  Aufgabe  allgemeiner  und  gab  der  erzeugten 
Curve  den  Namen  Tradoria,  weil  sie  als  Weg  eines  gezogeneu 
Punktes  auftritt,  während  der  Endpunkt  des  den  Zug  vermittelnden 
Fadens  einen  selbst  vorgeschriebenen  Weg  durchläuft.  Wir  werden 
noch  Gelegenheit  haben,  von  den  Tractorien  zu  reden. 

')  subtangerUialis.  ^  Leibniz  V,  29i— .301.  Vergl.  Klügel,  Mathe- 
matisches Wörterbuch  V.  90 — 91. 
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Wir  kommen  zu  einem  Aufsatze  von  1694:  Nova  calciiU  diffe- 
rentialis  applicatio  et  usus  ad  miütiplicem  linearum  constructionem  ex 
data  tangentium  condüione^).  Er  ist  die  Fortsetzung  jenes  Aufsatzes 
von  1692,  in  welcLem  (S.  204)  die  Einhüllenden  erklärt  waren. 
Leibuiz  ging  jetzt  über  die  damals  allein  gegebene  theoretische  Er- 
klärung hinaus,  indem  er  das  erste  wirkliche  Beispiel  berechnete. 
Die  Kreisgleichung  {x  —  h)-  +  y-  =  ab  enthält  den  als  veränderlich 
angesehenen    Parameter    h.     Diiferentiirt    man    sie    nach    /j,    so    wird 

2b  =  2x  -\-  a  und  setzt  man  h  =  x  -}-  —  in  die  Kreisgleichimg  ein, 
so  verwandelt  sie  sich  in  «/^  =  a  (x  +' y)  d.  h.  in  eine  Parabelgleichung. 

Die  Parabel  ist  also  die  Einhüllende  jener  Schaar  von  Kreisen. 

Die  hier  genannten  Aufsätze  sind  bei  weitem  nicht  alle,  welche 
Leibniz  in  der  Zeit  bis  zum  Jahre  1700  dem  Drucke  übergab.  Es 
sind  vielmehr  nur  diejenigen  ausgewählt,  in  welchen  er  den  Anstoss 
zu  Betrachtungen  gab,  die  sich  als  folgewichtig  erwiesen. 

Wir  haben  (S.  201)  auf  den  Schule  machenden  Einfluss  der 
Leibnizischen  Arbeiten  zum  Voraus  hingewiesen.  Wir  müssen  diesem 
Einflüsse  nachgehen.  Da  bietet  zuerst  und  von  selbst  die  Frage  sich 
dar:  wie  stellte  sich  Huygens  zu  der  neuen  Lehre?  Er  war 
in  Paris  Leibnizens'  Ermunterer,  sein  erster  Berather  in  mathema- 
tischen Dingen  gewesen.  Als  die  Ereignisse  sie  körperlich  treimten, 
blieben  beide  grossen  Männer  geistig  zusammen.  Nicht  weniger  als 
61  zwischen  ihnen  gewechselte  Briefe  sind  bekannt^),  und  sie  reichen 
bis  zu  Huygens  Tode.  Nur  eine  grosse  Lücke  von  dem  Jahre  1680 
Ins  zu  1688  ist  ohne  solchen  veröffentlichten  Brief.  Gerade  in  die 
Mitte  dieser  Zeit  fällt  Leibnizens  Aufsatz  von  1684.  Zwar  hatte 
Leibniz  schon  in  dem  letzten  Briefe  vom  Januar  1680  dem  Freimde 
an  einem  Beispiele  den  Nutzen  seiner  Methode  der  Tangenten  oder 
der  grössten  und  kleinsten  Werthe  zu  beweisen  gesucht"),  aber  eine 
Antwort  ist  nicht  erfolgt,  uns  wenigstens  nicht  bekannt. 

Hat  Huygens  nicht  antworten  mögen,  und  hat  Leibniz  dieses 
Schweigen  übel  genommen,  oder  ist  irgend  Anderes  Schuld  an  dem 
zeitweisen  Abbruche  des  Briefwechsels,  jedenfalls  fand  er  statt,  und 
erst  nach  acht  Jahren,  im  Januar  1688,  schrieb  Leibniz.  neuerdings, 
um  seinen  Dank  auszusprechen,  dass  Huygens  es  der  Mühe  werth 
gefunden  hatte,  sich  mit  der  Aufgabe  der  Isochronen  (S.  203)  zu 
beschäftigen.  Huygens  unterliess  —  er  sagt  selbst,  er  wisse  nicht 
weshalb  —  auch  dieses  Mal  zu  antworten,  bis  zum  S.  Februar  1690. 
Dann  dauerte   es   etwa  ein  halbes  Jahr,   bis  Leibniz  wieder  schrieb, 


')  Leibniz  V,  301—306.     -)  Ebenda  II,  U— 208.     '')  Ebenda  II,  38. 
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uiul  in  diesem  Briefe  stellte  er  gradezu  die  Anfrage,  was  Huygeus 
von  seiner  Differential-  und  Integralrechnung  denke"? 

Binnen  Monatsfrist  erfolgte  diesmal  die  Antwort.  Huygens  ge- 
steht zu'),  er  hahe  bisher  die  Aufsätze  in  der  Leipziger  Zeitschrift 
nicht  so  genau  studirt,  dass  er  in  ihr  Verständniss  eingedrungen  sei; 
er  habe  immer  geglaubt,  mit  seinen  eigenen  Methoden  ebensoweit  zu 
kommen.  Jetzt  habe  aber  Leibniz  durch  seine  Schilderung  dessen, 
was  er  zu  leisten  im  Stande  sei,  ihm  Lust  gemacht,  sich  mehr  dem 
neuen  Calcul  zuzuwenden. 

Im  Üctober  hat  er  es  gethan -).  Er  gibt  zu,  die  Differential- 
rechnung sei  gut  und  nützlich,  aber  er  beharrt  dabei,  sie  sei  nicht 
unentbehrlich.  Habe  er  doch  ohne  dieselbe  vielfach  die  gleichen  Er- 
gebnisse erzielt  wie  Leibniz.  Gewiss,  antwortet  nun  Leibniz  im 
October  1690,  die  Zeichen  dx  oder  dy  seien  nicht  unentbehrlich. 
Huygens  sei  voll  berechtigt,  sie  durch  irgend  welche  Buchstaben  zu 
ersetzen.  Aber  auf  Eines  wolle  er  doch  aufmerksam  machen^). 
Würde  man  wohl,  wenn  man  statt  x-  und  x^  etwa  m  und  n  schriebe, 
ebenso  durchsichtig  mit  diesen  letzteren  Buchstaben  als  mit  dem, 
wofür  sie  gesetzt  sind,  rechnen?  Genau  in  derselben  Weise  verhalte 
es  sich  mit  dx,  mit  ddx. 

Diese  feine  Bemerkung  blieb  wirkungslos.  Im  Mai  1691  ver- 
wahrt sich  Huygens^)  gegen  den  Calculus  differentialis  und  wünscht, 
Leibniz  solle  ihm  nicht  wie  an  einen  darin  Eingeweihten  schreiben. 
Am  1.  September  liiOl  bezeugt  er  Neigung,  ihn  nun  wirklich  kennen 
zu  lernen^).  Am  17.  September  1693  nennt  er  sich  massig  ein- 
geweiht"), mit  Ausnahme  der  ddx,  die  er  noch  nicht  verstehe.  Ja, 
am  27.  December  1694,  in  dem  letzten  Briefe,  den  Huygens  über- 
haupt an  Leibniz  richtete,  erklärt  er  noch  einmal^),  die  ganze  Me- 
thode bleibe  ihm  nie  gegenwärtig,  wenn  er  eine  Zeit  lang  aufgehört 
habe  sich  mit  ihr  zu  beschäftigen.  Wir  werden  den  fremden  Ein- 
fluss  noch  kennen  lernen,  unter  welchem  sich  Huygens  im  Ganzen 
so  abweisend  verhielt.  Jedenfalls  hat  er  an  der  Fortbildung  der 
Lcibuizischen  Lehre  nicht  theilgenommen. 

Ganz  anders  stellten  sich  dazu  die  Brüder  Jakob  und  Johann 
Bernoulli  (S.  85).  Der  Leibuizische  Aufsatz  von  1684  hatte  deren 
Wissbegier  geradezu  auf  die  Folter  gespannt.  Es  ist  nicht  an  dem, 
was  Johann  in  einem  nachgelassenen  Abrisse  des  eigenen  Lebens  er- 
zählt  hat-),    dass    beide   Brüder    erst    1687    durch    einen    Zufall    mit 


•)  Leibniz  II,  45.  ')  Ebenda  II,  47.  =)  Ebenda  II,  49.  *)  Ebenda  II,  93. 
")  Ebenda  II,  100.  «)  Ebenda  11,  162.  »)  Ebenda  II,  203-204.  ^)  Rud.  Wolf, 
Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  II,  71  —  94.  Die  hier  beigezogene 
Stelle  S.  72. 
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jener  Abhandlimg  bekannt  geworden  seien  nud  binnen  weniger  Tage 
das  ganze  CTelieimniss  ergründet  liiitteu.  Es  dauerte  im  Gegentlieil 
Jahre,  bis  Jakob  zuerst,  dann  unter  dessen  Leitimg  Johann  jenes 
mit  orakelhafter  Kürze  verfasste  Schriftstück  verstehen  lernten.  Hat 
doch  Leibniz  1G96  in  einem  Briefe  an  Johann')  es  Jakob  zum  Ruhme 
angerechnet,  diesen  seinen  Bruder  der  Mathematik  zugeführt  zu  haben, 
und  Johann  verwahrte  sich  mit  keinem  ^^'orte  gegen  diese  Bemer- 
kung,  so  ihre  Wahrheit  anerkennend. 

Im  December  1687  wandte  Jakob  sich  brieflich  an  Leibniz  und 
bat  um  Auskunft  über  eine  andere  Abhandlung  von  1684  über  den 
Widerstand  fester  Körper,  bat  zugleich  um  Einführung  in  jene  höhere 
Geometrie,  welche  er  besitze").  Aber  Leibniz  war  damals  schon  von 
Hannover  abgereist,  und  der  lange  Zeit  verlegte  Brief  kam  ihm  erst 
spät  in  die  Hände,  so  dass  die  Antwort  bis  zum  September  1690 
auf  sich  warten  Hess.  Grade  diese  lange  mangelnde  Unterweisung 
gereichte  zum  Glück  der  neuen  Rechnungsarten.  In  der  Zwischenzeit 
war  es  Jakob  Bernoulli  gelungen,  von  sich  aus  zum  Verständniss  zu 
gelangen,  und  diese  Anstreuguna;  befähigte  ihn  sowie  deji  Bruder 
auch  weiter  auf  selbstcrebaliuten  Weo*eu  ibrtzusclireiten. 

Schon  im  Maiheft  1690,  mithin  vier  Monate  vor  Leibnizeus 
Antwortschreiben,  brachten  die  A.  E.  Jakob  Beruoullis  Beantwortung 
der  Aufgabe  von  den  Isochronen').  Sie  ergänzte  das,  was  Leibniz 
selbst  1689  in  seinem  Beweise  verschwiegen  hatte,  die  eigentliche 
analytische  Herleituug  des  Ergebnisses.  Jakob  Bernoulli  stellte  die 
Differeutialgleichuns  der  Isochrone  in  der  Form 


(hj  Yb'-y  —  a^  =  clx  ]/«^ 
her,  welche   er   mittels   folgenden  ganz  im  Leibnizischen  Geiste  sich 
bewegenden  Gedankenganges   sich  verschaffte.     Ist  (Figur  40)  BFG 

die  gesuchte  Cui-ve,  und  sind 
FH  und  I)G  zwei  zu  glei- 
chen unendlich  kleinen  Zei- 
ten durchlaufene  Bögen,  so 
muss  nach  der  Definition  der 
Isochrone  LH  =  IG  =  dy 
sein,     während    LF  =  dx, 

FH^ydW+ly- 

ist.     Nach    den  Fallgesetzen 
verhalten  sich  die  Fallhöhen, 
wie  die  Quadrate  der  erreichten  Geschwindigkeiten,  d.  h. 

CG  :EH=D G-  :  FH-  ^I)G-xL //- :  FH-  X  IG'. 
'^Leibniz  11,276.     =)EbencUi  111,13.     =)  Jac.  Bernoulli  0/ en»  I,4-.'l— 424. 
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Nuu  verhält  sich 

DG-:IG-  =  MG- :  CG-,     LH- :  FE-  =  CG- :  GP-, 
DG-  X  LH- :  IG-  X  FH'  =  MG^ :  GP-, 

CG:EH=  MG- :  GP'. 


also 
Bei 
ist 
mithin 


CG  =  a,     MG^b,    EH=y,     AE 
a  :  II  =  l^ :  GP-, 

GP2  =  ^. 


Dauebeu  ist 

LH:FH=  CG:GP, 

also 

„n        CGxFH        aVdx-  +  dy'  ,     ^,  „.,  ,dx^4-dy- 

GP  = r^a^ —  =       ~  j' —       und     GP-  =  a-  — rV-    • 

LH  dy  dy- 

Die  beiden  Werthe  von  GP-  liefern  einander  gleichgesetzt  eben  jene 

Differentialgleichung 


dy  Yb^y  —  a^  =  dx  |/«l 
Jklithiii,  schloss  BernouUi  dann  weiter,   sind  auch  die  Integrale  jener 
Ausdrücke  einander  gleich'): 

Das  ist  das  erste  Vorkommen  des  Wortes  Integral.  Johann  hat 
zwar  in  der  erwähnten  Selbstbiographie  den  Anspruch  auf  die  Er- 
findung des  Wortes  erhoben,  aber  es  fällt  schwer  ihm  zu  glauben. 
Jakob  hat  in  Veröifeutlichuugen  von  1689,  von  1691,  von  1692  den 
jüngeren  Bruder  bei  jeder  thuulichen  Gelegenheit  genannt,  er  hätte 
es  auch  1690  gethau,  wenn  der  damals  neue  Name  Integral,  in 
welchem  man  schliesslich  keine  Erfindung  von  irgend  welcher  Trag- 
weite erkennen  kann,  von  Jenem  hergerührt  hätte. 

Jakobs  Aufsatz  schloss  mit  einer  Gegenaufgabe:  die  Gestalt 
eines  biegsamen  an  zwei  Punkten  frei  aufgehängten  Seiles 
zu  finden.  Die  neue,  oder  auch  nicht  neue  Aufgabe,  denn  Galilei 
hatte  sich  ihr  schon  wenn  auch  ohne  Erfolg  zugewandt  (Bd.  II, 
S.  G39),  fand  verschiedene  Bearbeiter.  Leibniz,  Huygens,  Johann 
Bernoulli  lösten  sie.  Johann  BernouUi,  der  inzwischen  Basel  ver- 
lassen hatte,  machte  mit  dieser  Auflösung-)  im  Junihefte  1G91  der 
A.  E.  den  ersten  ganz  selbständigen  Schritt  in  die  Oeffentlichkeit, 
welche  von  nun  an  von  beiden  Brüdern  durch  mit  bewundernswerther 
Schnelligkeit   auf  einander    folgenden    Uutersuchimgeu   von    grösster 


')  Ergo  et  hontm  Inlegrnlia  nequantur.       -)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  48. 
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Tragweite  überrascht  wurde.  Der  Name  catenarla,  frauzösiscli 
chainettc,  für  die  von  Jakob  Beruoulli  verlangte  Curve  scheint  von 
Leibniz  herzurühren. 

Unter  denen,  welche  die  Curve  ermittelten,  haben  wir  Huygens 
zu  nennen  gehabt,  ein  Beweis,  dass  hier  auch  mit  anderen  Hilfs- 
mitteln als  denen  der  Diifereutialrechnung  auszukommen  war.  Das 
war  bei  den  Segel  cur  ven  nicht  mehr  der  Fall,  mit  welchen  sich 
Jakob  und  Johann  Bernoulli  befassteu,  und  über  welche  fast  ein 
Streit  zwischen  beiden  Brüdern  hätte  entstehen  köouen.  Jakob  hatte, 
das  wissen  wir  durch  Johann,  mit  letzterem  Briefe  über  die  Segel- 
curve  gewechselt.  Im  April  1692  veröffentlichte  Johann  im  Journal 
des  S^avans  vou  Paris  (wo  er  sich  gerade  aufhielt)  eine  Notiz') 
über  die  Identität  der  Segelcurve  mit  der  Kettenlinie.  Johann 
machte  dabei  nicht  gerade  einen  Ausfall  gegen  Jakob,  aber  er  gab 
doch  zu  verstehen,  dass  dieser  daran  verzweifelte,  mit  der  Diiferential- 
gleichung  der  Segelcurve  a  ■  ds  •  ddx  =  diß,  wo  s  wie  später  immer 
die  Bogenlänge  bedeutete,  etwas  anfangen  zu  können,  während  aus 
seiner  Arbeit  über  die  Kettenlinie  jene  Gleichung  unschwer  heraus- 
zulesen gewesen  sei.  Jakob  gab  auf  diese  Aeusserung  fürs  erste 
keine  Antwort,  und  als  Johann  Ende  161)2  nach  Basel  zurückkehrte, 
fand  er  bei  dem  Bruder  das  liebevollste  Entgegenkommen.  Wir  er- 
wähnen die  Sache  nur,  um  die  wachsende  Selbstschätzung  Johanns 
dem  älteren  Bruder  imd  früheren  Lehrer  gegenüber  schon  jetzt  zu 
kennzeichnen,  eine  Selbstschätzung,  welche  fast  als  Ueberhebung  zu 
bezeichnen  wäre,  da  Jakobs  grosse  wissenschaftliche  Verdienste  Johami 
nicht  unbekannt  sein  konnteu. 

Sie  waren  von  mannigfaltiger  Natur.  Ein  Aufsatz  im  Junihefte 
1G91  der  A.  E.  beschäftigte  sich  mit  der  logarithmisehen  Spirale^), 
und  im  Maihefte  1692  kam  Jakob  auf  eben  diese  Curve  zurück^), 
welche  er  die  wunderbare  Spirale,  spira  mirabilis,  nannte.  Er  erkannte 
ihre  Eigenschaft,  durch  verschiedene  optische  und  geometrische  Ent- 
stehimgsarteu  Curven  derselben  Gattung  hervorzubringen,  und  er 
wünschte  deshalb,  man  solle  sie  dereinst  auf  seinem  Grabsteine  an- 
bringen und  ihr  die  Umschrift  geben  Eadcni  nmtata  resiirgo,  als  die- 
selbe stehe  ich  verwandelt  wieder  auf  Dieser  letztere  Wunsch 
wurde  buchstäblich  erfüllt').  Eine  andere  Untersuchung,  mit  welcher 
Jakob  Beruoulli  sich  Ijeschäftigte,  war  die  der  elastischen  Curve^). 
Kurz  darauf  erfand  er  die  Lemniscate").     Eine   andere  Arbeit  galt 


■)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  59.  ')  Jac.  ßernoulli  Opera  I,  442  sqq. 
')  Ebenda  I,  491.  ")  A.  E.  170r.,  png.  iH.  ■'■)  .Tac.  Bernoulli  Ojiwo  I, 
670  sqij.  und  639  sqq.         °)  Ebenda  I,  C09. 
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der  Coiuplauation  coiioidiscber  und  sphiiroidischer  Oberflächen '),  und 
in  ihr  scheint  der  Kunstausdi'uck  Complauatioii  zum  ersten  Male 
gebraucht  worden  zvi  sein. 

Ueber  die  Keihenlehre  hat,  wie  wir  uus  eriuneni  (S.  S7  — 1*2), 
Jakob  Bernoulli  sich  mehrfach  verbreitet.  Die  wichtigeren  Ergeb- 
nisse, zu  welchen  er  gelangte,  sind  diejenigen,  zu  welchen  er  keiner 
Differentialrechnung  bedurfte,  aber  er  hat  auch  von  dieser  letzteren 
Gebrauch  gemacht  und  in  den  Endabschnitten  jeuer  Untersuchungen 
Quadraturen  und  Rectificationen  mittels  Reihen  vollzogen. 

Zu  Leibniz  trat  Jakob  Bernoulli  zweimal  in  einen  Gegensatz. 
Im  Januarhefte  IGill  der  A.  E.  sprach  er  die  Meinung  aus"),  Leibniz 
dürfte  wohl  seine  grundlegenden  Gedanken  aus  Barrow  haben,  aber 
schon  im  Juuihefte  des  gleichen  Jahi-ganges "')  nahm  er  den  Ausspruch 
wieder  so  weit  zurück,  dass  er  neben  der  Aehnlichkeit  beider  Auf- 
fassungen auch  deren  Verschiedenheit  hervortreten  Hess  und  Leibniz 
dabei  hoch  über  Barrow  stellte. 

Der  zweite  Gegensatz  war  sachlicher  Natur.  Leibniz  hatte 
(S.  189)  1G86  die  irrige  IMeinung  ausgesprochen,  Osculation  bestehe 
aus  zwei  Berührungen.  Dagegen  wandte  sich  Jakob  Bernoulli  im 
Märzheft  1692  der  A.  E.  imd  widerlegte  Leiluiiz*).  Zu  dessen  Ehre 
dürfen  wir  weiter  berichten,  dass  er  im  Septemberhefte  seinen  Irr- 
thum  xinumwunden  eingestand  und  seine  Dankbarkeit  für  die  Be- 
lehrimg  aussprach"").  Im  Juni  1G94  gab  dann  Jakob  Bernoulli'') 
wieder  in  den  Am  E.  die  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser 
2  =  ils^ :  (ly  ■  ddx,  wa  also  im  Anschlüsse  an  Leibniz  y  die  Abscisse 
und  X  die  Ordinate  bezeichnet. 

Aber  noch  bleiben  zwei  grosse  Arbeitsgebiete  zu  erwähnen,  auf 
welchen  Jakob  Bernoulli  seine  bestverdienten  Lorbeeren  sich  erwarb. 
Wir  haben  (S.  87)  das  eine  beiläufig  genannt,  das  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Jakob  Bernoulli  hat  ein  Lehrbuch  derselben, 
Ars  conjcdandi,  in  nahezu  druckfertigem  Zustande  hinterlassen,  dessen 
Herausgabe  sein  Neffe  Niclaus  I  Bernoulli  1713  besorgte.  Aber 
gerade  deshalb  dürfen  wir  noch  nicht  darüber  reden.  Die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnmig  hat  am  Anfange  des  achtzehnten  Jahrhunderts, 
bevor  die  Ars  conjectandi  bekannt  wurde,  Bearbeiter  gefunden,  deren 
Leistxmgen  nicht  im  richtigen  Lichte  erscheinen  würden,  wenn  wir  den 
Bericht  über  das  mustergiltige  Werk  von  Jakob  Bernoulli  voraus- 
schickten.  Dieser  muss  daher  für  den  17.  Abschnitt  aufgespart  bleiben. 


')  Jac.  Bernoulli  Opera  II,  739  sqq.  ^)  Ebenda  I,  431.  ^)  Ebenda 
I,  453.  *)  Ebenda  I,  473  sqq.  ')  Leibniz  V,  279—285.  «')  Jac.  Bernoulli 
Opera  I,  578. 
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Das  zweite  Arbeitsgebiet,  welches  wir  meiiieu,  ist  das  der  Lehre 
von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  in  einem  erweiterteren 
Sinne,  als  sie  bisher  behandelt  worden  war.  Hier  ist  aber  zugleich 
den  einschlagenden  Arbeiten  von  Johann  Bernoulli  Kechnuns  zu 
tragen,  und  deshalb  wenden  wir  iius  diesem,  dem  jüngeren,  vielleicht 
nicht  eben  so  gründlichen,  aber  rascher  fassenden,  mit  imglaiiblicher 
Leichtigkeit  schaffenden  Bruder  zu. 

Allerdings  sind  in  den  Jahren,  mit  welchen  wii-  uns  grade  hier 
beschäftigen,  die  Veröffentlichungen  Johanns  nicht  sehr  zahlreich  ge- 
wesen. Rufen  wir  im^  ins  Gedächtniss  zurück,  dass  Johann  Ber- 
noulli im  Jiili  16(37  geboren  am  Ende  des  Jahrhunderts  erst 
o2%  Jahre  alt  war,  dass  er  die  ersten  23  Jahi'e  bis  zum  September 

1690  in  unmittelbarer  Nähe  und  geistiger  Abhängigkeit  von  Jakob 
Bernoulli  zubrachte,  und  dass,  wenn  dieser  auch  nie  versäumte,  wo 
es  anging,  des  jüngeren  Bruders  lobend  zu  gedenken,  doch  erst  nach 

1691  in  Paris  ein  Feld  freier,  imeingeschränkter  Arbeit  für  den  jungen 
Gelehrten  sich  öffnete.  Dort  aber  war  er  durch  mannigfaltige 
Thätigkeit  in  Anspruch  genommen.  Förderte  der  Verkehr  mit 
Pierre  Varignon  (1654 — 1722),  der  an  der  Eedaction  des  Journal 
des  Scavans  betheiligt  war,  die  Anfertigung  wissenschaftlicher  Auf- 
zeichnungen für  den  Druck,  so  war  ein  anderer  Verkehr  von  entgegen- 
gesetzter Wii'kung,  der  mit  dem  Marquis  de  l'Hospital  (S.  105). 
Wir  wissen,  dass  dieser  seit  1692  in  Briefwechsel  mit  Leibniz  stand. 
Li  einem  Schreiben  vom  letzten  November  1694  hat  er  ihm  seinen 
mathematischen  Bildungsgang  auseinandergesetzt '). 

Vor  etwa  6  Jahren,  das  wäre  also  1688  gewesen,  sei  ihm  die 
Abhandlung  von  1684  in  die  Hände  gekommen  und  habe  ihm  so 
ungemein  gefallen,  dass  er  sofort  sich  daran  machte  Einiges  nieder- 
zuschreiben, um  jene  Lehren  ausfühi-licher  darzustellen  und  zu  be- 
weisen. Freimde,  unter  Anderen  Pater  Malebranche,  hätten  die 
Entwürfe  gesehen  und  zur  Veröffentlichung  gedrängt.  Eben  diese 
Freunde  hätten  dem  Abbe  Catelan  davon  erzählt,  der  nun,  um 
zuvorzukommen,  in  aller  Eile  ein  Büchelcheu  verfasste:  Science  gene- 
rale des  lignes  courbes,  in  welchem  Leibniz  gar  nicht  genannt  war, 
die  ganze  Methode  vielmehr  als  eine  Foiisetzung  Descartes'scher  Ge- 
danken sich  darstellte.  Aber  Catelan  hatte  die  ganze  Sache  gar  nicht 
verstanden  und  Schnitzer  begangen,  welche  mm  de  l'Hospital  in 
einem  Briefe  im  Journal  des  Scavans  ihm  vorwarf  Darüber  entspann 
sich  ein  öffentlicher  Streit  in  jener  Zeitschrift,  den  de  l'Hospital  imter 
dem  von  ihm  angenommenen  Buchstaben  G.  führte,    seinen   wahren 


')  Leibniz  II,  250—252. 
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Namen  zurückbalteud.  Malebrauclie,  fahrt  der  Erzäliler  fort,  habe 
seit  lange  ein  kurzes  von  ihm  verfasstes  Lehrbuch  der  Kegelschnitte 
in  Händen,  welches  er  jetzt  herauszugeben  wünsche.  Malebranche 
habe  dazu  seine,  de  l'Hospitals,  Erlaubniss  erbeten,  wie  nicht  minder 
auch  dazu,  am  Schlüsse  beifügen  zu  dürfen,  was  er  über  Differential- 
rechnung niedergeschrieben  habe.  Ist  dieser  Bericht  vollständig 
wahrheitsgetreu,  so  war  demnach  de  l'Hospital  im  Herbste  1691,  als 
er  mit  Johann  Beruoulli  bekamit  wurde,  bereits  im  Besitze  der  Diffe- 
rentialrechnung, mid  sein  Lehrbuch,  von  welchem  weiter  unten  die 
Rede  sein  wird,  war  das  Ergebniss  eigenen  Nachdenkens,  wenn  auch 
eigenen  Nachdenkens  über  fremde  Erfindungen. 

Ganz  anders  erzählt  -Johann  Bernoulli  den  Lekrgang  de  THospitals 
in  dem  schon  einmal  von  uns  erwähnten  Abrisse  seines  Lebens'). 
Johann  Bernoulli  will  1691  durch  Pater  Malebranche  in  Beziehung 
zu  de  THospital  gekommen  sein.  Er  will  ihm  den  Zugang  zu  den 
neuen  Methoden  geöfPuet  haben,  will  ihm  schriftliche  Aufzeichnungen 
darüber  gegeben  haben,  ohne  vorauszusehen,  dass  jeuer  beabsichtigen 
könne  sie  eines  Tages  herauszugeben'-'). 

Nun  ist  imzweifelhaft  wahr,  dass  in  der  Basler  Bibliothek  eine 
Handschrift  einer  Integralrechnung  von  Johann  Bernoulli  aufbewahrt 
wird,  welche  die  Bemerkung  trägt'),  sie  sei  in  Paris  zum  Gebrauche 
durch  den  Marquis  de  l'Hospital  zusammengestellt  worden;  es  ist 
ferner  wahr,  dass  de  l'Hospital  ein  Lehrbuch  der  Analysis  der  un- 
endlich kleineu  Grössen,  wie  der  Titel  lautete,  verfasste;  es  steht 
fest,  dass  Johann  Bernoulli  sich  im  Februar  1608  über  das  Er- 
scheinen dieses  Buches  als  eines  an  ihm  begangenen  Plagiates  brief- 
lich gegen  Leibniz  beschwerte');  dass  er  1704  die  Auswerthung  von 
Quotienten,  deren  Divisor  und  Dividend  zugleich  verschwinden,  und 
welche  in  de  l'Hosiütals  Lehrbuche  vorgetragen  ist,  für  sich  in  An- 
spruch nahm''),  dass  er  endlich  1742,  als  er  die  erwähnten  Vor- 
lesungen über  Integralrechnung  im  Drucke  herausgab,  in  einer  Fuss- 
note")  erklärte,  die  vorausgehenden  Vorlesungen  über  Ditierential- 
reclinung  unterdrückt  zu  haben,  weil  de  l'Hospital  sie  in  seine  in 
allen  Händen  befindliche  Analyse  des  infiniments petits  aufgenommen  habe. 

Wenn  diese  lauten  Beschuldigungen  geeignet  sind  de  THos^ntal 
in  üblen  Ruf  zu  Ijringen,  so  fehlt  es  doch  auch  nicht  an  Verthei- 
digimgsgründen  für  denselben.     Leibniz,  der  sonst  gewohnt  war,  die 


■)  Rud.  Wolf,  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  II,  74—76. 
')  ne  prccoyanl  pas  Ic  dcsscin  qu'il  aurait  de  les  jmhlicr  uii  joitr.  ^)  Rud. 
Wolf  1.  c.  II,  76  Fussnote  8.  *)  Leibniz  III,  480.  ■')  A.  E.  August  1704 
und  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  401.         °)  Job.  Bernoulli  OiKra  III,  387. 
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Briefe,  welche  er  erhielt,  Punkt  für  Punkt  zu  Ijeantworteu,  ging  über 
die  Anklage  vou  1GD8  stillschweigend  hinweg.  Er  wollte,  kann  nnin 
sagen,  in  einen  Streit  zwischen  zwei  wissenschaftlichen  Freunden 
nicht  hineingezogen  werden.  Das  ist  ja  möglich,  aber  jedenfalls  nahm 
er  nicht  Partei  für  Johann  Bernonlli.  Als  der  Artikel  in  den  A.  E. 
von  1704  erschien,  war  de  l'Hospital  soeben  gestorben,,  überdies 
handelte  es  sich  dabei  um  eine  Einzelheit,  welche  Johann  Bernoulli 
ganz  gut  de  l'Hospital  und  anderen  Franzosen  um  1694,  wie  er  es 
behauptet,  mitgetheilt  haben  kann.  Als  die  schärfste  Form  öffent- 
licher Beschuldigung  liegt  die  Fussnote  vou  1742  vor.  Aber  damals 
war  de  l'Hospital  bereits  38  Jahre,  Malebranche,  der  ihn  am  ersten 
hätte  vertheidigen  können,  27  Jahre  todt  und  begraben,  wer  konnte 
die  Widerlegung  übernehmen? 

War  es  ausserdem  luimöglich,  dass  die  Analyse  des  infiuiments 
petits  auf  die  Abhandlung  von  1684  als  erste  Grundlage  sich  stützte? 
Auch  Jakob  Bernoulli  war  es  gelimgeu,  ihr  ohne  weitere  Anleitung 
so  viel  von  der  Differentialrechnung  zu  entnehmen,  dass  er  selbst- 
stäudig  weiter  gelangen  konnte,  und  de  l'Hospital  hatte  zu  seiner 
Belehrung  doch  auch  die  Arbeiten,  welche  nach  1684  in  den  A.  E. 
erschienen  waren. 

Wir  bemerken  weiter,  dass  de  l'Hospital  ausschliesslich  eine 
Differentialrechnung  schrieb.  Auf  eine  Integralrechnung  verzichtete 
er,  weil,  wie  er  in  seiner  Vorrede  sagte,  er  Leibniz  nicht  vorgreifen 
wolle,  der  brieflicher  Mittheilung  zufolge  eine  Integralrechnung  vor- 
bereite. Wir  stellen  nicht  in  Abrede,  dass  Johanns  Lehren  bei  dem 
Verzichte  auf  eine  Integralrechnung  auch  vou  Einfluss  gewesen  sein 
können,  dass  sie  der  Diiferentialrechnung  ebenfalls  zu  gut  kamen, 
aber  de  l'Hospital  äussert  sich  in  dem  gleichen  Sinne.  Wieder  in 
seiner  Vorrede  sagte  er  ausdrücklich,  dass  er  Vieles  den  Brüdern 
Bernoulli  zumal  dem  jüngeren  verdanke;  er  habe  ihre  Entdeckungen 
ebenso  wie  die  Leibnizens  ohne  Umstände  benutzt').  Wir  müssten 
uns  sehr  täuschen,  wenn  das  die  Sprache  eines  Räubers  geistigen 
Eigenthums  wäre. 

Ist  die  Frage,  ob  de  l'Hospital  unredlich  oder  nicht  gehandelt 
habe,  nicht  mit  voller  Gewissheit  zu  behandeln,  so  haben  wir  per- 
sönlich doch  den  Eindruck,  als  gehe  Bernoullis  Anklage  zu  weit, 
als  habe  ihre  Schroffheit  nur  zugenommen  mit  der  Sicherheit,  nicht 
widerlegt  werden  zu  können.  Man  kann  leider  Johann  Bernoulli  so 
viele  Unwahrheiten  nachweisen,  dass  seiner  Ruhmredigkeit  auch  eine 
mehr  zuzutrauen  ist. 


')   Je   me   suis   servi  sans  fa^on  de  leurs   decouvertes  et  de   Celles  de  Mr. 
Leibnis  (sie!). 
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Wir  betonen  einen  letzten  Umstand.  Wo  ist  die  Handschrift 
von  Bernoidlis  imterdrückteu  Vorlesungen')  über  Diiferentialrechnung? 
Hat  er  Sorge  dafür  getragen,  dass  die  Handschrift  der  Integral- 
rechnung erhalten  blieb,  trotzdem  sie  unter  seinem  Namen  gedruckt 
ist,  so  hätte  er  doppelt  für  die  Erhaltung  der  ihm  entwendeten 
Diö'erentialrechnung  sorgen  müssen,  wenn  sie  wirklich  vorhanden  war. 

(iesiehert  bleibt  für  uns  als  einziges  Ergebniss  unserer  Unter- 
suchimg, dass  im  Verkehre  mit  de  THospital  in  Paris  jene  Vor- 
lesungen über  Integralrechnung,  oder  wie  man  sie  nun  nennen  will, 
entstanden,  welche  1742  noch  zu  Lebzeiten  Johaim  BernoulUs  ge- 
druckt ^v^lrden-\  uud  deren  Niederschrift  einen  guten  Theil  der  Zeit 
dos  jimgen  Lehrei's  in  Anspruch  genommen  haben  muss.  Lcctioncs 
mathanatkae  de  mcthodo  inkgralium  alüsque,  mathematische  Vorlesungen 
über  die  Methode  der  Integrale  und  Andei'es  ist  die  Ueberschrift. 
Eine  Integralrechnung  in  dem  Sinne,  welcher  heute  mit  dem  Worte 
verbunden  zu  werden  pflegt,  ist  es  nicht.  Von  Integrationen  selbst 
sind  nur  wenige  vorhanden,  welche  ihi-eu  Ursprung  in  der  Formel 


axPdx  =  d  {—,—:  a;^  + » ) 


besitzen.     Ihr    entnimmt  Johann  Bernoulli')   auch  das  Integral  von 

—     als     ~  0."  =  30  •  1  =  CO  . 
X  0 

Das    Integral    von  —    kannte    er    so    wenig    wie    das   von 

D  TAI"  ~ 

]  iax  -\-  X- 
— ,  keines  von  beiden  Integralen   besitzt   mau*).     Das  Inte- 

graJ  ihrer  Summe  kennt  mau  dagegen,  es  ist  y2(ix  -\-  x'. 

y2ax  -\-  x^ 

Manchmal  helfen  Substitutionen,  zu  deren  Auffiudmig  ähnliche  Me- 
thoden führen,  wie  sie  bei  der  Auflösung  von  Diophantischen  Glei- 
chungen   im    Gebrauch    seien.     Will    man   z.  B.    das    Integral    von 

— =^=  sich  verschaffen''),  so  befreit  man  sich  von  der  Irrationali- 
ax  —  X- 

tat  des  Ausdruckes  durch  ax  —  x"  ^  — i-.     Dann  ist  nämlich 


X  =  -^r-, — . ,     Vax  —  x'  = 
a-  -{-  m- '      ' 

dx 


Ut- 
ax a-m 


o-  -f-  »«- '      '  m  a-  -\-  m- ' 

2a^mdm  a'dx  2a^dm 


(a«  -f  m=)=  -•     x  Yax  —  a'  »«' 


')  Lcctioncs  in  cdlculum  diffcrentialcm  quae  pracccsscrunt,  quasque  (auior) 
supprimcndas  duxit.  -)  Job.  Bernoulli  Opera  III,  385—558.  ')  Ebenda 
III,  388  lin.  12  v.  a.  *)  Ebenda  III,  389:  neutrius  habetur  integrale.  ')  Ebenda 
III,  393. 
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und  dessen  Integral  ist oder  2  a"  ]/  - — ^ .    Das  Minuszeichen 

ist  bei  der  Rückeinsetzuug  der  .Quadratwurzel  verloren  gegangen. 
Bei  der  Integration  von  Differentialgleicliungen  ist  Johann  Ber- 

uoulli,  dadurch,  dass  er  über  das  Integral  von  -~    irriger    Meinung 
war,  zu  sehr  unbequemen  Umwegen  gezwungen.     Er  will  z.  B. 

axdy  —  ydx  =  0 
iutegriren ').     Er  multijilizirt  die  Gleichung  mit  " — ^-  und  erhält  so 


-^ dn  —  ■^,dx  =  0, 

a 

welches  das  Differential  von  =—  =  &  ist,  wo  h  irgend  eine  Constante') 
bedeutet.     Noch  umständlicher  wird  die  Integration^)  von 

,        ,  3x'  —  2ax>i 

dx  :  du  =  --— s :  W 

^  ix'  —  ay      •' 

oder 

'ix^dy  —  2axydy  =  ^x^y  dx  —  ay^dx. 

Bernoulli  setzt 

y  =  mx,     dy  =  mdx  -\-  xdm 
und  erhält: 

Zx^dm  —  2amxdm  =  ani'dx. 
Er  setzt  weiter 

X  =  imi,     dx  =  mdn  -\-  ndm 
imd  erhält     • 

'dn^dm  —  San  dm  =  am,  du. 

Aber  noch    immer    kann   er  die  Treunung  der  Veränderlichen    nicht 

vollziehen,  denn =  -r. wäre  für  ihn   genau   ebenso   räthsel- 

'  am  n-  —  an  ° 

haft  wie  die  ursprüngliche  Differentialgleichung.     Erst  muss  er  oben 

n=  —  ,dn= 5—  einsetzen,    um    'iadm  —  ordm  =  —  mdr   zu 

erhalten,    dann    r  —  a  =  t    mit    dr  =  dt,    damit   die  Gleichung    in 
Stdm  =  mdt  üljcrgehe,   und  jetzt  erst  liefert  die  Multiplikation   mit 

--,    ihm  die  Gleichung 


^^  =  0         oder^l-VO' 


welche  er  zu  m^  =  ht  integriren  kann.     Setzt  er  rückwärts  die  Werthe 

a*  X  1/ 

t  =  r  —  « ,     >•  =  — ,     n  =  —,     m  =  — 
>  n  '  m  '  X 

ein,  so  kommt  endlich  2/^  +  hax^  =  a'lyx  heraus.     Er  wünscht  aber 

')  Joh.  Bernoulli  Opera  111,  410.     -')  =  quantitati  constanti  h.     '')  Ebenda 
111,  422—42;!. 
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eine  iii  alleu  Glieileni  gleiche  Dimeusiou')  imil  wählt  deshalb  die  will- 
kürliche Coustaute   &  =  -  •     Danu  ist  die  Gleichling  y'^  -\-  x^  ^  axij 

getimdeu.  Wir  haben  den  ganzen  l!ang  der  Rechnung  wiedergegeben, 
damit  der  Leser  um  so  bereitwilliger  uns  die  Ausführung  anderer 
Beispiele  erlasse,  um  so  mehr  solcher,  iu  welchen  auch  zweite  Diffe- 
rentiale vorkommen. 

Johann  Beruoulli  geht  dann  auf  die  Lehre  vom  Krümmungs- 
halbmesser und  von  den  Evoluten  ein  und  zeigt  den  engen  Zusammen- 
hann   dieser  Lehre  mit  der  von  der  Rectificatiou-i,    der    daraus  her- 


vorgehe, dass  Ydx-  +  dy^,  welches  nichts  anderes  als  ch  sei,  in  der 
Gleichung  für  den  Krümmungshalbmesser  erscheine.  Auch  alle  die 
halb  der  Geometrie  halb  der  Physik  angehijrenden  Aufgaben  der  da- 
maligen Zeit:  die  Brennlinien,  die  Segelcurve,  die  Kettenlinie,  letztere 
auch  unter  der  Annahme,  dass  die  Kette  an  verschiedeneu  Stelleu 
verschieden  dick  sei  u.  s.  w.,  finden  die  ausführlichste  Behandlung 
und  machen  die  Zusammenstellung  noch  heute  lesenswerth,  wenn  wir 
auch  wiederholen  dürfen,  eiue  Integralrechnung  ist  sie  nicht. 

Am  Schlüsse  des  Jahres  1602  kehrte  Johann  BernouUi  nach 
Basel  zurück,  um  dort  seine  medizinischen  Studien  zu  beendigen,  aber 
der  Mathematik  war  er  deshalb  doch  nicht  ivugetreu.  Im  Journal 
des  S9avans  wie  in  den  A.  E.  erschienen  kleinere  und  grössere  Auf- 
sätze, die  Doetordissertation  über  die  Muskelbewegung')  brachte  An- 
wendungen der  Differentialrechnimg  auf  anatomisch-physiologische 
Fragen,  seit  December  1693  eröffnete  sich  ein  Briefwechsel  mit 
Leibniz,  der  voll  der  bedeutsamsten  Mittheilungen  beider  Gelehrten 
ist.  Johann  BernouUi  war  noch  selbst  dafür  besorgt,  dass  dieser 
Briefwechsel  1 745  gedi-uckt  wurde,  und  nur  persönliche  Bemerkungen, 
vertraulich  ausgesprochene,  unbewiesene,  mitunter  wohl  auch  unbe- 
weisbare Anklagen  gegen  Diesen  imd  Jenen  blieben  weg*). 

Von  den  VeröffeutUchungeu  erwähnen  wir  einen  kurzen  Aufsatz 
über  die  Construction  der  Differentialgleichungen  ersten  Grades')  — 
lyrimi  gradus,  gemeint  sind  aber  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  —  im  Xovemberhefte  169-4  der  A.  E.  Dort  kommt 
der  Ausdruck  der  Trennung  der  Veränderlichen^)  vor,  welcher 
der  Wissenschaft  verblieben  ist,  den  Johann  BernouUi  auch  schon 
am  9.  Mai  1694  iu  einem  Briefe  an  Leibniz  gebraucht  hatte').     In 


')  «i  aequatio  uhiqtu:  aequdles  dimensiones  habeat.  ')Joh.   BernouUi 

Opera  III,  444.  '3)  Ebenda  I,  93—118.  ■*)  Der  volle  Inhalt  wurde  aus  Leib- 
nizens  brieflichem  Nachlasse  durch  C.  J.  Gerhardt  1855  wiederhei'gestellt. 
*)  Job.  BernouUi  O^xja  I,  123— 125.  '^)  separatio  ituhterminatarum.  ')  Leib- 
niz III,  139. 
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deruselbeii  Jahrgänge  der  A.  E.  findet  sicli  Ailditamcntnm  cß'cdiunis 
quadratnrancm  li  rcclificatioiinm  per  scricm  quanilam  [jenoalissiniam '), 
welche  anschliesseud  au  die  Leibnizische  Integration  mittels  Reihen 
von  1603  (S.  206)  eine  Reihenentwicklung  ganz  anderer  Art  und 
durchaus  neuer  Entstehungsweise  liefert.  Sei  nch  das  Differential 
einer  Fläche,  wobei  n  irgendwie  aus  Veränderlichen  und  Constanten 
zusammengesetzt  ist.     Die  Identität 

nas  =  nds  4-  sau  —  zdn  —  - — ^ — r-  +  -. — s — r 
'  1  ■  2  ■  dz    ^    1  ■  2  ■  dz 

I  z'd^n  z^d^n 

"T"  1  ■  2  ■  3  ■  dz'         1  ■  2  ■  3  ■  dz' 

liegt  auf  der  Hand  und  ebenso  deren  Fortsetzbarkeit  durch  belielng 
viele  Paare  von  gleichlautenden  positiven  imd  negativen  Gliedei-n,  in 
welchen  bald  das  positive  bald  das  negative  Glied  voraussteht.  Ber- 
noulli  bedient  sich  allerdings  noch  nicht  der  Zahlenzeiger  für  die 
höheren  Differentialien,  sondern  des  wiederholt  geschriebeneu  Buch- 
staben d,  der  bis  zu  viermaliger  Schreibung •  (in  ddddz)  in  dem  Auf-' 
satze  vorkommt.  Sind  die  Gliederpaare  so  geordnet,  wie  wir  es  er- 
klärten, so  finden  sich  in  der  den  Ausgangspunkt  bildenden  Identität 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  erst  zwei  positive,  dann  zwei  negative 
Glieder,  dann  wieder  zwei  positive  u.  s.  w.  in  gleichmässiger  Wieder- 
kehr des  Zeichenwechsels.  Jedes  dieser  Gliederpaare,  die  aber  augen- 
scheiidich  von  dem,  was  oben  Gliederpaar  genannt  wurde,  verschieden 
sind,  bildet  ein  vollständiges  Differential 

1  ■  2  •  ■  •  Xd:^—'^         l  ■  2  ■  ■  ■  X{X  -\-  \)Js^  \1  •  2  ■  •  •  J(X  -f  \)dz'-) 

Mau  kann  daher  die  unendlich  gedachte  Reihe  integriren  und  erhält: 

T-   ,              ,                         z^    dn    ,         z^       d'^n 
Integr.  nds  =  nz  —^^  —  J^  Y^YTl  T? " 

Es  ist  fast  überflüssig  darauf  hinzuweisen,  däss  Johann  Bernoulli 
hier  gleichwie  in  den  frühereu  Aufsätzen  ein  eigentliches  Integral- 
zeichen noch  entbehrt,  und,  was  allerdings  von  ungleich  höherer 
Wichtigkeit  ist,  dass  er  die  Reihe  ohne  jedes  Bedenken  ins  Unend- 
liche fortsetzte.  Ob  sie  gegen  einen  bestimmten  .Werth  convergire, 
macht  ihm  genau  so  wenig  Sorgen  als  der  Umstand,  dass  wegen  der 
vorerwähnten  Verschiedenheit  der  die  Identität  fortsetzenden  und  der 
bei  der  Integration  zusammengefassten  Gliederpaare  stets  ein  unpaares 
Glied  überschiesst,  das  bei  der  Integration  unberücksichtigt  blieb. 
Etwas  hat  aber  Johann  Bernoulli  seit  seiner  Pariser  Zeit  hinzugelernt, 
vielleicht  durch  einen  Brief  von  Leibniz'-)  vom  Juni  1694,  das  Diffe- 


')  Job.  Bernoulli    O^cra  I,  1-25— 128.      -)  Leibniz  HI,  141. 
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rential  eines  Logarithmus.  Ist,  sagt  er,  um  ein  Beispiel  seiner 
Methode    zu    biUlen,   y  =  a  log  {a  -{-  z)  =  a  log  r,    so    ist   thj  =  — ^ 

oder   wesjen  dr  =  ilz  auch  ihi  =  — r— •     Hier  ist  demnach 

°  •'         a  -\-  z  • 

n  =  -^  .  imd  a  log  [a  +  z)  =  ^  +  ^(^y,  +  ^^^.  +  "  "  ' 

eine  ganz  andere  Entwicklung  als  diejenige  logarithmische  Reihe, 
welche  man  bis  dahin  kannte. 

Die  Mängel  in  der  Bezeichnung,  welche  wir  erwähnten,  ver- 
schwanden^  1695  und  1696.     Im  letzteren  Jahre  einigten  sich  Leibniz 

und  Johann  Bernoulli  brieflich')  über  die  Benutzung  des  Zeichens  /  . 
Der  Brief  Leibnizens  vom  October  1695  aber,  in  welchem  die  Zahlen- 
zeiger höherer  Differentiation  vorkommen'),  ist  allzuwichtig,  als  dass 
wir  nicht  einen  Augenblick  bei  ihm  verweilten. 

Die  Differenzen,  sagt  dort  Leibniz,  sind  den  Potenzen 
vergleichbar').     Wie 

{x  +  yY  =  x-^f  +  y  a,--!»/'  +  '"^'l~^\'^-'-y-  +  ■■■, 

so,  kann  man  schliessen,  wird  auch 

d^{xy)  =  d'"x  ■d°y  +  ~  d"-^x  ■  dhj  +  "'^'"  ~  ^^Z'"-^^:  -d'-y  -] 

sein.     Man    kann    auch  das  Differentiationszeicheu    in   das    der   lute- 

gration  verwandeln  und  die  Gleichung  d'"  ==  /  aufstellen,  wenn 
)j  =  —  in  ist.     So  entsteht 

f\K.y)  =  r~'.d^y  -  If^d^y  +  "-^^f^^^T^y  -  •  ■  - 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  der  Poteuzirung  einer  Summe  und 
der  Differeu^irung  eines  Produktes  hat  Leibniz  erst  mehrere  Jahre 
später  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie  ^)  dem  Drucke 
übergeben,  den  Vergleich  der  Integration  mit  einer  negativ  iudicirten 
Differentiation  liess  er  aber  weg.  In  dem  Briefwechsel  allein  blieben 
auch  Gedanken  über  Differentiation  mit  gebrochenem  Ludex 
erhalten,  welche  Leibniz  hegte*). 

Und  wieder  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Johami 
Bernoulli  wurde  von  ersterem  der  Keim  eines  Verfahrens  niedergelegt, 
welches  eines  der  bedeutsamsten  der  ganzen  Analysis  geworden  ist. 
Leibniz  hatte  1692  die  Möglichkeit  eingesehen,  eine  Curvengleichmiac 
nach   einem  in  ihr    auftretenden  Parameter  zu    differenziren  (S.  204). 


•)  Leibniz  III,  262  und  272.       *)  Ebenda  IN,  221.       -)  PoUntiis  analogae 
sunt  differetaiae.     ■•)  Leibniz  V,  377— 382.     •')  Ebenda  III,  228. 
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Er  hatte  1694  an  einem  bestimmten  Beispiele  die  Ausführung  des 
Verfahrens  gezeigt  (S.  208).  Im  August  1697  giug  er  den  grossen 
Schritt  weiter,  auch  dann  nach  einem  Parameter  zu  düFerenziren '), 
wenn  derselbe  innerhalb  eines  Integrals  vorkommt.  Differentiare  de 
curia  in  curvam,  Diüereutialübergaug  von  einer  Curve  zur  anderen 
nannten  das  die  beiden  Freunde,  und  Johann  Bernoulli  weiss  seiner 
Bewtmderung  keinen  besseren  Ausdruck  zu  geben,  als  indem  er  sich 
entrüstet,  dass  der  Geist  Leibnizens  ihn  höher  geführt  habe,  als  er 
vorzudringen  im  Stande  gewesen  sei. 

Was  die  Darstellung  einzelner  Integrale  betrifft,  so  war  Leibniz 
seit  December  1696  im  Besitze  der  Formel-) 

^^^(log  (1 + ^)v = ^r^^v^ä.  -ß^^^^d., 

welche  zwar  schon  aus  der  Kegel  für  die  Differentiation  eines  Pro- 
duktes hervorgeht,  aber  immerhin  hergeleitet  werden  musste. 

Man  glaube  indessen  ja  nicht,  in  dem  Briefwechsel  zwischen 
Leibniz  und  Johann  Bernoulli  sei  ersterer  immer  der  Geber  gewesen. 
Im  Juni  1695  erwähnt  Johann  Bernoulli '')  eüien  Gegenstand,  über 
den  er  jüngst*)  mit  de  l'Hospital  Briefe  gewechselt  habe.  Curveu 
mit  Rückkehrpunkten^)  seien  vorhanden,  wie  die  semicubische 
Parabel,  wo  ein  grösster  oder  kleinster  Werth  eintrete,  während  das 
Differential  unendlich  gross  werde.  In  jenem  Briefwechsel  .seien  sie 
auch  zur  Ueberzeugung  gekommen,  dass  es  Wendepunkte  von 
Curven  gebe,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  nicht 
oo  sondern  0  sei;  einen  dritten  endlichen  Werth  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser in  einem  Wendepunkte  gebe  es  allerdings  nicht. 
Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Kapitel  zurück. 

Im  August  1697  spricht  Johann  Bernoulli  von  der  Aufgabe"), 
eine  Cmwe  zu  finden,  welche  gegebene  Curven  unter  gegebenem,  im- 
veränderlichem  oder  nach  einem  bestinnnten  Gesetze  veränderlichem 
Winkel  schneide.  Ein  Jahr  später')  gibt  er  der  gesuchten  Curve 
den  Namen  der  Trajectorie,  und  damit  ist  der  Lifiuitesimalgeometrie 
eiu  neues  schwieriges  Kapitel  eingefügt,  an  dessen  Bearbeitung  zahl- 
reiche Kräfte  ersten  Ranges  sich  versuchten. 

Noch  bedeutsamer  ist  ein  Gegenstand,  den  Johann  Bernoulli 
bereits  1694  in  den  Briefwechsel  warf*).  Er  meinte,  mau  könne  von 
percurrenten  Curven  sprechen.  Der  Gipfel  der  Geometrie,  sagt 
er,  wäre  es,  wenn  die  transcendenten  Curven  auf  percurrente  zurück- 

• 

»)  Leibniz  III,  453  und  4G2.  -)  Ebenda  III,  351.  =)  Ebenda  III,  185. 
*)  non  ita  pridem.  ^)  points  de  rebroussement.  °)  Leibuiz  III,  464.  ')  Ebenda 
111,  539  und  Job.  Bernoulli  Opera  I,  266.  ")  Leibniz  III,  139,  2Ö1,  323 
und  öfter. 
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geführt  werden  kömiteii,  d.  b.  auf  solche,  deren  Gleichungen  Glieder 
iu  sich  schliesseu,  welche  zu  unbestimmten  Abmessungen  aufsteigen'). 
Der  Name  der  percurrenten  Grössen  ist  freilich  aus  der  Mathematik 
verschwunden;  Johann  Bernoulli  selbst  hat  ihn  gegen  den  von  Leibniz 
vorgeschlagenen  Namen  der  Exponentialgrössen  vertauscht,  aber 
er  hat  im  Märzheft  1697  der  A.  E.  die  Gruiidzüge  der  Rechnung 
mit  den  Exponentialgrössen  für  alle  Zeiten  festgestellt-).  In  der 
dort  mitgetheilteu  Formel 

d^m")  =  m"  log  m  dn  +  nm"~^dm 

besass  Bernoulli  allerdings  einen  Vorgänger  in  Leibniz,  der  dieselbe 
schon  im  Jahrgange  1095  der  A.  E.  abgeleitet  hatte').  Ein  wesent- 
liches Versiunlichungsmittel  bildet  bei  allen  diesen  Untersuchungen 
die  logarithmische  Curve  von  der  Gleichung  i/  =  \ogx.  Wer 
diese  zuerst  betrachtete,  wissen  wir  nicht  zu  sagen.  Huygens  gab 
ihr  in  seiner  Abhandlung  De  la  cause  de  la  pesanteur  den  Namen, 
fügte  aber  hinzu,  die  Curve  sei  schon  von  Anderen  beachtet  worden. 
Wir  würden  nicht  einen  Theil  eines  Kapitels,  wir  würden  mehrere 
Kapitel  verwenden  müssen,  wollten  wir  Alles  angeben,  was  iu  Johann 
Bcruoullis  frühen  Aufsätzen  oder  in  seinem  Briefwechsel  mit  Leibniz 
au  Wissenswürdigem  euthalteu  ist.  Wir  erwähnen  aus  der  Fülle 
hier  nur  noch  einen  einzigen  im  Märzhefte  1697  der  A.  E.  mitent- 
haltenen Aufsatz^),  in  welchem  unter  anderem  eine  Differentialglei- 
chung integrirt  ist,  welche  nicht  selten  die  Bernoullische  Diffe- 
rentialgleichung genannt  wird.  Jakob  Bernoulli  hatte  sie  im 
Decemberhefte  1695  der  A.  E.  in  der  Gestalt 
ady  =  ypdx  -\-  hißqdx 
zur  Bearbeitung  vorgelegt  und  dabei  bestimmt,  a  und  h  sollten  Con- 
stante  bedeuten,  p  und  q  irgendwie  von  x  abhängen  ohne  y  zu  ent- 
liaheu.  Johann  Bernoulli  trat  an  die  Aufgabe  so  heran,  dass  fr  y 
als  Produkt  zweier  Variabebi  auffasste,  d.  h. 

y  =  mz,     dy  =  mdz  -f  zdm 
setzte.     So  erhielt  er 

amdz  -\-  azdm  =  mzpdx  +  hm''z''qdx. 

Nun  waren  aber  m  und  z  beide  unhekaunt,  und  es  schien  gestattet 
zur  Bestimmung  einer  dieser  Grössen  eine  Bedingungsgleichung  ein- 
zuführen.    Johann   Bemoulli    wählte    dazu   amdz  =  mzpdx,   welche 

auch  -^  ^  pdx  geschrieben  werden  konnte,  und  aus  ihr  ergibt  sich 


')  terntinis  ad  dimensiones  indeterminatas  ascendentibus.      -)  Job.  Bernoul  1  i 
Opera  I,  IT'J— 187.     ")  Leibniz  V,  325.      ')  Joh.  Bernoulli  Optra  I,  175—176. 
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Z  iu  seiner  Abliäugigkeit  vou  x,  etwa  z  =  %.  Nun  blieb  von  der 
früher  viergliedrigeu  Differentialgleicliuug  nur  noch 

azdm  =  hm"s"qdx  oder  =  hs''—^qdx, 

und  hieraus  ergibt  sich  m  in  seiner  Abhängigkeit  von  x,  etwa  in  =  X, 
worauf  y  ='E,uL  sich  anschUesst.  Es  ist  sehr  gleichgiltig,  ob  Johann 
BeruouUi  diese  Integration  wirklich,  wie  er  behauptet,  in  einer  halben 
Viertelstunde  gefunden  hat  oder  nicht.  Jedenfalls  hat  er  die  Methode 
dabei  erfunden,  eine  Variable  durch  das  Produkt  zweier  Va- 
riablen zu  ersetzen,  welche  bei  der  Behandlung  der  linearen 
Diiferentialgleichung  erster  Ordnung  beibehalten  worden  ist. 

Wir  verlassen  hiermit  die  Arbeiten,  durch  welche  noch  im 
XVII.  Jahrb.  die  beiden  Brüder  Bernoulli  sich  auszeichneten  ohne 
iu  Zwiespalt  mit  einander  zu  gerathen.  Die  Geschichte  ihres  grossen 
Streites  fordert  ein  besonderes  Verweilen. 


92.  Kapitel. 

Streit  der  Brüder  Bernonlli.  De  l'Hospital.  Newtons  Briefe  Aon  1693. 

Leibnizens  Gegner. 

Wir  erinnern  uns  (S.  85),  dass  Johann  Bernoulli  1695  eijiem 
Rufe  nach  Groeningen  Folge  leistete.  Es  war,  als  wenn  diese  Be- 
rufung eine  Feindschaft  entfesselt  hätte,  deren  wahre  Gründe  kaum 
zu  ermitteln  sein  dürften,  deren  Folge  aber  eine  Reihe  von  öffentlich 
ausgetragenen  Streitigkeiten  bildete,  deren  Erzählung  man  am  liebsten 
auswiche,  wenn  nicht  neben  der  hässlichen  Form  ein  hochbedeutender 
Inhalt  ausführlichen  Bericht  forderte^). 

Die  Eröffnung  der  Feindseligkeiten  verschuldete  Jakob  Bernoulli 
durch  einen  Aufsatz  im  Decemberhefte  1695  der  A.  E.,  in  welchem 
sich  Johann  au  mehreren  Stellen  zum  mindesten  gereizt  fühlen 
konnte^),  denselben  Aufsatz,  iu  welchem  am  Schlüsse  die  Bernoullische 
Differentialgleichung  aufgegeben  war,  von  deren  Integration  wir  ge- 
sprochen haben.  Zunächst  ist  die  Rede  vom  Krümmungshalbmesser, 
von  welchem  ausser  Jakob  Bernoulli  fast  ausschliesslich  solclie  Leute 
etwas  wüssten,  denen  der  Bruder  dieses  mitgetheilt  habe").  Nach 
diesem  ersten  Stiche  kommt  ein  zweiter  emj^fiudlicherer,  es  war  die 
Antwort  auf  Johanns  1692  an  den  Tag  gelegte  Ueberhebmig  (S.  212). 


')  Giesel,  Geschichte  der  VariationsrechnuDg  I.  Theil  (Torgauer  Gymiiasial- 
programm  für  1857).  ")  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  639 — üG.'i.  ^)  (jiüliiiscum 
frater  noslra  communkarerat. 
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Er  selbst  habe  Johann  die  Differentialgleichung  der  Segelcurve  zu- 
geschickt, er  sei  so  wenig  au  der  Integration  derselben  verzweifelt, 
wie  Johann  im  April  1692  im  Jourual  des  S9avaus  sich  ausdrückte, 
dass  er  vielmelir  einen  Monat  vorher  im  März  die  volle  Aiiflösuug 
nach  Leipzig  habe  abgehen  lassen.  Später  habe  Johann  die  eigene 
Auflösung  verbessern  und  eiue  andere  von  de  l'Hospital  beifügen 
wollen,  aber  es  seien  noch  immer  Irrthümer  darin  geblieben.  Der 
giftigste  Stich  war  ein  dritter.  Johann  habe  im  Octoberhefte  1694 
der  A.  E.  über  die  Isochrone  geschrieben.  Darüber  sei  nicht  viel 
zu  bemerken.  Er  habe,  wie  man  zu  sagen  pflege,  nach  dem  Früh- 
stück Eier  aufgetragen')  und  nichts  mitgetheilt,  was  nicht  einfacher 
in  Jakobs  Aufsatze  im  vorangehenden  Septemberhefte  gestanden  habe. 
Man  kann  ja,  wie  wir  es  andeuteten,  diese  verschiedenen  kleinen 
Bosheiten  als  die  Antwort  auf  die  vierthalb  Jahre  früher  begangene 
Taktlosigkeit  Johanns  betrachten;  allein  unter  Brüdern,  welche  in- 
zwischen in  persönlichem  Umgänge  sich  auszusprechen  volle  Gelegen- 
heit gehabt  hatten,  war  es  gehässig,  jetzt  erst  und  so  zu  antworten. 
Es  müssen  hier  Dinge  gespielt  haben,  von  welchen  wir  nichts  wissen. 
Johann  schwieg  öffentlich  und  äusserte  nur  gegen  Leibniz  seine 
Empfindungen  über  die  ihm  widerfahrene  Kränkung  mit  der  aller- 
dings erfolglosen  Bitte,  Leibniz  möge  doch  gelegentlich  erklären, 
was  er  von  jedem  der  beiden  Brüder  halte  ^).  Im  Juni  1696  brachten 
dann  die  A.  E.  eine  von  Johann  gestellte  Aufgabe,  zu  deren  Auf- 
lösung innerhalb  des  laufenden  Jahres  die  Mathematiker  aufgefordert 
wurden.  Man  solle  den  Weg  bestimmen,  auf  welchem  ein  bewegter 
Punkt  von  einem  Orte  Ä  zu  einem  in  derselben  Vertikalebene  tiefer 
liegenden  Orte  B  in  der  kürzesten  Zeit  gelange;  die  grade  Linie  AB 
sei  es  nicht,  vielmehr  eine  den  Geometern  wohlbekannte  Curve.  Das 
Decemberheft  der  A.  E.  verlängerte  die  gestellte  Frist  bis  Ostern 
1697,  und  das  Maiheft  1697  brachte  die  Auflösung  durch  Jakob^), 
ihr  vorausgedruckt  aber  die  Auflösung  "durch  Johann^)  selbst,  der 
hier  zum  ersten  Male  den  Namen  der  Brachistochrone  für  die 
gesuchte  Qurve  einführte. 

•  Auch  von  Leibniz  erschien  damals  eine  Notiz'').  Er  hatte 
allerdings  bereits  viel  früher,  nämlich  sofort  im  Juni  1696,  die  Auf- 
gabe gelöst  und  seine  Auseinandersetzung  brieflich  an  Johann  ein- 
gesandt, wogegen  ihm  dieser  gleichfalls  brieflich  seine  Methode  zu- 
schickte").    Schon  in  diesem  Briefe  war  von  einem  Namen  für  die 


')  Nobis  hie  oca,  quod  aiunt,  post  prandium  apponit.     '')  Leibniz  III,  209. 
=)  Jac.  Bernoulli   Opera  U,  7G8-778.       ■")  Job.  Bernoulli  Opera  I,  187—193. 
>■)  Leibniz  V,  331—336.     ")  Ebenda  IK,  288,  290-295,  298,  302—309. 
Cantob,  Gcschiclite  der  Mathematik.    III  lö 
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Curve  die  Rede.  Leibniz  schkxg  Tacliystoptota  vor,  fand  aber  selbst 
alsdann  den  Gegenvorschlag  Brachistochrone  besser.  In  dem  ge- 
druckten Aufsatze  der  A.  E.  begnügte  sich  Leibniz  mit  der  Bemer- 
kung, das  Brachistochrouenproblem,  welches  er  ganz  ähnlich  wie 
die  Brüder  BernouUi  behandelt  habe,  weshalb  seine  Auflösung  hier 
wegbleibe,  sei  so  recht  geeignet,  die  Vorzüge  der  Differentialrechnung 
erkennen  zu  lassen.  In  ihr  seien  die  drei  Mathematiker  bewandert, 
von  welchen  jetzt  Auflösungen  vorhanden  seien.  Ausser  diesen  seien 
es  aber  nur  wenige,  denen  zuzutrauen  gewesen,  dass  sie  dem  Gegen- 
stande gewachsen  sein  würden.  Er  habe  an  den  Marquis  de  l'Ho- 
spital  gedacht,  ausserdem  an  Huygens,  wenn  er  noch  lebte,  Hudde, 
wenn  er  von  solchen  Untersuchungen  sich  nicht  längst  zurückgezogen 
hätte,  Newton,  wenn  er  sich  die  Mühe  gegeben  hätte');  das  seien 
die  Männer  dazu  gewesen.' 

Von  Newton  ist  auch  in  der  That  ein  Brief  im  Januarhefte  der 
P.  T.,  dann  in  den  A.  E.  veröffentlicht"),  der  aber  nur  die  beweislos 
ausgesprochene  Behauptung  enthält,  die  gesuchte  Curve  sei  eine  Cy- 
cloide.  Aehulieh  war  es  mit  einer  Auflösung  von  de  l'Hosjiital,  in 
Bezug  auf  welche  nur  zu  bemerken  ist,  dass  er  die  Aufgabe  in 
einen  eigenthümlichen  Zusammenhang  mit  der  der  Kettenlinie  zu 
bringen  wusste^). 

Jakob  hat  allein  den  Grundgedanken  deutlich  ausgesprochen, 
von  welchem  die  Auffindung  der  Curve  des  kürzesten  Falles  und  so 
mancher  anderen  abhängt,  und  deshalb  verdient  sein  Aufsatz  mehr 
als  die  anderen,  dass  man  darüber  berichte.  Jener  Grundgedanke 
besteht  darin,  dass  eine  Curve,  welche  als  Ganzes  ein  Maxi- 
mum   oder    Minimum     darstellt,     auch     in     ihren     noch     so 

kleinen  Theilen  die  gleicheEigen- 
schaft  besitzen  muss.  Auf  die 
Aufgabe  der  Brachistochrone  angewandt, 
heisst  dieses,  dass,  wenn  (Figur  41) 
ACMGDB  die  Brachistochrone  ist, 
ein  unendlich  kleines  Stück  CMGD 
derselben  in  kürzerer  Zeit  durchfallen 
werden  muss,  als  das  Curveustückchen 
einer  anderen  Curve,  welche  in  end- 
licher Entfernung  von  der  ersteren 
gleichfalls  von  C  nach  7)  verläuft.  Die  übrigen  Bestandtheile  der 
Figur   sind  die  Horizontale  AH  mit  ihren  Parallelen  EI  und  FD, 


Fig.    41. 


')  si  opcram  hanc  in  se  recipei-ct. 
Bernoulli    Opera  I,  199—200. 


-)  (iimKcula  Netvtoni  I,  289.        ^)  Joh. 
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senkrecht  dazu  HF  xind  /D;  E  liegt  in  der  Mitte  zwischen  C  und 
F.  Die  LM  und  NG  sind  Kreisbögen,  welche  von  C  und  D  als 
Mittelpunkten  aus  mit  GL  und  DG  als  Halbmesser  beschrieben  sind. 
Wenn  die  Curve  CLSD  der  CMGD  unendlich  nahe  gedacht  ist,  so 
moss  LG  gegen  EG  unendlich  klein  sein.  Nennt  man  nun  die  auf 
einen  Weg  verwandte  Zeit  f,  mit  nachfolgender  Angabe  des  Weges, 
also  beispielweise  tCG,  so  wird  wegen  der  vmendüchen  Xlihe  der 
beiden  von  C  nach  D  führenden  Wege,  und  nur  unter  dieser  Bedin- 
gung, tCG  +  tGD  =  tCL  +  tLD  sein  und 

1.    tCG  -tCL  =  tLD  —  tGD. 

Während  so  imendlich  kleiner  Zeiträume  als  diejenigen  sind,  um  die 
es  sich  handelt,  ist  jede  Bewegung  gleichförmig,  imd  dann  verhalten 
sich  die  Räume  wie  die  Zeiten,  in  welchen  sie  durchlaufen  werden, 
also  CE:CG  =  tCE :  tCG,  CE :  CL  =  tCE :  tCL  und 

CE :  {CG  -  CL)  =  tCE :  {tCG  —  tCL) 
oder  wegen  CL  =  CM  und  CG  —  CL  =  CG—  CM  =  MG  auch 
2.     CE:MG  =  tCE  -.{tCG  -  tCL). 

Weil  das  bei  E  rechtwinklige  Dreieck  CEG  dem  bei  31  rechtwink- 
ligen LMG  ähnlich  ist,  muss 

3.     MG  :  GL  =  EG:CG 

sein,  und  Multiplikation  von  2.  und  3.  liefert 

4.     CE:GL  =  EGtCE:CG(tCG  —  tCL). 

Eine    abermalige  Anwendung  des  Satzes  von  der   gleiehmässigen  Be- 
wegung liefert  EF:LD  =  fEF:tLD, 
EF:GD  =  tEF:tGD,    EF:(LD  -  DG)  =  tEF :  {tLD  —  tGD) 

oder  wegen  GD  =  ND,  LD  —  GD  =  LD  —  ND  =^  LK  und 
EF  =  FC  auch 

5.     EC:LX=tEF:{tLD-tGD). 
Auch  die  Dreiecke  LXG,  GID  sind  einander  ähnlich  und  deshalb 

G.     LN-.LG^GI.GD. 
Die  Multi2ilikation  von  5.  und  6.  liefert: 

7.     CE:GL  =  GIiEF:GD{tLD  —  tGD). 
Die  Proportionen  4.  und  7.  führen  zur  Folgerung 

EG  ■  tCE :  GC{tCG  —  tCL)  =  GltEF:  GD{tLD  —  tGD) 
beziehungsweise  zu 

EG  ■  tCE:  Gl-  tEF=^  GCQCG  -  iCL)  :  GD{tLD  —  tGD) 

lü* 
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und  unter  Berücksichtigung  von  1.  zu 

8.     EGtCE:GI-tEF=GC:CrD. 

Weiter  verhalten  sich  beim  freien  Fall  die  Zeiten,  in  welchen  gleiche 
RäuDie  zurückgelegt  werden,  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  der 
überhaupt  schon  zurückgelegten  Räume,  also 

ync  yuE 

und  deshalb  ist 

9.  ■  EG-tCE:GItEF=   -^'^       ^^ 


ync  yHE 

Jetzt  zieht  endlich  8.  und  9.  die  Folgerung  nach  sich: 
^:^  =  CG:GB 

ync  yHE 

oder  die  Curvenelemente    stehen  in   einem  Verhältnisse,    welches  zu- 
sammengesetzt ist  aus  dem  der  Abscissenelemente  und  dem  der  reei- 

proken  Quadratwurzel  der  Ordinate:  —iz  =  ^^,  wobei  y2r  den  Pro- 

Vy     y^r 

portionalitätsfactor    darstellt.     Diese  Differentialgleichung    geht    aber 
leicht  in  dx  =  dy  y  - — ^—  über,  und/das  ist  die  Differentialgleich img 

der  Cycloide,  deren  erzeugender  Krpis  den  Halbmesser  »••  besitzt. 

Der  Beantwortung  der  gestellten  Frage  fügte  Jakob  Bernoulli 
sofort  seinerseits  eine  neue  Frage  hinzu,  welche  in  der  Geschichte 
der  Mathematik  den  Namen  der  isoperimetrischen  Aufgabe  er- 
halten hat,  weil  es  sich  darum  handelte,  gemäss  bestimmter  Bedin- 
gungen eine  Curve  auszuwählen,  deren  Umfang  zwischen  zwei  festen 
Punkten  gegeben  sei,  welches  letztere  Verlangen  naturgemäss  durch 
unendlich  viele  Curven  erfüllt  werden  kann.  Die  Aufgabe  selbst 
hatte  in  deutscher  Uebersetzung  folgenden  Wortlaut'):  „Unter  allen 
zwischen  zwei  festen  Punkten  gelegenen  isoperimetrischen  Curven 
diejenige  zu  finden,  welche  bewirkt,  dass  der  von  einer  anderen  Curve, 
deren  jede  Ordinate  ein  gewisses  Vielfache  oder  Untervielfache  der 
derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinate  oder  des  entsprechenden 
Bogens  der  zu  suchenden  Curve  ist,  ferner  den  Ordinaten  ihrer  End- 
punkte und  dem  zwischen  diesen  gelegenen  Theile  der  Abscissenaxe 
eingeschlossene  Flächenraum  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei." 
Eine  zweite  Aufgabe  verlangte  diejenige  Cycloide  zu  finden,  deren 
Basis  gegeben  und  längs  deren  ein  fallender  Körper  in  der  kürzesten 
Zeit  an  eine  gegebene  Vertikale  gelangte. 

Die  Aufgaben  sollten  eine  Herausforderung  für  Johann  Bernoulli 


')  Jac.  Bornoulli    Opera  II,  775 
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sein,  und  dauiit  niemand  diese  Absicht  missverstelicn  kiume,  sagte 
Jakob  ausdrücklicL,  es  sei  jemand,  für  den  er  selbst  bürge'),  bereit 
dem  Bruder,  falls  er  die  Aufgaben  löse,  50  Imperialen  auszuzahlen; 
nur  müsse  er  imierhalb  dreier  Monate  die  Erklärung  abgeben,  dass 
er  sich  an  die  Aufgaben  macheu  wolle,  und  vor  Ende  des  Jahres 
1697  die  Aufli>suug  auf  Quadraturen  zurückgefülirt  einreichen. 

Da  die  Herausforderung  im  Mai  1697  gedruckt  erschien,  so  war, 
wenn  man  die  Verzögerungen  der  Versendung  in  Anrechnung  bringt, 
ein  volles  halbes  Jahr  Zeit  gegeben.  Statt  dessen  nahm  Johann, 
wie  er  in  einem  Briefe")  sagte,  der,  wiewohl  er  von  einer  Figur  be- 
gleitet war,  die  doch  erst  der  Herstellimg  bedurfte,  schon  im  Juni- 
hefte der  Histoirc  des  ouvrages  des  Savans  gedruckt  erschien,  nur  drei 
Minuten  in  Anspruch,  um  die  Aufgaben  anzusehen,  sich  dai'an  zu 
macheu  und  das  ganze  Geheimniss  zu  ergründen.  Er  habe  seine 
Erörterungen  bereits  schriftlich  an  Leibniz  gelangen  lassen,  und  er 
schlage  vor,  diesem  grossen  Mathematiker  die  Entscheidung  zu  über- 
lassen, ob  die  Aufgaben  durch  ihn  richtig  gelöst  seien,  dann  kiinne 
der  Herr,  welcher  die  50  Imperialen  als  Preis  ausgesetzt  habe,  damit 
herausrücken;  sie  sollten  den  Armen  zu  Gute  kommen;  würde  man 
also  Ausflüchte  suchen,  um  der  Aushändigung  des  Preises  zu  ent- 
gehen, so  sei  damit  den  Armen  ein  Unrecht  zugefügt. 

Jakob  blieb  diesem  Briefe  gegenüber  stumm.  Johaiui  stellte 
nun  auch  Aufgaben,  welche  dem  Gebiete  der  grössten  und  kleinsten 
Werthe  augehören,  im  Journal  des  S^avans  vom  26.  August  lfi!)7. 
Um  nicht  die  Gegenstände  allzusehr  zu  vermengen,  gehen  wir  auf 
diese  Aufgaben^)  später  ein.  Am  15.  October  ergriff  Johann  aber- 
mals das  Wort  in  einem  Briefe  an  Varignon,  der  im  December  1697 
im  Journal  des  S^avans  erschien'*).  Johann  wiederholte  hier,  was  er 
im  Monate  Jimi  gesagt  hatte,  fügte  aber  die  eigentliche  Auflösung 
bei,  da  er  befürchten  müsse,  man  werde  ihm  sonst  den  Einwurf 
machen,  seine  Auflösung  sei  nicht  rechtzeitig  erschienen.  Die  zweite 
Aufgabe  werde  durch  diejenige  Cycloide  gelöst,  welche  die  betreffende 
Vertikale  unter  rechtem  Winkel  erreiche.  Ihr  erzeugender  Kreis 
müsse  also  die  doppelte  Entfernung  des  Anfangspunktes  der  allen 
Cycloiden  gemeinschaftlichen  Basis  vom  Anfangspunkte  der  Vertikalen 
zum  Umfange  haben.  Wir  schalten  hier  ein,  dass  an  diese  Auflösung 
niemals  eine  tadelnde  Kritik  angelegt  wurde,  sie  also  als  durchaus 
zutreffend  stillschweigejid  anerkannt  worden  ist.  Die  erste  isoperi- 
metrische Aufgabe  beantwortete  Johaini  dahin,  dass  wenn  (Figur  42) 


')  prodit   nonnema,   pro   quo   caveo.         -)  Job.   Bernoulli    Opera  I,  202. 
äj  Ebenda  I,  201—205.     ')  Ebenda  I,  206—213. 
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FF  =  y  die  Ordinate  der  gesucliten  Curve  BFN  ist,  welche  zur 
Abscisse  x  gehört,  weuu  FZ  =  y"  die  zu  der  gleichen  Abscisse  ge- 
hörende Ordinate  deijenigen  Curve  ist,   welche  das  Flächenmaximuui 

oder  Minimum  hervorbringen  soll, 
wenn  a  eine  als  Einheit  gewählte 
beliebige  Strecke  ist,  alsdann  die 
Gleichung  der  BFN  als 


7J 


x''dx 


Fig.  42. 


gefunden  werde.  Man  könne,  fuhr 
er  fort,  die  Aufgabe  viel  allgemeiner 
fassen,  so  dass  FZ  nicht  die  »te  Potenz  von  FF  sei,  sondern  in 
irgend  einem  Abhängigkeitsverhältnisse  dazu  stehe.     Dann  werde  die 

gesuchte  Gleichvmg   y  =   I  — ,    wobei  h  =  I  — - — —    bedeute. 

°  J  Va^  —  b-'  ''         •«-• 

Er  ging  dann  mit  wenigen  Worten  auch  auf  den  Fall  ein,  dass  FZ 

nicht  von  FF  sondern  von  dem  Bogen  BF  abhänge. 

Jakob  rückte  hierauf  eine  kurze  Bemerkung  M  in  das  Journal 
des  S^avans  vom  17.  Februar  IGÜS  ein.  Die  gegebene  Auflösung  der 
Hauptaufgabe,  nämlich  der  von  den  isoperimetrischen  Curven,  sei  der 
Wahrheit  nicht  ganz  entsprechend-).  Er  verpflichte  sich  dem  gegen- 
über zu  drei  Leistungen:  1.  die  Analysis,  welche  seinen  Bruder  zu 
seiner  Lösung  geführt  habe,  zu  en'atheu;  2.  die  sich  in  ihr  vorfinden- 
den Widersprüche  aufzudecken,  falls  sie  veröffentlicht  würde;  n.  die 
wahre,  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  zu  liefern.  Wolle  jemand 
eine  Wette  darauf  eingehen  und  auf  jede  dieser  drei  Leistungen  einen 
Einsatz  wagen,  so  sei  er  bereit,  die  gleiche,  beziehungsweise  doppelte, 
beziehimgsweise  dreifache  Summe  zu  zahlen,  je  nach  den  der  Reihe 
nach  genannten  Piuikten,  auf  welche  die  Wette  sich  beziehe. 

Das  Journal  des  Syavans  vom  21.  April  1698  brachte  Johanns 
Erwiderung').  Er  fragt,  warum  denn  der  unbekannte  Herr  Jemand*) 
die  ursprünglich  zugesagten  50  Imperialen  nicht  an  Leibuiz  gelangen 
lasse  und  diesen  als  Richter  anerkenne,  wie  er  —  Johajm  —  es  vor- 
geschlagen habe?  Im  Uebrigen  sei  bei  der  Eile  setner  ersten  Ver- 
öflentlichimg  ein  unbedeutender  Fehler  vorgekommen,  nicht  bei  der 
eigentlich  gestellten  Aufgabe  mit  FZ  =  FF",  sondern  bei  der  aus 
freien  Stücken  hinzugefügten  Verallgemeinerung,  zu  welcher  er  keines- 
wegs  verpflichtet    gewesen  sei.     Dort  sei   statt  ^  =  / einfach 


•)  Job.  Bernoulli   Oiura  I,  214.      -)  ^jas  enticrcment  eonforme  ä  Ja  verüe. 
')  Job.  Bernoulli  Opera  T,  215—220.     *)  Konnemo. 
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b  =  FZ  zu  setzen,  es  sei  also  FF  =    /  —^^jj'^^  _  .     Solle  FZ  von 

J  \a*-PZ'- 

dem  Bogeu  FF,  der  t  lieisseu  möge,  abhängig  gemacht  werden,  und 
sei  V  irgendwie  von  t  abhängig,  so  habe  sich  ihm  bei  weiterem  Nach- 
denken die  Gleichung  v  =  I  .-•. — ^-r^  ergeben. 

Die  Zeitungsnummern  des  Journal  des  Sijavans  fuhi-eu  fort,  Schrift- 
stücke der  beiden  Brüder  zu  bringen.  Am  2().  Mai  1698  fragt  Jakob '), 
ob  die  Erklärung  vom  21.  April  genau  so  gemeint  sei,  wie  sie  sich 
abgedruckt  finde,  damit  später  keine  Uebereilung  mehr  vorgeschützt 
werden  könne.  Am  l'o.  Jimi  behauptet  Johann'-),  die  beiden  ursprüng- 
üeh  gestellten  Aufgaben,  die  isoperimetrische  miter  der  Bedingung, 
FZ  =  PF"  ebensowohl  als  die  von  dem  Falle  durch  die  Cycloiden, 
richtig  gelöst  zu  haben,  und  zu  mehr  sei  er  nicht  verpflichtet  ge- 
wesen. Am  4.  August  sagt  Jakob  ^),  in  der  ursprünglichen  Fassung 
der  isoperimetrischen  Aufgabe  sei  die  Abhängigkeit  der  Ordinate  FZ 
von  dem  Bogen  B  F  mit  enthalten  gewesen,  dieser  Theil  der  Aufgabe 
müsse  also  mit  erledigt  ^verden,  und  deshalb  frage  er  genauer,   ob 

die  Gleichung  dv  =  -rri — ^V^,  nicht  etwa   mit  einem  Druckfehler  be- 

°  dt-  —  dy- 

haftet  sei.  Zugleich  gibt  er  sein  ELnverstäuduiss  zu  erkennen,  dass 
Leibniz  oder  auch  de  l'Hospital  und  Newton  als  Richter  dienen  sollten, 
vorausgesetzt,  dass  sie  ihr  Urtheil  erst  zu  fällen  hätten,  nachdem  er 
seine  Gründe  sämmtlich  auseinandergesetzt  haben  werde.  In  eben- 
derselben Nummer  unmittelbar  vor  Jakobs  Anfrage  ist  ein  Briefe) 
desselben  an  Variguon  abgednickt,  der  gleichfalls  mit  dem  Streite 
zusammenhängt.  Jakob  spricht  nämlich  hier  Yermuthuugen  über 
Fehlschlüsse  aus,  welche  sich  Jphanu  bei  seiner  Behandlung  der  iso- 
perimetrischen Aufgabe  wahrscheinlich  habe  zu  Schulden  kommen 
lassen,  und  die  ihn  durch  Wiederholung  derselben  zu  einem  theil- 
weise  richtigen  Ergebnisse  führen  konnten;  so  sei  z.  B.  in  dem  Schlüsse 
„Jeder  Mensch  ist  von  Stein,  jeder  Kiesel  ist  ein  Mensch,  also  ist 
jeder  Kiesel  ein  Stein"  der  Schlusssatz  wahr,  weil  die  Falschheit  des 
Vordersatzes  durch  die  des  Nachsatzes  aufgehoben  werde.  Die  Nummer 
vom  8.  December  bringt  wieder  eine  Zuschrift  von  Johann^)  mit  immer 
verletzenderen  Aeusserungen  gegen  Jakolj.     Von  Thatsächlichem   ist 

nur  hervorzuheben,  dass  Johann  die  Gleichung   dv  =  -r-i — ^^   aus- 
'  °  rfr  —  dy' 

drücklich  wiederholt,  wenn  auch  ohne  besonders  zu  betonen,  dass  sie 

richtig  sei,  dass  er  sich  freut,  dass  Jakob  nunmehr  Richter  anerkenne, 


')  Job.  Bernoulli   Opera  I,  220.         *)  Ebenda  I,  221—222.        ^)  Ebenda 
T,  230.     *)  Ebenda  I,  222—229.     ^)  Ebenda  T,  231—239. 
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und  dass  er  folgeudeu  Vorschlag  maclit:  iu  erster  Linie  solle  Leibuiz 
sein  Urtheil  abgeben;  falle  es  gegen  ihn,  Johann,  aus,  so  werde  er 
sich  dabei  beruhigen;  gegen  ein  Urtheil  zu  seinen  Gunsten  aber  ge- 
statte er  Jakob  die  Berufung  an  den  ^larquis  de  l'Hospital  und  Newton. 

Nun  war  entllieh  der  Augenblick  gekommen,  dass  Jakob  Ber- 
noulli  seine  eigene  Auflösung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  enthüllte, 
aber  zugleich  ist  damit  für  uns  der  Augenblick  gekommen,  imsere 
Darstelhmg  zu  unterbrechen.  Jakobs  Abhandlungen  erschienen  in 
den  A.  E.  Ton  1700  und  1701.  Johanns  Gegenlösung  ist  in  den 
YeröfFeutlichungeu  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  von  1706 
enthalten.  Sein  Eingestäudniss  eines  begangenen  Irrthums  hat  er 
ebendort  erst  1718  gegeben.  Das  sind  lauter  Dinge,  die  gemeinsam 
Vieri  chtet  werden  müssen,  lauter  Jahreszahlen,  die  auf  unseren 
XVII.  Abschnitt  verweisen.  Dort  werden  wir  an  dieses  Kaintel  uns 
wieder  zu  erinnern  haben. 

Wir  haben  (S.  229)  versprochen,  auf  die  Aufgaben  zurückzu- 
kommen, welche  Johann  Bernoulli  im  Journal  des  S^avans  vom 
26.  August  1607  den  Mathematikern  stellte.  Es  waren  deren  sechs, 
welche  alle^)  gewisse  Minima  aufzufinden  verlangten  oder  au  Minimal- 
aufgaben anknüpften.  Die  wichtigste  derselben  war  als  erste  an  die 
Spitze  gestellt,  die  Aufgabe:  die  kürzeste  Linie  auf  einer  nach 
aussen  gewölbten  Oberfläche  zu  finden-)  und  zwar  wird  die 
Auffindung  in  geometrischer  Weise  verlangt.  Für  Kugel,  Kegel 
und  Cylinder  sei  dieses  sehr  leicht,  schwierig  dagegen  für  Conoide 
und  Sphäroide,  d.  h.  also  in  unserer  heutigen  Sprache  für  Umdrehimgs- 
flächen  zweiten  Grades.  Johami  schlug  als  Beispiel  das  Umdrehungs- 
paraboloid  vor,  bei  welchem  aber  die  beiden  durch  eine  kürzeste 
Linie  zu  verbindenden  Punkte  nicht  derselben  Meridiancurve 
angehören  dürfen,  weil  diese  sonst  selbst  die  gesuchte  kürzeste  Linie 
sei.  Johann  hatte  mit  seiner  Aufgabe  offenbar  Jakob  in  Verlegenheit 
bringen  wollen,  denn  er  stellte  sie  den  Mathematikern,  welche  da 
glauben  Methoden  zu  besitzen,  welche  für  alle  dergleichen  Aufgaben 
ausreichen^).  Jakob  nahm  den  hingeworfenen  Handschuh  auf  Im 
Maihefte  1698  der  A.  E.  veröäeutlichte  er  drei  zusammenhängende 
Aufsätze*),  deren  Inhalt  in  grösster  Kürze  angedeutet  werden,  mag. 
Der  erste  Aufsatz  behandelt  den  Fall  längs  einer  Cycloide  bis  zum 
Treffen  einer  Vertikalen,    der  von  Johann    bereits    (S.  229)    erledigt 


')  Joh.  Bernoulli  Opera  \,  204 — 205.  ")  P.  Stiickel,  Bemerkungen 
zur  Geschichte  der  geodätischen  Linien.  Berichte  der  mathem.-phys.  Classc 
der  Königl.  Siichs.  Gesellschalt  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Sitzung  vom 
3.  Juli  1893.  ^)  a\ix  Geomeires  qui  croycnt  avoir  des  mcihodes  pour  toutes  les 
qucstions  de  celte  nattire.     *)  Joh.  Bernoulli   Oi^era  I,  253—266. 


Sti-eitd.  Brüder  Beinoulli.  De  rHospital.  Newtons  Briefe  V.1C93.  Lcibniz.  Gegner.  233 

worden  war.  Eine  Stqllc  kommt  hivr  vor,  welche '"bemerkt  zu  werden 
verdient'):  „leb  habe  bei  allen  solchen  Aufgaben,  wo  es  darauf  au- 
komnit,  von  unendlich  vielen  Curveu  der  ähnlichen  Natur  eiiTe  heraus- 
zudiuleu,  welche  irgend  eine  Function  am  besten  erfülle,  bemerkt,  dass 
vou  zwei  Curveu,  deren  Durchschnitt  einen  der  gesuchten  Punkte  dar- 
stellt, die  eine  immer  die  Punctionsliuie  ist,  wie  ich  sie  nenne,  welche 
bald  trausceudeut,  bald  algebraisch  sein  kaim,  während  die  andere 
stets  algebraisch  ist."  Im  XVII.  Abschuitte  dürfte  eine  Nachwirkimg 
der  hier  benutzten  Bezeichnung  Fuuctiouslinie  sich  nachweisen  lassen. 
Der  dritte  Aufsatz  behandelt  die  von  Johann,  dem  Erfinder  des  Ge- 
dankens der  Trajectorien  (S.  222),  gestellte  Aufgabe,  diejenige  Curve 
zu  finden,  welche  eine  unendliche  Schaar  von  logarithmischen  Linien 
rechtwinklig  schneide.  Der  mittlere  Aufsatz  wendet  sich  zur  Aufgabe 
der  kürzesten  Linien  imd  löst  sie  für  jeden  Umdrehungsköri^er  durch 
sjTithetische  Betrachtmigen,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  dass 
jeder  Punkt  der  kürzesten  Linie  zugleich  auch  Punkt  einer  Meridian- 
curve  sei.  Das  Integral  der  Bogenlänge  der  kürzesten  Linie  ist  bei- 
gefügt, aber  nicht  eigentlich  abgeleitet.  Die  Aufgabe,  nieint  Jakob, 
führe  meistens  auf  Transcendeute,  imd  daher  könne  von  einer  geo- 
metrischen Ausführung,  wie  Johann  sie  verlangt  habe,  eigentlich 
nicht  die  Kede  sein,  wenn  man  nicht,  der  sonstigen  Uebmig  wider- 
sprechend, schon  solche  Auflösimgen  geometrisch  nennen  wolle,  welche 
eine  Aufgabe  bis  auf  Quadraturen  zurückführen.  Das  war  eine  kleine 
Bosheit,  wie  sie  im  Charakter  der  wegen  der  isoperimetrischen  Auf- 
gabe zu  derselben  Zeit  gewechselten  Schriftstücke  lag,  imd  kleine 
Bosheiten,  allerdings  feiner  ausgesprochen,  finden  sich  auch  in  einer 
Erwiderung  Johanns')  im  Octoberhefte  1698  der  A.  E.  Die  Auf- 
lösungen, welche  Jakob  gegeben  hatte,  werden  gebilligt,  sie  seien  in 
Uebereinstimmung  mit  denjenigen,  welche  der  Aufgabesteller  selbst 
besitze,  nur  Hessen  sie  durchweg  Allgemeinheit  vermissen.  Es  seien 
eben  besondere  Auflösungen  besonderer  Fälle,  über  welche  nie  hinaus- 
gegangen sei.  Das  Wort  geometrisch  verstehe  er  natürlich  in  dem 
erweiterten  Leibnizischen  Sinne,  dass  schon  die  Zurückführung  auf 
Quadraturen  als  genügende  Auflösung  erachtet  werde.  Er  habe  es 
bei  der  Aufgabestellimg  überhaupt  nur  deshalb  gebraucht,  um  die 
rein  mechanische  Auflösung  auszuschliessen,  die   darin  bestehe,  dass 


')  Joh.  Bernoulli  Operal,  255:  Observabam  in  omnibus  ejusmodi  quaestioni- 
bus,  tibi  ex  i>tfinitis  Curvis  similibus  aJiqua  invenienda  est,  quae  functioncm  quam- 
piam  optime  jyraestel,  quod  duarum  Curvarum,  quarum  inier sectione  quacsitum 
ddertninatur,  altera  semper  possit  esse  Linea,  quam  voco,  Functionis,  adeoque 
nunc  mechanica,  nunc  algebraica,  dum  altera  perpetuo  est  algehraica.  '-)  Ebenda 
I,  26:!— 271. 
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mau  auf  der  Oberfläche  eiuen  Faden  durch  die  beiden  mit  einander 
zu  verbindenden  Punkte  lege  imd  fest  anziehe,  wodurch  er  von  selbst 
die  Gestalt  der  kürzestmöglicheu  Linie  annehme. 

War,  wird  man  fragen,  Johann  Bernoulli  im  October  1698  be- 
rechtigt, die  mangelnde  Allgemeinheit  in  Jakobs  Behandlung  der  Auf- 
gabe der  kürzesten  Linien  zu  rügen?  War  er  selbst,  der  doch  die 
Aufgabe  in  der  engen  auf  Conoide  und  Sphäroide  beschränkten  Form 
gestellt  hatte,  in  Besitz  einer  allgemeinen  Behandlimg?  Sein  Brief- 
wechsel mit  Leibniz  gibt  darüber  Auskunft. 

Am  4.  December  1G97  schickte  Johann  Bernoulli  an  Leibniz 
einen  Ausschnitt  des  Journal  des  Scavans  mit  der  dort  gestellten  Auf- 
gäbe  der  kürzesten  Linien.  De  THospital  sei  mit  derselben  nicht 
fertig  geworden,  er  aber  habe  sie  auf  eine  Differentialgleichung 
zurückgeführt,  imd  sofern  die  Veränderlichen  in  ihr  getrennt  werden 
könnten,  sei  die  Sache  erledigt').  Leibniz  antwortete  am  17.  December, 
er  habe  schon  früher  über  die  kürzesten  Linien  auf  gegebenen  Ober- 
flächen nachgedacht,  aber  ohne  Befriedigung.  Bei  Gelegenheit  der 
Brachistochrone  habe  er  die  Verwandtschaft  beider  Aufgaben  erkannt, 
und  eine  Methode  erfunden,  die  ßr  aber  nie  erprobt  habe^).  Als  im 
Maiheft  1G08  der  A.  E.  die  AAeit  Jakobs,  über  die  wir  (S.  233) 
berichtet  haben,  erschienen  war,  machte  Leibniz  am  29.  Juli  Johann 
darauf  aufmerksam')  und  bemerkte  zugleich,  wie  er  selbst  früher 
die  Behandlung  der  Frage  sich  vorgestellt  habe.  In  der  Ebene  seien 
Gerade,  auf  der  Kugel  Kreisbögen  die  kürzesten  Linien.  Niui  denke , 
man  sich  die  gegebene  Oberfläche  a\is  ebenen  oder  auch  aus  kugel- 
förmigen Elementen  zusammengesetzt.  In  zwei  sehr  benachbarten 
Oberflächepunkten  E,  S  seien  solche  Elemente  vorhanden,  welche  ein- 
ander schneiden.  Ihrer  Durchschnittslinie  müsse  ein  Punkt  T  an- 
gehören, der  ET  -\-  TS  zu  einem  Minimum  mache.  Könne  man  die 
Lage  von  T  durch  eine  Gleichung  bestimmen,  so  sei  diese  die  Glei- 
chung der  kürzesten  Linie.  Gegen  Ende  August  antwortete  Johann^). 
Was  Leibniz  als  Grundlage  einer  Methode  vorschlage,  sei  ja  ganz 
richtig  und  habe  ihm  selbst  sich  auch  zunächst  dargeboten,  aber  es 
führe  nicht  zur  Erzieluns;  der  kürzesten  Linien  auf  der  Oberfläche. 
Er  habe  dagegen  eine  andere  Methode  gefunden,  welche  sich  darauf 
gründe,  dass  die  Ebene  durch  drei  consecutive  Punkte  einer 
kürzesten  Linie  senkrecht  zur  Berührungsebene  an  die 
Oberfläche    in    einem    jener    drei    Punkte    stehe').     Mit  Hilfe 


')  Leibniz  III,  470:  Rospitalius  de  eo  dcsperavit;  Ego  vero  illud  reduxi 
ad  aeqiiationem  diffcrentialem ,  qiiae,  si  separentur  indcterminatae,  construi  poterit. 
*)  Ebenda  III,  475:  Sed  ad  praxin  meihodi  non  acccssi.  *)  Ebenda  III,  52G. 
*)  Ebenda  III,  532.     =)  qiiod  planum  transiens  per  tria  qiiaelibet  ptcncta  i)roximn 
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dieses  Satzes  habe  er  ilie  Gleichung  tler  kürzesten  Linie  i'ür  alle 
Oberflächen  ganz  allgemein  dargestellt,  welche  in  besonderen  Fällen, 
wie  bei  C'onoiden  und  Sphäroiden,  leicht  zur  Construction  führen. 
Leibniz  lobte  in  seiner  sofortigen  Autwort')  den  Gedanken,  der  zur 
allgemeinen  Gleichxmg,  wenigstens  zur  allgemeinen  Difiereutialglei- 
chuug  führen  werde.  Damit  hört  der  Briefwechsel  über  die  kürzesten 
Linien  auf,  abgesehen  von  einer  kurzen  Bemerkung  Johanns  in  einem 
im  September  geschriebenen  Briefe,  er  habe  eine  Autwort  auf  Jakobs 
AuHösimg  an  die  A.  E.  abgehen  lassen,  womit  jedenfalls  der  Aufsatz 
im  Octoberhefte  IGOS  der  A.  E.  gemeint  war. 

Es  steht  also  fest,  dass  Johaim  BeruouUi  damals  wirklich  die 
Haupteigeuschaft  der  kürzesten  Linien  kannte.  Wie  die  allgemeine 
Gleichung  hiess,  zu  welcher  er  gelangt  war,  ob  sie  der  Hauptsache 
nach  mit  den  Ergebnissen  der  Abhandlung  übereinstimmte,  welche 
Johann  Ende  1728  an  Professor  Klingeustierna  von  Upsala  mit- 
getheilt  haben  will,  welche  er  aber  erst  1742  in  der  Gesammtaus- 
gabe  seiner  Werke  zum  Drucke  gab-),  dürfte  kaum  zu  entscheiden 
sem.  Wäre  es  der  Fall,  so  wäre  damit  allerdings  der  Beweis  er- 
bracht'), dass  Johann  Beruoulli  schon  1608  Oberflächengleichungen 
mit  Hilfe  von  drei  Raumcoordiuaten  aufzustellen  und  zu  behandeln 
wusste.    Wir  kommen  auch  hierauf  im  X^^I.  Abschnitte  wieder  zurück. 

Wir  haben  (S.  214 — 217)  von  dem  persönlichen  Verkehre,  der 
zwischen  Johann  BernouUi  und  dem  Marquis  de  l'Hospital  1692 
in  Paris  stattfand  imd  von  einem  Buche  des  letztei-en  gesprochen, 
welches,  wenn  es  nicht  als  geistiger  Diebstahl  an  dem  ersteren  auf- 
zufassen ist  (eine  Meinung,  der  wir  uns  nicht  anzuschliessen  ver- 
mögen), jedenfalls  unter  seinem  Einflüsse  entstanden  ist.  Die  Analyse 
des  hifinimcnt  pctits  poiir  Vuüclligence  des  Lkjnes  courhcs  ist  zuerst  1696, 
dann  (nach  des  Verfassers  1704  erfolgtem  Tode)  in  wiederholten  Auf- 
lagen 1716,  1720,  1768  gedruckt  werden.  Der  Erfolg  des  Buches 
ist  um  so  begreiflicher,  als  es  das  erste,  lange  Zeit  das  einzige,  fast 
noch  längere  Zeit  das  am  leichtesten  lesbare  Lehrbuch  der  Difi'ereutial- 
rechnung  war.  Die  Differenzen  —  denn  nur  dieses  Wort  wird 
angewandt  —  sind  als  unendlich  kleine  Grössen  erklärt ,  welche 
ebenso  gegen  Endliches  verschwinden,  wie  ihre  höheren  Potenzen 
gegen  sie  selbst.  Sie  entstehen,  indem  ein  früherer  Zustand  von 
einem  nachfolgenden  abgezogen  wird,  unter  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  dass  bei  Constanten,  welche  durch  einen  der  ersten  Buch- 

lineae  quaesitae  deheat  esse  rectum  ad  planum  tangens  superficicm  curvam  iyi  dli- 
quo  istorum  punctorum. 

')  Leibniz  m,  555.  «)  Job.  Bernoulli  Optra  IV,  108— 128.  »)Stäckel 
1.  c.  S.  US. 
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staben  des  Alphabetes  bezeichuet  werden,  Aväliieiid  die  letzten  für 
die  Variableu  aufbewahrt  bleiben'),  der  frühere  Zustand  mit  dem 
nachfolgenden  genau  übereinstimmt.  Die  Differenz  von  a-\-  x-\->j  —  s 
ist  also 

{a-}-  X  -{-  (Ix  -\-  y  -\-  dij  —  s  —  ds)  —  [a-{-x  -\-  D  —  £)  =  dx  -j-  dy  —  dz. 
Die  Differenz  von  xy  ist 

{x  +  dx){y  -f-  dy)  —  xy  =  xdy  +  ydx  +  dxdy  =  xdy  -\-  ydx 
wegen   des  Yerschwiudens    von   dxdy  neben   ersten  Potenzeu  von  dx 
uud  dy.     Die  Differenz  von  xyz  findet  mau  als 

xyds  +  xzdy  -\-  ysdx, 
indem  man  zimächst  xy  als  einfache  Variable  betrachtet  u.  s.  w.    Ist 
2  =  y  =  X,  so  erhält  mau  die  Diflereuz  von  .i^,  uämlich 

xxdx  -f-  xxdx  +  xxdx  =  ox'dx 
imd  ähnlich   die  Differenz  von  x"  als  nx''~'^dx,  weuu   n  eine  ganze 
positive  Zahl  ist.     Um  die  Differeuz  von  -jr  =  -  zu  finden,  geht  man 
zur  Gleichuug  / 

über,  woraus 


X  =  yz,    djc  =  zdy  +  ydz 
,    J.v  —  zdy ydx  —  xdy 


y  y 

Gauz  ähnlich  ist  die  Ableitung  der  Differeuz  von  o;"  =  z,  wenn  n 
keine  ganze  positive  Zahl  ist.  Multiplikation  oder  Potenzirung  führt 
zu  einer  neuen  Gleichmig,  in  welcher  nur  ganze  positive  Exponenten 
vorkommen,  imd  diese  zu  diflerentiiren  hat  man  schon  gelernt.  Das 
Diflerentiireu  algebraischer  Functionen  ist  damit  vollständig  erledigt, 
aber  das  Diflerentiiren  irgend  welcher  Transcendenten  wird  nicht  ge- 
lehrt. De  FHospital  kümmert  sich  weder  um  Logarithmen  noch  um 
Expouentialgrössen,  weder  um  trigonometrische  noch  iim  cyclometrische 
Functionen,  welche  hier  iu  Frage  kommen  könnten. 

Der  ganze  weitere  Inhalt  des  Lehrbuches  besteht  vielmehr  aus 
Anwendungen  des  Differentiirens  auf  Curveu,  die  theils  algebraisch 
sind,  theils  so  behandelt  werden,  dass  man  wenigstens  nur  mit  alge- 
braischen Gleichungen  zu  thun  hat.  Der  Punkt  der  Curve,  au  welchen 
eine  Berührungslinie  gelegt  wird,  heisst  regelmässig  M,  der  Fuss- 
puukt  seiner  durch  y  bezeichneten  Ordinate-)  heisst  P,  der  Fusspunkt 
der  Berühnmgslinie  T.  Die  Abscisse  x  wird  mit  ins  Französische 
übersetztem  Namen  la  coupce  genannt').  Heute  klingt  uns  allerdings 
diese  Uebersetzuno-  ebenso  fremdartig  wie  die  von  caxle  iaisant  für 


')  Quantites  constantes,  quantite's  variables.       -)  appliquee.      *)  Analyse  des 
infiniment  pttits  Nr.  9,  jiag.  11. 
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den  Osculationskreis ').  Im  Laufe  der  Untersuchungen  kommen  sehr 
verschiedene  Curvengattungen  vor:  solche,  welche  mit  Benutzung 
mehrerer  Brennpunkte  entstanden  sind"),  Brennlinien  durch  Zurück- 
wert'ung''),  ebensolche  durch  Brechung^),  einhüllende  Linien''),  Parallel- 
curven")  u.  s.  w.,  lauter  Entstehungsweiseu,  welche  theils  an  Tschirn - 
haus,  theils  au  Leibniz  uns  erinnern,  und  an  den  letzteren  denken 
wir  auch  sofort,  wenn  die  Abscisseu  nicht  auf  einer  geraden  Linie, 
sondern  auf  einer  Curve  abgenommen  werden').  Bei  der  Lehre  von 
den  grössten  und  kleinsten  Werthen,  welche  einen  ganzen  Abschnitt^) 
einnimmt,  ist  besonders  hervorgehoben"),  die  Differenz  der  Ordinate 
müsse  vor  mid  nach  dem  Punkte,  in  welchem  das  Maximum  oder 
Minimum  eintritt,  verschiedenen  Zeichens  sein,  aber  die  Veränderung 
des  Zeichens  müsse  nicht  grade  den  Durchgang  durch  Nvül  voraus- 
setzen, sie  könne  auch  bei  dem  Durchgang  durch  das  ünendlichgrosse 
entstehen,  was  nicht  so  zu  verstehen  ist,  als  wolle  de  l'Hospital  be- 
haupten, die  definitiousgemäss  unendlich  kleinen  Differenzen  könnten 
plötzlich  unendlich  gross  werden,  sondern  Differenz  bedeutet  hier  so 
viel  als  Differeutialquotient,  wenn  etwa  dx  als  constant,  d.  h.  als 
Einheit  betrachtet  wird.  Das  ist  einer  jener  Gegenstände,  über  welche, 
wie  vnx  wissen  (S.  222)  de  l'Hospital  1695  mit  Johann  Bernoulli  in 
Briefwechsel  stand.  War  er  damals,  wie  nicht  bezweifelt  werden 
kann,  für  beide  Briefschreiber  neu,  so  kann  er  unmöglich  1692  in 
den  Lehrvorträgeu  Johann  Bernoullis  vorgekommen  sein,  und  wir 
haben  hier  eine  Stelle,  die  imbedingt  später  hinzugearbeitet,  den  er- 
hobenen Vorwurf  einfachen  Abdruckes  des  alten  Heftes  vernichten 
hilft.  Noch  Anderes  entstammt  ersichtlich  dem  erwähnten  Briefwechsel 
von  1695,  wenn  wir  auch,  da  jener  Briefwechsel  leider  verloren  ging, 
nicht  immer  im  Staude  sind  zu  sagen,  was  jedem  der  beiden  sich 
wissenschaftlich  Unterhaltenden  angehörte.  Die  Benennimg  point  de 
rrbroussemmt  ^*')  für  den  Rückkehrpunkt  hat  Bernoulli  Leibniz 
gegenüber  für  sich  in  Anspruch  genommen.  Wir  haben  keinen  Grund 
diesen  Ausspruch  zu  verdächtigen.  Dann  war  zwischen  beiden  von 
dem  Krümmungshalbmesser  in  einem  Wendej)unkte  die  Rede, 
und  dass  dieser  bald  c»,  bald  U  sei.  Dieser  Gegenstand  ist  in  der 
Analyse  des  infiniment  petits  des  Weiteren  erörtert'^ ),  und  zwar  im 
Zusammenhange  mit  der  Evolute.  Die  Curve  BAC  (Figur  43)  habe 
in  A   einen  Wendepunkt,    dessen  Berührungslinie   in    der  Figur    ge- 

')  Analyse  des  infiniment  petits  Nr.  203,   pag.  174.  ^)  Ebenda  Nr.  32, 

pag.  27.  2)  Ebenda  Nr.  110,  pag.  104.  *)  Ebenda  Nr.  132,  pag.  120.  ^)  Ebenda 
Nr.  146,  pag.  131.  «)  Ebenda  Nr.  1G7,  pag.  147.  ')  Ebenda  Nr.  15,  pag.  Ifi. 
')  Ebenda  pag.  41—54.  °)  Ebenda  Nr.  46,  pag.  42.  '»)  Ebenda  Nr.  65,  pag.  59. 
")  Ebenda  Nr.  82  pag.  80  und  Nr.  88,  pag.  86. 
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zeiclinet  ist,  und  ebeudort  den  Krümmungslialbmesser  von  unendlicher 
Grösse.  Nun  denke  man  zur  Curve  B AC  als  Evolute  die  DAE  als 
Evolvente  derart  gezeichnet,  dass  A  mit  A  zusammenfallend  einander 

so  entsprechen,  dass  der  Punkt  A, 
sofern  er  der  DE  augehört,  seinen 
Krümmungsmittelpuukt  in  A,  als 
einem  Punkte  der  BC,  besitzt. 
Dann  hat  die  DE  in  A  den  Krüm- 
mungshalbmesser AA=^Q.  Zu- 
gleich hat  sie  aber  in  A  einen 
Wendepunkt.  Der  CA  als  Evolute 
gehört  die  EA  mit  der  gegen  C 
gekehrten  Hohlseite  als  Evolvente 
an,  der  BA  als  Evolute  die  mit 
der  Hohlseite  gegen  B  gekehrte 
Evolvente  DA.  In  A  müssen  also 
die  zwei  entgegengesetzten  Wölbungsarten  der  EA  und  DA  m  ein- 
ander übergehen,  d.  h.  A  ist  /Wendepunkt  von  DE.  Es  v?ird  dabei 
bemerkt,  auch  der  Zeichenwechsel  des  zweiten  Differentials  könne 
durch  oo  anstatt  durch  0  vermittelt  werden.  Als  Beispiele  von  Curven 
mit  Wendepunkten,  in  welchen  das  zweite  Differential  der  Ordinate 
durch  Qo  hindurch  das  Vorzeichen  ändert,  werden  a^x  = «/'  und 
a^x^  =  y""  genannt.  Für  beide  Gurven  sei  der  Coordinatenanfangs- 
punkt  Wendepunkt.  In  der  erstgenannten  Curve  sei  dort  der  Krüm- 
mungshalbmesser oo,  in  der  zweiten  sei  er  0.  Die  Rechnung  selbst 
ist  bei  de  l'Hospital  nicht  geführt,  allein  es  ist  nicht  schwer,  sich 
von  der  Richtigkeit  seiner  Behauptung  zu  überzeugen.  Jakob  Ber- 
noulli  hat  im  Septemberhefte  1697  der  A.  E.  den  gleichen  Gegen- 
stand in  Erörterung  genommen')  und  dadurch  zu  erklären  gesucht, 
dass  er  statt  der  Curve  a'X^  =  y"  zunächst  «"'x*  =  y^  —  li^y^  be- 
trachtete und  dann  die  Constante  b  zum  Verschwinden  brachte.  Durch 
Inanspruchnahme  der  Evolution  gelangte  de  FHospital  aber  auch  zu 
einer  weiteren  Bemerkung,  die,  wie  er  sagt,  bisher  noch  nicht  gemacht 
worden  sei-).  Die  Curve  B AC  (Figur  44)  habe  wieder  in  A  einen 
Wendepunkt  imd  werde  als  Evolute  behandelt.  Zum  Curveustücke 
BA  gehört  die  Evolvente  EF,  zum  Stücke  AD  die  ED,  zum  Stücke 
DC  endlich  die  DG.  Nun  ist  E  ebenso  wie  D  ein  Rückkehrpunkt, 
aber  beide  sind  doch  verschiedener  Natur.  Während  in  D  die  DE 
ihre  Hohlseite  gegen  A,  die  DG  ihre  Hohlseite  gegen  C  kehrt,  sind 


')  .Jac.  Bernoulli    Opera  II,  779—782.        ^)  Analyse  des  infniiment  peius 
Nr.  lO'J,  pag.  102:  que  personne,  que  je  S(ache,  n'a  encore  comidcre. 


Fig.  44. 
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in  E  die  Hohlseiteu  vou  ED  und  von  EI'  gegen  A  (beziehungsweise  B) 
gekehrt.  Sollten  wir  de  THospital  noch  immer  vom  Verdachte  voll- 
ständigen Diebstahles  reinigen  müssen,  so  ist  grade  dieser  Rückke hr- 
punkt zweiter 
Art,  der  Schna- 
bel, wie  man  ihn 
wohl  im  Gegen- 
satze zur  Spitze 
genannt  hat,  ge- 
eignet, seine  we- 
nigstens zeitwei- 
lige Selbständig- 
keit zu  erweisen. 
Wir  haben 
bei  noch  einer  Auf- 
gabe zu  verweilen,  welche  in  der  Analyse  des  infiniment  petits  zuerst 
an  die  Oeflentlichkeit  trat'),  bei  der  Auswerthuug  unbestimmter 
Formen,  genauer  gesagt  bei  der  Auswerthung  von  Brüchen,  deren 
Zähler  und  Nenner  durch  die  Annahme  x  ^  a  in  Null  übergehen. 
Jener  Bruch  =  y  gesetzt,  mag  (Figur  45)  die  Gleichung  einer  Curve 
A3ID  sein,  während  ANB,  COB 
die  Curven  siud,  deren  Ordinaten 
der  Zähler  und  der  Nenner  jenes 
Bruches  sind.  Als  Einheit  der  Zeich- 
nung diene  AB  =  a,  so  dass  z.  B. 
MP  NP 
21s  ^  QP'     ^^^   sucht   also  DB 

unter  der  in  der  Figur  zur  Anschau- 
ung gebrachten  Annahme,  dass  die 
beiden  Curven  ANB,  COB  sich  in 
B  auf  der  Abscissenaxe  bei 

X  =  a  =  AB 
schneiden.  De  l'Hospital  schi-eibt 
vor,  man  solle  zu  dem  benachbarten 
Punkte  h  der  Abscissenaxe  übergehen. 
In  ihm  sind  die  Ordinaten  If,  hg 
die  Differenzen  der  Ordinaten  der 
Zähler-  und  der  Nennercurve,  und  deren  Quotient  liefert  dh,  welches 
von  DB  sich  nicht  angebhch  unterscheidet.  Dadurch  ist  aber  die  Regel 
begründet,  welche  darin  besteht,  den  Zähler  und  dcu  Nenner   des  in 


Fig.  45. 


')  Analyse  des  infiniment  petits  Nr.  1C3,  pag.  145. 
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unbestimmter  Form    erscheinenden  Bruches   jeden   für  sich   zu   difle- 
renziren  und  dann  erst  x  =  a  einzusetzen.     Ist  etwa 

Via^'x  —  X*  —  aVa^x 

y=  — 


so  findet  man 


a^dx  —  ix'^dx  ardx 

y^a^x  —  x*  3]/a=.r 


als  Differenz    des  Zählers, ^  _  als  Differenz  des  Neuners,    und 

iVa^x 
diese  dividirt  man  durch  einander  unter  Einsetzung  von  x  =  a.     Das 

gibt 

4«,  3    ,  16 

In  einem  zweiten  Beispiele  y  =  — ; ^  findet  man    y  =  2a,    wenn 

a  —  \'ax 

X  =  a.  Hier  sei,  setzt  de  l'Hospital  hinzu,  die  Differentialrechnung 
zu  umgehen.  Aus  der  für  y  gegebenen  Gleichung  folge  unter  Katio- 
ualisirung  derselben: 

fl-o.-  +  2a- xy  —  axy-  —  2a^x  +  a*  -\-  ary'  —  2a'y  =  0. 
Diese  Gleichung  durch  x  —  a  dividirt,  liefere 

a-x  —  ö^  +  2a^y  —  ay-  =  0, 
und  hier  x  ^  a  eingesetzt  bringe  y  =  2a  hervor. 

Kaum  war  de  l'Hospital  im  Jahre  1704  gestorben,  so  veröffent- 
lichte Johann  Beruoulli^)  in  Augusthefte  1704  der  A.  E.  einen 
Aufsatz,  in  welchem  er  die  Methode  jener  Auswerthung  ebenso  wie  das 
bestimmte  Beispiel  für  sich  in  Anspruch  nahm.  Letzteres  habe  er  vor 
etwa  zehn  Jahren-)  de  l'Hospital  luid  anderen  französischen  Mathema- 
tikern vorgelegt,  welche  nichts  damit  anzufangen  wussten,  bevor  er 
ihnen  den  Weg  gezeigt  habe.  Dann  habe  de  l'Hospital  die  Regel  neben 
Anderem,  was  Bernoulli  angehörte^),  in  der  Analyse  des  infiniment 
petits  veröffentlicht.  Ganz  vollkommen,  setzte  Bernoulli  hinzu,  sei  die 
Regel  jedoch  nicht,  denn  sie  führe  unter  Umständen  zu  einem  neuen 
Bruche,  der  x  =  0  abermals  in  -r-  übergehen  lasse:  dann  müsse  mau  eben 
die  schon  benutzte  Methode  zum  zweiten  Male  anwenden.     So  werde 

ayia^  -4-  4x*  —  ax  —  a^ 

y—  ,, — ^^= — 

K2o-  +  2x-  —  x  —  a 
erst  nach  wiederholter  Differentiation  des  Zählers  imd  des  Nenners  zu  2  a. 


')  Joli.  Bernoulli  Opera  I,  401 — 105.  Darin  die  Worte:  Marcliioni  IIos])i- 
tdlio  aijiii  nunc  suprema  fata  lugemus.  -)  ante  hos  deeem  circiter  annos.  ")  juxta 
alia  mea. 
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Mau  kann  ebeu  nicht  sageu,  dass  die  Ausdrucks  weise,  deren 
Johann  Bernoulli  sich  bei  dieser  Gelegenheit  mit  Bezug  auf  einen 
Verstorbenen  bediente,  während  er,  so  lange  de  l'Hospital  lebte,  acht 
Jahre  lang  geschwiegen  hatte,  sehr  hübsch  gewesen  sei,  und  iu  Frank- 
reich verübelte  man  ihm  sein  Benehmen  in  hohem  Grade.  Besonders 
erzürnt  war  Josef  Saurin  (1659 — 1737),  ein  Freimd  des  Verstorbenen, 
und  Variguon  schrieb  dieses  auch  au  Johann  Bernoulli,  der  seiner- 
seits unter  dem  11.  Juli  170.5  Leibniz  davon  Mittheilmig  machte'). 
Aber,  sagte  er,  au  der  nachträglicheu  Abfertigung  trage  Saurin  selbst 
die  Schuld,  der  die  angeblich  de  l'Hospitalsche  Methode  über  alle 
Gebühr  gepriesen  habe.  Das  habe  er  erst  ganz  neuerdings  erfahren 
und  sich  selbstverständlich  nicht  gefallen  lassen. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  knüpften  sich  allzunatürlich  an  deu 
Bericht  über  die  Analyse  des  infiniment  petits  an,  als  dass  wir  sie 
nicht  hätten  anschliessen  sollen.  Nun  kehren  wir  aber  bis  vor  die 
Zeit  der  Herausgabe  dieses  Lehrbuches,  bis  in  das  Jahr  1693  zurück, 
in  welchem  Auszüge  von  Briefen  Newtons  an  Wallis  durch  diesen 
in  der  Ausgabe  seiner  eigenen  Werke  zum  Drucke  gegeben  wurden-), 
iu  denen  die    erste  Enthüllung   über   die   Fluxionsrechnung   stattfand. 

Das  Datum  der  Briefe')  ist  vom  27.  August  und  17.  September 
1692.  Sie  sind  also  geschrieben,  nachdem  Leibniz  den  Algorithmus 
der  Differentialrechnung  1684,  den  der  Litegralrechnung  168G  heraus- 
gegeben hatte,  nachdem  Craig  1685  der  bewundernde  Dolmetscher 
Leibuizischer  Ideen  in  England  geworden  war,  nachdem  Jakob  Ber- 
noulli in  einer  grossen  Keihe  von  Aufsätzen  in  deu  A.  E.  von  1691 
und  den  ersten  Monaten  1692  seine  Gewandtheit  in  der  neuen  Methode 
imd  dadurch   zugleich  deren   grosse  Verwendbarkeit    offenbart   hatte. 

In  jenen  Briefauszügen  also,  welche  Wallis  angefertigt  hat,  imd 
iu  denen  Newton  immer  in  der  dritten  Person  redend  vorkommt,  so 
dass  man  nicht  einmal  mit  aller  Bestimmtheit  sagen  kami,  Newtons 
Meinung  sei  überall  genau  richtig  ausgesprochen,  heisst  es,  der  Kern 
der  Newtonscheu  Lehre  sei  der  Satz:  Data  aequatione  fluentes 
quotcunque  quantitates  involvente  fluxiones  invenire  et 
viceversa,  jener  Satz  also,  der  im  zweiten  Briefe  an  Leibniz  (S.  178) 
als  Anagramm  enthalten  war.  Unter  Fluenten  verstehe  Newton  un- 
bestimmte Grössen,  d.  h.  solche,  welche  bei  der  Erzeugung  von 
Curven  durch  eine  Ortsbewegung  beständig  vermehrt  oder  vermindert 
werden,  und  unter  deren  Fluxion  verstehe  er  die  Geschwindigkeit  der 
Zu-  oder  Abnahme*).     Das  sei,  wie  alles  Neue,  beim  ersten  Anblick 

')  Leibniz  III,  765.  *)  Rouse  Ball,  Ä  history  of  the  study  of  mathema- 
tics  et  Cambridge  pag.  62.  ')  Opuscula  Keiitoni  I,  359—370.  ")  Per  jluentes 
quantitates   intdliijit   indderminaias ,   id  est,    qnue   in  generationc  curvarum  per 

Caxtob,  Gescliichte  <lfr  Mathematik.    III.  16 
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etwas  schwierig  zu  verstehen,  aber  doch  halte  Newton  dafür,  ihr 
Begreifen  sei  immer  noch  leichter  als  das  von  Augeublicksverände- 
riiugen')  oder  kleinsten  Theilen  oder  unendlich  kleinen  Differenzen, 
weil  Entstehung  von  Figuren  und  Grössen  durch  stetige  Bewegung 
uaturgemässer  sei  als  die  aus  Theilen,  doch  vernachlässige  er  auch 
die  Theorie  solcher  Theile  keineswegs,  sofern  sie  zur  Abkürzung  des 
Geschäftes  diene,  oder  es  durchsichtiger  mache,  oder  zur  Erforschung 
der  Verhältnisse  der  Flusiouen  unter  einander  führe.  Für  eine  Fluente, 
z.  B.  für  die  Abscisse  einer  Curve  nehme  er  gleichmässige  Vermehrung 
in  Anspruch  und  setze  deren  Fluxion  der  Einheit  gleich,  die  Fluxiouen 
anderer  Fluenten  ;•,  x,  y,  s  bezeichne  er  durch  punktirte  Buchstaben 
V,  X,  y,  z.  Die  Fluxioneu  selbst  verändern  sich  aber  auch,  und  die 
Geschwindigkeit  ihrer  Veränderungen  können  als  ihre  Fluxionen  be- 
trachtet  und  durch  abermalige  Punktirung  bezeichnet  werden.  So 
entstehe  v,'x,y,z,  und  nun  sei  ersichtlich,  was  unter  v,  unter  v  u.  s.  w. 
zu  verstehen  sei.  Die  erste  Aufgabe,  die  Fluxion  einer  Fluente  zu 
finden,  wird  nun  gelöst  und  als  Grundlage  genommen,  dass  die  Fluxion 
von  ic"  als  n.x""~'.'i;  sich  darstelle,  wenn  n  ganz  und  positiv  sei.  Der 
Beweis  wird  geführt,  indem  eine  unendlich  kleine  Grösse  o  gewählt 
wird,  welche  mit  den  Fluxionen  k,  ij,  x  vervielfacht  die  Augen blicks- 
veränderungen  ^)  der  Fluenten  x,  y,  s  darstellen.     Dann  geht  x"  über  in 

AI  (Ol      1    ) 

[x  +  ox)"-  ==  a;"  +  nx^  —  ^ox  A^ — - — ~  x'^~'^o-x-  +  •  •  • 

und  die  Fluxion  der  a;"  wird  nach  Division  durch  o  als 

nx''-^x  +  -j— g— a;"-2oa;2  -| 

erkannt  oder  als  nx'^~'^x,  indem  die  Glieder,  welche  das  unendlich 
kleine  o  noch  enthalten,  wegfallen.  Ist  n  nicht  ganz  und  positiv,  so 
werden  die  Substitutionen  gelehrt,  von  welchen  schon  an  zu  vielen 
Stellen  dieses  Bandes  die  Rede  war,  als  dass  wir  vielfach  Gesagtes 
nochmals  wiederholten. 

Wallis  berichtet  dann  weiter  über  die  zweite  in  jenem  Newton- 
schen  Briefe  von  1676  anagrammatisch  enthalten  gewesene  Stelle 
(S.  178),  welche  eine  doppelte  Art  der  Auflösung  der  Aufgabe,  von 
der  Fluxion  zur  Fluente  aufzusteigen,  in  Aussicht  stelle.  Die  eine 
Art  bestehe  in  einer  Anwendung  von  Reihen  mit  unbestimmten 
Coefficienten  für  die  ünbekanntoi,  deren  Fluxionen  alsdann  gebildet 
werden  und  zu   einer   Gleichung   führen,    in    welcher    die    homologen 

moium  localem  perpeluo  augentur  rcl  äimimmidur ;   et  per  earum  fluxtoncm  in- 
ieHigit  celeritatem  incrcmcnti  vcl  decremenli. 
')  niovunta.     ")  incraiunta  mmnentanea. 
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Glieder  ciuander  aufhebeu,  so  duss  die  vorher  imbekauuten  Coeffi- 
cienten  dadurch  erkamit  werdeu.  Diese  Methode  sei  aus  den  sie 
schilderndeu  Worten  deutlich  zu  verstehen.  Die  andere  Art  sei  von 
der  Gattung,  welche  man  bei  der  Keihenentwicklung  der  einen  Un- 
bekannten einer  Gleichmig  nach  Potenzen  der  zweiten  in  der  Glei- 
chung auftretenden  Unbekannten  kennen  gelernt  habe.  Die  Aehn- 
lichkeit  der  beiden  Aufgaben  leuchte  ein,  wenn  man  bedenke,  dass 
man  von  einer  Gleichung  ausgehe,  welche  y,  z,  y,  k  enthalten  solle. 
Nun  betrachte  man  z  als  einförmig  veränderlich,  so  däss  dessen 
Fluxion  's  als  Einheit  gewählt  werdeu  könne.  Dann  sei  die  Absicht, 
II  in  Gestalt  einer  nur  z  enthaltenden  convergeuten  unendlichen  Reihe') 
kennen  zu  lernen.  Manchmal  sei  dieses  allerdings  unmöglich,  manch- 
mal sei  ein  Zurechtstutzen  der  gegebenen  Gleichung  erforderlich. 
Wie  Newton  diese  Methode,  welche  von  der  anderen  sich  eigentlich 
nur  durch  einmalige  statt  durch  zweimalige  Anwendung  von  Reihen 
mit  vorläufig  unbekannten  Coefficienten  unterscheidet,  verstanden 
haben  will,  geht  aus  dem  Beispiele 

ri-  —  ^zif  —  (^z?  +  dsz-  =  0 
hervor.     Durch  i  =  1   geht  sie  in 

//•-'  —  z-ij  —  d-  -\-  dz  =  Q 
über,  und  mm  nimmt  man  au,  es  sei 

y  =  Ä-3'+-.,         j/=AA-5^-'-f  .... 

Diese  Werthe  in  die  vorher  gewonnene,  von  z  schon  freie  Gleichimg 
eingesetzt  geben 

—  d'-\-dz-lr  Ic'z^^  -i kl-z^  +  ' =  0, 

und  ist  A  =  0,  so  findet  man  /.■  =  d,  d.  h.  man  findet  y  ^  d  -\-  ji, 
wo  jj  neuerdings  unbekannt  ist,  und  i/  =  p.  Die  Fluxionsgleichung 
geht  dadurch  über  in 

■2  dp  +  /  —  z-p  -f  (/„-  =  0. 
Sie  setzt  voraus,  dass  dg  gegen  '2dp  sich  aufhebe,  d.  h.  dass 

1>  =  —  2  +  'i 
sei,  nebst 

i'  =  -  Y  +  '^' 
weil  ja  i;  ^  1    angenommen  wurde.     Fahre  man  so  fort,   so  gelange 
man  zu 

Es  ist  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  Newton  im  Stande  ge- 


')  in  Serie  infinita  convergente  cpiae  solum  s  involvet. 
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weseu  wäre,  diese  beideu  Briefe,  beziehungsweise  deren  Auszüge, 
spätesteus  1676  bekauut  zu  macbeu,  und  dass  sie  damals  ein  Auf- 
sehen der  Bewunderung  erregt  haben  müssten.  Ganz  anders  1693. 
Wenn  die  Briefe  jetzt  Aufsehen  machten,  so  konnte  es  nur  ein  solches 
der  Verwunderung  sein,  und  wenn  diese  nicht  laut  wurde,  so  geschah 
es  darum,  weil  die  hohe  Achtung,  die  man  dem  Verfasser  von  Ab- 
handlungen über  die  Farbenlehre  in  den  P.  T.  von  1672,  dem  Ver- 
fasser der  Principien  von  16S7  auf  dem  europäischen  Festlaude  nicht 
minder  als  in  Grossbritamiien  Verdientermassen  zollte,  den  Spöttern 
den  Mund  schloss. 

Mussten  die  Leser  sich  nicht  sagen,  was  Johann  Beruoulli  im 
August  16'J6  darüber  au  Leibuiz  schrieb^),  dass  Newtons  Methode 
der  Sache  nach  sich  ganz  und  gar  nicht  von  der  Differentialrechnung 
unterscheide,  wie  dieser  selbst  in  seinem  Werke  der  Principien  ein- 
gestehe, dass  er  nur  ein,  beziehungsweise  mehrere  Pünktchen  statt 
(7,  dd  u.  s.  w.  schreibe?  Klingt  es  so  ungerecht,  wenn  Bernoulli  fort- 
fährt-): Ich  weiss  nicht,  ob  nicht  Newton  seine  Methode  erst  bildete, 
nachdem  er  Dein  Rechnungs verfahren  gesehen  hatte?  Woher  sollte 
Bernoulli  andei-er  Meinung  gewesen  sein?  Leibniz  freilich  wusste  es 
besser  und  antwortete^),  Newton  habe  schon  vor  zwanzig  Jahren  — 
das  war  1676  —  ihm  Andeutungen  gemacht,  denen  zufolge  er  damals 
schon  Bedeutendes  besessen  haben  müsse. 

Und  betrachtet  man  nicht  das  Datum  der  Briefe,  sondern  das 
ihrer  Drucklegung,  so  musste  letztere  nun  gar  unbegreiflich  erscheinen, 
denn  inzwischen  hatte  das  Aprilheft  1693  der  A.  E.  Leibnizens  Inte- 
gration von  Diiferentialgleichuugen  in  Reihengestalt  gebracht,  von 
welcher  —  auch  das  sagt  Johann  Beruoulli  in  dem  erst  angeführten 
Briefe  —  die  Newtonsche  sich  nur  durch  grössere  Mühseligkeit 
unterschied. 

Nicht  eben  lange  nachdem  dui'ch  Wallis  jene  Auszüge  aus  New- 
tonschen  Briefen  veröffentlicht  waren,  trat  1695  in  den  A.  E.  ein 
grundsätzlicher  Gegner  der  Leibnizischen  Differentialrechnmag  auf: 
Beruhard  Nieuwentijt^)  (1654—1718),  praktischer  Arzt  und  gleich- 
zeitig Bürgermeister  in  Purmerend  in  Nordholland.  Er  war  nicht 
Gegner  der  Person,  sondern  der  Sache,  und  er  richtete  deshalb  seine 
Angriffe  in  gleicher  Weise  wie  gegen  Leibniz  auch  gegen  die  Brüder 
Bernoulli  und  den  Marquis  de  l'Hospital'').  Er  hat  auch  besondere 
Schriften  in  der  gleichen  Absicht  verfasst:    Considerationes  circn  ana- 


. ^ 

')  Leibniz  III,  316—317.  -)  Nescio  annon  Neiotonus,  Tuo  calculo  viso,  suam 
danum  3Iithodwm  fahrkaverit.  "')  Leibniz  III,  320.  ^)  Poggendorff  II,  289. 
■^)  AVeissenborn,  Die  Principien  der  höheren  Analysis  in  ihrer  Entwicklung 
von  Leibniz  bis  auf  Lagrange  S.  123—138. 
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lyscos  ad  qitantiiaüs  inßmte  paivas  applicatae  principia  (1694)  und 
Änalysis  infinHomm  (1605). 

Die  Allgriffe,  welche  Nieuweutijt  gegeu  die  logische  Grundlage 
der  Differeiitialrechuimg  gerichtet  hat,  sind  scharfsinniger  als  die 
Versuche,  welche  er  veranstaltete,  jene  Grundlagen  fester  zu  sichern. 
Er  hat  dreierlei  au  der  Differeutialrechnimg  auszusetzen.  Erstens 
sei  sie  der  mit  anderen  Methoden  gemeinsamen  Schwierigkeit  unter- 
worfen, dass  Grössen  als  Nichts  bei  Seite  gelassen  werden,  welche 
nur  unendlich  klein  seien.  Zweitens  fehle  eine  Anwendung  der  Diffe- 
entiahechnung  auf  Expouentialgrösseu.  Drittens  sei,  selbst  wenn 
man  mit  den  ersten  Differentialen  sich  befreuuden  könnte,  den  folgen- 
den Differentialen  d'-x,  d^x  u.  s.  w.  ein  Sinu  nicht  abzugewinnen.  Der 
erste  Einwurf  insbesondere  ist  immer  und  immer  wiedergekehrt  bis 
tief  in  das  19.  Jahrhundert,  und  damit  ist  dessen  zum  mindesten 
theilweise  Berechtigung  nachgewiesen.  Aber  wie  findet  sich  denu 
"Nieuwentijt  mit  der  unleugbar  vorhandenen  Schwierigkeit  ab?  Er 
nimmt  ein  Uneudlichgrosses^),  welches  er  durch  m  bezeichnet,  und 
ueunt  den  »(teu  Theil  eines  Endlichen   ein  ünendlichstel").     Dieses 

ist  noch  nicht  Nichts,    aber  sein  ünendlichstel    oder  — »    ist   Nichts, 

denn  dieses  liefert  mit  dem  unendlichgrossen  '  m  vervielfacht  noch 
nicht  EudHches,  sondern  erst  ein  ünendlichstel.  Aber  ist  das  nicht 
Wortspielerei?  Besagt  es  nicht  im  Griuide  das  Gleiche,  was  Leibniz 
und  die  Seinen  in  die  Worte  kleideten,  höhere  Potenzen  eines  ün- 
eudlichkleinen  verschwänden  neben  dessen  niedrigeren  Potenzen  und 
das  ünendlichkleine  selbst  neben  Endlichem  und  das  Endliche  neben 
ünendlichgi'ossem? 

Leibniz  beantwortete^)  die  Nieuwentijtscheu  Augrifle  iu  den 
A.  E.  von  1695.  Er  gab  dort,  wenn  auch  in  gewundener  Weise, 
zu,  dass  indirekte  Beweisführungen  von  der  Art,  wie  die  griechischen 
Geometer,  insbesondere  Archimed,  sie  anwandten,  am  geeignetsten 
seien,  die  Wahrheit  der  Sätze  festzustellen,  bei  welchen  man  auch  des 
Unendlichkleinen  sich  bedienen  könne,  aber  schliesslich  sei  es  nicht 
mehr  als  ein  Wortstreit,  wenn  Jemand  die  Gleichheit  von  Grössen, 
welche  um  ihnen  selbst  gegenüber  üueiidlichkleines  sich  von  einander 
unterscheiden,  verwerfe*).  Dazu  komme  noch  Eines:  dass  solchen 
Figuren,  welche  aus  Linienelementen  bestehen,  immer  andere  end- 
liche Figuren  ähnlich  seien,  so  dass  man  Verhältnisse  von  nicht 
Angebbarem  durch  Verhältnisse  angebbarer  Grössen  zu  ersetzen  im 
Stande  sei. 


■)  ^uantifos  infinita.      -)  infitiitesima.      ^)  Leibniz  V,  320—328.      *)  Et  si 
quis  talan  aequalitaiis  definitioncm  rejicit,  de  nomine  dispu,tat. 
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Der  zweite  Eiuwaud  hatte  der  Differentiation  vou  Exponeutial- 
grössen  gegolten.  Auch  hier  begann  Leibuiz  mit  einem  Zugeständ- 
nisse.    Wenn  y"  =  0,  so  sei 

ds  =  (2/  +  dyy+^''  —  y^  =  ij'^+'"=  +  xy''+'"^-'^(hj  —  y^, 
sofern  alle  Glieder  wegbleiben,  welche  Produkte  von  DifFenentialeu 
einschliesseu.  Diese  Gleichung  leide  aber  au  dem  Fehler,  dass  in 
ihr  die  Homogeneität  der  Differentiale  nicht  gewahrt  sei')  und  dass 
sie  vermöge  dessen  untauglich  sei,  das  wirklieh  Gesuchte,  nämlich 
das  Verhältuiss  von  dx  zu  dy'''),  zu  liefern.  Nach  den  Principieu 
der  Differentialrechnung  müsse  man,  wenn  Differentiale  mit  endlichen 
Grössen  gemischt  vorkommen,  erstere  als  Null  betrachten.  Dadurch 
gehe  die  erhaltene  Gleichung  über  in 

0  =  y^+o  4-  xy'^+^-'-O  —  if     oder  in  0  =  y""  —  y'' , 
und  das    sei   zwar  wahr,  führe    aber   nicht    weiter.     Dagegen   könne 
man  folgenden  Weg  einschlagen.     Es  sei   j  —^  =  log .'".    (Das  wusste 

Leibniz  durch  die  Quadratur  der  Hyperbel.)     Ferner  gehe  aus  x'  =  y 
die  Gleichung    0  ■  log  x  =  log  y   hervor    oder    imter  Anwendimg   der 

—  =   /         • 

X       ^   y 
Differentiire  man  diese  Gleichung,  so  entstehe 


Daraus  aber  wird^) 


dx    .      ,       ,  äy 


V 


7(a;'')  =  x'  •  -  dx  +  a,"(?t-'  log  x. 


X 

An  diese  Stelle  erinnerten  wir,  als  wir  (S.  223)  Leilniiz  einen  Vor- 
gänger von  Johann  BeruouUi  in  der  Differentiation  der  Expouential- 
grössen  nannten. 

Nun  wendet  sich  Leibuiz  drittens  zu  den  höhereu  Differentialen. 
Er  nimmt  au,  die  x  verlaufen  in  geometrischer,  die  y  in  arithmetischer 
Progression.  Alsdann  findet  das  Verhältuiss  dx  :  dy  ^  x  :  a  statt, 
wo  a  eine  Coustante  bedeutet  und  auch  dy  als  constant  gilt.     Hieraus 

folgt  dx  =  ^^  und  durch  Differentiation 


^ö" 


a 


,  ,            dx  ■  du         dx  ■  dx        ,       ■  1  ■        ddx         dx 

ddx  = = ,     beziehungsweise  —, —  =  — , 

u  X       '  °  dx  X  ' 

d.  h.   ddx  verhält  sich  zu  dx  Avie  dx  zu  x,    das    höhere   Differential 


')  Non  scrvat  legcs  homogencorum  calculi  diß'crentiaUs.  -)  Kon  exhihet 
quaesitwm,  nempe  rationem  dx  ad  dy.  ^)  Da  Leibniz  die  Rechnung  bis  hierher 
richtig  geführt  hat,  so  kann  es  nur  ein  Druckfehler  sein,  wenn  bei  ihm  die 
Schlussgleichuug  anders  lautet  als  es  sein  muss,  und  deshalb  -weichen  wir  hier 
im  Texte  vou  ihm  ab. 
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ist  dem  niedrigeren  gegenüber  ebenso  ein  Unendlichkleines,  wie  das 
erste  Differential  der  endlichen  Grösse  gegenüber.  So  die  Autwort 
Leibuizeus.  Dass  in  dem  über  die  zweiten  und  höheren  Differentiale 
Gesagten  sehr  viel  unstatthafte  Willkür  mit  einlief,  wird  man  gegen- 
wärtig nicht  in  Abrede  stellen. 

Auf  Nieuwentijts  Zweifel  wegen  der  Differentiation  von  Expo- 
nentialgrössen  kam  Johann  Beruoulli,  der  dieses  mathematische 
Gebiet  fast  mit  Eifersucht  als  sein  eigenstes  vertheidigte,  im  März- 
heft 1G9T  der  A.  E.  zurück '),  in  jenem  Aufsatze,  der,  wie  wir  (S.  223) 
sagten,  die  Gruudzüge  der  Rechnung  mit  den  Exponentialgrössen  für 
alle  Zeiten  festsetzte.  Wir  habeu  ebendort  bemerkt,  dass  Beruoulli 
als  wesentliches  geometrisches  Hilfsmittel  von  der  logarithmischeu 
Linie  Gebrauch  machte.  Von  einer  selbständigen  Gegenschrift  gegen 
Xieuwentijt  aus  der  Feder  eines  jmigen  Mathematikers,  Jakob  Her- 
mann, den  wir  nur  ganz  im  Vorbeigehen  (S.  87)  einmal  zu  nennen 
Gelegenheit  hatten,  wird  im  XVH.  Abschnitte  die  Rede  sein. 

Vor  Abschluss  des  Jahrhunderts  trat  noch  ein  persönlicher  Feind 
Leibnizens  in  die  Schranken  der  Oeffentlichkeit,  mit  welchem  wir 
uns  zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  beschäftigen  müssen.  Es  war 
Nicolas  Fatio  de  Duillier-)  (1664 — 1753).  Die  Familie  hatte 
sich  163f)  in  Basel  eingebürgert,  und  dort  ist  Fatio  geboren,  aber 
als  er  wenige  Jahre  alt  war,  kaufte  der  Vater  die  Herrschaft  Duillier 
bei  Genf  an  und  wurde  1678  Genfer  Bürger.  Schon  mit  18  Jahren 
war  Fatio  1682  in  Paris,  um  an  der  dortigen  Sternwarte  unter 
Cassini  sich  als  praktischen  Astronomeu  auszubilden.  Vou  1684 
bis  1686  lebte  er  in  Duillier,  dort  die  in  Paris  begonnenen  Beobach- 
tungen fortsetzend.  Ende  1686  ging  er  nach  Holland,  wo  er  zu 
Huygens  in  persönliche  Beziehungen  trat.  Im  Jahre  1687  wandte 
er  sich  nach  England  und  wurde  1688  Mitglied  der  Royal  Society 
in  London.  Ein  neuer  kurzer  Abstecher  nach  Holland  zu  Huygens 
fällt  in  den  Anfang  des  Jahres  1691,  ein  vielleicht  etwas  längerer 
Aufenthalt  in  Duillier  in  die  Jahre  1700  und  1701,  aber  Fatios 
eigentlicher  Wohnsitz  blieb  in  England.  Dort  betheiliaie  er  sich 
1707  an  Umtrieben  religiöser  Fanatiker,  welche  ihm  eine  Verurtbei- 
lung  zum  Pranger  und  zu  einer  Freiheitsstrafe  zuzogen,  clort  starb  er  iv»^<=**^i 
in  einem  Alter  vou  fast  90  Jahren,  ohne  von  seiner  Begeisterung 
für  die  Propheten  zurückgekommen  zu  sein.  Wir  können  un.s  der 
Auffassung  nur  auschUessen ,  man  habe  Fatio  etwa  von  1706  an  als 
geisteskrank   zu   betrachten,    und   in  der  That   sind  von  da   an  keine 

')  .Tob.  Beruoulli  Opera  I,  179  sqq.  ^)  Rud.  Wolf,  Biogi-aphien  zur 
Kultargeschichte  der  Schweiz  IV,  07—86, 
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wissenscliaftlichen  Arbeiten  vo)i  ihm  bekannt.     Er  scheint  nach  seiner 
Verurtheiluug  den  Studien  für  immer  Lebewohl  gesagt  zu  haben. 

Wir  haben  Fatios  Lebensgeschichte  aus  mehreren  Gründen  aus- 
führlicher erzählt.  Einmal  können  wir  nun  au  der  Hand  der  Jahres- 
zahlen feststellen,  dass,  als  Johann  Bernoulli  in  den  Jahren  1G91 
bis  1G93  erst  in  Genf,  dann  in  Paris  lebte  und  am  ersteren  Orte 
den  älteren  Bruder  Fatios  unterrichtete,  er  selbst,  ein  schon  ge- 
schätzter Gelehrter,  in  England  sich  aufhielt,  also  gewiss  nicht  durch 
Johann  Bernoulli  in  die  neuen  Methoden  eingeführt  werden  konnte 
und  ebensowenig  von  1700  an  durch  seinen  eigenen  Bruder.  Zweitens 
wird  begreiflich,  dass  Fatio,  Engländer  von  Neigung  —  und  Neigung 
thut  in  solchen  Fällen  mehr  als  die  Geburt  —  allen  Gemüthsstim- 
mungen  der  neuen  Landsleute  in  Hass  und  Liebe  sich  anschloss. 
Drittens  möchten  wir  das  frühe  Erwachen,  den  vorzeitigen  Todes- 
schlaf seines  Geisteslebens  nachträglich  in  einen  gewissen  Zusammen- 
hang gebracht  wissen. 

Fatio  war  unzweifelhaft  eine  hochbegabte  Natur.  Das  Urtheil 
von  Huygens,  das  von  Jakob  sowohl  als  von  Johann  Bernoulli, 
das  von  Leibniz,  die  ihn  alle  theils  persönlich,  theils  aus  Briefen, 
theils  aus  den  Aussagen  Anderer  kannten,  stimmt  vollgiltig  überein 
und  wird  dadurch  nicht  zurückgenommen,  dass  von  1700  an  wenig- 
stens Leibniz  und  Johann  Bernoulli  sich  ganz  anders  äusserten.  Aber 
immei'hin  dürfen  wir  Fatio  doch  nur  denjenigen  begabten  Menschen 
zurechnen,  AVelche  mehr  versprachen  als  sie  geleistet  haben.  Er  fasste, 
wie  es  scheint,  rasch,  war  schnell  bereit  undeutlich  Geahntes  für 
mehr  als  zur  Hälfte  Vollendetes  anzusehen  und  anzugeben,  und  auch 
bedächtigere  Gelehrte  glaubten  an  diese  Aeusserungen  auf  blosse 
Hoifnung  gegründeter  Zuversicht.  Wir  möchten  Fatio  am  liebsten 
mit  Tschirnhaus  vergleichen,  wenn  dieser  nicht  eiuestheils  be- 
wusster  geflunkert,  anderntheils  doch  entschieden  mehr  geleistet  hätte. 

Einmal  freilich  war  grade  Fatio  in  der  Lage,  einen  Irrthum 
Tschirnhausens  zu  bemerken  und  zu  verbessern.  Es  handelte  sich 
um  die  Berührungslinien  an  die  mehrbrennpunktigeu  Curven,  deren 
von  Tschirnhaus  1686  in  der  Medicina  mentis  angegebene  Construetion 
mit  einem  Mangel  behaftet  war.  Wir  erinnern  uns  (S.  148 — 149), 
dass  Fatio  zunächst  ein  geistreiches,  rein  geometrisches  Verfahren 
einschlug,  welches  auf  der  Zurückführung  auf  Widersprüche  beruhte 
uud  daher  von  den  Tangentenmethoden  der  Infinitesimalrechnung 
durchaus  verschieden  war. 

Fatio  will  diese  überhaupt,  und  insbesondere  Leibuizens  beide 
Abhandlungen  von  1684  und  1686  damals  nicht  gekannt  haben,  denn 
das    ist    doch    der   Sinn    einer   im    December    1601    an  Huygens  ge- 
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richteten  Briefstelle '^,  er  habe  Leibnizens  Schriften  über  den  Diffe- 
rentialcalcul  erst  gelesen,  nachdem  er  die  gleichen  Dinge  anderswoher 
kannte.  Bei  Hiiygeus  fand  Fatio  mit  seinen  Herabsetzungen  der 
Difierentialrechnung  ein  geneigtes  Ohr.  Wir  wissen  (S.  208 — 209), 
wie  sehr  dieser  sich  sträubte  in  Leibnizens  Gedankenfolge  einzutreten, 
wie  er  fest  bis  zu  seinem  Tode  dabei  beharrte,  man  könne  zu  den 
gleichen  Ergebnissen  auch  anders  gelangen.  Wir  haben,  als  wir  da- 
mals von  einem  fremden  Einflüsse  sprachen,  der  bei  Huygens  sich 
geltend  machte,  an  Fatio  gedacht.  Ursache  und  Wirkung  ergänzten 
einander  hier  gegenseitig.  Huygens'  Voreingenommenheit  hatte  zur 
Folge,  dass  er  Fatio  hörte  imd  ihm  bereitwillig  Glauben  schenkte. 
Fatios  Einflüsterungen  hatten  zur  Folge,  dass  Huygens  sich  mehr 
und  mehr  in  der  üeberzeugung  von  der  Ueberflüssigkeit  der  Dilferential- 
rechnung  befestigte. 

Als  Fatio  in  Holland  war,  theilte  er  im  März  1687  Huygens 
mit,  dass  er  bei  Tschirnhaus  den  erwähnten  Fehler  gefunden  habe 
und  besprach  mit  ihm  die  Verbesserung,  welche  er  vorhabe.  Als  er 
im  Juni  1(587  von  England  aus  schrieb,  kam  er  auf  seiue  eigene 
Methode  zurück,  es  sei  eine  wahre  Methode,  bequem  und  von  einef 
sehr  einfachen  und  leicht  im  Gedächtnisse  zu  behaltenden  Erwägung 
ausgehend.  Er  habe  sie  deshalb  ins  Reine  geschrieben  und  Anwen- 
dungen davon  gemacht.  Xun  geht  er  aber  weiter  und  behauptet,  er 
habe  auch  die  umgekehrte  Tangentenaufgabe  behandelt,  und  er  habe 
gewissermassen  das  Mittel  gefunden,  sie  zu  lösen,  wenn  es  überhaupt 
möglich  sei^). 

Von  jetzt  an  trat  diese  so  kühn  und  zuversichtlich  angekündigte 
Auflösung  der  umgekehrten  Tangentenaufgabe  einigermassen 
in  den  Vordergrund,  und  als  Huygens  gegen  Leibniz  Einiges  darüber 
laut  werden  Hess,  fragte  dieser- im  .Januar  1691,  in  welcherlei  Fällen 
Fatios  Verfahren  sich  als  durchführbar  zeige,  damit  er  aus  dieser 
Angabe  entnehmen  könne,  ob  Aehnlichkeit  mit  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen vorhanden  sei^).  Inzwischen  war  Fatio  nach  Holland  ge- 
reist, und  Huygens  konnte  am  23.  Februar  1691  Leibnizens  Frage 
dahin  beantworten*),  Fatio  finde  allerdings  in  den  Fällen  einen  An- 
stoss,  in  welchen  der  Werth  der  Subtangente  Wurzelgrössen  aus  mehr- 

gliedrigen  Ausdrücken  enthalte,  z.  B.  wenn  die  Subtangente  ^—^ 


')  Der  Brief  ist  abgedruckt  in  Uylenbroek,  Clir.  Hugenii  dliorumque  seculi 
XV IJ.  virorum  celtbrium  Exercitationes  Malhematicae  et  Philosophicae.  Haag, 
1833.  Die  Stelle  heisst:  c'est  que  je  n'ai  etudie  ce  quUl  en  a  ecrit  que  depuis 
que  j'ai  eu  ä'aiUeurs  les  viemes  choses.  ^)  J'ai  trouve  en  quclque  sorte  h  moyen 
de  Je  resoudre  toutes  les  fois  qu'il  est  possible.  ')  Leibniz  II,  77.  ■*)  Ebenda 
n,  81—82. 
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sein  solle,  wo  x  die  Abscisse,  y  die  zu  ilir  senkrechte  Ordinate  be- 
deute.    Eine  Wocbe  später  schickt  Leibniz^)  die  Auflösung  der  ihm 

mitgetheilten  Aufgabe:  a^x^ ^  a*  —  —  '^^^^  ^"<^li  4a^a;^  =  ■id^y'  —  y* 

seien  Curven,  welche  jene  Subtaugente  besitzen.  Er  schlägt  vor,  er 
wolle  Fatio  diese  Auflösungen  erklären,  wenn  jeiaer  ihm  die  Wege 
offenbare,  auf  welchen  er  zur  Behandlung  von  zwei  inversen  Tan- 
gentenaufgaben gelangt  sei. 

Fatio  weicht  zurück-).  Er  verzweifle  nicht  daran,  selbst  mit 
den  Wurzelgrössen  fertig  zu  werden.  Ueberdies  sei,  was  er  über  jene 
Aufgaben  niedergeschrieben  habe,  so  lang  und  ausführlich  und  so 
schwer  zu  lesen,  dass  er  sich  nicht  entschliesseu  könne,  es  zu  schicken. 
So  am  26.  März,  aber  am  5.  Mai  scheint  Fatio  doch  nachgrade  zur 
üeberzeugung  gekommen  zu  sein,  er  werde  nicht  allein  mit  den 
Wurzelgrössen  fertig,    denn   nun   schlug  er  selbst  den  Tausch   vor'). 

Mag  sein,  dass  Leibuiz,  nachdem  Fatio  auch  mit  der  durch  ihn 
erhaltenen  Keuntniss  des  zu  erwartenden  Ergebnisses  in  zwei  Monaten 
nicht  vom  Flecke  gelaugt  war,  von  seiner  früheren  guten  Meinung 
über  dessen  Methode  zurückgekommen  war,  was  nicht  unbegreiflich 
erscheint,  jedenfalls  zog  er  jetzt  die  Sache  vmter  Angabe  von  Gründen 
welche  blossen  Ausflüchten  sehr  ähnlich  sehen,  so  lange  hinaus,  bis 
sie  sich  ganz  zerschlug. 

Fatio  war  inzwischen  nach  England  zurückgekehrt.  Er  hatte 
jetzt  Leibnizens  gedruckte  Abhandlungen  studirt  und  äusserte  sich 
über  dieselbeu  im  December  1691  in  einem  Briefe,  dessen  grade 
hierauf  bezügliche  Stelle  wir  oben  (S.  249)  angeführt  haben.  Ja,  er 
ging  noch  viel  weiter.  Er  behauptete,  Newton  sei  der  erste  Erfinder 
der  Differentialrechnung.  Derselbe  habe  so  viel  und  mehr  als  Leibniz 
gegenwärtig  wisse  zu  einer  so  weit .  zurückliegenden  Zeit  besessen, 
dass  Leibniz  damals  noch  nicht  an  diese  Rechnung  dachte.  Der 
Gedanke  scheine  vielmehr  Jjei  Leibniz  erst  durch  Newtons  briefliche 
Mittheilungen  erzeugt  worden  zu  sein.  In  einem  Briefe  vom  Februar 
1692  an  Huygens  ist  noch  weiter  von  den  Newtouschen  Briefen  von 
1676  die  Rede,  deren  Abdruck  Leibniz  sicherlich  sehr  unangenehm 
wäre.  Newtons  Leistungen  verhielten  sich  zu  denen  Leibnizens  wie 
ein  vollendetes  Original  zu  einer  verkrüppelten  und  sehr  unvoll- 
kommenen Copie'). 

Huygens  theilte  allerdings  diese  beleidigenden  Ausdrücke  Leibniz 
nicht  mit,    unterrichtete  ihn   aber    doch   im  März    1692    davon,    dass 


')  Leibniz  It,  83 — 84  und  90,  wo  ein  Schreibfehler  des  frühei-en  Briefes 
verbessert  wird.  -)  Ebenda  II,  86.  '')  Ebenda  II,  93.  ■*)  commc  d'un  original 
aeheve  et  d'une  copie  estropiee  et  tres  imparfaile. 
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Fatio  glaube,  Newton  wisse  vou  dem  umgekehrten  Tangenteupro- 
bleme  mehr,  als  er  selbst  und  Leibniz  zusammen,  und  dass  eine  Ab- 
handlung darüber  werde  geschrieben  werden^).  Zugleich  bot  er  in 
Fatios  Aultrage  abermals  dessen  Methode  zum  Tausche  an. 

Leibniz  lehnte  im  April  1692  endgiltig  ab').  Dass  Newton  recht 
weit  vorgedrungen  sei,  glaube  er  ohne  Mühe,  aber  Jedermann  besitze 
seine  ihm  eigenen  Wege,  und  so  sei  er  vielleicht  auf  Bahnen,  die 
jenem  noch  unbekannt  seien,  fortzuschreiten  begriffen. 

Die  Gemüther  fingen  an  sich  gegen  einander  zu  erhitzen.  TVusste 
Newton  von  diesen  Briefen,  welche  Fatio  und  Huygens  wechselten? 
Es  ist  kaum  denkbar,  dass  er  gar  nichts  davon  erfahren  haben  sollte. 
Und  grade  in  dieser  Zeit,  im  Sommer  und  Herbst  1692,  schrieb  er 
seine  zwei  Briefe  an  WaUis,  deren  früher  (S.  244)  betonter  gering- 
fügiger Inhalt  uns  jetzt  nur  um  so  dürftiger  erscheint,  als  wir  in 
den  zuletzt  erzählten  Ereignissen  eine  Veranlassung  erkennen  dürfen, 
welche  zum  Schreiben  jener  Briefe  führte. 

Fatio  selbst  schwieg  Jahre  hindurch,  bis  er  1699  in  einer  kleinen 
Schrift  mit  dem  Titel:  Zwei  geometrische  Untersuchungen  über  die 
Brachistochrone^)  Leibniz  öäentlich  die  Anklage  ins  Gesicht  schleuderte, 
welche  er  bis  dahin  nur  brieflich  ausgesprochen  hatte.  Wir  wissen 
(S.  226),  dass  Leibniz  im  Mai  1697  die  Lösung  der  Aufgabe  der 
Brachistochrone  als  einen  Probestein  für  die  Vortreiflichkeit  der 
Differentialrechnmig  gerühmt  hatte.  Nur  Kenner  dieses  Rechnungs- 
verfahrens seien  zur  Lösung  fähig  gewesen,  und  ausser  diesen  einige 
ganz  wenige  PersönUchkeiteu.  Unter  letzteren  nannte  er  Newton, 
aber  Fatio  nannte  er  nicht!  Das  bot  diesem  den  Anlass,  nun  plötzlich 
das  Sprachrohr  des  Aergers  zu  werden,  den  Newton  und  seine  Freunde 
über  ihre  Ueberflügelung  durch  die  Leibnizische  Schule  empfanden. 
Der  Prioritätsstreit  war  begonnen.  Der  XYII.  Abschnitt  wird 
uns  dessen  Verlauf  kennen  lehren. 


')  Leibniz  II,  133.        -)  Ebenda  II,  135.        ^)  Lineae  brevissimi  deseensus 
invtstigatio  geometriea  duplex. 
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Geschichte  der  Mathematilv.     Ivlassikerausgaben. 
lufluitesimalrechiumg  bis  1704. 

Seit  wir,  mit  dem  XIV.  Abschnitte  begiuneud,  die  Gegenstände 
innerhalb  eines  bestimmten  Zeitranmes  nach  dem  Inhalte  der  Schriften, 
über  welche  wir  berichteten,  zn  ordnen  uns  gewöhnt  haben,  stellten 
wir  stets  solche  Leistungen  an  die  Spitze  der  Abschnitte,  welche  der 
Gescjiichte  der  mathematischen  Wissenschaften  gewidmet  waren.  Wir 
wollen  auch  jetzt  dieser  Gewohnheit  treu  bleiben,  eine  so  geringe 
Ausbeute  wir  dabei  unseren  Lesern  in  Aussicht  zu  stellen  vermögen. 

Dass  die  Cronica  de'  3Iatematici  des  Bernardino  Baldi  1707 
im  Drucke  erschien  (Bd.  II  S.  505)  können  wir  kaum  eine  Thätigkeit 
nennen,  und  mit  einer  Notiz'),  welche  besagt,  Pierre  Remond  de 
Montmort  habe  begonnen  eine  Geschichte  der  Geometrie  zu  schreiben, 
ist  nichts  anzufangen.  Von  Adam  Andreas  Cnollen-)  (1(374 — 1714) 
wird  einerseits  angegeben,  er  habe  De  geometria  ialmudica  und  De 
algehra  Hehraeorum  geschrieben,  während  andrerseits  der  genaueste 
Kenner  hebräischer  Literatur  nur  weiss,  dass  Cnollen  eine  Mathesis 
BibJiro-Tahnudica  versprochen  habe,  ohne  Gewissheit  darüber  zu 
besitzen,  ob  er  jenes  Versprechen  auch  eingelöst.  Ein  nordischer 
Gelehrter  Harald  Vallerius  Hess  1716  in  Upsala  eine  wesentlich 
geschichtliche  Alihandlung  Prohlema  Deliaeum  de  duplicatione  cuhl 
erscheinen^),  aber  über  deren  Werth  ist  nicht  berichtet. 

Wir  kennen  aus  eigener  Anschauung  nur  eine  zweifellos  hierher 
gehörende  Ai-beit.  De  Lagny  hat  1723  versucht*)  den  Weg  aus- 
findig zu  machen,  auf  welchem  Archimed  in  seiner  Kreismessung  die 
beiden  Näherungswerthe  gefunden  haben  mochte,  zwischen  welche  er 

}/3  einschloss,  indem  er  behauptete  -—  <  ]/3  <  -^—  ■     De  Lagny  ging 

dabei  von  der  Theonischen  Formel  zur  Auffindung  von  ]/2  aus,  wenn 


')  Histoire  de  VAcademie  des  sciences,  annee  1719,  pag.  92.  ')  Poggen- 
dorff  1,458.  —  M.  Steinschneider  in  der  Bibliotheca  mathematica  1893  S.  lOG 
— 107.  *)  Eneström  in  der  Bihh'ntheca  mathematica  1889  S,  .?.  *)  Eistoire 
de  VAcademie  des  sciences,  annee  1723,  pag.  55— G9. 
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er  auch  Theou  so  wenig  als  dessen  Knnstaiisdruck  Diametrdlzahl 
nannte,   sondern   sich    damit  begnügte,   einen   unechten   Bruch         als 

erste,  den  zweiten  Bruch  -^A-    als    engei'e   Annäherung    anzugeben. 
'  a  +  &  o  o 

Ganz  ähnliche  Formeln  müsse  es,  meint  De  Lagny,   auch   für  andere 

Quadratwurzeln  als  die  aus  2  gegeben  haben,  und  deren  Ei-mittelung 

müsse    gelingen,    sobald    man    versuchsweise    einige   Näherungswerthe 

fände,  die  zu  klein,  andere,  die  zu  gross  wären.    Grösser  als  ]/i5  seien 

z.  B.    "-,    -,  ^-    d.  h.   Brüche   von   der  Form     ,  ,   wo    «"  =  olr  -\-  1. 

1  '     4  '    15  (/  ' 

/ —       .         5      19     71  A 

Kleiner  als  yS  seien  --,       ,         d.  h.  Brüche   von   der  Form    „  ,    wo 

Ä^  ^  3  jB^  —  2.    Die  sich  näher  anschliessenden  Brüche  seien  ^^^  r- , 

a  -\-  2  b  ' 

beziehungsweise    "  .  7^^  ^  ,   wie   sich   durch   Erhebung   zum   Quadi-ate 

leicht  nachweisen  lasse.    So  entstehen  die  Fortsetzungen  beider  Reihen 

T.T..1  ,1  2       7      26     97     3Ü2     1351  ,5      19     71  '2Q5 

von  Naherungswei-then:  ^,  -^  ,  ^^,  -^-g,  — ,  -^  und    .^  ,   ^^,  ^^,  ^, 

77rr,  s^nrr-    Das  sechste  Glied  der  einen,  das  vierte  Glied  der  anderen 

571'    aool  ' 

Reihe  sind  die  von  Archimed  benutzten  Werthe.  Unser  Urtheil  über 
De  Lagny 's  Versuch  brauchen  wir  kaum  auszusprechen.  Er  hat  in 
dieser  Abhandlung  einen  Beweis  seiner  Gewandtheit  mit  Zahlen  um- 
zugehen und  Beziehungen  zwischen  ihnen  aufzudecken  geliefert,  aber 
seine  Gedankenfolge  ist  so  ungriechisch  als  möglich. 

Nächst  den  eigentlich  geschichtlichen  Arbeiten  pflegen  wir  mit 
den  Männern  uns  zu  beschäftigen,  welche  es  sich  angelegen  sein 
Hessen,  Werke  alter  Mathematiker  herauszugeben.  Ein  solches  Unter- 
nehmen grossartigster  Anlage  ist  hier  zu  nennen.  Edward  Bernard^) 
(1638 — 16'J6)  war  ursprünglich  Theologe  und  im  Besitze  geistlicher 
Stellen  von  grosser  Einträglichkeit.  Seine  Neigungen  gingen  aber 
vornehmlich  auf  Mathematik  und  auf  orientalische  Sprachwissenschaft 
und  als  ihm  1673  eine  Savilische  Professur  in  Oxford  (Bd.  II,  S.  609) 
angeboten  wurde,  deren  Inhaber  satzungsgemäss  keine  geistliche  Neben- 
stellung verwalten  durfte,  verzichtete  er  auf  letztere.  Von  jetzt  au 
lebte  er  in  Oxford  ausschliesslich  seinen  beiden  Wissenschaften  und 
fasste  einen  Plan,  an  dessen  Verwirklichung  seit  Regiomontan  (Bd.  11, 
S.  237)  Niemand  gedacht  hatte,  den  Plan,  alle  Klassiker  der  Mathe- 
matik neu  herauszugeben.  Zu  diesem  Zwecke  hatte  Bernard  bereits 
früher  1668  in  Leiden  eine  der  dortigen  Bibliothek  angehörende  ara- 
bische Übersetzung  der    sieben   ersten  Bücher  der  Ketcelschnitte   des 


')    National    Biography    IV,   378  —  380   (Londüii    18«3,    eiliteil    by   Leslie 
Stepben). 
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Apollouius  abgeschrieben,  hatte  er  gleichfalls  schon  vor  seiner  Nieder- 
lassung in  Oxford  1(>71  und  ll)T2  einen  Anlauf  genommen,  diese 
Kefjelsclinitte  in  (iemeinsehaft  mit  Isaac  Barrow  herauszuo-eben. 
Jetzt  erweiterten  sii'li  nnr  seine  Pläne.  Aber  Bernard  war  der  Mann 
grosser  Entwürfe,  zögernder  Ausführung.  Auch  eine  Ausgabe  des 
Josephus,  die  er  daneben  im  Sinne  führte,  blieb  stecken,  nnd  der 
Spottvers  lief  auf  ihn  um; 

Savilian  Beruard  is  a  right  learned  mau, 

Josephus  he  will  finish  when  he  cau. 

Weder  eine  Ausgabe  des  Josephus  noch  eines  Mathematikers  kam  zu 
Stande,  und  das  ist  der  Gruud,  aus  welchem  Bernard  im  82.  Kapitel 
unerwähnt  bleiben  durfte.  Sein  Biograph  Smith  konnte  1704  nur 
die  Titel  jeuer  Schriften  nennen,  welche  Bernard  in  14  Bänden  heraus- 
zugeben beabsichtigte').  Der  gi-osse  Plan  war  aber  keineswegs  mit 
Bernard  zu  Grabe  getragen  worden.  David  Gregory")  (1661 — 1708), 
ein  Neffe  von  James  Gregory  als  Sohn  dessen  ältesten  Bruders,  war 
Professor  an  der  Universität  in  Edinburg  gewesen  und  hatte  dort  die 
ei'steu  astronomischen  Vorlesungen  über  den  Inhalt  von  Newton's 
Priucipien  gehalten.  Dass  Newton  ihm  dafür  sein  Wohlwollen  zu- 
wandte, ist  begreiflich,  und  auf  dessen  Yermittelung,  verbunden  mit 
der  nicht  minder  warmen  Fürsprache  des  Greenwicher  Astronomen 
John  Flamsteed,  wurde  Gregory  1601  zu  der  Savile'schen  Professur 
der  Astronomie  nach  Oxford  berufen.  Hier  war  er  also  Beruard's 
unmittelbarer  Amtsljiitder  und  wurde  der  Vertraute  seiner  Absichten. 

David  Gregory  trat  nach  Bernard's  Ableben  in  dessen  Fuss- 
stapfen  und  die  grosse  Euklidausgabe  (Oxford  1703)  kam  zu  Stande. 
Eine  Vorrede  von  wissenschaftlichem  Werthe  eröffnete  sie,  und  nach 
dieser  waren  zum  ersten  Male  nicht  liloss  die  Elemente,  sondern 
sämmtliche  Euklidische  Schriften,  so  weit  sie  damals  bekannt  waren 
und  für  echt  galten,  in  gi-iechischem  Text  und  lateinischer  Ueber- 
setzung  vereinigt. 

Ein  anderer  Nachfolger  Bemai-d's  war  Edmund  Halley.  'Das 
nächste  Anrecht  nach  Euklid  —  so  äussert  sich  Halley  in  der  Vor- 
rede zu  einem  sogleich  zu  nennenden  Wei-ke  —  auf  eine  neue  schöne 
Ausgabe  hätte  eigentlich  Ai-chimed  besessen;  aber  schliesslich  gebe  es 
doch  schon  ganz  gute  Archimedausgaben,  während  ApoUonius,  der 
Verfasser  der  Kegelschnitte,  nur  sehr  ungenügende  Verbreitung  durch 
den  Druck  erlangt  habe.  Das  hing  fi-eilich  mit  der  Schwierigkeit  der 
Aufgabe  zusammen,  aber  was  jeden  Anderen  abgeschreckt  hätte,  bil- 

')  Smith,  Vita  Bernardi  und  als  Anhang  dazu:  Veterum  Mathematicorum 
Graecorum,  Latinoriim  et  Arabum  Synopsis.  *)  National  Biogvaphij  XXIII,  93 
— 94  (London  1890,  edited  by  Leslie  Stephen  and  Sidney  Lee). 
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dete  für  Halley  nur  einen  Keiz  mehr,  sich  an  eine  Apollonius- 
aiisgahe  zu  wagen.  In  griechischer  Sprache  sind  bekanntlich  nur 
die   vier   ersten  Bücher   der   Kegelschnitte   erhalten.     Vom  5.,  6.  imd 

7.  Buche  ist  eine  arabische  Uebersetzung  auf  die  Neuzeit  gekommen. 
Das  8.  Buch  ist  ganz  verloren  und  dessen  Inhalt  aus  leisen  Andeu- 
tungen bei  Paf)pus  kaum  zu  errathen.  Ganz  ähnlich  verhält  es  sich 
mit  den  sogenannten  kleineren  Schriften  des  ApoUonius.  Für  die 
meisten  stehen  nur  kurze  Andeutungen  bei  Pappus  zu  Gebote,  die 
zwei  Bücher  vom  Yerhältnissschnitt  sind  in  einer  arabischen  Ueber- 
setziing  in  einer  Handschrift  der  Bodlejanischen  Bibliothek  in  Oxford 
vorhanden  und  waren  als  solche  von  Bemard  erkannt  worden.  Für 
eine  Herausgabe  des  Apollonius  oder  auch  nur  von  dessen  Kegel- 
schnitten war  somit  die  Kenntniss  der  arabischen  Sprache  erstes  und 
unerlässliches  Erfordemiss,  Halley  aber  war  chese  Sprache  durchaus 
fremd.  Edward  Bemard  hatte,  wie  wir  sagten,  in  einem  Bodlejanischen 
Codex  die  arabische  Uebersetzung  der  beiden  Bücher  vom  Verhältniss- 
schnitte  erkannt  und  hatte  etwa  ihren  zehnten  Theil  in's  Lateinische 
übertragen,  als  der  Tod  ihn  wegi-affte.  Die  begonnene  Ai-beit  Bemard's 
bildete  für  HaUey  zugleich  Wörterbuch  imd  Sprachlehre  des  Arabischen. 
Er  bediente  sich  ihrer  mit-  solchem  Erfolge,  dass  es  ihm  nachmals 
gelang,  Verbesseningsvorschläge  zu  sehr  verdorbenen  arabischen  Texten 
zu  wagen,  welche  die  Bewunderung  von  geschulten  Orientalisten  er- 
regten. Schon  1706  ei-schien  in  Oxford  gewissennassen  als  Fühler. 
Halley's  lateinische  Uebersetzung  des  Verhältnissschnittes,  De  sectione 
rationis,  nebst  einer  kurzen  Wiederherstellung  der  verloren  gegangenen 
Schi-ift  vom  Raumschnitte,  De  sectione  spatii.  Im  Jahre  1710  liess 
Halley  alsdann  ebendort  die  Kegelschnitte  des  Apollonius  nachfolgen. 
So  weit  ein  griechischer  Text  vorhanden  war,  ist  er  mit  gegenüber- 
stehender lateinischer  Uebersetzung  abgedruckt.  Für  das  5.,  6.,  7.  Buch 
ist  die  lateinische  Uebersetzung  aus  dem  Ai'abischen  mitgetheilt.    Das 

8.  Buch  hat  HaUey  versucht  selbstäucUg  in  lateinischer  Sprache  wieder- 
herzustellen. Ueberdies  ist  der  Ausgabe  der  Commentar  des  Eutokius 
zu  den  Kegelschnitten  in  giüechischer  und  lateinischer  Sprache  bei- 
gegeben, sowie  auch  die  Bücher  des  Serenus  über  die  Schnitte  des 
Cylindei-s  und  des  Kegels.  Halley  hegte  ursprünglich  den  Wunsch, 
sich  zui"  Besorgung  dieser  Ausgabe  mit  David  Gregoi-y  zu  vereinigen, 
welcher  die  Durchsicht  der  griechischen  Texte  nebst  deren  Ueber- 
setzung übernehmen  sollte.  Nach  Gregory 's  Tod  fiel  die  ganze  Last 
auf  Halley's  Schultern. 

Ein    Herausgeber    ausserordentlich    viel    späterer   Schriften    war 

Michael  Gottlieb  Hansch^)  (1683—1749).     Ein   Pfarrerssohn  aus 

')  Allgemeine  deutsche  Biographie  X,  527 — 528.    Artikel  von  Th.  Hirsch. 
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der  unmittelbaren  Nähe  von  Danzig  begann  er  seine  Studien  auf  dem 
dortigen  akademisclieu  Gymnasium.  In  Danzig  hatte  auch  der  Astronom 
Johann  Höweleke  (bekannter  unter  dem  Namen  Hevelius)  gelebt, 
in  dessen  Eigenthuni  22  Bände  Kepler'scher  Handschriften  durch  An- 
kauf von  Kepler's  eigenem  Sohne  übergegangen  waren.  Höwelcke's 
Schwiegersohn  bot  Hansch  den  genannten  Bestandtheil  der  Erbsehaft 
um  ein  Geringes  an,  und  dieser  erwarb  ihn  mit  Freuden.  Hansch 
war  inzwischen  nach  Leipzig  übergesiedelt,  hatte  dort  seine  Studien 
vollendet  und  war  insbesondere  dem  Mathematiker  und  Philosophen 
Christian  Wolf,  der  1703 — 1707  in  Leipzig  lehi-te,  näher  getreten. 
Die  Herausgabe  des  Kepler'schen  Nachlasses  bildete  jetzt  eine 
Lebensaufgabe  füi-  den  neuen  Besitzer.  Die  Ausgabe  war  nicht  bloss 
vorzubereiten,  die  mit  dem  Drucke  verbundenen  Kosten  waren  zu  be- 
streiten, und  letzteres  erwies  sich  als  das  bei  weitem  Schwierigere. 
Der  kaiserliche  Hof  in  Wien  gab  zwar  ein  Geschenk  von  4000  Gulden 
und  versprach  weitere  Unterstützung  für  die  Zukunft,  aber  jenes  Geld 
reichte  kaimi  für  die  Herstelluug  eines  ersten  Bandes,  welcher  Kepler's 
Briefwechsel  und  eine  Lebensgeschichte  des  gi'ossen  Astronomen  aus 
Hansch's  Feder  umfassend  1717  in  Leipzig  erschien.  Die  zugesagten 
späteren  Zuwendungen  vollends  blieben  aus.  Hansch  war  genöthigt 
auf  das  unterstützungslos  gebliebene  LTnternehmeu  zu  verzichten  und 
1721  den  grössten  Theil  der  Handschriften  in  Frankfurt  am  Main  als 
Pfand  füi-  eine  Schuld  von  828  Gulden  niederzulegen.  An  eine  Ein- 
lösung war  nicht  zu  denken.  Erst  1770  wurde  durch  einen  Zufall 
das  Vorhandensein  des  Kepler'schen  Nachlasses  bekannt,  und  Kaiserin 
Katharina  U.  von  Russland  ei-warb  ihn  1774  füi-  die  Petersburger 
Akademie,  wodurch  er  der  Wissenschaft  erhalten  wurde  und  endlich 
doch  noch  wenn  auch  zur  späten  Herausgabe  gelangte. 

Um  einen  noch  neueren  Schriftsteller  machte  sich  Wilhelm 
Jacob  s'Gravesande^)  (1(>88 — 1742)  verdient.  Er  wurde  unter  Auf- 
gabe der  jiu'istischen  Laufbahn,  in  welche  er  als  Advokat  im  Haag 
eingetreten  war,  Professor  der  Mathematik  in  ebenderselben  Stadt, 
später  in  Leiden  und  gab  1724  Opera  varia  von  Huygens  heraus, 
einen  dicken  Band,  in  welchem  vier  Theile  unterschieden  sind,  wäh- 
rend  die  Seitenzahlen  gleichwohl   durch  den  ganzen  Band  fortlaufen. 

Der  mehr  oder  weniger  geschichtlichen  Literatiir  ist  auch  eine 
Gattung  von  Werken  verwandt,  deren  erstes,  so  weit  uns  bekannt  ist, 
der  in  diesem  Abschnitte  behandelten  Zeit  angehört.  Wir  meinen 
mathematische  Wörterbücher. 

Wir  haben  (S.  15G)  Freiherr  Christian  von  Wolf  genannt. 


')  Poggendorff  I,  943—944. 
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Dauu  war  (S.  259)  von  Christian  Wolf  die  Rede.  Es  ist  eine  und 
dieselbe  Persönlichkeit,  von  der  wir  sprachen.  Christian  Wolf) 
(1679 — 1754")  war  der  Sohn  eines  einfachen,  wenn  auch  gebildeten 
Breslauer  Handwerkers.  Er  widmete  .sich  der  Philosophie  und  der 
Mathematik.  Letzterer  hatte  er  gi-os.se  Lehrerfolge,  ersterer  sehr 
wechselnde  Lebenssehicksale  zu  verdanken.  Seit  1703  lehi-te  er  in 
Leipzig,  von  1707 — 1723  in  Halle.  Religionswich-iger  Be.strebungen 
angeklagt  wiirde  er  1723  bei  Androhung  des  Stranges  aus  den  preussi- 
schen  Landen  verwiesen.  Der  Vertriebene  fand  an  der  Universität 
Marburg  bereitwillige  Aufnahme,  bis  Friedrich  der  Grosse  ihn  beim 
Regierung.santritte  1740  nach  Halle  zurückberief.  Dort  blieb  Wolf 
bis  zu  seinem  Tode,  dort  traf  ihn  1745  die  Verleihung  der  Reichs- 
'  freiherruwürde.  Während  des  ersten  Aufenthaltes  in  Halle  verfasste 
Christian  Wolf  1710  Aufaugsgründe  aller  mathematischen  Wissetischaften 
in  4  Bänden,  welche  wiederholt  aufgelegt  wurden.  Auch  ein  Auszug 
daraus  fand  1717  bis  1772  in  nicht  weniger  als  zehn  Auflagen  Ver- 
bi'eitung.  Andererseits  wuchs  sich  das  Werk  zu  den  fünf  Bänden  der 
Elementa  maiheseos  universae  (1713 — 1741)  aus,  über  welche  wir  den 
Bericht  dem  X^^^.  Abschnitte  vorbehalten.  Hier  reden  vrir  dagegen 
von  einem  anderen  Werke,  welches  1716  erschien.  Es  hiess:  Mathe- 
matisches Lexicon,  darinnen  die  in  allen  Theilen  der  Mathemcdicli  üb- 
lichen Kunst -Wörter  erJcläret  und  zur  Historie  der  mathematischen 
Wissenscliaften  dienliche  Nachrichten  ertheilet,  auch  die  Schriften,  wo 
jede  3Iafcrie  ansgeführet  zu  finden,  angeführt  n erden:  auff  Begehren 
herausgegeben  von  Cliristian  Wolffcn.  Das  ^A'erk  leistet  annähernd  das- 
jenige, was  in  dem  weitschweifigen  Titel  versprochen  wird.  Die  Kunst- 
ausdrücke sind  erklärt.  Verweisungen  auf  Nachschlagebücher,  unter 
welchen  W  olf  seine  eigenen  bevorzugt,  weil  sie  viel  verbreitet,  daher 
leicht  zugänglich,  und,  wie  er  glaube,  auch  leicht  verständlich  seien, 
werden  übei-all  gegeben.  Wo  es  um  die  neuen  Theile  der  Mathematik, 
insbesondere  um  die  Infinitesimalrechnung  sich  handelt,  tritt  che  ent- 
schiedenste Parteinahme  für  Leibniz  zu  Tage.  Eine  auch  nur  dürftige 
Anfühning  der  wichtigsten  Sätze  der  Mathematik  bei  Gelegenheit  der 
Erklärang  der  Kunstausdrücke  darf  man  dagegen  in  diesem  mathe- 
matischen Wörterbuch  nicht  suchen  wollen.  Man  würde  sich  sehi- 
enttäuscht  fühlen. 

Unsere  Leser  nimmt  es  vielleicht  Wunder,  dass  wir  einen  ge- 
schichtlich ebenso  bedeutsamen  als  der  eigentlichen  Geschichte  an- 
gehörenden Gegenstand,  auf  welchen  wir  (S.  251)  am  Schlüsse  des 
vorigen    Abschnittes   vorbereitend   hingewiesen  haben,    dass  wir  den 


•)  Gerhard,  Math.  Deutschi.  l',»l— 192. 
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Prioritätsstreit  zwischen  Newton  und  Luihniz  mich  nicht  erzählten. 
Wir  sind  unseres  Versprechens  keineswegs  uneingedenk.  Bevor  wir 
es  halten,  müssen  wir  jedoch,  um  uns  nachher  nicht  zu  unterbrechen, 
über  einige  Arbeiten  berichten,  welche  in  den  ersten  Jahren  des  neuen 
Jahrhunderts  veröö'entlicht  Erweitenmgen  des  Gebietes  der  Dilferential- 
und  Integralrechnung  lietrafen.  Eine  dieser  Arbeiten  spielt  nämlich 
in  jenem  Streite  eine  wichtige  Kolle,  darf  aber  nicht  ohne  die  anderen 
erwähnt  werden. 

In  den  A.  E.  von  1702  erschien  ein  Aufsatz  von  Leibniz:  Neues 
Beispiel  der  Analyse  für  die  Wissenschaft  des  Unendlichen,  das  sich 
auf  Summirungen  und  Quadi-aturen  bezieht').  Er  behandelt  die  Zer- 
legung eines  Bruches  in  Partialbrüche,  wenn  auch  letzterer 
Kimstausdi-uck  noch  nicht  vorkommt.    Leibnizens  Gang  ist  folgender. 

Sei  ^^-T-.^o^-, — -—r-T   zw   zerlegen,   wobei    ausdrücklich    hervor- 

gehoben  wird,  der  A'^erlaiif  sei  nicht  wesentlich  verschieden,  wenn  der 
Nenner  und  mit  ihm  der  Zähler  höheren  Grades  sei.  Wird  der  Bruch 
durch    :r.   den  Coefficienten   des   höchsten  Nennergliedes,   gekürzt,   so 

erscheint  er  in  der  Form     -r —  oder,  unter  der  An- 

7t  1t  TZ 


nähme  x^  -\ x^  -\-  ^  x  -\ =  Imn,   wo   /  ^  a  +  h,   »i  =  x  4-  c, 

n  =  x  -\-  d  ist,  in  der  Gestalt  "^ 1-  P'-i^  -L.  i^ — ^ 1 — ^ — 1_  .  Brüche 

I  m  n    '      l  m  n        .Imn      '       I  m  n 

von    der    Form    j lassen    sich  aber   zerlegen.     Leicht    zu    ver- 

suchende  Nachrechnung-)  zeigt 
X  1         _^         1 


Im        {c  —  b)l     '    (6  — c))»' 

_i-  = L + ' + ^. 

Imn        (c  —  b){d  —  h)l~{b—c){d  —  c)m  ~  (b  —  d){c  —  d)n' 

-L-  = l + ^. 

Imnp        (c  —  b)(d  —  b){e  —  b)l  ~  {b  —  c){d  —  c)(e  —  c)m 
1  _, 1 


'   {b  —  d)(e  —  <T)(e  —  cr)n    '    {b  —  e)(,c  —  e){d  —  e)p 
wo  das  einförmige  Bildungsgesetz  beim  Anblick  deutlich  ist").    Brüche 

T'*  IT  ^  'V 

von  der  Fonn  , ,   , ,   = ,   , lassen  sich  femer  leicht  in 

l . . .  .'    Im...'    Imn..'    Imnp. 

solclie  von  constantem  Zähler  und  ähnlich  aus  Factoren  ersten  Grades 

zusammengesetzten  Nennern  zerlegen.     Es  ist 

')  Leibniz  V,  350 — 361  Specimen  novum  analyseos  pro  scientia  inßniti  circa 
gummös  et  quadraturas.  -)  quod  quisque  jam  experiundo  facih  demonstrare 

poterit.         ')  ex  aspectu  patet  progressus  in  infinitum  uniformis  et  regularis. 
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X    1 h_        X-     \ h-\-c    .       6= 

/  .  .  .         rrr         777  '    Im..         ~.   ~    m  .  .    "•     }m  ..  ' 
a;'  1  &  +  c  +  (7     ,    V--\^c'--\-hc  h^ 

, = ; ,    U.  S.  W. 

Imn.                           II.           '           mn.                hmi.' 
Durch    fortgesetzte    Benutzung    beider    Regeln   wird   folglich    der   ur- 
sprünglich gegebene  Bruch  durch  eine  aus  einfachen  Brüchen  zusam- 
mengesetzte Summe  *)  dargestellt.    Sind  von  den  Factoren  l,  m,  n,]) 

des  Nennei-s  welche  imaginär,  so  bildet  dieses  Vorkommen  eine  ele- 
gante und  wunderbare  Zuflucht  des  göttlichen  Geistes,  eine  Missgeburt 
der  Ideenwelt,  fast  ein  Dopf)eUebewesen  zwischen  Sein  und  Nichtsein  -). 
Jede  imaginäre  Wm-zel  hat  ihres  Gleichen  neben  sich^).  Man  kann 
diese  zu  einem  reellen  Produkte  vereinigen,  so  dass  Brüche  mit  reellen 
Nennern    entstehen    und    die    Integration    des    zerlegten    Braches    auf 

Ausdi-ücke  von   der  Form   / ,  f  — p-  ,  deren  Werth  von  der  Qua- 

J  X  —  1'  J  x-\-l' 

f*  (Ix 
di-atur  der  HyiJerbel  abhängt,  und  von  der  Form   /  ,i  ,.  ,  welche  auf 

die  Quadi-atur  des  Ki-eises  hinausläuft,  zurückgeführt  ei-scheint. 

Schwierigkeiten  bereitet  Leibniz  ein  Bruch,  in  dessen  Nenner 
x^  -f-  «*  steht.     Die  Zerlegung 

=  {x+a  V^H^^)  {^  -  o  V-y^=l)  (r  +  a  Vy^)  (x  - aVy^) 
sieht  er  ein,  aber  an  die  Zerlegung 

.1-4  +  a'  =  (.r2 -I-  ]/2fl.r  +  a''){x^—y2ax  +  «-) 
scheint  er  nicht  gedacht  zu  haben. 

Etwa  gleichzeitig  mit  diesem  Aufsatze  ei-schien  ein  solcher  ähn- 
lichen Inhalts  von  Johann  Bernoulli  in  den  Abhandlimgen  der 
Pariser  Akademie,  und  ein  Auszug  davon  ging  in  die  A.  E.  von  1703 
über^).  Die  rasche  Aiifeiuanderfolge  der  beiden  Aufsätze  war  nichts 
weniger   als   zufällig.     Johann  BeruouUi   schrieb    au  Leibniz")   imter 

dem   10.  Juni   1702,  er  habe   die   Aufgabe  gelö.st  l  —  dx  zu  finden, 

wenn  p  und  q  aus  x  und  Constanten  irgend  rational  zusammengesetzt 
seien,  beziehimgsweise  jenes  Integral,  wenn  es  nicht  angegeben  werden 
könne  —  er  vei-steht  daiimter,  wenn  es  keine  algebraische  Function 
von  X  sei  —  auf  die  Quadratur  des  Kreises  oder  der  Hyperbel  zu- 
rückzufühi'en,  denn  eine  dieser  Möglichkeiten  bestehe  immer.    Leibniz 


')  aggregatum  ex  simplicibus  fractionibus  conflatuvi.         *)  Itaque  elegans  et 
mirabile  cffugium  reperit  in  illo  Anahjseos  miraado,  idealis  mundi  monstro,  pene 
iiüer  Ens  et  non  —  Eus  Amphihio  quod  radkein  imagitiariunt  ajuxUamus. 
')    Quaevis  Eadicet<  imaginariae   suas   comjxires  liahent.  *)  Joh.  Bernoulli 

Opera  I,  393—400.         ^)  Leibniz  HI,  702. 
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antwortete  am  24.  Juni,  er  habe  schon  in  den  ersten  Jahren  seiner 
Untersuchungen  über  höhere  Geometrie  sich  mit  der  gleichen  Aufgabe 
beschäftigt,  und  nun  theilt  er  dem  Freunde  unumwiiuden  mit'),  was 
nachher  in  die  A.  E.  eingerückt  wurde,  was  also  die  Summe  dessen 
ist,  was  Leibniz  damals  gefimden  hatte.  Beraoulli's  Verfahren  war 
von  dem  Leibnizens  etwas  verschieden,  wenn  es  auch  naturgemäss 
ziun  gleichen  Ergebnisse  führte,  Giiind  genug  für  ihn  gleichfalls  so 
rasch   als  möslich   an  die  Otfeutlichkeit  zu   treten.     Johann  Bemoulli 

setzte   entweder   den  Bruch  — ,   wo,   wie  wir   heute  sagen  würden,   r 

und  g  ganze  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten,  von  welchen  r 
mindestens  um  einen  Grad  niedi'iger  in  x  als  q  ist,   der  Summe  von 

Brüchen   — r^.  H ; h  ■  •  •    gleich,    adcüerte   dann   diese   auf   ihren 

Gemeinnenner  gebrachten  Brüche,  worauf  die  Coefficienten  im  Zähler 

sowohl  als   im  Nenner   denen   in   —    in    gleicher  Weise    proportional 

sein  müssen  und  aus  dieser  Eigenschaft  gefunden  werden  können,  oder 

aber   er  nahm   die  Zerlegung   von   —   in   mehi-eren   Stufenfolgen   vor. 

Er  setzte  zu  diesem  Zwecke  —  =  - — | r—. ,   wo   s   um  einen  Grad 

niedriger  als  r  und  t  um  einen  Grad  niedriger  als  ^  angenommen 
wird.  Die  Vereinigung  von  — -  -\ — ttT/-  i'i'iss  rückwärts  mit  —  über- 
einstimmen und  so  die  vorkommenden  Coefficienten  bestimmen  lassen. 
Dann  ist  ^   weiter  zu  zerlegen  u.  s.  w. 

Weder  Leibniz  noch  Johann  Bernoulli  haben  in  diesen  ersten 
Ver offen tUchimgen  den  Fall  erwogen,  dass  der  Nenner  5  auch  Factoren 
von  der  Form  einer  Potenz  von  x  -\-  f  enthalten  könne.  Ihn  betrach- 
tete Leibniz  1703  in  den  A.  E.  in  einem  Aufsatze,  den  er  als  Fort- 
setzimg dessen   von   1702  bezeichnete-).     Er   zeigte  dort,  dass  wenn 

der  Nenner  des  zu  zerlegenden  Braches,   der  etwa  wieder  —  heissen 

mag,  von  der  Form  q  =  h^lnin^)  mit  h  =  x -\- a  sein  sollte,  der 
Bruch  nach  den  alten  Regeln  in  solche  mit  den  Nenneni  Ml,  h*^m, 
h^n,  h*j)  zerlegt  werden  könne.  Dann  aber  zerfalle  der  Bruch  mit 
dem  Nenner  h'^l  neuerdings  in  solclie  mit  den  Nennern  /;*,  h'^,  /r, 
h,  l  u.  s.  w. 

Um  nicht  genöthigt  zu  sein,  später  auf  die  Ai'beiten  von  Leibniz 


')  Leibniz  in,  703—705.  *)  Ebenda  V,  361—366  Continuatio  anahjseos 
quadraturarum  ratiojialiiim.  Darin  pag.  364:  Xiinc  supplendi  sunt  casus,  quando 
radices  aequales  caeteris  admiscetitur. 
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und  Johann  Bernoulli  über  Zerlegiing  in  Partialbrüche  zurückzukom- 
men, bemerken  wir,  dass  des  Erstereu  Ver.seben  in  Bezug  auf  die 
reellen  Factoren  von  a;*  -\-  a*  nach  seinem  Tode  von  Brook  Taylor 
in  hämischem  Tone  verspottet  wurde,  dass  alsdann  Johann  Ber- 
noulli^) in  den  A.  E.  von  1719  die  Integration  von  rationalen  Brüchen 
mit  trinomen  zu  ii-gend  welchen  Potenzen  mit  ganzen  positiven  Ex- 
ponenten erhobenen  Factoren  im  Nenner  erschöpfend  lehrte. 

Aus  dem  Anfange  des  Jahrhunderts  nennen  wir  einen  ganz  kurzen 
Aufsatz  über  einen  durchaus  verschiedenen  Gegenstand,  den  Leibuiz 
1701  in  dem  Journal  de  Trcvoiix  veröffentlichte").  Er  handelt  von 
der  logischen  Grundlage  der  Infinitesimalrechnung.  Mau 
habe,  sagt  Leibniz,  das  Unendliche  als  Gegen.stand  mathematischer 
Betrachtung  bemängelt.  Aber  das  Unendliche  sei  nicht  nach  dem 
strengen  Sinne  des  Wortes  aufzufassen,  sondern  nur  etwa  so,  wie  man 
von  den  Sonnenstrahlen  sage,  sie  kämen  von  einem  unendlich  fernen 
Punkte  her  und  seien  deshalb  parallel.  Was  ferner  die  verschiedenen 
Grade  der  UneutUichkeit  betreffe,  so  sei  dafür  ein  Beisjiiel,  dass  der 
Halbmesser  der  Erdkugel  gegen  ihre  Entfernung  von  den  Fixsternen 
als  blosser  Punkt  zu  betrachten  sei,  und  der  Durchmesser  eines  Spiel- 
balls gegen  den  Erdhalbmesser  wieder  als  Punkt,  so  dass  die  Fisstem- 
entfernung  verglichen  mit  dem  Durchmesser  des  SpielbaUs  unendlich 
mal  unendlich  gross  sei. 

Dieser  Aufsatz  bildet  nur  ein  Glied  in  einer  ganzen  Kette  von 
meistens  j)hilosophisch-mathematischeu  Streitschriften.  Wir  wissen, 
dass  Abbe  Catelan  (S.  214)  als  Gegner  der  Differentialrechmmg  auf- 
getreten war  und  von  De  I'Hospital  zur  Ruhe  verwiesen  wurde,  dass 
Nieuwentijt  (S.  245)  die  Vernachlässigung  von  Grössen,  die  doch 
nicht  Nichts  seien,  angriff  und  dass  er  von  Leibniz  selbst  eine  Ant- 
wort in  den  A.  E.  erhielt.  Nieuwentijt  benihigte  sieh  nicht.  Er  er- 
widerte 1606  durch  seine  Considerationes  sccmiäae  circa  calcidi  dijfe- 
rentialis  jorincipia  et  Iies2)oiisio  ad  virum  nohiliss.  G.  G.  Leihnittum. 
Gegen  diese  Schrift  wandte  sich  (S.  247)  Jakob  Hermann')  (1678 
— 1733)  mit  der  Besponsio  ad  cl.  Nicuiventijt  considerationes  secundas 
circa  calculi  diffcrentialis  ^irincijna  von  1700.  Es  war  die  Erstlings- 
schrift eines  jungen  Basler  Theologen,  der  neben  seinem  Brodstudium 
auch  Mathematik  getrieben,  insbesondere  bei  Jakob  Bernoulli  Vor- 
lesungen gehört  hatte,  und  dessen  Name  als  Vertheidiger  auf  der  Ab- 
handlung seines  Lehrers  über  unendliche  Reihen  von  1696  erschien 
(S.  87).     Die  Veröffentlichimg  von  1700  schlug  dermasseu  ein,  dass 


•)  Joh.  Bernoulli  Opera  II,  402—418.  -)  Leibniz  V,  3.i0.  ')  All- 

gemeine ileutsche  Biographie  XII,  181  — 182. 
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der  erst  'Jiijährige  Verfasser  auf  Leibnizeus  Empfehlung  17(U  zum 
Mitglied  der  Berliner  Akademie  gewählt  wurde.  Leibuiz  blieb  Her- 
mann stets  iiewoijen  imd  vei-schatfte  ihm  ITUT  einen  Ruf  als  Professor 
der  Mathematik  nach  Padua,  1713  einen  ebensolchen  nach  Frankfurt 
an  der  Oder.  An  letzterem  Orte  schi-ieb  Hermann  sein  Hauptwerk, 
die  Phoronomia,  eine  höhere  Mechanik,  wie  man  heute  sagen  würde. 
Auf  seinem  wissenschaftlichen  Wanderleben  siedelte  Hermann  1724 
als  Akademiker  nach  Petei-sburg  über,  endlich  1731  wieder  nach 
seiner  Heimath  Basel.  Die  Yertheidigiiug  der  Differentialrechnung 
gegen  Xieuwentijt  von  17i>0  wurde  in  den  A.  E.  von  17ul  in  ausser- 
gewöhnüch  anerkennender  Weise  besprochen,  einer  schriftlichen  Rand- 
bemerkung des  Heidelberger  Esemjilai-s  zufolge  von  Jakob  Beraoulli. 

Ein  neuer  Gegner  der  Differentiab-echmmg  erwachs  ihr  in  Michel 
Holle,  und  wenn  wir  an  die  hei'vorragenden  Leistimgen  dieses  Mannes 
in  der  Algebra  denken,  von  denen  im  87.  Kapitel  die  Rede  war,  so 
sind  wir  geneigt,  seinen  Widerspruch  zum  voraus  als  einen  höchst 
gefährlichen  zu  bezeichnen  und  es  begreiflich  zu  finden,  dass  Leibniz 
in  jenem  obenerwähnten  kurzen  Aufsatze  im  Jom-nal  de  Trevoux  den 
grossen  Leserki-eis  der  Allgemeingebildeteu  für-  sich  und  seine  Lehi-e 
zu  gewinnen  suchte.  In  Wirklichkeit  war  Rolle  nichts  weuisrer  als 
ein  zu  füi-chtender  Gegner.  Es  ging  ihm  ähnlich  wie  Huygens,  der 
unbeschadet  der  Schärfe  seines  Geistes  niemals  so  recht  eigentlich  in 
die  Differentialrechnung  einzudiingen  vermochte  (S.  208 — 2()9).  Was 
Rolle  gegen  die  logische  Gnindlage  der  Differentialrechnung  einwandte 
blieb  eindi-ucklos,  weü  er  zugleich  die  Ergebnisse  der  Differential- 
rechnung angriff  und  dabei  Schnitzer  über  Schnitzer  machte^).  Pierre 
Variguon  zuerst,  später  Josef  Saurin  enthüllten  lUe  von  Rolle  be- 
gangenen Fehler,  ohne  diesen  zum  Schweigen  bringen  zu  können,  da 
er  in  De  la  Hire  (S.  120)  imd  dem  Pater  Gouye  Stützen _ innerhalb 
der  Pariser  Akademie  selbst  fand.  De  la  Hire  missachtete  die  Diffe- 
rentialrechnung, weil  er  auf  seine  Gewandtheit  in  der  synthetischen 
Geometrie  sich  verliess  und  verlassen  konnte,  Gouye  theüte  die  Ab- 
neigung ohne  überhaupt  Mathematiker  zu  sein.  Erst  im  Jahre  1707 
erklärte  RoUe  selbst  seinen  Widerstand  als  gebrochen  und  gab  zu,  er 
habe  ihn  nur  deshalb  so  lange  aufrecht  gehalten,  weü.  Um  gewisse 
Persönlichkeiten  dazu  veranlasst  hätten.  Briefe  zwischen  Johann  Ber- 
noulli  und  Leibuiz  aus  der  entsprechenden  Zeit")  geben  über  diese 
letzte  Wendimg  alle  wünschenswerthe  Klarheit. 

Wenn  Varignon  gegenüber  von  RoUe  die  Vertheidigimg  der 
DifferentiaL-echnung  fühiie,  so  zeigt  sein  Briefwechsel  mit  Leibniz*), 

')  Moutucla  m,  110— IIG.  =)  Leibniz  UI,  810,  811,  814,  830.  3)  Ebenda 
IV,  89— -204. 
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dass  er  Letzterem  nicht  ersparte,  sich  deutlicher  über  das  Uneudlich- 
kleiue  auszusprecheu.  In  einem  Briefe  vom  2.  Febraar  1702  beruft 
sich  Leibniz  auf  sein  Stetigkeitsgesetz,  welches  er  vormals  in  den 
von  Pierre  Bayle  (1647 — 1706)  seit  1684  herausgegebenen  Nou- 
velles  de  la  Mepuhlique  des  Lettres  aufgestellt  habe').  Es  war  dieses 
im  Mai  1687  in  einem  jjhilosojjhischen  Streite  mit  Malebranche, 
und  der  Wortlaiit,  dessen  Leibniz  sich  damals  bediente,  ist  folgender- 
massen  zu  übersetzen:  „Wenn  das  zwei  Aufgaben  von  einander  Unter- 
scheidende in  datis,  d.  h.  in  dem,  was  als  bekannt  angenommen  ist, 
kleiner  als  jede  gegebene  Grösse  gemacht  werden  kann,  so  kann  es 
auch  in  quaesitis,  d.  h.  in  dem,  was  herauskommt,  kleiuer  als  jede 
gegebene  Grösse  gemacht  werden.  Oder  um  einfacher  zu  reden,  wenn 
die  Voraussetzungen  (oder  das  Gegebene)  sich  einander  beständig 
nähern  und  sich  schliesslich  in  einander  verlieren,  so  müssen  die 
Folgen,  das  was  herauskommt  (oder  das  Gesuchte)  das  Gleiche  thuu." 
Im  Juni  1697  äusserte  sich  Johann  Bernoulli  beifällig  in  einem 
an  Leibniz  gerichteten  Briefe").  Seine  lex  cwitinuitatis ,  sagt  er,  ge- 
falle ihm  sehr.  Es  sei  ersichtlich  und  gleichsam  durch  die  Natur 
uns  eingegeben,  dass  wenn  die  Ungleichheit  der  Voraussetzungen 
schwinde,  auch  die  Ungleichheit  der  Ergebnisse  schwinden  müsse. 

Im  Mai  1702  kam  Leibniz  in  einem  im  Journal  des  Sgavans  ver- 
öffentlichten kurzen  Aufsätze^),  Justification  du  Calctd  des  infinitesi- 
males XKvr  celuy  de  l'Algebrc  ordinaire,  auf  das  Stetig- 
keitsgesetz zurück.  Er  beginnt  mit  der  Betrach- 
tung einer  Figur  (Figur  46).  Zu  AX  ist  in  X 
eine  Senkrechte  XY,  in  Ä  eine  Senkrechte  ÄE 
gezogen,  dann  ferner  che  YE,  welche  mit  XI' 
einen  von  45"  verschiedenen  Winkel  bildet,  so  dass 
AE=c  und  AC=c  verschieden  lang  sind.  Heisst 
AX^x,   mithin   CX  =  x  —  c  und   XY^y,  so 

Y    ist   =  —  •     Diese   Gleichung   bleibt   bei    ieder 

Fig.  4G. 
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Parallelverschiebung  von  YE  bestehen,  wenn  auch 
dadurch,  dass  diese  Verschiebung  in  Gestalt  einer  Annäherung  an  A 
stattfindet,  die  Längen  c  und  e  kleiner  und  kleiner  werden,  während 
sie  dabei   fortwährend   ungleich   bleiben.     Geht  die   verschobene   YE 


')  Leibniz  IV,  93.  Vergl.  auch  Chasles,  Ai^rqu  Inst.  pag.  357  (deutsch 
S.  379),  wo  die  Stelle  aus  deu  Noiirelks  de  la  EepiMiquc  des  Lettres  abgedruckt 
ist.  lieber  die  Geschichte  der  logischen  Grundlage  des  Infiuitesimalcalcüls  ver- 
breitet sich  die  Monographie  von  Giulio  Vivanti,  //  cmicetto  d'infhdtesiwo  e 
hl  sua  itpplicazimie  alla  matematica.     Mantova  1894.  *)  Leibniz  III,  432. 

^)  Ebenda  IV,  104— IOC. 
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endlich   durch  A  selbst,   so  wird    c  =  0  und   e  =  0.     Dabei    nimmt 

die   Form   —  an,   und  diesem  Bruche  ist  alsdann  der  Bnifh  — 

y  y       '  « 

gleich,  dessen  Zähler  und  Nenner  von  einander  vei-schieden  sind,  trotz- 
dem sie  beide  den  Werth  Null  haben.  Diese  Betrachtung  sei  nicht 
Infinitesimalcaleül,  benutze  aber  dessen  Grundgedanken,  das  sogenannte 
Stetigkeitsgesetz*).  Nach  diesem  Gesetze  sei  Gleichheit  ein  Sonderfall 
der  Ungleichheit,  Ruhe  ein  Sonderfall  der  Bewegung,  ParaUelismus 
ein  Sonderfall  des  Zusammentreffens.  Nicht  als  ob  man  annähme,  der 
Untei-schied  der  einander  gleich  werdenden  Grössen  sei  schon  Nichts, 
sondern  er  sei  im  Begriffe  zu  verschwinden,  und  ebenso  bei  der  Be- 
wegung. Man  nehme  nicht  an,  sie  sei  durchaus  nicht  vorhanden,  son- 
dern sie  sei  im  Begriffe  dazu.  Gebe  sich  Jemand  damit  nicht  zufi-ie- 
den,  so  könne  man  ihm  in  archimedischer  Weise  zeigen,  dass  der 
Irrthum,  der  begangen  werde,  nicht  augebbar  und  diu-ch  keine  Zeich- 
nung ausfindig  zu  machen  sei.  Auch  der  Ki'eis,  heisst  es  weiter,  sei 
kein  regelmässiges  Vieleck,  aber  Ruhe,  Gleichheit,  Kreis  seien  die 
Endgrenzen  von  Bewegung,  Ungleichheit,  regelmässigem  Vieleck,  welche 
bei  foi-twährender  Veränderung  im  Vei-schwinden  dahin  gelangen"). 

Das  war  unzweifelhaft  klarer  ausgedrückt,  als  Leibuiz  im  Mai  UiST 
geschrieben  hatte,  aber  es  war  doch  derselbe  Gedanke  wie  damals, 
und  in  jener  früheren  Veröffentlichung  kann  von  einer  etwaigen  Be- 
einflussung durch  Aeusserungen  Newton's  unter  keinen  Umständen  die 
Rede  sein.  Newton's  Briefe  an  Leibniz  kennt  man,  sie  enthalten  kein 
Wort  über  Grenzbetrachtimgen.  Newton's  Principien  aber  wiu'den 
im  Jiüi  1687  ausgegeben  (S.  IHl)  mehi-ere  Monate  nach  dem  Maihefte 
des  Journal  des  Scavans,  und  Leibniz  lernte  auch  nur  den  allgemeinsten 
Inhalt  derselben  erst  durch  die  A.  E.  vom  Juni  1688  kennen  (S.  201). 

Während  Leibniz  in  den  ersten  Jahren  des  neuen  Jahrhunderts 
an  der  Integralrechnung  kräftig  weiter  baute  und  zugleich  die  Gmnd- 
mauem  des  ganzen  Gebäudes  zu  festigen  wusste,  war  Newton  in 
ganz  anderer  Weise  beschäftigt.  Einestheils  nahm  seine  Thätigkeit 
an  der  Münze  (S.  62)  ihn  sehi-  in  Anspruch,  auch  nachdem  in  den 
Jahren  1696  bis  1699  die  Neuprägung  des  Silbergeldes  vollendet  war*), 
andemtheils  wurde  er  am  26.  November  1701  abermals  zum  Parla- 
mentsmitgliede  für  Cambridge  gewählt*),  und  bald  nach  dem  Zusammen- 
tritt der  Versammluncr  starb  Wilhelm  III.,  bestieg  Könicrin  Anna  den 


')  Ce  que  j'appeUe  1a  loy  de  la  Continuite.  *)  Le  repos,  Vegalite  et  le 

cercle  tenninent  les  mouvements ,  les  inegalites  et  les  polygones  re'guliers,  qui  par 
«u  chnngement  continuel  y  arrivent  en  evanouissant.  ')  Edleston,  Corresjton- 
dence  of  Sir  Isaac  Newton  und  Professor  Cotes  pag.  XXXYI  unter  1699  Nov.  30. 
*)  Ebenda  pag.  XXXVI  unter  1701  Nov.  26. 
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Thron  und  änderte  das  Ministerium  zu  Gunsten  der  Tories,  lauter 
Ereignisse,  die  für  einen  ausgesprochenen  Parteimann  wie  Newton 
aufregend  und  zeitraubend  sein  mussteu. 

Hat  Newton  wäkrend  dieser  ganzen  Zeit  und  bis  gegen  1704 
sich  von  wissenschaftlichem  Schaffen  ganz  abgewandtV  Sind  damals 
oder  etwa  schon  früher  geometrische  Entdeckungen  von  ihm  gemacht 
worden,  von  welchen  im  99.  Kapitel  ausführlich  die  Rede  sein  muss 
und  weiche  zu  den  bedeutendsten  Leistungen  gehören,  denen  er  seine 
Unstei'blichkeit  verdankt?  Wir  wissen  es  nicht.  Jedenfalls  erschien 
erst  im  Februar  1704  ein  Bändchen  aus  Newton's  Feder.  Es  enthielt 
seine  Optik ^),  eine  geometrische  Abhandlung  über  Curven  dritten 
Grades  (eben  jene  Untersuchungen,  für  welche  wir  auf  unser  99.  Kajutel 
vertröstet  haben),  eine  der  Infinitesimalrechnung  gewidmete  Abhand- 
lung. Die  Optik  wui-de  für  sich  in  mehrfachen  Auflagen  neu  gedruckt. 
Die  beiden  mathematischen  Abhandlungen  gab  William  Jones  1711 
gemeinschaftlich  mit  der  Aualjsis  per  aequationes  abermals  heraus. 
Die  Abhandlung  über  die  Infinitesimalrechnung  führt  ilie  Ueberschrift 
De  Quadrahira  Curvarum^),  und  über  sie  haben  wir  jetzt  zu  berichten. 

Eine  Einleitung  geht  voraus.  „Ich  betrachte  hier,  sagt  Newton^), 
die  mathematischen  Grössen  nicht  als  aus  kleinsten  Theilen  bestehend, 
sondern  als  dvirch  eine  stetige  Bewegung  beschrieben.  Linien  werden 
beschrieben  und  im  Beschreiben  erzeugt  nicht  etwa  durch  Aneinander- 
fügen von  Theilen,  sondern  durch  stetige  Bewegung  von  Punkten, 
Obertiächen  desgleichen  durch  Bewegimg  von  Linien,  Körper  durch 
Bewegung  von  Oberflächen,  Winkel  durch  Bewegung  von  Seiten, 
Zeiten  durch  ihren  stetigen  Fluss  u.  s.  w.  Diese  Erzeugungsweisen 
finden  in  der  Natur  der  Dinge  wirklich  statt  und  sind  bei  der  Be- 
wegung der  Köi-per  alltäglich  zu  sehen.  Auf  diese  Weise  lehrten  auch 
die  Alten  die  Erzeugung  der  Rechtecke,  indem  sie  bewegliche  Gerade 
längs  unbeweglicher  Geraden  hinführten*).  Indem  ich  also  in  Be- 
trachtung zog,  dass  in  gleichen  Zeiten  wachsende  und  im  Wachsen 
erzeugte  Grössen  je  nach  der  grösseren  oder  kleinei-en  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  sie  wachsen  und  erzeugt  werden,  gTÖsser  oder  kleiner 
ausfallen,  suchte  ich  eine  Methode,  die  Grössen  aus  den  Geschwindig- 
keiten der  Bewegungen  oder  der  Zuwächse,  mittels  deren  sie  entstehen, 
zu  bestimmen,  und  indem  ich  diese  Geschwindigkeiten  der  Bewegungen 
oder  der  Zuwächse  Fluxionen  nannte  und  die  erzeugten  Grössen  Fluen- 
ten,  verfiel  ich  allmählich  in  den  Jahren  lüliö  und  1()GG  auf  die 
Fluxionsmethode,    deren    ich    mich    hier    zur  Quadi-atur   der   Curven 

■)  Edleston,  Cmrespondence  of  Sir  Isaac  Neuimi  and  Professor  Gates 
pag.  XXXVI  unter  1704  Februar.  *)  Opuscula  Ken'toni  I,  201—244.  =>)  Ebenda 
I,  203 — 204.         ■*)  daceiido  litclas  muUihti  iit  loiiyiliidiiicm  Bectaniin   immohiliuin. 
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bediene.  Fluxioneu  verhalten  sich  so  nahezu  als  möglich  wie  die  in 
gleichen  kleinsten  Zeittheilchen  erzeugten  Yermehrangen  der  Fluenten, 
oder,  um  genau  zu  reden,  sie  befinden  sich  im  ereten  Verhältnisse  der 
eben  entstehenden  Vermehrungen,  sie  können  aber  durch  irgend  welche 
ihnen  proportionale  Linien  vor  Augen  gelegt  werden"^).  Etwas  später 
heisst  es,  es  komme  auf  das  Gleiche  hinaus,  wenn  man  die  Fluxionen 
als  im  letzten  Verhältnisse  der  verschwindenden  Theile  stehend  an- 
nehme, und  noch  weiter  unten:  auch  kleinstmögliche  Fehler  seien  bei 
mathematischen  Dingen  nicht  verachtbar"). 

Newton  lässt  geometrische  Beispiele  folgen.  Zu  dem  ersten  Bei- 
spiele benutzt  er  eine  Figur  von  grosser  Verwandtschaft  mit  unserer 
Figur  28  (S.  153),  welche  wir  der  Analysis  per  aequationes  entnom- 
men haben,  und  erörtert  an  ihr  das  Verhältniss  der  Fluxionen  des 
Flächenraums  AJBD  und  des  Rechteckes  AB  KU,  welches  dem  Ver- 
hältnisse von  DU  zu  BK  gleich  sei,  wo  die  beiden  Flächen  einen 
Zuwachs  zu  erlangen  beginnen. 

Bei  einem  anderen  Beispiele  dient  ihm  Figm-  47.  Die  um  den 
Pol  P  drehbare  Gerade  BP  schneidet  die  beiden  anderen  feste  Gerade 
AB  und  AE  in  B  und  E:  man  sucht  das  Verhältniss  der  Fluxionen 
von  AB  und  AE. 
Geht  PB  durch 
Drehung  in  die  Lage 
Pb  über,  so  wächst 
AB  um  Bb,  AE 
um  Ee,  imd  das  Ver- 
hältniss dieser  Stücke 
im  Augenblicke  des 
Entstehens  wii-d  ge- 
sucht.   Zieht  man  BC  \\  AE,  so  ist  wegen  Aehnlichkeit  von  Dreiecken 

Bb:BC=Ab:Ae 
BC:Ee  =  PB:PE. 
MultipKcation  dieser  Propoi-tionen  liefert  Bb:Ee=AbxPB:AexPE, 
deren  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Theile  beim  Verschwin- 
den  von  Bb   und  Ee  in   ABxPB:  AExPE  als   dem  Fluxions- 
verhältnisse  übergehen. 

Als  analytisches  Beispiel  wird  die  Fluxion  von  x"  abgeleitet. 
Wenn  x  va.  x  -\-  o  übergeht,  so  wii-d  behauptet,  gehe  a"   in 

')  Fluxionen  sunt  quam  proxime  ut  Fluentium  Augmenta  aequalihus  Temporis 
particulis  quam  minimis  genita,  et,  ut  accurate  loquar,  sunt  in  jirima  liatiane 
Augmeniorum  nascentium ;  exponi  autem  possunt  per  Lineas  quascunque,  quae  sunt 
ipsis  propiortionnlesi.  =)  Errores  quam  minimi  in  rebus  mathematieis  non  sunt 
contemnendi. 

Caa'TOR,  Geschichte  der  MatheDiatik.    III,  2.  18 
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(x  +  o)«  =  X-  +  nox'-^  +  'ii!?^)  oäa;—2  -|_  . . . 

über,  wobei  als  selbstverständlich  betrachtet  wird,  dass  die  Giltiffkeit 
der  Reilienentwickliing  sich  uicht  a\if  den  Fall  eines  jjositiven  ganz- 
zahligen n  beschränkt.    Die  beiderseitigen  Veränderungen  sind  o  und 

Moa;""' -( —- —  o^x"~- -\- ■  ■  ■ ,    welche    sich    zu    einander   verhalten 

wie  1  :  Ma;"~i  +  ^^^^-^ —  ox"~^ -\-  ■  ■  ■ .     Das    letzte    Yerhältniss    der 

Veränderungen  beim  Verschwinden  ist  1  :  nx"~^. 

„Mittels  ähnlicher  Erörterungen  (fährt  Newton  fort)  lassen  sich 
durch  die  Methode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  die  Fluxionen 
grader  oder  kfummer  Linien  in  allen  Fällen  ermitteln,  ebenso  die 
Fluxionen  von  Oberflächen.  Winkeln  und  anderen  Grössen.  Es  ist 
im  Einklang  mit  der  Geometrie  der  Alten,  die  Analyse  bei  endlichen 
Grössen  anzustellen  und  die  ersten  oder  letzten  Verhältnisse  endlicher 
Grössen  bei  ihrem  Entstehen  oder  Verschwinden  aufzusuchen,  und  ich 
wollte  zeigen,  dass  man  bei  der  Fluxionsmethode  keine  unendlich 
kleinen  Figuren  in  die  Geometrie  einführen  braucht.  Man  kann  aller- 
dings die  Analyse  an  beliebigen  Figuren,  an  endlichen  wie  an  unend- 
lich kleineu,  welche  den  verschwindenden  Figuren  ähnlich  sind,  durch- 
führen  und  auch  au  solchen  Figuren,  welche  gemäss  der  Methode  der 
Indivisibilieu  für  unendlich  klein  gehalten  werden,  wenn  man  nur 
Vorsicht  anwendet." 

Zum  Schlüsse  der  Einleitung  heisst  es  dann:  „Aus  den  Fluxionen 
die  Fluenten  zu  finden  ist  ein  schwieriges  Problem,  und  der  erste 
Schritt  zu  dessen  Auflösung  kommt  der  Quadratur  der  Cui-ven  gleich. 
Ueber  diese  habe  ich  vor  lauger  Zeit*)  das  Folgende  geschrieben." 

Die  eigentliche  Abhandlung,  welche  jetzt  erst  folgt,  lehrt  die 
Bezeichnung  der  auf  einander  folgenden  Fluxionen  dui'ch  Pünktchen, 
welche  in  einer  Anzahl  bis  zu  vier  in  Anwendung  kommen,  wie  es 
in  den  Briefen  von  1693  der  Fall  gewesen  war  (S.  242),  daneben  sind 
aber  Acc«nte  benutzt,  welche  senkrecht  über  einen  Buchstaben  gesetzt 
bedeuten,  der  accentlose  Buchstabe  sei  die  Fluxion  des  accentuirten-). 
Mit  anderen  Worten  Newton  definiert: 

xdz,  X  =  f  xdz  =  I  ds  I  xdz  u.  s.  w., 

wenn  z  als  die  unabhängig  Veränderliche  aufgefasst  wird.  Allerdings 
kommt   dann   im   ganzen  Verlauf  der  Abhandlung   nicht   ein   einziger 


•)  oVitn.       *)  Ojmscttla  Neictoni  I,  208:  hae  quantitates  (r,  y,x,%t)  cotmderari 

I     I    I      I 
possunt  ut  Fluxiones  alianim,  quas  sie  designabo  z,  y,  x,  n;  et  hae  nt  Fhtxiones 

II    II    II    II  III  III  lii  III 

aliarum  z,  y,  x,  u;  et  hae  i(t  Fluxiones  aliartim  z,  y,  x,  z. 
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accentuirter  Buchstabe  mehr  vor.  Algebraische  Functionen  werden 
difierentiirt  und  die  Differentiationsregeln  bewiesen,  wenn  es  uns  ge- 
stattet ist,  diese  von  Newton  selbstredend  nicht  verwandten  Wörter 
zu  gebrauchen.  Irrationalitäten  werden  dabei  durch  neue  Buchstaben 
ersetzt,  und  die  dazu  dienenden  Hilfsgleiehimgen  werden  dui-ch  Poten- 
zirung  rational  gemacht,  worauf  die  Diä'erentiatiou  erfolgt,  welche  die 
Differentiale  der  Hilfsgi-össen  ermitteln  lässt.  Die  nächste  Aufgabe 
verlangt  i^uadi-ierbare  Curven  aufzuhnden  ^).  Als  Quadratur  u  der 
Curven,  deren  Abscisse  2  heisst,  wird  z^R'-  angenommen,  wo 

i?  =  e  +  />"  +  fff-"  -j-  hs^"  -\ . 

Alsdann  ist 

,t  =  »zz^'-^'R^  +  Xz-'^BB'--'^  =  z»-'B/~^\%zB  +  }.zB\. 
Aber    B  =  ufzz'-'  +  2ngzz-"-^  +  Znhzz^'—^  -\ und    folglich 

.'»  — l  T>1  — 1      V a.    +9     ,.   'I     +*  in     +»      7      in     +  etc.  "| 

u^z       Br     z\^e\_,  tz     \^,  gz      J.,,  hz      T  .      . 

[_       -[-Jtn'  -{-3Xm>^  -\-i},n  -f- etc.  J 

Durch    i  =  1    ergiebt    sich   alsdann    die   Ordinate    der    quadriei-baren 

Curve.    Ist  noch  S=k-\-  Iz"  +  w^-"  -| ,  so  kann  auch  h=z^^R'S" 

als  Fläche  angenommen  und  die  ziu'  Abscisse  z  gehörige  Curvenordinate 
ermittelt  werden.  Sie  stellt  sich  dar  als  Product  von  z^'^^B''~^S'"~'- 
in  eine  nach  Potenzen  von  z"  fortschi-eitende  Reihe.  Die  Regeln 
ändern  sich-  nicht  im  mindesten,  wenn  von  den  Exponenten  &,  K,  fi 
einer  oder  der  andei-e  aufhört  ganzzahlig  positiv  zu  sein,  und  dann 
ist  die  Quadi-atur  einer  CuiTe  gewonnen,  deren  Ordinate  eine  im 
Zähler  oder  im  Xenner  auftretende  Irrationalität  enthält.  Hierauf  geht 
Newton   zur  Umkehrung  der  Aufgabe   in   dem   Sinne   über,    dass   die 

Ordinate  einer  Curve  in  der  Gestalt   z^~'^B'-^'^[a-[-lz''  -^  cz-"  -\ ] 

gegeben  sein  soll,  woraus  die  Quadi-atur 

z»B^iA  +  Bz"  +  Cz-"  +  I)z~-"  +  ■  ■  ■] 
gefunden  werden  muss.  Der  eingeschlagene  Weg  ist  der,  dass  zu  den 
Quadi-aturen  Az'^B^  Bz^+"W-,  Cz»+'-'B'-,  Dz^^+^"B'-  etc.  entspre- 
chende Curvenordinaten  gesucht  werden,  deren  Summe  alsdann  mit 
dem  gegebenen  Ausdrucke  r*~  ^B'~^[a  -j-  bz"  -\-  cz-"  -|-  ■  •  -]  in  Ueber- 
einstimmung  gesetzt  wird.  So  entstehen  Gleichungen  zwischen  e,  /) 
g,li  . . .  (den  in  B  vorkommenden  Coefficienten)  a,  b,  c  . . .  und  A,  B, 
C ....  mittels  deren  A,  B,  (' ...  gefunden  werden.  Das  Verfahren  er- 
fährt keine  wesentliche  Aenderung,  wenn  die  Cui-venordinate  noch 
einen  weiteren  Factor  S""'  einschüesst.  Im  weiteren  Verlaufe  wird 
B  binomisch  gedacht  =  e  +  fz",  indem  die  Coefficienten  g,  h  . . .  den 
Werth  Null   annehmen;   ferner  werden   auch   die  Coefficienten   b,  c... 


')  Opuscuia  Netctoni  I,  21-2  sq.         ')  Ebenda  I,  241— Ji-i. 

18' 
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als  verschwunden  gedacht;  mithin  wird  die  Quadratur  der  Curve  von 
der  Ordinate  as^~'^{e  -{-  fs"y-~^  unter  gewissen  Voraussetzungen  er- 
mittelt, welche  darauf  hinauskommen,  dass  &■  ein  Vielfaches  von  n 
ist,  d-  =  n,  d-  =  2n,  9-  =  'dn,  #  =  4w  etc. 

Gegen  Ende  der  Abhandlung  findet  sieh  ein  Scholium,  von  wel- 
ehern  eine  Stelle')  eine  geschichtliche  Bedeutung  gewonnen  hat.  Wir 
übersetzen  sie  deshalb  wörtlich:  „Wir  haben  oben  gesagt,  es  gebe 
erste,  zweite,  dritte,  vierte  ...  Fluxionen  der  im  Flusse  befindlichen 
Grössen.  Diese  Fluxionen  verhalten  sich  wie  die  Glieder  convergenter 
unendlicher  Reihen.  Ist  etwa  z"  eine  Fluente,  welche  in  ihrem  Flusse 
zu  (z  -f-  o)"  wird,  so  verwandelt  man  diesen  Ausdruck  in  die  con- 
vergente  Reibe 

g"  -j-  noz"~^  -\ ;, —  o-z""-  -\ g — ! o^z"    ä  +  •••. 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  z"  ist  die  Fluente  selbst;  das  zweite 
noz"~^  ist  ihr  erster  Zuwachs,  ihre  erste  Differenz,  welcher,  wenn  sie 
im  Entstehen  begriffen  ist,   die   erste  Fluxion  proportional  ist^):   das 

dritte  Glied  —^ —  d-z"—-  wird  der  zweite  Zuwachs  oder  die   zweite 

Differenz  sein,   und  ihr  ist,   wenn  sie  im  Entstehen  begi'iffen  ist,  die 

zweite   Fluxion    proportional;    das   vierte    Glied    rr—^ —  o^z"~^ 

wird  der  dritte  Zuwachs  oder  die  di-itte  Differenz  sein,  und  ihr  ist, 
wenn  sie  im  Entstehen  begriffen  ist,  die  di'itte  Fluxion  proportional 
und  so  fort  in's  Unendliche." 

Wir  haben  an  diesen  Bericht  über  die  Quadratura  Curvanim 
einige  Bemerkungen  anzuknüpfen.  Eine  wichtige  Frage  geht  dahin, 
wann  che  Abhandlung  entstanden  sei?  Newton  selbst  hat  sich  darüber 
in  einem  Briefe  an  John  Keill,  eine  Persönlichkeit,  welche  wir  noch 
genau  genug  kennen  lernen  werden,  ausgesprochen.  Unter  dem  15.  Mai 
1714  schrieb  er  diesem^),  das  Buch  der  Quadraturen  sei  alt,  Vieles 
daraus  sei  schon  in  dem  Briefe  vom  24.  October  1676  benutzt.  Mit 
dieser  Aussage  stimmt  überein,  was  wir  (S.  179)  von  dem  Vorkommen 
des  Integrals  jaz^{e  -\-  fz^^y-dz  in  jenem  Briefe  sagten,  eine  Integra- 
tion, in  welcher  die  Quadratura  Cui-varum  gipfelt.  Ob  die  ganze  Ab- 
handlung vor  langer  Zeit  niedergeschrieben  war,  ob  Nevrton  sie  nach 


')  Opuscula  Newtmii  I,  241 — 242.  -)  Terminus  prinuis  Intjiis  seriei  z"  erit 
Quantitas  illa  fluens;  secundus  noz"~^  erit  ejus  Increvientum  primum  seu  Diffe- 
rentia  prima,  cui  nascenti  proportionalis  est  ejus  Fluxio  prima.  ')  Edleston, 
Correspondence  of  Sir  Isaac  IXeuion  atid  Professor  Cotes  pag.  176:  The  hook  of 
Quadratures  is  ancient,  many  thi>ujs  heing  cited  ont  of  it  Inj  me  i)i  my  Letter  of 
34.  Octoh.  1676. 
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alten  Aufzeiclinungen  neu  stilisierte,  ist  ziemlich  gleichgiltig.  Wir 
persönlich  halten  das  letztere  für  nahezu  selbstverständlich,  möchten 
aber  unsere  Meinung  Niemandem  aufdrängen. 

Die  Einleitung  der  Quadratura  ('urvarum  dagegen  ist  ganz 
gewiss  neu  hinzugekommen.  Das  erkennt  man  aus  dem  ganzen  Wort- 
laute, erkennt  man  besonders  daraus,  das.s,  wie  in  unserem  abkürzenden 
Berichte  (S.  "270)  mitgetheilt  ist,  Newton  selbst  erklärt,  die  Abhand- 
lung vor  langer  Zeit,  olim,  niedergeschrieben  zu  haben.  Gehört  aber 
demnach  die  Einleitung  den  Jahren  unmittelbar  vor  1704  an,  dann 
ist  sie  eine  Bekämpfung  Leibnizischer  Gedanken  in  der  gering- 
schätzeudsten  Form.  Wollte  Newton  in  bestimmter  Weise  gegen  den 
Gebrauch  des  ünendlichkleinen  Front  machen,  so  musste  er  doch 
wenigstens  den  Mann  oder  die  Schule  nennen,  welche  diese  Auffassung 
als  die  ihrige  besassen. 

Oder  sollte  er,  der  spätere  Newton,  gegen  den  früheren  Newton 
eine  Art  von  Selbstanklage  erhoben  haben?  Man  hat  daranf  auf- 
merksam gemacht'),  dass  Newton  selbst  einst  von  dem  Unendlich- 
kleinen einen  Gebrauch  machte,  der  von  der  Leibnizischen  Betrach- 
tungsweise sich  kaum  unterschied.  In  der  Methodns  fluxionum  sagte 
er  von  dem  vorkommenden  o,  es  sei  unendlich  klein,  die  diesen  Buch- 
staben enthaltenden  Glieder  dürften  deshalb  den  anderen  treErenüber 
vernachlässigt  werden  (S.  163).  In  den  Principien  hiess  es:  Die 
Momente  höi-en  auf  Momente  zu  sein,  sobald  sie  eine  endliche  Grösse 
erhalten  (S.  195 — 196),  und  daran  schloss  sich  in  der  ersten  Ausgabe 
von  1687  der  Satz,  dem  beständigen  Zunehmen  oder  Abnehmen  der 
Momente  widerstrebe  es,  wollte  man  ihm  ein  Ende  geben-).  In  der 
zweiten  Auflage  von  1713  blieb  freilich  dieser  Zusatz  weg,  und  man 
kann  in  dessen  Entfernung  einen  Einklang  mit  der  Veränderung  des 
bekannten  Schohums  erkennen,  welches  jetzt  die  Art  der  Entstehung 
der  Grössen  als  ein  Unterscheidendes  zwischen  den  Methoden  von 
Newton  und  Leibniz  hervorhob  (S.  197).  Aber  war  Newton  gewillt, 
1704  seine  eigenen  früheren  Gedanken  zu  verleugnen,  so  musste  er 
erst  recht  sagen,  wogegen  die  abwehrenden  Worte  sich  richteten, 
damit  Leibniz  und  seine  Anhänger  sich  nicht  getroffen  glaubten. 

Neu  scheint  wie  die  Einleitung  auch  das  von  uns  (S.  272)  theil- 
weise  übersetzte  Scholium  gegen  Schluss  der  Quadratura  Curvarum 
gewesen  zu  sein.  Das  Wort  Differenz,  welches  dort  wiederholt  als 
gleichbedeutend  mit  Increment  auftritt,  hat  vor  den  Leibnizischen 
Veröffentlichunoren  keinen  Erklärungsgrund. 


o^o 


')  De  Morgan,  On  tlic  early  histonj  of  Infinitemnah  in  England.    Philo- 

sophical  Magazine  für  November  18ö2   pag.  321 — 330,   besonders  pag.  3-23 — 325. 

-)   Finiri  enim  repuijnat  aJiquatenus  pcrpeluo  eontm  incremento  vel  Jecrcmento. 
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Sachlicli  leuchtet  ein,  dass  iu  dem  Scholiiim  Umichtiges  behauptet 
ist.     Das  Glied    — ^ — g"^^    ist   nicht   der   zweite,    --^ — g"—^ 

nicht  der  dritte  Ditferentialquotient  von  z".  Die  Nenner  2,  6  müssten 
weggedacht  werden,  wenn  die  Behauptung  richtig  sein  sollte.  Nicht 
als  ob  man  Newton  daram  den  Vorwurf  zu  machen  berechtigt  wäre, 
er  habe  von  höheren  Differentialquotienten  nichts  Terstauden.  Am 
Anfang  der  Abhandlung  sind  vielmehr  die  späteren  Fiuxionen  in  ihren 
Beziehungen  zu  den  fi-üheren  genau  erklärt.  Aber  dem  Vorwurfe 
unterliegt  Newton  aUertlings,  in  der  Uebereilung  nicht  gesehen  zu 
haben,  dass  die  Uebereinstimmung  der  von  o  befi-eiten  Glieder  der 
Binomialentwicklung  (g  -f-  o)"  mit  den  Fiuxionen  von  s"  nach  dem 
zweiten  Gliede  noz''~'^  aufhört,  ein  Vorwurf,  der  Newton  noch  schwerer 
für  den  zweiten  Abdruck  der  Quadratura  Curvaram  vom  Jahre  1711 
(S.  268)  trifft,  wo  der  Fehler  einfach  abgedruckt  wurde.  ' 

Was  den  Inhalt  der  eigentlichen  Abhandlung  betrifft,  so  gilt  von 
ihm  etwa  das  Gleiche,  was  wir  (S.  244)  von  den  Briefen  von  llü^S 
sagten.  Die  Veröffentlichung  der  Quadi-atura  Curvai-um  konnte  niu- 
Verwunderung  en-egen.  Jetzt  noch  die  Integration  ganzer  algebraischer 
Fimctionen,  zu  deren  Herstelli;ng  ausschliesslich  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefäcienteu  Verwendung  fand,  für  di-uckberechtigt  zu 
halten,  das  war  im  Jahre  171)4  eine  starke  Zumuthung  füi-  die  Mathe- 
matiker des  europäischen  Festlandes,  und  ein  Widerspruch  war  fast 
unausbleiblich. 


94.  Kapitel. 
Der  Pi'ioritälsstreit  zwischen  Newton  nud  Leibniz  bis  April  1712. 

Der  Prioritätsstreit  sei  durch  Fatio's  Schrift  von  1(599  Lineae 
brefissimi  descensus  investigatio  geometrka  duplex  etc.  begonnen  ge- 
wesen, sagten  wir  (S.  251)  am  Schlüsse  des  XVI.  Abschnittes.  Jetzt, 
wo  es  uns  obliegt,  die  Geschichte  des  Streites  selbst  eingehend  zu 
erzählen,  beginnen  wir  damit,  die  beleidigenden  Worte  Fatio's  genauer 
anzugeben^).  Fatio  will  den  zur  Bewältigung  der  Aufgabe  der  Brachi- 
stochi'one  nöthigen  Calcül  im  Aprü  1687  selbständig  erfunden  haben  ^). 
Sein  AVissen  in  dieser  Beziehung  würde  kein  geringeres  gewesen  sein, 
wenn  Leibniz  damals  noch  gar  nicht  geboren  gewesen  wäre.  Möge 
dieser  daher  anderer  Schüler  etwa  sich  rühmen,  ihn  könne  er  nicht 
imter  deren  Zahl  rechnen,  dafür  könne  der  Briefweclisel,  welchen  er, 


')  Coinmerc.  ejjistol.  pag.  223  und  Giesel  in  dem  Delitzscber  Schulprogramm 
von  1866  S.  17  Anmerkung  46.         ')  proprio  Harte  inveni. 
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Fatio,  mit  lluygeus  gefülirt  habe,  falls  lt  zur  Vei-öflentlichiiiig  ge- 
lange, als  Zeugiiiss  dienen.  Dann  heisst  es  weiter^):  „Das  fi-eilich 
erkenne  ich  an,  dass  Newton  der  erste  und  um  mehrere  Jahre  älteste 
Erfinder  dieses  Calcüls  war,  denn  dazu  nöthigt  mich  die  Augenschein- 
lichkeit der  Dinge.  Ob  Leibniz,  der  zweite  Erfinder,  etwas  von  jenem 
entlehnt  hat,  darüber  sollen  lieber  andere  als  ich  ihr  Urtheil  abgeben, 
denen  Einsicht  in  die  Biiefe  und  sonstige  Handschriften  Newton's 
gestattet  wird.  Niemanden,  der  durchstudiert,  was  ich  selbst  an 
Dokumenten  aufgeixdlt  habe,  wird  das  Schweigen  des  allzubeschei- 
denen Newton  oder  Leibuizens  vordringliche  Geschäftigkeit  täuschen." 

Wir  macheu  dazu  drei  Bemerkungen.  Erstens  Fatio  schickte 
seine  Streitschrift  nicht  an  Leibniz.  Zweitens  dieselbe  erschien  unter 
ausdrücklicher  und  ausgesprochener  Genehmigung  des  stellvertretenden 
Voi-sitzenden  der  Roj-al  Society.  Drittens  Fatio  hatten  Papiere 
Newton's  vorgelegen,  was  ohne  dessen  Einwilligung  kaum  denkbar  ist. 

Was  für  Papiere  und  Briefschaften  das  gewesen  sein  mögen,  lässt 
sich  mit  voller  Bestimmtheit  nicht  behaupten,  vielleicht  solche,  die 
gleichfalls  im  Jahre  liiltQ  im  Drucke  erschienen.  Wir  wissen,  dass 
1693  der  zweite  Band  von  Wallis'  Werken  erschienen  war  iind  in 
ihm  ein  Bericht  über  die  späteren  Briefe  Newton's  au  Wallis  (S.  241 
—  244).  Im  Jahre  l(i99  Hess  Letzterer  den  dritten  Band  seiner 
Werke  folgen,  und  in  ihm  war  der  erste  und  zweite  Brief  Newtons 
an  Leibniz  und  die  Antwort  Leibuizens  zu  lesen.  Diese  Papiere 
könnte  allenfalls  Fatio  auch  ohne  Newton's  Wissen  in  der 
Druckerei  gesehen  haben. 

Zwischen  dem  Entwürfe  von  Leibuizens  Antwort  auf  den  zweiten 
Brief  Newtons  vom  24.  October  lliTd  und  dem  Abdrucke  dieser  Ant- 
wort im  III.  Bande  von  Wallis'  Werken  besteht  ein  merkwürdiger 
Unterschied,  den  wir  hier  hervorzuheben  haben.  Wir  sagten  (S.  178), 
dass  Oldenburg  deu  Brief  vom  24.  October  1676  erst  unter  dem 
2.  Mai  1677  an  Leibniz  abgehen  Kess,  dass  dieser  alsdann  (S.  180) 
den  Brief  an  dem  Tage,  an  welchem  er  ihn  enthielt,  noch  beantwortete. 
Unsere  Quelle  war  der  Abdruck  des  Entwurfes-).  Da  der  Entwurf 
unter  dem  Leibuizischen  Nachlasse  in  der  Königlichen  öifentlicheu 
Bibliothek    in   Hannover    aufbewahrt   wird,    so    Hessen    wir   uns,    um 


')  Commerc.  epistol.  pag.  168  und  224:  Nenionum  tarnen  primum  ac  phirihus 
annis  vetustissimttm  hujus  calciili  incentorem  t^jsa  rerum  evidentia  coactus  agnosco: 
a  quo  utrum  quicquam  mutuatus  sit  Leibnitius  seeundus  ejus  inventor  mdlo  eorum 
quam  meum  sit  judiciwn  quihus  visae  fuerint  Newtoni  litterae  aliique  ejusdem 
manuscripti  Codices.  Neque  modestiitris  Newtoni  Silentium,  aut  prona  Leibnitii 
sedulitas,  inrentio7iem  Inijus  caiculi  sibi  passim  tribuentis,  uUis  imponet,  qui  ea 
pertractaverint,  quae  ipse  evolri,  iii.'^trumettta.         *)  Leibniz  I,  154. 
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sicher  zu  gehen,  ein  Facsimile  der  Anfangszeilen  kommen^).  Sie 
lauten:  Äcceju  liodie  literas  fuas  diu  expedatas  cum  inchisi»  Neufotiianis 
sane  inüclierrbnis,  ich  erhielt  heute  Ihren  lange  erwarteten  Brief  und 
als  Einschluss  einen  sehr  schönen  Brief  Newton's.  Die  Worte  sind 
in  fortlaufender  Linie  geschrieben,  abgesehen  von  dem  vierten  Worte 
tua»,  welches  über  der  Linie  stehend  eingeflickt  erscheint.  Eine  son- 
stige Aenderung  ist  in  beiden  Zeilen,  welche  von  Leibniz  selbst  ge- 
schrieben sind,  nicht  wahi-nehmbar.  Eine  gleichzeitige  Datirung  ist 
nicht  vorhanden,  dagegen  hat  Leibniz  später  mit  etwas  schwärzerer 
Tinte  an  den  Kopf  des  Blattes  geschrieben:  21.  Jun.  1677.  Exstat 
Comnierc.  p.  88.  Nun  der  englische  Abdruck.  Er  giebt  das  Datum 
21.  Juni  1677  und  lässt  das  zweite  Wort  der  ersten  Zeile  hodie  weg. 
Wie  ist  diese  Veränderung  zu  Stande  gekommen?  Hat  Leibniz  selbst 
beim  Abschreiben  das  hodie  vergessen?  Ist  es  beim  Abdruck  in 
Wallis'  Werken  durch  ein  Versehen  weggeblieben?  Ist  es  dort  mit 
Absicht  weggelassen  worden?  Von  diesen  drei  Erklärungen  halten 
wir  die  letzte,  die  wir  nur  der  Vollständigkeit  wegen  aussprechen,  für 
ganz  ausgeschlossen,  zwischen  den  beiden  ersten  wissen  wir  nicht  zu 
entscheiden.  Auf  die  Folgen,  welche  jene  Veränderung  nach  sich  zog, 
kommen  wir  im  weiteren  Verlaufe  zurück. 

Dem  Marquis  De  L'Höpital  kam  Fatio's  Schrift  zu  Händen,  und 
er  schickte  sie  Leibniz  am  13.  Juli  1699.  In  dem  Begleitbriefe  machte 
L'Höpital''^)  auch  auf  den  im  III.  Bande  der  Gesammtwerke  von  Wallis 
erfolgten  Abdi'uck  einiger  Briefe  von  Leibniz  u.  s.  w.  aufmerksam, 
welcher  die  Absicht  erkennen  lasse,  Newton  die  Erfindung  der  Leib- 
nizischen  Differentiah'echnung  zuzuschreiben,  welche  dieser  Fluxions- 
rechnung  nenne.  Es  scheine,  als  ob  die  Engländer  auf  alle  Art  ver- 
suchten, den  Ruhm  der  Erfindung  für  ihre  Nation  in  Anspruch  zu 
nehmen.  Leibnizens  Antwort^)  enthält  den  Dank  für  die  üebersen- 
dung.  Ueber  Fatio's  Eiihmredigkeit  macht  er  sich  lustig.  Wenn 
dieser  schon  so  lange  so  viel  gewusst  hat,  wai'um  hat  er  es  nicht  be- 
kannt werden  lassen?  Newton  werde  Fatio's  Aeusserungen  hoflFentlich 
nicht  billigen,  dazu  wisse  er  zu  genau,  wie  der  wahre  Sachverhalt  sei. 
Endlich  die  Veröffentlichung  seiner  Briefe  durch  Wallis  sei  mit  seiner 
Einwilligung  erfolgt.  Wallis  habe  ihm  auch  gestattet  anzugeben,  was 
er  etwa  beim  Abdrucke  gestrichen  wünsche,  er  aber  habe,  da  er  das 
Bekanntwerden  der  nackten  Wahrheit  nicht  zu  fürchten  brauche,  ge- 
antwortet, Wallis  solle  aus  den  Briefen  nach  Gutdünken  drucken 
lassen,  was  ihm  der  Veröffentlichung  werth  erscheine. 

')  Herr  Dr.  Bodmann,  der  Vorstand  jener  Bibliothek,  hatte  die  grosse  Güte, 
das  Facsimile  selbst  für  mich  anzufertigen.  ")  Leibniz  11,  ö.'!6.  ')  Ebenda 
II,  337. 
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Ungefähr  gleichzeitig  wie  an  L'Höpitai  schrieb  Leibuiz  unter 
dem  4.  August  auch  an  Wallis')-  Der  unverdiente  und  unerwartete 
Angrifl',  den  Fatio  auf  ihn  gemacht  habe,  würde  ihn  wenig  berühren, 
wenn  nicht  die  Druckerlaubniss  von  Seiten  der  Royal  Society  ertheilt 
worden  wäre,  was  er,  er  müsse  es  gestehen,  nicht  ohne  gi-osse  Ver- 
wunderung gesehen  habe.  Wie  er  eine  solche  öffentliche  Verletzung 
verdient  habe,  sei  er  nicht  im  Stande  sich  auszudenken.  Sein  einziger 
Trost  bestehe  in  der  Hoffnung,  jene  Druckerlaubniss  möge  ei-schlichen 
worden  sein,  doch  bedürfe  er  der  Bestätigung  dieser  Hoffnung.  Wallis 
möge  in  Gemässheit  seines  öfters  bezeugten  Wohlwollens  die  Sache 
untersuchen.  Wenn  dieser  ihm  dann  sage,  dass  die  Sehi-eibart,  deren 
Fatio  sich  gegen  ihn  bedient  habe,  den  Beifall  der  Royal  Society 
nicht  finde,  so  genüge  ihm  das. 

Wallis  that,  woiiim  Leibniz  ihn  bat.  Am  29.  August  erklärte 
er-)  Leibniz,  er  habe  Fatio's  Buch  gesehen,  aber  nicht  gelesen.  Bis 
zum  Empfange  von  Leibnizens  Brief  habe  er  nicht  geahnt,  dass  in 
dem  Buche  gegen  Diesen  gerichtete  Dinge  sich  fänden,  welche  er  selbst 
keineswegs  billige,  mögen  sie  von  Fatio  oder  von  einem  an- 
deren geschrieben  sein'!  Nach  diesem  Satze,  der  vielleicht  in 
dem  Sinne  zu  verstehen  ist,  als  vermuthe  Wallis,  Fatio  habe  nur  als 
Sprachrohr  eines  Dritten  gedient,  dessen  Name  alsdann  leicht  ein- 
zusetzen ist,  geht  er  zu  einer  Würdigung  Fatios  über.  Es  sei  ja 
wahr,  dass  Fatio  in  die  Royal  Society  Au&ahme  gefunden  habe,  aber 
deshalb  stehe  er  in  der  Achtimg  der  Mitglieder  keineswegs  so  hoch, 
dass  er  Leibniz  vorgezogen  werde,  oder  denselben  unwürdig  behandeln 
dürfe,  einen  Mann,  der  wie  auch  in  anderen  Dingen  ganz  besonders 
in  der  Mathematik  sich  grosse  Verdienste  envorben  habe.  Im  nächsten 
Absätze  wirft  Wallis,  scheinbar  unbefangen,  die  Frage  auf,  ob  etwa 
Fatio  auch  der  Verfasser  eines  namenlos  in  den  A.  E.  vom  Febiiiar 
1699  pag.  87  flgg.  erschienenen  Aufsatzes  gegen  David  Gregory  sei, 
und  wenn  nicht,  ob  dann  Leibniz  bei  der  Redaction  den  Namen  des 
Verfassers  in  Erfahrung  bringen  könne.  Es  gebe  ein  Geschlecht  von 
Menschen,  die  ihre  eigenen  Sachen  höher  achten  als  die  der  übrigen 
Sterbliehen  und  lieber  Andere  verletzen,  als  sich  selb.st  Verdienste 
erwerben. 

Diese  Briefstelle  war  freilich  geeignet,  Leibniz  in  Verlegenheit 
zu  setzen,  denn  der  namenlose  Aufsatz  rührte  von  ihm  selbst  her*). 
Aber  freilich    war,   und   das    sagt    auch    Leibniz   in    seinem   Antwort- 


')  Leibniz  FV,  70.  ^   Ebenda  IV,  71 — 7-2.  ^  ^ive  ah  ipso  sive  ab 

alio  scriptum.  ')  Leibniz  V,  336—339.  In  den  A.  E.  trägt  der  Aufsatz  natür- 
lich nicht,  wie  in  dem  späteren  Abdrucke,  die  Bezeichnung:  ex  Epistöla  G.  G. 
Leibtutii,  sondern  ist  namenlos. 
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schreiben'),  zwischen  jenem  Aufsatze  und  den  Aeiisserungen  von  Fatio 
ein  ganz  wesentlicher  Unterschied.  David  Gregory  hatte  eine  Unter- 
suchung über  die  Kettenlinie  veröffentlicht ,  welche  zwar  zu  einem 
richtigen  Ergebnisse  führte,  d.  h.  zu  dem  gleichen,  welches  seit  1601 
(S.  211)  den  Mathematikern  bekannt  war,  aber  dieses  Ergebniss  aiif 
einem  dem  Widersprache  ausgesetzten  Wege  erreichte.  Diesem  Wider- 
spruch hatte  der  ungenannte  Verfasser  des  Aufsatzes  in  den  A.  E.  Worte 
vei-liehen,  ohne  gegen  Gregory  verletzend  zu  werden.  Die  Redaction 
weigere  sich  deshalb,  erklärte  Leibniz,  den  Namen  des  Einsenders  zu 
nennen,  während  sie  bereit  sei,  bei  der  ersten  passenden  Gelegenheit 
ihre  Hochachtung  vor  Gregory's  anderweitigen  Verdiensten,  die  man 
voll  anerkenne,  deutlich  auszusprechen.  Diese  Zusage  wurde  auch 
1703  erfüllt")  durch  eine  lobende  Besprechung  von  Gregory's  Astro- 
nom ia  plii/sica  et  geometrica,  als  deren  Verfasser  eine  schriftliche  Rand- 
note Ferdinand  Helfreich  Lichtscheidt  (1661  — 1707)  nennt, 
einen  hochgebildeten  Geistliehen  in  Berlin,  der  auch  der  dortigen 
Akademie  angehörte^).  Leibniz  hätte  aber  in  seinem  Briefe  schon 
die  Sehlussworte  jenes  früheren  Aufsatzes  als  Beweis  dafür  anführen 
können,  dass  es  dort  nur  um  eine  sachliche  Widerlegung  sich  handelte. 
Es  sei  glaublich,  hiess  es  daselbst,  dass  Gregory  bei  wiederholter 
Ueberlegung  seinen  Irrthnm  imbefangen  eingestehen  werde;  blieben 
ihm  noch  Zweifel,  so  möge  er  Newton,  dessen  Methode  er  nach 
eigener  Aussage  benutzte,  zu  Rathe  ziehen. 

Wie  konnte  Wallis  eine  solche  schlichte,  in  den  höflichsten  For- 
men auftretende  Erwiderung  mit  persönlichen  Verdächtigomgen  auf 
gleiche  Linie  stellen?  Wir  sehen  hier  eine  Wii-kung  des  englischen 
Xationalgefühls,  an  dessen  Ueberti-eibung  Wallis  krankte,  wie  wir  bei 
früherer  Gelegenheit  (S.  4)  bemerken  mussten.  Im  Prioritätsstreite 
werden  wir  noch  oft  avif  die  hässlicheu  Folgen  einer  an  sieh  lobens- 
wertheu  Geistesrichtimar  hinweisen  müssen.  Wo  ein  Engländer  in 
Frayfe  kommt,  hört  bei  Wallis,  hört  auch  bald  bei  der  Roval  Societv 
das  Licht  und  Schatten  gleich  vertheilende  Gerechtigkeitsgefühl  auf. 
Den  Engländer  hören  wir  auch  aus  einem  anderen  Satze  des  Briefes 
Wallis'  vom  29.  August:  Fatio  sei  kein  Engländer,  sondern  ein 
Deutscher  aus  der  Schweiz'),  der  allerdings  eine  gewisse  Zeit  in  Eng- 
land verweilte,  aber  gegenwärtig  wieder  fort  sei. 

Nun  kommt  noch  die  Druckgenehmigung  der  Royal  Society  zur 
Sprache.  Der  stellvertretende  Vorsitzende  habe  das  Recht  dieselbe 
zu  ertheilen  und  habe,  da  er  glaubte  nur  eine  geometrische  Abhand- 


■)  Leibniz  IV,  74.  -)  A.  E.  1703  pag.  452—462.  ')  Poggendorff 

I,  1453—1454.        ■*)  Leibniz  IV,  7-->:  non  Ä»ghis  est,  sed  Germamis  ex  Helvetia. 
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Iiiii«!  vor  sieh  zu  sehen,  von  dem  Kechte  Gebrauch  gemacht,  ohne  den 
Inhalt  der  Schrift  zu  lesen.  Es  liege  also  nur  eine  Unvorsichtigkeit 
vor,  wie  Leibniz  aus  einem  beigelegten  Briefe  des  Secretärs  der  Royal 
Society  entnehmen  könne,  und  welche  er  alsdann  wohl  entschuldigen 
werde.  Dieser  Secretär  war  seit  I6O0  Hans  Sloaue  (1G60 — 1752), 
ein  bedeutender  Arzt  und  Naturforscher.  Sein  von  Wallis  erwähnter, 
unzweifelhaft  damals  beigeschlossener  Brief  ist  nicht  gedruckt  vor- 
handen. Eine  Bestätigung  der  Uebersendung  findet  sich  in  Leibnizens 
Antwort*)  an  Wallis.  An  Fatio's  Aeusseningen,  sagt  er,  sei  ihm  nicht 
mehr  viel  gelegen,  seit  er  wisse,  dass  sie  von  der  Royal  Society  nicht 
gebilligt  würden;  er  behalte  sich  vor  Herrn  Sloane  einen  Dankbrief 
für  seine  so  rasch  bereite  Freundlichkeit")  zu  schreiben. 

Jetzt  begnügte  sich  aber  Leibniz  nicht  mehr  mit  brieflichen 
Aeusseningen,  sondern  er  gab  in  den  A.  E.  eine  öffentliche  Antwort^) 
auf  Fatio's  Beleichgungen.  Der  ganze  Aufsatz  ist  ein  Muster  feiner 
Abfertigung  und  vei-diente  genauer  bekannt  zu  sein.  Die  Gleich- 
mässigkeit  der  Darstellung  gestattet  uns  leider  keinen  ausführlichen 
Bericht,  und  wir  heben  nur  drei  Punkte  hervor.  Leibniz  spricht 
erstens  aus,  dass  Sloane  in  einem  Briefe  an  einen  Freund  die  Zusiche- 
rung gegeben  habe,  es  werde  in  Zukunft  von  Gesellschaftswegen 
darauf  gesehen  werden,  dass  kein  bissiger  Ton  von  Seiten  eines  Mit- 
gliedes gegen  ein  anderes  eingeschlagen  werde.  Zweitens  geht  Leibniz 
auf  eine  der  von  Fatio  behandelten  Aufgaben  ein,  auf  die  Aufgabe 
die  Gestalt  des  Körpers  geringsten  Widerstandes  in  einem  dichten 
Mittel  zu  finden.  Newton  hatte  im  7.  Abschnitte  des  II.  Buches  der 
Principien  die  Aufgabe  gestellt  und  gelöst,  allerdings  so  gelöst,  wie 
es  bei  ihm  nur  zu  häufig  war,  ohne  Ableitung  oder  Beweis  des  Er- 
gebnisses. Damit  trat  nun  Fatio  hervor.  Er  wies  einen  Zusammen- 
hang zwischen  jeuer  Eigenschaft  des  geringsten  Widerstandes  und 
dem  Krümmungshalbmesser  der  Cnrve,  welche  bei  ihrer  L^mdrehung 
den  Köi-per  erzeugt,  nach.  Noch  IGDO  Hessen  erst  De  L'Höpital,  dann 
Johann  BernouUi  in  den  A.  E.  andere  Beweise  dmcken*),  welche  ein- 
facher waren,  indem  sie  nur  von  Tangenteneigenschaften  jener  Curve 
Gebrauch  machten.  De  L'Höpital  betonte  dabei,  in  wie  fern  sein  Be- 
weis als  der  einfachere  zu  gelten  habe;  die  Krümmuno-  hänsre  nämlich 
vom  zweiten,  die  Tangente  nur  vom  ersten  Diöerentialquotienten  ab*), 
und  eben  diese  Bemerkung  wiederholt  Leibniz.  Drittens  beruft  sich 
Leibniz  für  die  Unabhängigkeit  seiner  Erfindung  der  Diflerentialrech- 
nung  auf  Newton*):  „Hat  dieser  doch  hinreichend  öfientlich  in  seinen 

')  Leibniz  IV,  74.     *)  in  ine  quoque  promtissimae  huiiianäati.     ^)  Leibniz 
V,  340—349.         *)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  307—315.         ^)  Ebenda  I,  313. 
*)  Leibniz  V,  345:     Satisqxie  hulicavit  publice,  aim  sua   3Iathematica   Natuiae 
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Principien  von  1687  es  ausgesprochen,  dass  Keiner  von  uns  gewisse 
geometrische  Ei-findungen,  welche  uns  gemeinschaftlich  sind,  der  durch 
den  Anderen  ihm  gelieferten  Erleuchtung  verdanke,  dass  Jeder  viel- 
mehr sie  seinem  eigenen  Nachdenken  schulde,  dass  ich  sie  schon  ein 
Jahrzehnt  früher  axiseinandergesetzt  habe."  Leibniz  nennt  hier  das 
Scholium  im  2.  Abschnitte  des  11.  Buches  der  Principien  nicht  aus- 
di-ücküch,  aber  es  kaim  nicht  zweifelhaft  sein,  dass  er  diese  Stelle 
(S.  196)  meinte.  Ebensowenig  kann  zweifelhaft  sein,  dass  Newton 
den  Leibnizischen  Aufsatz  gelesen  haben  muss.  Die  ganze  Angelegen- 
heit machte  sicherlich,  seit  Sloane  im  Namen  der  Royal  Society  sich 
eingemengt  hatte,  wenn  nicht  schon  früher,  in  England  so  viel  von 
sich  reden,  dass  Newton,  der  mindestens  mittelbar  Betheiligte,  immög- 
lich den  Verlauf  des  Streites  unbeachtet  lassen  konnte.  Fatio  hat 
überdies  den  Aufsatz  gelesen,  hat  eine  Entgegnung  für  die  A.  E.  ge- 
schrieben, deren  Aufnahme  Mencke  verweigerte'),  und  Fatio  soUte 
nicht  dafür  gesorgt  haben,  dass  Newton  mit  diesem  Benehmen  und 
mithin  mit  dem  ganzen  Streite  bekannt  werde?  Das  ist  undeukljar. 
Newton  wusste  also  ganz  gut,  welchen  Sinn  man  dem  Scholium  bei- 
legte, und  wenn  er  zwischen  dem  11.  October  1709  und  dem  15.  April 
1710  (S.  197)  dem  Scholium  eine  nur  noch  deutlicher  die  beider- 
seitige Unabhängigkeit  betonende  Fassung  geben  liess,  so  wusste  er, 
was  damit  gemeint  war.  Er  wusste  es  und  duldete  es,  trotzdem  in- 
zwischen der  erste  Act  des  Prioritätsdramas  längst  abgeschlossen  vmd 
der  Torhang  zum  zweiten  Aufzuge  schon  in  die  Höhe  gegangen  war. 
Wir  wissen  (^S.  26S),  dass  Newton  im  Jabre  1 704  in  der  Druckerei 
der  Royal  Society  ein  englisch  geschriebenes  Buch  über  die  Farben 
der  Presse  übergab  und  als  Anhang  zwei  lateinische  Abhandlungen 
beifügte,  die  Enumeratio  Jinearum  tertii  ordinis  imd  die  Quadratura 
Curvarum.  Schon  im  Januarhefte  1705  der  A.  E.  erschien  eine  Be- 
s2)rechiing  dieses  Anhangs-),  deren  Verfasser  sich  zwar  nicht  genannt 
hat,  aber  nie  verkannt  wurde.  Die  allgemeine  Muthmas.simg  deutete 
auf  Leibniz  hin,  und  ihi'e  Bestätigimg  ergiebt  sich  ebensowohl  diu'ch 
eine  der  schon  mehrfach  erwähnten  Randnoten  als  durch  die  Empfangs- 
anzeige Mencke's^)  vom  12.  November  1704:  „Hierauf  habe  berichten 
sollen,  dass  gestern  Dero  relation  von  des  Hm.  Newton  zweyen  Al- 
gebraischen tractaten  endlich  bey  mir  eingelaufen,  imdt  sage  ich  dafür 
gehorsamsten  Danck."    Diu'ch  eine  Randbemerkung  wissen  wir  ferner. 


Principia  publicaret  anno  16S7,  nova  qitaedam  inventa  Geoinefrica,  quae  ij)si  com- 
munia  mecum  fuere,  neuirum  lud  ah  altera  acceptat,  sed  meditaticmibus  quetiique 
suis  dehere,  et  a  nie  jain  decennio  ante  exposita  fuisse. 

')  A.  E.  1701  pag.  134.       »)  A.  E.  1705  pag.  30—36.       =)  Leibniz,  Supple- 
jnentbanJ  des  Briefwechsels  S   15. 
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dass  Leibniz  es  auch  gewesen  war^\  der  170-5  ein  anderes,  die 
Fluxionem-ecbuung  betreffendes  Buch,  die  Fhixionitm  »letJwchts  miersa 
von  George  Cheyne*)  (1671 — 1734)  ziemlich  günstig  besprochen 
und  es  dahin  gekennzeichnet  hatte,  es  bediene  sieh  zur  Auflösung  der 
inversen  Tangentenaufgabe  wesentlich  der  Reihenentwicklung  unter 
Benutzung  der  Jlethode  der  unbestimmten  Coefticieuten,  wodurch  man 
zu  Ergebnissen  gelange,  wenn  andere  Methoden  nicht  aufzufinden 
seien.  Die  Besprechung  der  beiden  Newtonseheu  Abhandlungen  be- 
richtet zuei-st  auf  vier  Seiten  über  die  Enumcratio  Umarum  tertii 
ordinis,  dann  geht  sie  zu  der  Quadratura  Curvantm  über.  Wir  glauben 
hier  die  wichtigste  Stelle  wörtlich  anführen  zu  müssen. 

„Bevor  der  vmgemein  geistreiche  Verfasser  zu  der  Quackatur  der 
Curven  (oder  vielmehr  der  krimimlinigen  Figiu-en)  gelangt,  schickt  er 
eine  kurze  Einleitung  voraus.  Damit  man  diese  besser  vei-stehe,  muss 
man  wissen,  dass  wenn  irgend  eine  Grösse  stetig  wächst,  wie  z.  B. 
eine  Linie  durch  das  FHessen  eines  sie  beschreibenden  Punktes  wächst, 
jene  augenblichen  Zuwächse  Differenzen  genannt  werden,  nämlich 
Untei-schiede  zwischen  der  Grösse,  wie  sie  früher  war,  und  wie  sie 
durch  die  Yeninderung  eines  Augenblickes  wurde,  und  dass  dai-aus 
der  Differentialcalcül  entstanden  ist  und  dessen  Umkehrung  der 
summatorische  Calcül,  deren  Elemente  von  ihrem  Ei-finder  Herrn 
6.  G.  Leibniz  in  dieser  Zeitschrift  mitgetheilt  worden  sind,  und  wovon 
viele  Anwendunoren  arezeitft  wurden  sowohl  dm-ch  Ebendenselben  als 
durch  die  Herren  Brüder  BernouUi  und  durch  den  Marquis  De  L'Höpital, 
dessen  jüngst  eingetreteneu  frühzeitigen  Tod  alle  die  schwer  beklagen 
müssen,  die  den  Fortschritt  der  tieferen  Wissenschaft  lieben.  Statt 
der  Leibnizischen  Differenzen  benutzt  nun  Hen*  Newton,  luid  hat  er 
immer  benutzt^)  Fluxionen,  welche  sich  so  nahe  wie  möglich 
wie  die  in  gleichen  kleinstmöglichen  Zeittheilchen  hervor 
gebrachten  Vermehrungen  der  Fluenten  verhalten.  Er  hat 
davon  in  seinen  Mathematischen  Principien  der  Natiu-lehre  und  in 
anderen  später  veröffentlichten  Schriften  einen  eleganten  Gebrauch 
gemacht,  wie  auch  Honoratus  Fabri  in  seiner  Synopsis  Geometrica 
den  Fortschritt  der  Bewegungen  an  Stelle  der  Methode  Cavalieri's 
setzte"*). 

An  diese  wortgetreu  durch  uns  übersetzte  und  auch  bezüoiich 
der  Hervorhebung  einzelner  Wörter  durch  den  Druck  streng  an  das 
Original  sich  anschliessende  Stelle  knüpft  Leibniz  dann  eine  Schilde- 
rung der  beiden  Aufgaben  der  Differentiation  und  Integration  mittels 

>)  A.  E.  1703  pag.  450—452.  ■)  Poggendorff  I,  434.  =)  adhihet  semjier- 
que  adhibuit.  *)  Quemadmodum  et  Honoratus  Tahrius  in  siia  Synojisi  Geome- 
trica motiium  progressus  Curallerianae  Methodo  substituit. 


282  9i.  Kapitel. 

seiner  Zeichen  und  ohne  der  Newton'schen  Bezeiehnimg  zu  gedenken. 
Bei  der  Quadratur  als  Aufgabe  der  Integi-ali-echnung  habe  Newton 
sehr-  nützliche  Arbeiten  vollbracht  ^).  Er  habe  Reihen  angewandt, 
welche  bald  in's  Unendliche  fortlaufen,  bald  abbrechen,  und  in  diesem 
letzteren  Falle  das  Ergebniss  in  algebraischer  Gestalt  aufweisen.  Das 
seien  Dinge,  über  welche  seiner  Zeit  bei  Gelegenheit  des  Berichtes 
über  das  Buch  vou  Cheyne  gesprochen  worden  sei. 

Im  Ganzen  war  also  der  Ton  der  Besprechung  ein  sehi-  wohl- 
wollender, und  der  (S.  274)  von  uns  angekündigte  Widerspiiich  gegen 
die  Veröffentlichung  als  solche  wäre  ein  sehr  milder  gewesen,  wenn 
nicht  ein  Satz  in  derselben  vorgekommen  wäre,  dessen  schriller  Misston 
durchgehört  werden  musste,  der  Satz,  dessen  lateinischen  Wortlaut 
wir  in  einer  Anmerkung  wiedergeben  zu  müssen  glaubten.  Newton 
wird  mit  Fabri  verglichen,  der  den  Fortschritt  der  Bewegungen 
an  Stelle  der  Methode  C'avalieris  setzte.  Fabri  kannte  Cava- 
lieri's  Schriften,  kannte  sein  Verfahren  und  veränderte  es  in  nicht  der 
Rede  werthen  Nebenumständen.  Er  hat  sieh  damit  nui-  selbst  ge- 
schadet. Seine  Synopsis  geometrica  von  1669  gehört  zu  den  wenigst 
bekannten  Schriften  der  damaligen  Zeit  und  wüi-de  ohne  die  Erwäh- 
nimg in  dem  Satze,  von  dem  wir  gerade  reden,  wohl  ganz  vergessen 
sein.  Und  mit  diesem  Fabri  wird  Newton  verglichen,  wird  mit  ihm 
durch  den  Vergleich  auf  eine  Linie  gestellt! 

Leibniz  hat  sich  später  ausreden  wollen.  Er  hat  behauptet,  der 
andere  Ausdi-uek,  dessen  lateinischer  Wortlaut  gleichfalls  in  einer  An- 
merkung mitgetheilt  worden  ist,  schliesse  die  Annahme  aus,  dass 
Newton  als  blosser  Nachahmer  mit  leichter  Veränderung  der  ge- 
brauchten Namen  und  Zeichen  habe  hingestellt  werden  wollen.  Dem 
ist  nicht  so.  Wohl  heisst  es,  Newton  benutze  Fluxionen  statt 
der  Differenzen  und  habe  sie  immer  benutzt,  aber  seit  wann? 
Die  Besprechung  der  Quadratura  Curvarum  nennt  als  das  Werk,  in 
welchem  Newton  von  den  Fluxionen  einen  eleganten  Gebrauch  ge- 
macht habe,  die  Principien  und  andere  später  herausgegebene  Schriften. 
Die  Principien  sind  aber  von  1687,  Leibnizeus  Veröffentlichimg  der 
Differenzialrechnung  von  1684.  Der  mibefangene  Leser  konnte  also 
einen  Gegensatz  der  beiden  Aeusserungeu  nicht  erkennen.  Er  musste 
vielmehr-  in  der  Bereinigung  beider  den  Sinn  tLuden,  welcher,  wie 
wir  uns  erinnern,  in  einer  brieflichen  Aeusserung  von  Johann  Ber- 
nouUi  vom  August  1696  (S.  240)  sich  abspiegelte,  Newton  habe  erst 
nach  1684  imd  in  Folge  der  aus  der  Leibnizischen  Abhandlung  em- 
pfangenen Anregung  seine  Fluxionsrechnung  erdacht.     \B  enn  Leibniz 


'■)  a  Dn.  Newtono  est  utilissime  laboratum. 
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damals  Beruüulli  eines  Besseren  belehrte,  so  musste  er  auch  jetzt  die 
Leser  vor  dem  gleichen  Missverstiinduisse  bewahren.  Er  diu-fte  nicht 
von  den  l'rincipien  vmd  später  herausgegebenen  Schi-ifteu  sprechen 
ohne  hinzuzufügen,  dass  er  wisse,  dass  Newton  schon  1676  eine 
Fluxionsrechnung  besessen  habe.  Die  Leibuizischen  Worte  waren 
also  mindestens  unglücklich  gewählt  und  objectiv  xmrichtig. 

Schwieriger  ist  die  Beui'theilung  der  subjectiven  Schuld  oder 
Schuldlosij^keit  dessen,  der  die  unglücklichen  Worte  gebrauchte. 
Leibniz,  sagten  wir,  habe  nachmals  bestritten,  dass  in  seiner  Aeusse- 
rung  ein  Vorwurf  enthalten  gewesen  sein  solle,  enthalten  sein  könne. 
Sollen  wir  ihm  darin  Glauben  schenken,  so  fällt  noch  immer  die 
Schuld  der  Unüberlegtheit  auf  ihn;  aber  wir  fürchten,  wir  thun 
Leibniz  mit  diesem  letzteren  Vorwui-fe  Unrecht,  und  der  Stich,  welcher 
Newton  1705  traf,  war  von  keiner  ungeschickten  Hand  geführt  worden. 
Leibniz  hatte  die  Beleidigung  von  1699  nicht  vergessen,  hatte  ins- 
besondere nicht  vergessen,  dass  Newton,  den  er  in  der  Antwort  an 
Fatio  von  1700  gi-adezu  als  Zeuge  aufgerufen  hatte,  sich  kein  Wort 
entlocken  liess  und  auch,  als  er  1704  die  Quach-atura  Cm-varum  zum 
Drucke  gab,  nichts  über  Leibniz  zu  sagen  fand,  als  nur  eine  vom 
Zaune  gebrochene  Abweisung  der  unendlich  kleinen  Unterschiede,  die 
Leibniz  auf  sich  zu  beziehen  Grund  hatte.  Da  mag  in  Leibniz  der 
Gedanke  wach  geworden  sein,  Newtons  Zunge  dadurch  zu  lösen,  dass 
er  ihn  fühlen  liess,  wie  weh  ein  unberechtigter  Vorwurf  thut.  Newton 
sollte  empfinden,  was  er  selbst  1699  hatte  empfinden  müssen.  So 
erscheinen  ims  die  Seelenvorgränsre,  aus  welchen  der  Bericht  vou  1705 
hervorging.  Wir  haben  allerdings  keinerlei  Beweis  dafür  und  müssen 
gewärtig  sein,  dass  unsere  Leser  nicht  alle  mit  uns  übereinstimmen, 
aber  mit  diesem  Zugeständnisse  vereinigt  dürfen  wir  doch  wohl  lui- 
seren  Erklärungsversuch  wagen. 

Was  die  spätere  Aeusserung  betrifit,  Newton  könne  sich  nicht 
beleidigt  fühlen,  weil  anerkannt  sei,  dass  er  immer  der  Fluxionen  sich 
bedient  habe,  so  ist  das  eine  Ausrede  und,  wie  wir  schon  gezeigt 
haben,  eine  recht  schlechte  Ausrede.  Wir  haben  ihr  nicht  mehr  Ge- 
wicht beizvdegen  als  den  beiden  Briefen  Leibnizens  vom  2^!.  Juni  1713 
an  Johann  BernouUi')  und  an  Nicolaus  BernouUi-),  in  welchen  Leibniz 
leugnet  die  Besprechung  von   1705  verfasst  zu  haben. 

Ist  die  Leibnizische  Besprechung  Newton  zu  Händen  gekommen? 
Newton  selbst  hat  es  am  22.  März  und  wiederholt  am  5.  April  1711 
in  Abrede  gestellt^).    Heutigen  Tages  wäre  die  Thatsache  so  gut  wie 


■;  Leibniz  HI,  913.       =)  Ebenda  IQ,  986.       ')  Edles  ton,  Correspcmdence 
of  Sir  Isaac  Keuton  atid  Professor  Cotes  pag.  LXXII  liu.  17 — 20. 
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unmöglich.  Aucli  am  Anfange  des  X'VTII.  Jalu-hunderts  ist  sie  auf- 
fallend genug,  aber  ohne  untei-stützende  Beweismittel  sind  wir  nicht 
berechtigt  irgend  einem  Betheiligten  eine  absichtliche  Unwahrheit 
zuzutrauen.  Von  einer  nuabsichtlichen  Unwahi'heit  kann  selbstver- 
ständlich nicht  die  Rede  sein,  denn  eine  verletzende  Besprechung 
überhaupt  gelesen  zu  haben,  vergisst  kein  Schriftsteller,  mag  ihm 
auch  der  genaue  Inhalt  aus  dem  Gedächtnisse  schwinden.  Aber  wie 
können  wir  erklären,  dass  die  A.  E.  in  England  wenicjer  galesen  wur- 
den,  als  z.  B.  die  P.  T.  in  Deutschland?  Dazu  mögen  zwei  Umstände 
beigetragen  haben.  Erstens  bildete  es  damals  schon  eine  lobensweiihe 
Eigenschaft  deutscher  Gelehrten,  mehr  als  die  Gelehrten  irgend  eines 
anderen  Volkes  sich  um  die  im  Auslande  erscheinenden  wissenschaft- 
lichen Ai'beiten  zu  kümmern,  zweitens  war  zwischen  den  A.  E.,  als 
Zeitschrift,  und  den  P.  T.,  als  Veröffentlichungen  der  Royal  Society, 
der  gi-osse  Unterschied,  dass  auf  erstere  abonnirt  werden  musste, 
während  letztere  den  ausserhalb  England  lebenden  Mitgliedern  der 
Gesellschaft,  deren  es  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  gab,  nach  Vollen- 
dxmg  eines  Bandes  zugeschickt  wiirden. 

In  den  ersten  Monaten  des  Jahres  1705  war  Newton  auch  durch 
politische  Aufregungen  in  Anspiiich  genommen.  Wir  haben  (S.  63) 
von  den  unter  Königin  Anna  zu  Tage  tretenden  Parteiverschiebungen 
gesprochen.  Eine  solche  fällt  in  das  Jahi-  1705^J.  Königin  Anna 
war  den  Tories  geneigt.  Ihr  Ministerium  bestand  aus  solchen,  wenig- 
stens galt  Marlborough,  der  an  der  Sjjitze  stand,  damals  gleich  den 
übrigen  als  Torv.  Im  Unterhause  hatten  die  Tories  die  unbestrittene 
Mehrheit.  So  schien  ein  Zei'würfniss  unmöglich.  Die  kirchlich  Un- 
duldsamen im  Unterhause  brachten  dasselbe  zu  Stande.  Die  Fem- 
haltung  aller  der  bisehöflichen  Kirche  nicht  zugehörigen  Persönlich- 
keiten von  öffentlichen  Stellen  beruhte  auf  dem  Zwange,  die  Fonneu 
eben  dieser  Kirche  auszufühi-en,  ein  Zwang,  der  sich  darin  äusserte, 
dass  der  Anzustellende  das  Abendmahl  nach  Anglicanischer  Fonn  zu 
nehmen  hatte.  Katholiken  konnten  sich  dazu  allerdings  niemals  ver- 
stehen, aber  die  protestantischen  sogenannten  Xonconformisten  konnten 
sehr  wohl  das  kleine  Opfer  bringen,  ihre  Abendmahlformen  nach 
denen  der  herrschenden  Kirche  umzumodehi,  und  sie  thaten  es,  so 
dem  Wortlaute  des  Gesetzes  gehorchend.  Gelegentliche  Conformität 
nannten  solches  die  zu  äusserst  rechts  stehenden  Tories,  und  sie  be- 
schlossen einen  Sturmlauf  dagegen :  wer  nicht  ganz  und  gar  der 
Kirche,   d.  h.  eben   der   bischöflichen   Kirche,   angehöre,   sei  von   den 


')   Edleston,    Correspandence   of  Sir  Isaac  Xento}i   aiid   Professor   Cotes 
pag.  LXXIV  uud  Kanke,  Englische  Geschichte  VIT.  11— la  untl  23. 
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öfFentlichen  Aemtern  ausziischliessen.  Der  Erfolg  dieses  Gesetzes, 
wenn  es  durchging,  musste  nicht  bloss  bei  der  Besetzung  jener  Stellen 
selbst,  er  musste  auch  für  die  Zusammensetzung  des  Parlamentes  den 
Ausschlag  geben.  Xur  in  Städten,  wo  noncouformistische  Magistrate 
vorhanden  waren,  pflegten  Wliigs  gewählt  zu  werden.  Beseitigte  man 
jene  städtischen  Verwaltungen,  so  konnte  man  hotfen,  ein  rein  tori- 
stisches  Parlament  zu  erhalten.  In  diesem  aber  wären  muthmasslich 
die  Weitestgehenden  die  Führer  gewesen,  und  die  Minister  mussten 
befürchten,  von  rechts  stehenden  Gesinnungsgenossen  verdi-ängt  zu 
werden.  So  kam  es,  dass  die  Regienang  den  Widerstand  des  Ober- 
hauses gegen  den  Gesetzvorschlag  unterstützte,  der  dadurch  nicht 
Gesetz  werden  konnte,  trotzdem  er  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Jahren  vom  Unterhause  angenommen  wurde.  Marlborough  wurde  deu 
Hochtories  mehr  und  mehr  verhasst,  sein  Sturz  war  beschlossene 
Sache.  Ein  Ereigniss  der  äusseren  Politik  rettete  ihn.  Die  Schlacht 
bei  Höchstädt  am  13.  August  1704,  in  welcher  Marlborough  vereint 
mit  Prinz  Eugen  die  Franzosen  auf's  Haupt  schlug,  vernichtete  die 
Pläne  seiner  heimischen  Gegner.  Der  siegi-eiche  Held  war  der  Lieb- 
ling der  Nation  geworden,  und  der  allgemeine  Zug  riss  die  gemässigten 
Tories  neben  den  Whigs  in  sein  Geleite.  Unter  diesen  Verhältnissen 
vollzogen  sich  die  Parlamentswahlen  vom  April  1705.  Sir  Isaac,  wie 
Newton  hiess,  seitdem  er  am  16.  April  in  den  Ritterstand  erhoben 
worden  war,  war  der  Candidat  der  äussersten  Partei  für  Cambridge. 
Die  lüi'che  sei  in  Gefahr,  war  das  Stichwort  derselben,  und  die  Ver- 
handlungen, welche  bei  der  nun  folgenden  Parlamentstagung  im  Ober- 
hause stattfanden,  haben  klar  gestellt,  dass  eben  bei  der  Cambridger 
Wahl  ein  Studentenauflauf  stattfand,  dass  man  hundeiistimmig  schrie: 
Keir;  Fanatiker,  nichts  von  gelegentlicher  Conformität.  So  unterlag 
damals  Newton.  Die  hier  erzählten  Parteikämpfe  gehören  insofern 
zu  unserem  Gegenstande,  als  auch  sie  zur  Erklärung  dafür  dienen 
können,  dass  Newi:on  jene  Besprechung  der  A.  E.  von  1705  nicht 
kennen  lernte.  Hätte  er  sie  kennen  gelernt,  er  hätte  im  Augenblick 
doch  wohl  geschwiegen,  schweigen  müssen.  Der  politisch  in  den 
Hintergrund  Gedrängte  war  nicht  geeignet,  die  Sympathie  seiner 
Landsleute  für  sich  wachzurufen,  und  die  ihm  ungünstige  Volksstim- 
mung hätte  ihm  die  Antwort  untersagt. 

Am  16.  August  1705  starb  Jakob  Bernoulli.  Leibniz  verlangte^j 
von  Jakob  Hermann,  dem  dankbaren  Schüler  des  Verstorbenen, 
dessen  Nekrolog,  den  Hennann  am  2S.  October  einschickte^),  und  der 
in  den  A.  E.  für  Januar  1706  abgedruckt  ist.     Eine  Randbemerkung 

';  Leibniz  IV,  284.         *)  Ebenda  IV,  288—292. 
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des  Heidelberger  Exemplars  nennt  Leibniz  als  den  Verfasser,  und  das 
ist  eine  der  Stellen,  wo  die  im  Allgemeinen  zuverlässigen  handschrift 
liehen  Zusätze  sich  als  irrig  erweisen.  Leibniz  war  Vermittler,  nicht 
Verfasser  des  Beitrags,  oder  doch  nur  in  dem  Sinne  Verfasser,  als  er 
sich  eine  gewisse  Veränderung  des  von  Hermann  niedergeschriebenen 
und  handschriftlich  erhaltenen  Wortlautes  gestattete.  Nicht  etwa  als 
ob  Leibniz  den  von  Hennann  herrührenden  Satz,  zu  Jakob  Bemoulli's 
nahen  Freunden  habe  Fatio  de  Duillier  gehört,  ein  sehr  würdiges 
Mitglied  der  Londoner  Royal  Society^),  gestrichen  hätte.  Ihn  Hess 
Leibniz,  wenn  vielleicht  auch  widerwilligen  Sinnes,  abdrucken.  Am 
Schlüsse  dagegen  kürzte  er.  Hermann  hatte  die  wichtigsten  Aufsätze 
des  Verstorbenen,  welche  theils  in  den  A.  E.,  theils  im  Journal  des 
S^avans  dem  Drucke  übergeben  worden  waren,  einzeln  genannt.  Er 
hatte  zwiscbendrein  gesagt:  Besonders  verdient  hier  der  Diflerential- 
calcül  erwähnt  zu  werden,  welchen  er  durch  eigenes  Nachdenken  in 
Gemeiuscbaft  mit  seinem  berühmten  Bruder  sich  so  sehr  zu  eigen 
machte  und  vervollkommnete,  dass  der  vortreffliche  Erfinder  desselben, 
der  hochstehende  Leibniz^)  aus  freien  Stücken  eingestand,  der  neue 
Calcül  verdiene  mit  gleichem  Rechte  der  Calcül  der  beiden  Bernoulli 
als  der  seinige  genannt  zu  werden.  Hier,  wie  gesagt,  kürzte  und  änderte 
Leibniz.  Die  Herzählung  der  Abhandlungen  nebst  der  Zwischen- 
bemerkung ersetzte  er  durch  folgenden  Wortlaut:  Seine  sehr  zahl- 
reichen und  schönen  Erfindungen,  welche  in  den  A.,E.  und  ander- 
wärts zu  lesen  sind,  führen  wir  nicht  einzeln  an;  wir  begnügen  uns 
beizufügen,  dass,  als  die  grosse  Erfindung  unseres  Jahrhunderts,  die 
Leibnizische  Infinitesimalanalysis  ^)  hervorgetreten  war,  der 
Dahingegangene  aus  einem  leichten  vom  Erfinder  gegebenen  Beispiele 
(dem  Beweise  der  Isochrone)  plötzlich  ein  neues  Licht  für  die  An- 
wendung auf  physikalisch-mechanische  Fragen  schöpfte*)  und  auf  die 
Ausbildung  jenes  analytischen  Calcüls,  den  man  Differentialrech- 
nunsr  und  seine  Umkehrunar  summatorische  oder  Integralrech- 
nung  nennt,  mit  grossem  Eifer  und  Erfolg  sich  legte,  ausgezeichnete 
Aufgaben  löste  und  nach  Recht  und  Verdienst  unter  die  grössten 
Förderer  der  grossen  Erfindung  gezählt  werden  kann.  Leibniz  widmete 
dem  Gedächtnisse  des  verstorbenen  und  immer  zu  betrauernden  Freun- 
des folgende  Zeilen: 

Ein  unendliches  Licht  erglänzte  Dir  schon  auf  der  Erde, 
Wer  wird  leugnen,  o  Freund,  dass  Du  erhalten  uns  seist'? 

')  Dn.  Nicolauiu  Fatinm  Duülerium  Begiae  Londinensis  Societatis  socialem 
dignissinmm.  -)  Excell.  ejus  Inventor,  Ampi.  Leihnitius.  ')  Analysis  infini- 
tesimah's  LcilDiüicmd.  *)  ex  facili  exemplo  ah  autwe  exltihito  (ileiiiü)i$imtio'ne 
scilicct  Cnrvae  Isocltronae)  novam  subito  lucem  haiisisse. 


Der  Prioritiltsstreit  zwischen  Newton  uuj  Leibiiiz  bis  April  1712.      287 

Viel  mehr  als  eine  Kürzung  und  stylistische  Abänderung  unter  Bei- 
behaltung des  Sinnes,  den  Hermann  in  seinen  Wortlaut  gelegt  hatte, 
war  das  nicht,  aber  es  war  eben  doch  abermals  von.  der  grossen  Leib- 
nizischen  Ertiudung  die  Rede   und  immer  nur  von  der  Leibnizischen. 

Spät,  im  Jahre  1710  erst,  kam  die  entgegengesetzte  Behauptung 
im  XXVI.  Bande  der  P.  T.  wieder  zum  Ausdnick.  Der  Band  enthielt 
die  der  Roval  Societv  1708  vorgelegten  Arbeiten,  und  sein  Drack  war 
schon  im  September  und  October  17U8  im  Gange.  Es  ist  das  nicht 
unwichtig,  weil  es  einen  Beleg  für  die  eigenthümliche  Thatsache  giebt, 
dass,  als  zwischen  October  170;)  und  April  1710  das  Scholium  in  der 
zweiten  Ausgabe  der  Principien  im  Drucke  war,  Newton  wusste,  dass 
binnen  Kui-zem  eine  ihm  widersprechende  Meinung  in  den  P.  T.  zur 
öflFentlichen  Kenntniss  kommen  werde. 

John  KeilP)  (1671 — 1721),  ein  Schotte,  eifriger  Bewunderer 
Newton's,  seit  1700  Professor  der  Physik  in  Oxford,  hatte  eine  Ab- 
handlung über  die  Gesetze  der  Centripetalkräfte,  De  legibus  virium 
ceiüripefarum ,  eingereicht,  und  in  ihr  war,  ohne  dass  der  Gegenstand 
die  allergeringste  Veranlassung  dazu  geboten  hätte,  folgender  Satz 
eingeschaltet-):  „Dieses  alles  folgt  ans  der  heutigen  Tages  sehr  be- 
rühmten Fluxionsrechnung.  Diese  hat,  ohne  dass  ein  Zweifel  statt- 
fände, Herr  Xewton  erfunden,  wie  bei  Jedem  feststehen  wird,  der  die 
von  Wallis  herausgegebenen  Briefe  liest.  Später  wurde  jedoch  die- 
selbe Rechnung  von  Herrn  Leibniz  unter  Verändenmg  des  Namens 
und  der  Bezeichnungsweise  in  den  A.  E.  veröfientlicht." 

Das  war,  wir  wiederholen  es,  eine  etwas  späte  Antwort  auf  die 
Besprechung  von  1705,  auf  die  Aeussemngen  im  Nekrologe  von  1706, 
aber  sie  Hess  an  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig.  Sie  be- 
schuldigte Leibniz  ohne  weiteres  des  geistigen  Diebstahls  unter  den 
erschwerendsten  Umständen,  Leibniz  habe  ein  fremdes  Verfahren  unter 
Veränderung  von  Namen  und  Bezeichnung  herausgegeben! 

Leibniz  erhielt  als  Mitglied  der  Royal  Society  den  vollendeten 
Band  der  P.  T.  durch  den  Secretär  Sloane  allerdings  recht  verspätet 
im  Februar  oder  März  1711,  da  er  gerade  in  Berlin  wai-,  und  noch 
von  dort  aus  schrieb  er  unter  dem  4.  März  eben  an  Sloane.  Er  be- 
dauere, sagte  Leibniz  in  diesem  Briefe^),  zum  zweiten  Male  mit  einer 
Klage   auftreten   zu   müssen.     Vor  längerer  Zeit  habe  Nicolaus  Fatio 


')  Poggendorff  I,  1236.  —  National  Biography  XXX,  310—311  ^London 
1892,  edited  by  Siduey  Lee).  ^  P.  T.  XXVI,  185:  Haec  omnia  sequuntur  ex 
celebralissitna  nunc  dierum  fluxionum  arithmetica,  quam  sine  omni  dubio  priimis 
invenit  D.  Xeictonus,  ut  cui  libet  ejus  epistolas  a  Wallisio  editas  legenti  facüe 
cnnstahit,  eadem  tarnen  aiitlimelica  jjostea  mutatis  nomine  et  notationis  modo  a 
D.  Leibnitio  in  Actis  Eruditorum  edita  est.       ^  Commerc.  epistol.  pag.  171 — 172. 
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de  Duillier  sich  öffentlich  mit  Sticheleien  an  ihn  gemacht,  als  ob  er 
eine  fremde  Erfindung  sich  angeeignet  hätte.  Er  habe  ihn  damals  in 
den  A.  E.  eines  Besseren  belehrt,  und  die  Royal  Society  habe  ihm 
selbst  gegenüber  durch  ihren  Secretär,  und  das  sei,  so  viel  er  sich 
erinnere,  grade  Sloane  gewesen,  ihre  Missbilligung  ausgesprochen. 
Auch  Newton,  der  treffliche  Manu,  habe,  wie  ihm  berichtet  sei,  den 
verkehrten  Eifer  missbilligt ^),  welchen  Einige  in  dieser  Sache  für  ihr 
Volk  und  für  ihn  an  den  Tag  legten.  Und  jetzt  scheine  Herr  Keill 
in  dem  eben  erschienenen  Bande  der  P.  T.  auf  S.  185  die  iingeschick- 
teste  der  Anklagen  zu  erneuern.  Wer  könne  den  Satz:  „Später  wurde 
....  veröffentlicht"  lesen  und  ihm  Glauben  schenken,  ohne  Leibniz  in 
Argwohn  zu  nehmen,  eine  fremde  Erfindung  in  der  Verkleidung  unter- 
geschobener Benennung  und  Zeichen  herumgetragen  zu  haben?  Wie 
falsch  dieses  sei,  wisse  Niemand  besser  als  Newton  selbst.  Gewiss, 
fuhr  Leibniz  fort,  ich  habe  weder  den  Namen  der  Fluxionsrechnung 
aussprechen  hören,  noch  die  Zeichen,  deren  Newton  sich  bediente,  mit 
Augen  gesehen,  bevor  beides  in  Wallis'  Werken  erschien.  Dass  ich 
die  Sache  gleichfalls  viele  Jahre,  bevor  ich  sie  herausgab,  besass,  be- 
weisen meine  durch  Wallis  veröffentlichten  Briefe.  Wie  kann  ich 
Fremdes,  welches  ich  nicht  kannte,  verändert  herausgegeben  haben? 
Leibniz  schloss  mit  der  Aeusserung,  er  sei  weit  davon  entfernt,  Keill 
einen  Verleumder  zu  nennen,  aber  dessen  Anklage  sei  verleumderisch, 
und  Keill  müsse,  das  verlange  er  von  der  Royal  Society,  die  Anklage 
öffentlich  zurücknehmen. 

Die  Angelegenheit  mit  Fatio  hatte  seiner  Zeit  rasche  und  leichte 
Erledigung  gefunden  (S.  279),  aber  jetzt  wai'en  die  Verhältnisse  ganz 
andere  als  1699  und  1700.  Newton  war  seit  dem  30.  November  1703 
Präsident  der  Royal  Society  (S.  64),  in  ihr  also  naturgemäss  eine 
wesentlich  einflussreichere  Persönlichkeit  als  ein  ausserhalb  England 
wohnendes  Mitglied,  und  wäre  es  auch  Leibniz,  und  sein  Ruhm  musste 
oder  durfte  doch  wenigstens  der  Gesellschaft  vor  Allem  am  Herzen 
liegen.  Auch  seit  1705  hatte  mancherlei  sich  geändert.  Die  Friedens- 
sehnsucht der  englischen  Nation  war  der  whigistischen  den  Krieg 
gegen  Frankreich  in  die  Länge  ziehenden  Regierung  müde  geworden. 
Ein  toristisches  Parlament  war  gewählt,  und  seit  September  1710 
stand  der  Hochtory  Bolingbroke  an  der  Spitze  der  Reichsgeschäfte. 
Newton  war  also  jetzt  der  Gesinnungsgenosse  der  leitenden  Kreise  in 
Volk  und  Regierung,  Leibniz  der  Berather  jenes  hannoverschen  Prinzen, 
der  den  Ki-ieg  gegen  Frankreich  selbst  führen  half  (S.  63).  Diese 
mehrfachen  Aenderungen  spiegeln  sich  deutlich  in  dem  weiteren  Ver- 
laufe des  Streites. 


')  praeposteriim  Studium  impruhavit. 
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Ein  Auszug  aus  den  Sitzungsprotokolleu  der  Rojal  Society  ist 
verötfentlicht '  I.  Wir  lassen  seine  Uebersetzung  folgen,  welche  wir 
nur  jeweils  zu  unterbrechen  uns  vorbehalteu,  wo  uns  Einschaltungen 
noth wendig  erscheinen.  Am  22.  März  1711  fand  eine  Sitzung  unter 
Newton's  Vorsitze-)  statt.  Ein  Theil  des  Leibnizischen  Briefes  wurde 
verlesen  und  Sloane  beauftragt,  eine  Antwort  zu  schreiben.  Newton 
war,  bevor  der  Aufsatz  in  den  A.  E.  von  1705  ihm  gezeigt  wm-de, 
ärgerlich  über  das,  was  Keill  gesagt  hatte,  aber  in  der  nach  Verlauf 
von  vierzehn  Tagen  folgenden  Sitzung  vom  5.  April  lenkte  Keill  die 
Aufmerksamkeit  auf  jenen  unbilligen  Bericht ''j  über  die  Abhandlung 
Quadi-atura  Curvai-um.  Dann  gab  der  Präsident  eine  kiu-ze  Darstel- 
lung der  Sache  mit  Beifügung  der  genauen  Zeit,  zu  welcher  er  seine 
Erfindimg  zuerst  erwähnte  oder  enthüllte*),  und  berief  sich  auf  einige 
durch  WaUis  veröffentlichte  Briefe;  hierauf  wurde  Herr  Keül  ersucht, 
einen  Bericht  über  den  Gegenstand  des  Streites  zu  verfassen  und  den-- 
selben  in  ein  richtiges  Licht  zu  setzen.  Sitzung  vom  12.  April.  Die 
Verlesimg  der  früheren  Aufzeichnungen*)  gab  Gelegenheit,  den  in  den 
Leipziger  A.  E.  erwähnten  Gegenstand  weiter  zu  besprechen.  Der 
Präsident  fühlte  sich  bewogen*),  seine  vor  vielen  Jahren  an  Herrn 
Collins  gerichteten  Briefe  über  seine  Methode  der  Curvenbehandlung 
u.  s.  w.  zu  erwähnen,  und  da  Herr  Keill  anwesend  war,  wurde  dieser 
abermals  ersucht,  einen  Aufsatz  uiederzuschi-eiben  und  das  Recht  des 
Präsidenten  in  dieser  Angelegenheit  zu  behaupten.  Sitzung  vom  24.  Mai. 
KeiU's  Erwidenmg  wurde  verlesen.  Eine  Abschrift  soll  an  Leibniz 
geschickt  werden,  imd  sobald  Leibnizens  Antwort  darauf  eingetroffen 
sein  wird,  soll  Keill's  Schrift  in  den  P.  T.  gedi-uckt  werden.  In  der 
nächsten  Sitzung  vom  31.  Mai,  in  welcher  Newton  nicht  gegenwärtig 
war,  verlas  Sloane  einen  Brief  an  Leibniz,  welcher  gebilligt  wurde. 
Sloane's  Brief  ist  nie  veröffentlicht  worden  und  dürfte  ein  ziemlich 
farbloses  Begleitschreiben  der  Keill'schen  Erwiderung  gewesen  sein, 
sonst  hätte  man  ihn  kaum  in  Xewton's  Abwesenheit  gutgeheissen. 
Das  wichtige  Keill'sche  Schriftstück  dagegen  ist  im  Dmcke  vorhan- 
den^) und  fordert  unseren  Bericht. 

Ich  gebe  es  zu,  heisst  es  nach  kurzen  Einleitungssätzen,  dass  ich 
gesagt  habe,   die   Fluxionsrechnung   sei   von   Newton   erfunden,    dann 


')  Edleston,  Correspondenee  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes 
pag.  LXXII.  *)  President  in  the  chair.  ')  unfair  accoitnt.  *)  with  the 
partieular   time  of  his  first  mentioning  or  discovering  his  invention.  *)   the 

former  miiuites  being  read.  ')  was  pleased.  ^  Commerc.  epistol.  pag.  172 — 180. 
Im  Original  sind  die  auftretenden  Personen  meistens  Dominus  Xewtonus,  Do- 
minus Leibnitius  genannt.  Lediglich  zur  Abkürzung  lassen  wir  das  Wort 
Herr  weg. 
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von  Leibniz  unter  Veränderung  des  Namens  und  der  Bezeichnungs- 
weise herausgegeben  worden.  Ich  will  damit  keineswegs  gesagt  haben, 
der  Name,  den  Newton  seiner  Methode  beilegte,  oder  die  Bezeichnung, 
deren  er  sich  bediente,  seien  Leibniz  bekannt  gewesen.  Ich  wollte 
nur  zu  verstehen  geben,  dass  Newton  der  erste  Erfinder  der  Fluxions- 
rechnung  oder  des  Differentialcalcüls  war;  dass  er  in  zwei  Briefen  an 
01denbi;rg,  welche  durch  diesen  an  Leibniz  gelangten,  Kennzeichen 
davon  gab,  die  für  einen  Mann  von  grossem  Scharfsinne  hinreichten,  ihm 
den  Weg  zu  zeigen'),  und  dass  Leibniz  aus  ihnen  die  Grundgedanken 
jener  Rechnung  schöpfte  oder  wenigstens  schöpfen  konnte.  Da  er  aber 
die  Sprech-  und  Schreibweise,  von  denen  Newton  Gebrauch  machte, 
durch  blosse  Vernunftschlüsse  nicht  ermitteln  konnte,  so  wählte  er 
die  von  ihm  selbst  ersonnenen.  Als  Beweggrund  zu  jenen  Aeusse- 
rungeu  wird  die  Besprechung  der  Quacb-atura  Curvarum  in  den  A.  E. 
angegeben,  welche  ihre  Leser  zu  dem  Glauben  veranlassen  könne,  als 
habe  Newton  erst  nach  1684  die  Fluxionsrechnung  erfunden.  Wenn 
die  Leipziger  ihrem  Leibniz  fremdes  Eigenthum  hinzudichten  dürfen, 
so  dürfen  auch  die  Engländei',  ohne  der  Anschuldigung  der  Verleum- 
dung zu  verfallen,  das  zurückfordern,  was  Newton  geraubt  vnirde. 
Ich  habe  also,  fährt  Keill  wörtlich  fort,  zu  zeigen,  dass  Newton 
wahrer  und  erster  Erfinder  der  Fluxionsrechnung  oder  des  DiS'eren- 
tialcalcüls  war,  ferner,  dass  er  Leibniz  so  klare  und  auf  den  Weg 
führende  Kennzeichen  seiner  Methode  gegeben  hat,  dass  es  diesem 
leicht  wurde,  auf  die  gleiche  Methode  zu  verfallen-).  'Nun  i'olgt  eine 
Schilderung  der  beiden  Briefe  Newton's,  welche  wir  in  unserem 
90.  Kapitel  gi-ade  mit  Rücksicht  auf  das,  was  Leibniz  aus  ihnen 
lernen  konnte,  ausführlich  besprochen  haben.  Keill  kommt  allerdings 
zu  der  ganz  entgegengesetzten  Schlussfolgerung,  zu  welcher  wir  damals 
gelangten,  denn  er  behauptet  kurzweg^):  Aus  diesen  Kennzeichen, 
unterstützt  durch  diese  Beispiele,  hätte  ein  gewöhnlicher  Geist  Nevrton's 
Verfahren  bis  in's  Innerste  erkennen  müssen,  und  man  kann  nicht 
entfernt  glauben,  dass  es  dem  Scharfsinne  eines  Leibniz  verborgen 
geblieben  sein  könne.  Das  freilich  sei  Leibniz  in  vollstem  Maasse 
zuzugeben,  dass  er  weder  den  Namen  Fluxionsrechnung  gehört,  noch 
die  von  Newton  benutzte  Bezeichnung  gesehen  habe,  bevor  sie  in 
WaUis'  Werken  erschienen,  denn  Newton  selbst  habe  mit  Namen  und 
Bezeichnung  gewechselt.     In  der  Analysis  per  aequationes  —  welche 


')  indicia  dedisse  perspicaeissimi  ingenn  viro  saiis  ohvia.  ')  deinde  ijisum 
adeo  clara  et  ohvia  Methodi  suae  indicia  Leibnitio  dedisse,  %it  itide  ipsi  facile 
fuerit  in  eandem  Methodum  incidere.  ^)   His  indiciis  atque  his  adjectis  exem- 

plis  Ingenium   vulgare  Methodum    Ncwtonianum  penitus   discerneret;   ita   ut   nc 
suspicari  fas  sit,  eum  acerrimi  Leibnitii  acumen  passe  latuisse. 
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eben  ei^st  durcli  William  Jones  im  I)riickc  hcrnusu-egehen  war  — 
seien  beide  verschieden  von  den  in  drn  Prinzipien').  Endlieh  sei  man 
Leibniz  nelten  andenni  liohen  N'erdiensten,  welche  er  niu  die  Mathe- 
matik sich  erwarb"),  auch  dafür  verptiichtet,  dass  er  der  Erste  war, 
der  diesen  Calcül  im  Drucke  herausgab  und  der  Oeffeutlichkeit  über- 
lieferte. 

Das  also  war  e.s,  was  vom  ä.  Ajjril  bis  zum  24.  IVIai,  in  vollen 
sieben  Wochen,  durch  Keill  zusammengebracht  worden  war!  Dürfen 
wir  wirklich  sagen  durch  Keill?  Newton  war  sicherlich  in  gleichem 
Maasse  wie  Keill  bei  der  Arbeit  betheiligt,  das  beweisen  die  oben 
augeführten  Protokollbemerkuugeu  vom  5.  und   12.  April. 

Nun  aber  eine  Frage,  welche  hier  aufgewo-rfen  werden  muss: 
glaubten  Newton  und  Keill  selbst  an  die  durch  sie  erhobene  Anklage? 
Wir  meinen  diese  Frage  bejahen  zu  dürfen,  und  zwar  mit 
Rücksicht  auf  das  in  dem  Abdrucke  des  Leibnizischen  Briefes 
bei  Wallis  fehlende  Wort  hodie  (S.  276).  Oldenburg  hatte  New- 
ton's  Brief  vom  24.  October  1676  bis  zum  2.  Mai  1677  in  seiner  Ver- 
wahrung gehabt.  Ein  volles  Halljjahr  war  darüber  weggegangen,  bis 
der  Brief  Beförderung  fand.  Nun  wusste  Newton  allerdings  von  einer 
Vei-spätung  von  vier  und  ein  halb  Monaten,  denn  am  5.  März  1677 
hat  CoUins  ihm  geschrieben'),  dass  der  Brief  damals  noch  nicht 
abgegangen  war,  dass  aber  in  den  nächsten  acht  Tagen  Jemand  ihn 
nach  Hannover  mitnehmen  würde.  Newton  war  also,  wenn  ihm  keine 
weitere  Mittheiluug  zugegangen  ist  —  und  wir  wissen  wenigstens  von 
keiner  weitereu  —  berechtigt  anzunehmen,  sein  Brief  sei  etwa  am 
10.  März  durch  Oldenburg  abgeschickt  worden.  Nun  kam  Leibnizens 
vom  21.  Juni  datierte  Antwort.  Musste  dieses  Datum  unter  Anrech- 
nung der  höchstmöglichen  Reisezeit  des  Briefes  nicht  den  Verdacht 
erwecken,  Leibniz  habe  sich  etwa  zwei  Monate  Frist  gegeben,  den 
Brief  zu  beantworten?  Je  höher  die  Meinung  von  Leil)nizens  mathe- 
mathischem  Können  in  der  Zeit  von  1684  bis  1708  gestiegen  war, 
um  so  eher  konnte  man  jetzt  argwöhnen,  Leibniz  habe  aus  dem  für 
jeden  anderen  Leser  unentzifferbar  räthselhaften  zweiten  Newton'schen 
Briefe  so  viel  Anregung  gewonnen,  dass  er  in  jenen  zwei  Monaten 
den  Differentialcalcül  nacherfand.  Das  Wort  kodie  würde  den  Ver- 
dacht im  ersten  Augenblick  niedergeschlagen  haben,  aber  vielleicht 
hatte  wirklich  Leibniz,  wie  wir  als  möglich  annahmen,  das  Wort 
beim  Abschreiben  vergessen!  So  konnte  Newton  Verdacht  hegen,  um 
wie  viel  mehr  KeiU,  der  Newton's  Brief  und  Leibnizens  Antwort  aus 

';  Keill  hätte  noch  hinzufügen  können,  dass  sie  iu  der  Quadratura  Cur- 
varum  abenuals  andere  waren.  -)  intcr  caetera  quae  de  re  Mathematica  prae- 
clare  meritus  est  Leibnitius.         ")  Commerc.  epistol.  pag.  146. 
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dem  Abdrucke  liei  Wallis  citierte.  Das  Wort  Jiodie  fehlte.  Dass 
Newton's  Brief  am  5.  März  1677  noch  iu  London  war,  stand  bei 
Wallis  allerdings  auch  zu  lesen  ^).  Nehmen  wir  aber  an,  dass  Keill, 
was  nicht  zu  den  Unmöglichkeiten  gehört,  beim  Studium  der  Prioritäts- 
frage einen  Brief  von  Collins  überschlagen  zu  dürfen  glaubte,  wenn 
er  nur  die  zwischen  Newton  und  Leibniz  gewechselten  Briefe  las,  so 
kann  er  zur  Meinung  gekommen  sein,  Leibniz  habe  mehr  als  sechs 
Monate  verstreichen  lassen,  bis  er  mit  seiner  Antwort  herausrückte, 
er  habe  wirklich  die  Differentialrechnung  nur  nacherfunden,  und  Keill's 
Zornesaufwallung  war  dann,  wenn  auch  nicht  gut  begründet,  doch 
jedenfalls  guten  Glaubens.  Wunderbar  genug,  dass,  so  viel  wir  wissen, 
noch  kein  Schriftsteller,  sei  es  zur  Zeit  des  Streites,  sei  es  später, 
auf  das  fehlende  Wort  und  seine  Bedeutung  hingewiesen  hat^). 

Der  Brief  Iveill's  und  das  Begleitschreiben  Sloane's  gingen  nach 
dem  31.  Mai  1711  an  Leibniz  ab.  Wann  sie  in  seine  Hände  kamen, 
wissen  wir  nicht,  aber  der  ganze  Sommer  1711  war  für  Leibniz  eine 
von  den  mannigfachsten  Geschäften  erfüllte  Zeit^).  Da  kam  ein  Brief- 
wechsel über  die  hannövrisch-englische  Thronfolge  in  Verbindung  mit 
dem  Plane,  die  anglikanische  Kirchenverfassung  und  Liturgie  in 
Preussen  und  Hannover  einzuführen,  ein  Plan,  der,  wenn  er  gelang, 
die  Tories  vielleicht  wieder  für  che  hannövrische  Linie  gewonnen 
haben  würde,  der  aber  bald  wieder  einschlief.  Da  wurden  mit 
Des  Maizeaux,  dem  Herausgeber  des  Bayle'schen  Dictionnaire,  Briefe 
über  die  praestabilirte  Harmonie  gewechselt.  Da  erhielt  Leibniz  im 
September  einen  Mitarbeiter  au  dem  grossen  Geschichtswerke  der 
Annalen  des  Weifischen  Hauses,  welcher  neben  der  Aufgabe  der  Bei- 
hilfe auch  die  hatte,  Leibnizens  eigenen  Fleiss  zu  überwachen.  Da 
musste  Leibniz  im  October  den  Herzog  Ulrich  von  Brauuschweig 
nach  Torgau  begleiten,  wo  die  Vermählungsfeier  von  dessen  Tochter 
mit  dem  russischen  Prinzen  Alexei,  dem  Sohne  Peter  des  Grossen, 
stattfand,  eine  Reise,  welche  dadurch  für-  die  Wissenschaft  fruchtbar 
wurde,  dass  der  Zar  gelegentlich  einer  Unterredung  Leibniz  versprach, 
im  russischen  Reiche  Magnetnadelbeobachtuugen  anstellen  zu  lassen. 
In  derselben  Unterredung  hatte  aber  Peter  der  Grosse  eine  Rechen- 
maschine verlangt,  deren  Anfertigung  Leibniz  besorgen  sollte,  und 
welche  ihn  in  einen  weitläufigen  Briefwechsel  verwickelte.  Man  be- 
greift es,  wie  bei  solcher  vielgespalteten  Thätigkeit  das  Jahr  seinem 
Ende  sich  nähern  konnte,  bevor  Leibniz  die  englischen  Briefe,  welche 


')  Wallis,   Opera  III,  647.  -)  H.  Sloman,   Leibnizens  Ansprüche  auf 

die  Erfindung  der  DifFerenzialreclinung.  Leipzig  1857.  S.  51  in  der  Fussuote 
hat  das  Fehlen  von  hodie  in  dem  älteren  Abdrucke  bemerkt,  aber  nicht  hin- 
reichend gewürdigt.         ')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XTIII,  202. 
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ohnedies  sein  Schreiben  vom  4.  März  erst  am  31.  Mai  beantwortet 
hatten,  erledigte.  Er  schi-ieb  am  29.  December  folgenden  Brief  an 
Hans  Sloane: 

Was  Herr  Johannes  KeiU  Ihnen  jüngst  schrieb,  gi-eift  meine 
Unbescholtenheit  noch  oÖ'euer  als  früher  an.  Dass  ich  diese  in  meinem 
Alter*),  nach  den  Proben  meines  Lebens,  diux-h  eine  Vertheidigungs- 
schrift  rechtfertigen  und  mit  einem  gelehrten,  aber  immerhin  als  Neu- 
ling zu  betrachtenden  Manne,  der  die  früheren  Ereignisse  wenig  kennt 
und  ohne  Auftrag  dessen  ist,  den  die  Sache  angeht,  wie  vor  einem 
Gerichtshofe  streiten  soll,  wird  mit  Einsicht  und  Billigkeit  Niemand 
gutheissen.  Seinen  Argwohn  bezüglich  der  Ai-t,  wie  ich  die  Sache 
kennen  lernte,  zu  widerlegen,  um  ihn  zu  belehren,  dazu  ist  er  ein  zu 
wenig  geübter  Schiedsmann  in  der  Kunst  des  Erfindens,  aber  meine 
Freunde  wissen,  dass  ich  einen  ganz  anderen  und  anderswohin  gerich- 
teten Weg  einschlug.  Vergebens  beruft  er  sich  auf  die  A.  E.,  um 
seine  Worte  zu  entschuldigen.  Ich  finde  nicht,  dass  dort  irgend  wem 
irgend  etwas  entzogen  wird,  vielmehr  ist  an  verschiedenen  Stellen 
Jedem  das  Seine  zugewiesen").  Auch  ich  und  Freunde  von  mir  haben 
verschiedentUch  gezeigt,  dass  wir  ganz  gern  glauben,  dass  der  be- 
rühmte Urheber  der  Fluxionen  von  sich  aus  zu  den  unsrigen  ähn- 
lichen Grundlagen  gekommen  sei;  aber  ich  habe  nicht  weniger  An- 
recht auf  das  Erfinderthum,  wie  auch  Huygens,  der  einsichtsvollste 
und  unbestechlichste  Richter,  öffentlich  anerkannte:  ich  habe  sogar 
nicht  geeüt  mein  Recht  zu  beanspnichen,  ich  habe  meine  Ei-findung 
mehi-  als  nui-  neim  Jahi-e  verborgen  gehalten,  nur  damit  Niemand 
sich  beklagen  könne,  ich  habe  ihm  den  Rang  abgelaufen.  Ich  über- 
lasse es  Ihrer  Büligkeit,  ob  dem  leeren  und  ungerechten  Geschrei 
nicht  Schranken  zu  setzen  sind,  von  welchem  ich  vermuthe,  dass  es 
bei  Newton,  dem  hervorragenden  Manne  und  besten  Kenner  der 
Thatsachen,  Missbüligung  findet.  Ich  bin  überzeugt,  er  wird  gern 
ein  Zeichen  dieser  seiner  Meinung  von  sich  geben. 

Auch  in  diesem  Briefe  kommt  ein  Satz  vor,  der  besser  unge- 
schrieben gebKeben  wäre.  Es  ist  die  von  uns  in  der  Anmerkung  im 
lateinischen  Wortlaute  wiedergegebene  Behauptung,  in  den  A.  E.  sei 
Jedem  das  Seine  zugewiesen.  Der  unmittelbar  anschliessende  Satz 
von  Newton's  Selbständigkeit  nimmt  der  Aeussemng  zwar  den  ver- 
netzenden Stachel,  den  man  hat  hineindeuten  wollen,  aber  immerhin 
war  es  ungerechtfertigtes  Festhalten  an  einer  stylistischen  Wendung, 
welche  wir  schon  oben  (S.  283)  tadeln  mussten. 

■  Leibniz  war  damals  657«,  Newton  69,  Keill  40  Jahre  alt.  ^  in  iUis 
etiim  circa  hanc  rem  quicquam  cuiquam  detractum  non  reperio,  sed  potius  passim 
suiim  cuique  tribittum. 
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Die  letzten  Woi-te  des  Briefes  forderten  abermals  Newton  in 
unzweideutigster  Weise  auf,  das  Wort  zu  ergreifen,  und  Sloane 
scheint  die  Aufforderung  nicht  für  imangemessen  gehalten  zu  haben. 
Der  Protokollauszug  fährt  nämlich  fort:  31.  Januar  1712.  Leibuizens 
Antwort  vom  29.  December  1711  wurde  verlesen  und  Newton  über- 
geben. Wozu  das  Letztere,  wenn  die  Meinung  nicht  war,  er  solle 
nun  seinerseits  das  Wort  ergreifen?  Aber  das  passte  ihm  nicht. 
Unter  dem  7.  Febniar  heisst  es:  Da  der  Präsident  nicht  kam, 
wurde  über  Leibuizens  Brief  au  Doctor  Sloaue  nicht  berichtet.  Daran 
schliesst  sich  unmittelbar  der  Eintrag  vom  6.  März:  In  Folge  des 
Leibnizischen  Briefes  wurde  ein  Ausschuss  aus  den  Herren  Arbuthnot, 
Hill,  Halley,  Jones,  Machin  und  Burnet  gebildet,  um  die  Briefe  und 
Papiere,  welche  auf  den  Streit  sich  bezogen,  in  Augenschein  zu 
nehmen  und  einen  Bericht  für  die  Gesellschaft  anzufertigen.  Am 
20.  März  wurde  der  Ausschuss  durch  Francis  Robartes,  am  27.  März 
durch  Bonet,  den  preussischeu  Minister,  am  17.  April  durch  De  Moivre, 
Aston  und  Brook  Taylor  neu  verstärkt.  Am  24.  April  wurde  der 
Bericht  des  Ausschusses  verlesen. 
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Es  ist  vor  allen  Dingen  nothwendig,  die  Persönlichkeiten  des 
Ausschusses  einer  kleinen  Prüfung  zu  unterwerfen,  da  das  Gewicht 
eines  Gutachtens  nicht  zum  geringsten  Theil  davon  abhängt,  wer  es 
erstattet  hat. 

John  Arbuthnot^)  (1667—1735)  war  Schotte,  Arzt  der  Königin 
Anna.  Als  wissenschaftliches  Verdienst  wird  ihm  ein  Aufsatz  von 
1710  über  che  Ueberzahl  männlicher  Gebui-ten  verglichen  mit  den 
weiblichen  nachgerühmt. 

Abraham  Hill-)  (1635 — 1721)  war  der  ehemalige  Schatzmeister 
der  Royal  Society. 

Eduard  Halley  war  der  berühmte  Astronom  und  Mathematiker, 
der  iTus  wiederholt  begegnet  ist,  und  dessen  Arbeiten  mehrfach  (^8.  80 
— 82  und  S.  115)  an  die  von  Newton  anknüpften. 

William  Jones'*)  (1675 — 1749)  war  erst  Kaufmann,  dann  Lehi-ei; 
der  Mathematik  und  als  solcher  Verfasser  einer  Einleitung  in  die 
Mathematik  unter  dem  Titel  Si/nojJsis  palmariorum  Matla'seos  (1706). 

')  National Biography  II,  62—65  (London  1885,  edited  by  Leslie  Stephen). 
^  Ebenda  XXVI,  389— 390  ^ London  ISUl,  edited  by  Leslie  Stephen  and  Sidney 
Lee).         ')  Ebenda  XXX,  172—173  (London  1892,  edited  by  Sidney  Lee). 
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In  diesem  Werke  ist  auf  S.  243,  203  tigg.  vermuthlich  zum  ersten 
Male  der  griechische  Buchstabe  7t  benutzt^),  um  die  Yerhältnisszahl 
3,1415  ..  .  des  Kreisumfangs  zum  Kreisdurcbraesser  kurz  zu  bezeichnen. 
William  Jones  hatte  auch  soeben  1711  Newton's  Analysis  per  aequa- 
tioues  zum  Druck  befordert. 

John  Machin^)  (f  1751)  war  Professor  der  Astronomie  am 
Gresham  College  in  London.  Von  seiner  Berechnung  der  Zahl  jt 
mittelst  des  Unterschiedes  zweier  Reihen  wird  im  97.  Kapitel  die 
Rede  sein.  Hier  bemerken  wir  nur,  dass  sie  erstmalig  1706  in  der 
vorgenannten  Synopsis  von  Jones  ohne  Erläuterung,  wie  sie  gefunden 
worden  sei,  veröffentlicht  wurde.  Jedenfalls  müssen  also  persönliche 
Beziehungen  zwischen  Machin  und  Jones  vorhanden  gewesen  sein. 

Burnet^)  gehörte  jedenfalls  der  schottischen  Familie  dieses 
Namens  an.  Bei  dem  Fehlen  eines  Vornamens  in  dem  Protokoll- 
auszuge vom  G.  März  war  es  uns  nicht  möglich  zu  ermitteln,  welcher 
Bumet  gemeint  ist,  vielleicht  der  Theologe  Gilbert  Burnet,  viel- 
leicht Thomas  Burnet  de  Kemney,  der  mit  Leibniz  in  philosophi- 
schem Briefwechsel  stand  und  von  Mathematik  genau  so  wenig  ver- 
stand als  Gilbert  Burnet. 

Das  waren  die  zuerst  ernannten  Auschussmitglieder.  Sehen  wir 
zu,  aus  welchen  Persönlichkeiten  die  Verstärkung  bestand. 

Francis  Robartes  wird  in  einer  im  Jahre  1711  ihm  von 
De  Moivre  gewidmeten  Abhandlung*)  als  niatJiematicarum  scientiarum 
faufor  summxs  angeredet,  aber  ein  Gönner  der  mathematischen  Wissen- 
schaften ist  noch  kein  Mathematiker. 

Bonet  wird  im  Protokolle  als  preussischer  Minister  bezeichnet. 
Es  ist  uns  nicht  gelungen,  in  irgend  einem  Sammelwerke  über  seine 
Persönlichkeit  die  geringste  Aufklärung  zu  finden,  was  nicht  gerade 
für  eine  hohe  Bedeutung  des  Mannes  spricht.  Daneben  darf  wohl 
darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  Leibniz  seit  der  Neueinrich- 
tung und  gewissermassen  zweiten  Gründung  der  Berliner  Akademie 
alles  eher  als  eine  am  preussischen  Hofe  beliebte  Persönlichkeit  war. 

Abraham  de  Moivre  war  jener  in  jungen  Jahren  aus  Frank- 
reich eingewanderte  Mathematiker  (S.  82 — 84),  welchen  man  fast  als 
einen  Schüler  Newton's  bezeichnen  darf. 

Aston^)  war  Secretär  der  Royal  Society  und  wurde  am  30.  No- 


')  W.  W.  Eouse  Ball  in  Eneström's  Bihliothcca  mathematiea  1894  pag.  106. 
*)  Klügel,  Mathematisches  Wörterbuch  I,  G.57.  —  Poggendorff  II,  5.  ')  Na- 
tional Biography  VII  (London  ISsc,  edited  by  Leslie  Stephen).  *)  P.  T. 
XXVll.  -21.3.  *)  Ch.  Rieh.  Weld,  Histonj  of  the  Sorjal  Society  with  memoirs 
of  the  Presiderits  (London  18:8)  I,  302—303  und  I,  438.  —  Edleston,  Correspon- 
dence  of  Sir  Isaac  Neirton  and  Professor  Cofes  pag.  XXXVI  und  LXIX  Note  136. 
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rember  1685  neuerdings  dazu  erwählt,  erklärte  aber  am  9.  December 
jDlötzlicb  und  in  leidenschaftlicher  Weise,  er  lege  das  Amt,  nieder. 
Am  30.  Xovember  1699  \nirde  er  gleichzeitig  mit  Flamsteed  und 
Newton  in  den  geschäftsleitenden  Ausschuss  der  Roval  Society  se- 
wählt.  Im  Jahre  1715  vermachte  er  der  Gesellschaft  Land,  Bücher 
und  Geld  im  Gesammtbetrage  von  445  Pfund  Sterling.  Dass  Aston 
etwas  Wissenschaftliches  geleistet  hätte,  wird  nicht  erzählt. 

Brock  Taylor  endlich  wird  uns  im  97.  und  im  100.  Kapitel 
als  ganz  herron-agender  mathematischer  Schriftsteller  bekannt  werden. 

De  Moivre  und  Taylor  wird  man  als  zur  Ausschmückung  in 
den  Ausschuss  gewählt  betrachten  müssen,  denn  da  acht  Tage  nach 
ihi'er  Zuziehung  der  Bericht  des  Ausschusses  schon  verlesen  wurde, 
können  sie  unmöglich  stai'ken  Antheil  an  den  zur  Herstellung  des- 
selben nöthigen  Ai-beiteu  genommen  haben.  Ausser  ihnen  waren  nur 
Halle y,  Machin  und  aUeufalls  Jones  in  der  Lage,  über  den  Infini- 
tesimalcalcül  in  irgend  einer  Beziehung  mitreden  zu  können,  Jones 
namentlich  in  seiner  Eigenschaft  als  erster  Besitzer  der  von  Collins 
seiner  Zeit  hinterlassen en  Papiere^).  Arbuthnot,  Hill,  Burnet, 
Robartes,  Bonet,  Aston,  also  die  Mehrheit  der  Ausschussmitglieder, 
mussten  nach  Lage  der  Dinge  ihr  Ui-theil  über  von  ihnen  nicht  Ver- 
standenes  abgeben. 

Der  in  englischer  Spräche  abgefasste  Bericht  schloss  mit  den 
Woi-ten-):  Aus  diesen  Gründen  erachten  wir  Herrn  Newton  als  den 
ersten  Ei-findei-,  imd  wir  sind  der  Meinung,  dass  Herr  Keill,  indem  er 
das  Gleiche  behauptete,  keineswegs  Herrn  Leibniz  gekränkt  hat.  Wir 
imterbreiten  dem  Urtheile  der  Gesellschaft,  ob  die  Auszüge  aus  Briefen 
und  Aufsätzen,  welche  wir  ihr  jetzt  vorlegen,  zusammen  mit  den 
Dingen  ähnlichen  Inhaltes  im  HI.  Bande  von  Wallis"  Werken  nicht 
eine  Veröffentlichung  verdienen. 

Darauf  entschied  sich  die  Gesellschaft')  dahin,  den  Druck  der 
Papiere  und  des  Sitzungsbeschlusses  vollziehen  zu  lassen,  damit  a\ich 
was  sonst  z\u'  Aufklänmg  der  Angelegenheit  geeignet  sei,  in  gelehi-ten 
Mittheilimgen  erecheine.  Wir  glauben  wenigstens  das  im  letzten  Satze 
auftretende    Acta  Eruditorum   so,    wie   wir  es   thaten,    übersetzen   zu 

')  De  Morgan  in  dem  PhilosojMcal  Magazine  Ser.  4,  Yol. lY  (July-Decem- 
ber  1852)  pag.  322  Xote  *.  ^  For  uhicJi  Beasoiis  ive  reckon  Mr.  Keiitoii  the 
first  Inventar;  and  are  of  Ophiion,  that  Mr.  Keill,  in  asseiiing  the  samt,  has  been 
no  icays  injurious  to  Mr.  Leibnitz.  And  tce  submit  to  the  Judgment  of  the  Society, 
ichether  the  Extract  of  Letters  and  Papers  iiow  presented  to  yoii,  together  irith 
ichuf  is  extant  to  the  same  purpose  in  Dr.  JTalhVs  III  Volume  may  not  deserve 
to  he  made  Piihlick  iContmerc.  eiiistoh  pag.  184).  *)  Societas  Segia  coHectionem 
Epistolanim  et  MSS'«"""  et  Sentetitiam  Consensus  imprimi  jussii;  tit  et  qiiicquid 
amplius  ad  hanc  Historiam  elucidendam  idoneum  in  Actis  Eruditaruy»  ocurreret. 
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sollen;  wir  können  uns  nit-ht  denken,  dass  die  Royal  Society  gewähnt 
haben  soUte,  ihre  VeröfiFentliehung  werde  in  den  A.  E.  nachgedruckt 
werden.  Jedenfalls  hat  die  Gesellschaft,  man  bemerke  sich  das  wohl, 
den  Druck  der  Papiere  zum  Beschlüsse  erhoben,  sie  hat  auch  am 
29.  Januar  1713,  wie  ein  weiterer  ProtokoUauszug  mittheilt,  durch 
Stimmenmehrheit  die  Druekkosten  übernommen'),  welche  am  11.  Juni 
mit  22'g  Pfund  Sterling  ausbezahlt  wurden.  Sie  hat  dagegen  über 
den  Satz,  dass  Xe^vton  erster  Ertiuder  sei  und  Keill  folglich  sich 
gegen  Leibniz  nicht  rergangen  habe,  weder  bejahend  noch  verneinend 
eine  Entscheidung  getroflen.  Noch  war  also  das  Counuerciuni  Episio- 
licuiii,  wie  man  das  Bändchen  zu  nennen  pflegt,  welches  unter  Lei- 
tung von  Halley,  Jones  und  Machin  gedruckt  wurde,  und  dessen 
ersten  Abzüge  am  8.  Januar  1713  als  fertiggestellt  vorgelegt  werden 
konnten,  kein  Urtheil.  Es  war  nxir  eine  Anklageschrift,  wie  man  sie 
von  den  Mitgliedern  des  Untersuchungsausschusses  erwarten  konnte, 
vielleicht  erwarten  musste.  Pflicht  der  Royal  Society  wäre  es  nun 
nach  unserer  Reehtsanschauung  »ewesen,  den  allerersten  Abzug  des 
Commercium  Epistolicum  sofort  au  Leibniz  zu  schicken  und  ihn  auf- 
zufordern, der  Anklage  zu  begegnen.  So  hsmdelte  che  Gesellschaft 
aber  leider  nicht. 

Exemplare  wurden  an  Gelehrte  in  den  verschiedensten  Ländern 
verschickt.  Für  Franki-eich  war  ein  Abbe  Bignon  in  Paris,  wie 
Johann  BemouUi  am  7.  Juni  1713  berichtete"),  füi-  Deutschland  ein 
Ai-zt  Abraham  Täter  der  jüngere  in  Wittenberg,  wie  Christian 
Wolf  am  1.  Juli  1713  schrieb^),  Mittelperson  der  Versendung.  In 
Frankreich,  Italien,  Holland,  Deutschland,  schrieb  Wolf  an  Leibniz  in 
einem  weiteren  Briefe*)  vom  (.i.  Februar  1714,  werden  Exemplare  mit 
der  Aufschrift  als  Geschenk  der  Royal  Society  vertheilt.  Wer  der 
Gesellschaft  irgend  bekannt  war,  dessen  Name  wxu'de  auf  eines  der 
Bücher  geschrieben.  Li  Frankreich  sind  unter  die  einzeln  genannten 
Mitglieder  der  Academie  des  Sciences  Exemplare  als  Geschenk  der 
Royal  Society  vertheilt  worden,  und  ich  selbst  erhielt  eines,  auf 
welchem  mein  Name  steht.  Ich  habe  auch  ein  Euer  Hochwohlgeboren 
zu  übergebendes  Exemplar,  welches  ich  von  Herrn  Vater  erhielt,  dem 
der  Auftrag  geworden  ist,  den  deutschen  Mathematikern  die  Büchel- 
chen auszutheüen. 

Und  mit  dieser  Art  der  Verbreitung  begnügte  man  sich  nicht.  Der 
oft  von  uns  benutzte  Protokollauszug  bewei.st,  dass  am  17.  Juni  1714, 
ein  Datum,   auf  welches   wir    zurückkommen   werden,    25  Exemplare 

'  .Tan.  20:  It  was  ordered  by  haUoting  that  tlie  Treasurer  pay  the  charges 
of  printing  the  Commercium  Epistolicum.  ')  Leibniz  ÜI,  909.  ^  Ebenda, 
Supplementband  zum  mathematischen  Briefwechsel  151.         ')  Ebenda  157 
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von  Gesellschafts  wegen  einem  holländischen  Buchhändler  zu  3  Shilling 
das  Stück  überlassen  wiirden,  und  in  der  Sitzung,  deren  Aufzeichnung 
wir  dieses  entnehmen,  führte  Xewton  den  Vorsitz. 

Aber  wir  müssen  den  Inhalt  des  Commercium  Epistolicum  genauer 
schildern,  nachdem  von  seiner  Verbreitungsweise  die  Rede  war.  Eine 
Anklageschrift  haben  wir  das  kleine  Buch  weiter  oben  genannt,  und 
wir  können  hinzufügen,  es  war  eine  Anklageschrift  so  fein,  so  schlau, 
so  giftig,  wie  wohl  kaum  je  eine  zweite  abgefasst  wurde.  Es  kam 
darauf  an,  Newtons  Verdienste  in  glänzendstes  Licht  zu  setzen.  Es 
kam  aber  auch  darauf,  an,  Leibniz  des  geistigen  Diebstahls  zu  be- 
schuldigen, und  zu  diesem  Zwecke  musste  Dieser  als  GewohnheitscUeb 
erscheinen. 

Das  Commercium  Epistolicum  beginnt  mit  Bi'iefen  Barrow's, 
welche  sich  auf  die  Analysis  per  aequationes  beziehen,  und  an  welche 
diese  Abhandlung  sich  anschliesst,  wiewohl  sie  1711  schon  durch 
Jones  im  Drucke  herausgegeben  war.  Dann  kommen  Briefe,  welche 
1071  und  1672  zwischen  Collins  und  James  Gregory  gewechselt 
worden  waren,  und  in  welchen  von  den  Reihen  die  Rede  ist,  welche 
Newton  in  der  Analysis  per  aequationes  angab  (S.  70),  sowie  von 
Gregory's  Arcustangensreihe  (S.  72).  Der  erste  Leibnizische  Brief, 
welcher  abgedruckt  ist,  ist  der  am  3.  Februar  1673  an  (Oldenburg 
gerichtete,  den  Leibniz  (S.  73)  in  London  selbst  an  dem  Tage  schrieb, 
an  welchem  er  mit  Pell  das  Gesijräch  über  die  erzeugenden  Differenzen 
geführt  hatte.  Hier  beginnen  die  eigentlichen  Verdächtigungen  sich 
vorzubereiten,  denn  später  heisst  es,  Leibniz  habe  allerdings  in  früher 
Zeit  sich  mit  Differenzen  beschäftigt,  aber  das  seien  die  von  Mouton 
entnommenen  gewesen,  die  mit  dem  Infinitesimalcalcül  nichts  zu  thun 
haben,    und    das    bilde    zugleich    Leibnizens    ersten    Diebstahl.      Der 

zweite  Diebstahl  soll  der  der  Reihe  für  —  sein,  der  au  Gregory  be- 
gangen wurde.  Als  Beweisstücke  dienen  die  von  uns  schon  als  ab- 
getb-uckt  bezeichneten  Briefe  zwischen  Collins  und  Gregory  und  späte 
Briefe  von  1675,  welche  Leibniz  mit  Oldenburg  über  die  angeb- 
lich von  Erstprem  ei"fundene  Reihe  für  —  wechselte,  eine  falsche  An- 
gabe, weil  Leibniz  jene  Reihe  aus  den  ihm  zugeschickten  Briefe 
Gregory's  an  Collins  kannte. 

Diese  letztere  Behauptung  bedui-fte  nun  des  sti-engen  Beweises, 
um  als  Thatsache  gelten  zu  können,  und  das  Commercium  Epistolicum 
suchte  den  Beweis  dm-ch  ein  weiteres  Schriftstück,  einen  Brief  von 
CoUins  an  Oldenburg^),  zu  liefern.     Collins  sagt  darin,   er  wolle,   da 


')  Commerc.  epistol.  pag.  100. 
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.Leibniz  uiul  aiuluiv  Mitglieder  der  Pariser  Academie  des  Scieuces 
darauf  dringen,  von  Gregory's,  seines  verstorbenen  Freundes,  Leistungen 
unterrichtet  zu  sein,  die  wichtigsten  Dinge  zusammenstellen,  die  in 
dessen  Binefen  vorkamen;  Oldenburg  solle  die  Sammlung  Leibniz  mit- 
theilen,  der  sie  aber  nach  Keuntuissnahme  zurückgeben  müsse.  Li 
der  Sammlung  selbst,  heisst  es  weiter,  befand  sich  der  Gregory'sche 
Brief  mit  der  Arcustaugensreihe,  befand  sich  auch  Newton's  Tan- 
gentenbrief au  CoUius  (^S.  1(31  und  173 — 174j.  Die  erste  hier  auf- 
zuwerfende Frage,  wann  Collins  die  Sammlung  an  Oldenburg  schickte, 
ist  nicht  genau  zu  beantworten,  da  der  erwähnte  TJegleitbrief  kein 
Datum  trägt.  Dagegen  ist  ein  datirter  Brief  vom  11.  August  1676 
von  Collins  au  David  Gregory  den  älteren,  Bruder  des  verstorbenen 
James  Gregory,  vorhanden^).  Hier  sagt  CoUins,  er  habe  aus  des 
Freundes  Papieren  eine  kleine  Geschichte,  historiolam,  zusammen- 
gestellt, damit  sie  in  den  Schränken  der  Royal  Society  aufbewahrt 
werde  und  auch  den  französischen  Mathematikern  mitgetheilt  werden 
könne.  Damit  ist  offenbar  jene  Sammluug  gemeint,  welche  deshalb 
in  der  Regel  kurzweg  die  Historiola  heisst,  und  für  deren  Vollendung 
der  11.  August  1676  einen  Endtermin  darstellt.  Die  zweite  Frage, 
welche  sich  aufdrängt,  ist  die,  ob  Oldenburg  seinem  Auftrage  auch 
nachgekommen  istV  Hat  Leibniz,  um  uns  schärfer  auszudrücken,  die 
Historiola  auch  wirklich  zu  Gesicht  bekommen?  Das  Commercium 
Epistolicum  von  1712  nimmt  es  stillschweigend  an.  Wir  werden 
unsererseits  der  Frage  am  Schlüsse  (heses  Kapitels  näher  treten. 

Xun  kommen  in  dem  Commercium  Epistolicum  die  167G  und 
1677  von  Newton  und  Leibniz  gewechselten  Briefe,  wie  sie  im 
lU.  Bande  von  Wallis'  Werken  zum  Abdruck  gekommen  waren,  also 
johne  das  Wort  liodie  in  der  Anfangszeile  des  Leibnizischen  Briefes 
vom  21.  Juni  1677.  Auch  der  Brief  von  Collins  au  Newton  vom 
ö.  März  1677  ist  aufgenommen,  als  dessen  Nachschrift  die  Bemerlning 
erscheint,  Newton's  zweiter  Brief  werde  vermuthlich  in  der  nächsten 
Woche  nach  Hannover  abgehen  (S.  291).  Was  weiter  folgt,  ist  eine 
kurze  Zwischenerzählung-),  auf  die  wir  sogleich  zurückkommen,  sind 
Briefe  und  Auszüge  aus  gednickten  Abhandlungen  aus  der  Zeit  von 
1695  bis  unmittelbar  vor  dem  Drucke  des  Commercium  Epistolicum 
und  zum  Schlüsse  das  Urtheil  des  Prüfungsausschusses. 

Wenn  wir  die  wesentlichen  Stücke,  die  im  Commercium  Episto- 
licum abgedruckt  sind,  nannten,  so  haben  wir  einen  Bestandtheil  noch 
nicht  erwähnt,  das  sind  die  fast  auf  jeder  Seite  beigefügten  Fuss- 
noten.     In  ihnen  ist  jede  erläuteiie  Stelle  von  dem  Standpunkte  aus 


')  Conimerc.  einstot.  pag.  lul.         -)  Ebenda  pag.  157. 
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besprochen,  als  wäre  der  Beweis  Ton  Leibnizens  Schuld  nicht  erst  zu 
führen,  sondern  bereits  geliefert.  Jede  von  Leibniz  gebrauchte  Rede- 
wendung, welche  gegen  das  zu  Beweisende  zu  benutzen  wäre,  gilt 
demnach  nur  als  weitere  Probe  seiner  Verlogenheit  und  ^^erderbtheit. 
Man  kann  deshalb  getrost  die  Anmerkungen  das  Giftigste  an  der 
ganzen  Yeröifentlichung  nennen. 

Und  noch  Eines  müssen  wir  hervorheben.  Diejenigen  Briefe, 
welche  nur  als  Belege  zweiten  Ranges  aufgenommen  sind,  erscheinen 
nicht  in  ihrem  ganzen  Wortlaute,  sondern  auszugsweise.  Dagegen 
wäre  bei  unparteiisch  angefertigten  Auszügen  nichts  einzuwenden, 
wohl  aber  dagegen,  dass  die  Auszüge  wiederum  nur  zu  Gunsten  der 
vorgefassten  Meinung  von  Leibnizens  Schuld  hergestellt  erscheinen, 
dass  sie  jeden  Satz  beseitigen,  der  für  Leilmiz  und  seine  Unbefangen- 
heit spräche  \). 

Wer  war  der  Verfasser  der  Anmerkungen  und  der  zwischen  die 
abgedruckten  Briefe  eingestreuten  Stellen  fortlaufender  Erzählung? 
Ob  ein  Verfasser  für  Alles  verantwortlich  zu  machen  ist,  wissen  wir 
nicht  zu  sagen,  aber  in  Bezug  auf  eine  Stelle  der  Zwischenerzählung, 
auf  welche  zurückzukomanen  wir  oben  zusagten,  lässt  der  Beweis  sich 
liefern,  dass  sie  aus  Newton's  Feder  stammt").  Newton  hat  eine 
Kritik  der  in  den  A.  E.  von  1G89  gedruckten  Aufsätze  Leibnizens 
über  die  Mechanik  des  Himmels  verfasst,  wenn  auch  nicht  veröffent- 
licht. Sie  ist  handschriftlich  noch  vorhanden.  Ihre  Anfangsworte 
sind  von  Newton  viermal  anders  gefasst.  In  der  letzten  Fassung 
heissen  dieselben  wie  folgt^):  Gegen  Ende  des  Jahres  1683  schickte 
Newton  die  wichtigsten  Sätze,  die  in  den  Principiis  mathematicis  phüo- 
sopliiae  vorkommen,  nach  London;  sie  wiii-den  alsbald  der  Royal 
Societj-  mitgetheilt,  und  im  Jahre  168G  wurde  jenes  Biich  der  Gesell-, 
Schaft  zum  Drucke  zugeschickt;  im  folgenden  Jahre  erschien  es. 
Dieselben  Worte  in  buchstäblicher  Uebereinstimmung  fin- 
den sich  in  der  Zwischenerzählung  des  Commercium  Episto- 
licum.  —  Das  kann  kein  Zufall  sein.  Sind  auch  die  betreifeuden 
Worte  durchaus  unschukhg  und  enthalten  sie  nicht-  den  kleinsten 
giftigen  Stachel,  so  zeigen  sie  eben  doch,  dass  Newton  Mitarbeiter 
am    Commercium    Epistolicum    war.     Wie   weit    seine   Mitarbeit 


')  Herr  Lefort  hat  dieses  in  seiner  von  uns  überall  angeführten  kritischen 
Ausgabe  des  Commercium  Epistolicum  an  zahlreichen  Stelleu  uachge^viesen. 
-)  Edleston,  Correspondence  of  Sir  Isaae  Neivton  and  Professor  Cotes  pag.  307 
— 308.  ")  Anno  1GS3  ad  finem  vergente  Neictonus  propositio>ies  principahs 

eurum  quae  in  Philosophine  Principiis  Mathematicis  hahentur  Londiimm  misit 
eaedemque  cum  Societate  Regia  mox  communicatae  sunt,  annoque  IGSG  Liher  ille 
ad  Societatem  missus  est  ut  imprimerelur,  et  proximo  anno  lucem  vidit. 
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sich  erstreckte,  üb  er  auch  sonst  den  Wortlaut  beeintlusste,  ob  er  nur 
in  dem  Sinne  sieb  betheiligte,  in  welchem  wir  ihn  (S.  291)  als  Mit- 
arbeiter Keill's  kennen  gelernt  haben,  dadurch  nämlich,  dass  er  den 
eigentlichen  Kedactoren  zur  Verfügung  stellte,  was  er  an  verwend- 
baren Stücken  auch  aus  eigener  Feder  besass,  das  wird  vermuthlich 
ein  ungelöstes  Käthsel  bleiben. 

Wir  kommen  in  unserer  Erzählung  nun  wieder  an  den  Zeitpunkt, 
zu  welchem  das  Commercium  Epistolicum  fertig  gedruckt  war  und 
zur  ^'erbreitun^  gelangte.  Noch  bevor  Leibniz,  der  sich  vom  Decem- 
her  1712  bis  zum  September  1714  in  Wien  aufhielt'),  auch  nur  von 
dem  Erecheineu  des  Buches  Kenntniss  erhalten  hatte,  brachte  eine  im 
Haag  erscheinende  Zeitschrift,  Journal  Uf&aire-\,  in  seiner  Nummer 
für  Mai  und  Juni  1713  einen  Londoner  Brief  Er  wusste  zu  melden, 
dass  das  Commercium  Epistolicum  die  Presse  verlassen  habe,  gab  eine 
i-asche  Uebei-sicht  der  Streitpunkte,  dann  einen  Abdi'uck  des  Schluss- 
berichtes des  Prüfungsausschusses  der  Royal  Society,  eines  Berichtes, 
den  man  als  das  Urtheil  der  Gesellschaft  anzusehen  habe*).  Das  wai 
ungefähr  die  Zeit,  zu  welcher  (S.  63  —  (j-l)  Johann  Bemoulli  am 
29.  Juli  1713  den  politischen  Hintergi'und  des  Sti-eites  witterte,  welcher 
sicherlich  wenigstens  so  weit  vorhanden  war,  als  man  in  England 
mehr  und  mehr  geneigt  wurde,  dem  politischen  Gegner  jede  Schlech- 
tigkeit zuzuti'auen  und  jeden  Schritt  gegen  ihn  fm-  erlaubt  zu  halten. 
Diese  Stimmung  hielt  auch  im  folgenden  Jahre  noch  an.  Am  20.  April 
1714  schrieb  Wolf  an  Leibniz*),  die  Herausgeber  des  Journal  literaire 
theilteu  ihm  mit,  die  Engländer  behandelten  die  Streitfrage  nicht  als 
eine  solche  zwischen  einem  Engländer  und  einem  Deutschen,  son- 
dern als  Streit  zwischen  England  und  Deutschland. 

An  demselben  Tage  des  29.  Juli  1713.  an  welchem  Johann  Ber- 
noulli  die  soeben  von  uns  wiederholt  hervorgebubene  Bemerkung 
niederschrieb,  gab  Leibniz  die  erste  öfientliche  Antwort  auf  das  Com- 
mercium Epistolicum.  Er  schickte  die  unterschriftlose  Erwiderung  in 
lateinischer  Sprache  an  Christian  Wolf^),  damit  derselbe  sie  als  Flug- 
blatt drucken  lasse,  und  wie  die  meisten  Schriftstücke  in  dem  häss- 
lichen  Streite  ihre  besonderen  Namen  erhalten  haben,  so  führt  man 
dieses  meistens  als  das  Flugblatt  von  1713  an.  Später  liess 
Leibniz  wieder  ohne  Unterschrift  und  abermals  durch  Wolfs  Ver- 
mittelung  einen  französischen  Brief  an  das  Journal  literaire  schicken*), 


')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XV 111,  202.  *)  Das  Journal  literaire 
erschien  von  1713  bis  1737.  ^i  Chi  doit  regarder  ce  rapport  comme  le  Jugement 
de  la  Societe   \Commerc.  epistol.  pag.  230).  ')  Leibniz,   Supplementband   zu 

dem  mathematischen  Briefwechsel  S.  158.        ')  Ebenda  S.  57  ^Wolf's  Brief  vom 
20.  April  1714j.         «j  Ebenda  S.  155. 

C.&NTOH.  Geschieht«  der  Mathematik     TTT,  ä.  20 
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der  in  der  Xiimmer  für  November  und  December  1713  abgedruckt 
ist.  Auch  eine  deutsche  Fassung  ist  vorhanden,  welche  in  Deutsch- 
land erschien.  Sämmtlichen  Entgegnungen  kann  man  eine  gewisse 
Grobheit  nicht  absprechen.  Am  wenigsten  zeigt  diese  der  fi-anzö- 
sische  Wortlaut,  da  die  Leitung  des  Journal  literaire  Mildei-ungen  an- 
brachte. 

Das  Flugblatt  enthielt  als  einen  wesentlichen  Bestandtheil  ein 
Bruchstück  eines  Briefes '),  in  welchem  ein  Mathematiker  ersten  Ranges 
unter  dem  7.  Juni  1713  seine  Ansicht  über  den  Streit  geäussert  habe. 
Diese  Ansicht  geht  aber  dahin,  dass  Newton  in  früher  Zeit  die  Reihen- 
lehre zwar  imgemein  gefördert  habe,  an  die  Fluxionsrechnnug  aber 
damals  nicht  im  Traume  gedacht  habe  und  ebensowenig  daran,  sie 
auf  allgemeine  analytische  Operationen  zurückzuführen,  welche  ähn- 
liche Dienste  leisten  wie  der  Algorithmus  und  die  Regeln  der  Arith- 
metik und  der  Algebra-).  Er  habe  dafür  zwei  Gründe:  den  ersten, 
dass  punktirte  Buchstaben  weder  in  den  Briefen,  noch  in  den  Prin- 
cipien  Newton's  je  vorkommen,  den  zweiten,  dass  Newton,  wie  .,eiti 
liervorrcn/encler  3Iathe»iafiker"  bereits  bemerkte,  lauge  Zeit  die  höheren 
Differentiationen  nicht  verstanden  habe.  Dieser  Ansicht  schliesse  — 
so  erklärt  das  Flugblatt,  welches  dadurch  gewissermassen  eine  Unter- 
schrift erhält  —  Leibniz  sich  an.  In  seiner  Unbefangenheit  habe  er 
lange  geglaubt  und  deshalb  auch  geschrieben,  Newton  besitze  etwas, 
was  der  DiiFerentialrechnung  ähnlich  sei,  eigeuthümlich  und  durch 
eigene  Erfindung:  aber  nachdem  er  sehe,  wie  man  jetzt  von  England 
aus  sich  nicht  damit  begnüge,  Newton  als  Miterfinder  zu  nennen, 
sondern  ihn  selbst  von  der  Erfindung  ausschliessen  wolle,  nachdem 
er  sehe,  dass  Newton  dieses  Märchen  unterstütze,  beginne  er  den 
Argwohn  zu  fassen,  die  Fluxionsrechnung  sei  in  Nachahmung  der 
Diöerentialrechnung  gebildet  worden  ^J. 

In  der  fi-anzösischen  Ei-widerang'')  kommt  am  Schlüsse  der  gleiche 
Vorwurf,  gestützt  auf  das  Gutachten  eines  berühmten  Mathematikers, 
vor,  während  am  Anfang  Gewicht  auf  den  Umstand  gelegt  wird,  dass 
früher  Newton  niemals  Leibniz  den  Ruhm  selbständiger  Erfindung 
der  Differentialrechnung  bestritten  habe,  sowie  auf  den  weiteren 
Umstand,  dass  Leibniz  der  Royal  Society  niemals  seine  eigene  Auf- 
fassung der  Sache  mitgetheilt  habe;   die  Gesellschaft   sei   somit   nicht 


')  Leibniz  V,  411 — 413  zu  vergleichen  mit  UI,  910 — 911.  ')  Nee,  credo 
tune  temporis  vel  somniamt  adhuc  de  Calculo  suo  lluxionum  et  tlttentium,  vel  de 
reductione  ejus  ad  yenerales  operationes  Analyticas,  ad  instar  Älgorithmi  rel 
Reyularum  Aiithmeticaruiii  et  Algehraicarum  itiservientes.  ^'i  auspicari  coepit, 

Calculum  fltixioniim  ad  imitationem  Cakitli  differentialis  f'onnatum  fiime. 
*)  Leibniz  V,  414—416. 
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in  der  Lage   Ereweseii,   Gründe  und  Gegentfriinde   zu   vertfleicheu    und 
ein  Urtheil  zu  fällen '  i. 

Wir  müssen  noch  bei  dem  in  das  Flugblatt  von  1713  aufgenom- 
menen Briefe  verweilen.  Seit  1745  weiss  man  mit  aller  Bestimmtbeit, 
was  man  früher  nur  vermuthete,  dass  die  Einschaltung  ein  Bruchstück 
eines  langen  Briefes  Johann  Beruoulli's  ist.  Damals,  also  zu  Leb- 
zeiten Johann  Beruoulli's  und  mit  dessen  Einverständnisse,  ist  sein 
mit  Leibuiz  geführter  Briefwechsel  gedruckt  worden,  und  iu  diesem 
fand  sieh  die  ganze  SteUe  mit  Einschluss  eines  letzten  Satzes-): 
Bitte,  benutzen  Sie,  was  ich  hier  schreibe,  in  richtiger  Weise  und 
ohne  mich  mit  Newton  und  seinen  Landsleuten  zu  verfeinden,  denn 
ich  möchte  in  diese  Streitigkeiten  nicht  hiueintfemengt  werden.  Leibuiz 
kümmerte  sich  allerdings  nicht  um  den  ausgesprochenen  Wunsch.  Er 
Hess  das  Bruchstück  als  von  Johann  Bemoulli  herrührend  in  den 
Nouvelles  Uttraires^)  vom  28.  December  1715  pag.  414  abdmckeu,  und 
auch  in  zwei  Briefen,  dem  einen  au  die  Gräfin  Kielmansegge,  dem 
anderen  an  Graf  Bothmer,  beide  angesehene  Persönlichkeiten  am 
englisch-bannövi-ischen  Hofe,  hat  Leibniz  den  Briefschreiber  ausdrück- 
lich geuauut.  Wie  wenig  aber  diese  das  Geheimniss  bewahrten,  das 
ihnen  übrigens  nicht  als  solches  anvertraut  war,  geht  aus  dem  Ab- 
drucke der  Leibnizischen  Briefe  in  einer  1720  herausgecfebeuen  Samm- 
lung  hervor.  Pierre  Des  ilaizeaux''j  (1672  oder  1673 — 1745)  war 
der  Sohn  eines  in  Folge  der  Aufhebung  des  Edictes  von  Nantes  nach 
der  Schweiz  ausgewanderten  französischen  Protestanten.  Er  kam  1699 
in  ziemlich  ärmlichen  Yerhältuissen  nach  England,  WTirde  am  10.  No- 
vember 1720  zum  Mitgliede  der  Royal  Society  gewählt  und  1722 
königlicher  Kammerherr.  Mit  der  Jahreszahl  1720,  aber  thatsächlich 
etwas  früher,  da  die  Vorrede  vom  27.  October  1719  ist,  gab  Des  Mai- 
zeaux  eine  zweibändige  Sammlung  damals  uoch  nicht  au  die  Oetfent- 
lichkeit  gelangter  Briefe  u.  s.  w.  unter  dem  Titel  Becueil  de  diverses 
pieees  sur  hi  phdosophie ,  la  religion  naturelle,  Vhistoire,  les  matheniati- 
qiies  etc.  par  Mrs.  Leibniz,  ClarJce,  Newton  et  autres  Äutlieurs  ceUbres 
heravis.  Die  beiden  Ernennungen,  von  welchen  wii-  erzählten,  be- 
weisen, dass  das  Eecueil  Des  Maizeaux,  wie  die  Sammlung  meistens 
genannt  wird,  ihrem  Herausgeber  weder  bei  der  Royal  Society  uoch 
bei  Hofe  geschadet  hat.    Eher  liesse  sich  auf  das  Gegeutheil  schüessen. 


')  Ainsi   la  Soeiete  n'a  point  pü   examiner  les  Eaisons  de  pari  et   d'atttre 
pour  proiuyiteer  la  dessuS.  "}  Bogo  vos,  ut  quae  hie  scribo,   iis  rede  utaris, 

neqite  me  committas  cum  X^eictotw  ejiisque  popularibus ;  nollem  enitn  immisceri  hisce 
litibus.  ^j  Die   Xotivelles  literuires,  nicht   zu   verwechseln  mit  Jem  Journal 

literaire,  erschienen  wie  jenes  im  Uaag  1686  bis  1720.        *)  National  Biography 
XIV,  -106—407    London  1888.  edited  by  Le.?lie  Stephen). 

•>0* 
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und  wenigstens  füi-  die  Royal  Society  kann  die  Thatsache  als  Be- 
stätigung dienen,  dass  die  Sammlung  Hans  Sloane  zugeeignet  ist. 
In  ihj-  sind  aber  die  beiden  genannten  Briefe  veröffentlicht'^),  aller- 
dings sehr  unbequem  für  Johann  Bernoiüli,  der  noch  am  5.  Juli  1719 
die  Versicherung  gegeben  hatte,  mau  werfe  ihm  mit  Unrecht  jene 
Aeusserungen  vor '- ). 

Johann  Bemoulli  also  war  es,  der  Newton  nicht  bloss  das  Er- 
finderrecht absprach,  der  ihn  auch  beschuldigte,  die  höhere  Differen- 
tiation nicht  verstanden  zu  haben,  wie  längst  gezeigt  sei.  Er  spielte 
damit  auf  die  Abhandlungen  der  Pariser  Academie  des  Sciences  für 
1711  an.  Dort  hatte  Johann  Bemoulli  einen  Aufsatz  über  die  Be- 
wegung schwerer  Körper  veröffentlicht,  und  sein  Xeffe  Nicolaus  I. 
Bernoulli  hatte  einen  Zusatz  beigefügt^),  iu  welchem  der  Vorwurf 
mangelnden  Verständnisses  der  höheren  Differentiation  begründet  war. 
Newton  glaube,  wenn 

IN»        ,            „11   *'("  —  1)    „    9  »  I   "(w  —  i)(n  —  2)   .    ,  o   , 
(g  +  o)"  — g"=w^"'-'o-|-    \   ^  'z-'-^o'-j-  — — f-g-^ -z'-^o^-] , 

so  seien  die  einzelnen  GKeder  (abgesehen  von  den  Factoren  o)  die 
aufeinanderfolgenden  Differentiale  von  z".  Das  sei  wahr  für  das  erste 
Glied,  aber  nicht  für  die  Folgeglieder.  Newton  habe  überdies  den 
Irrthum  zweimal  begangen,  zuerst  in  den  Principien,  dann  in  der 
Quadratura  Curvamm.  Später  wiederholte  Johaun  Bernoulli  in 
einem  Aufsatze  in  den  A.  E.  von  1713  den  Vorwm-f*)  mit  der  Be- 
merkung, Nicolaus  Bernoulli,  der  erst  jüngst  in  England  gewesen  sei, 
habe  Newton  auf  den  Fehler  aufmerksam  gemacht,  und  Newton  be- 
absichtige, wie  er  höre,  in  der  grade  im  Drucke  befindlichen  zweiten 
Auflage  der  Principien  die  Stelle  mittelst  eines  Cartons  zu  ändern. 
Das  ist  allerdings  nicht  geschehen.  Newton  hielt  vielmehr  in  Briefen 
an  KeilPj,  insbesondere  in  einem  solchen  vom  20.  April  1714,  die 
Richtigkeit  der  Darstellung  in  den  Principien  aufi-echt,  bei  der  es  sich 
gar  nicht  um  Fluxionen,  sondern  nur  um  Entwickelung  in  eine  con- 
vergente   Reihe   handle*).     Von   dem  Fehler  in  der   Quadratura    Cur- 


')  Beeueil  Des  Maizeaux  11,  36  und  44.  Ebenda,  VoiTede  zum  I.  Bande 
pag.  XLVin  und  11 ,  37  Xote  ist  vom  Abdrucke  des  Bemoulli"schen  Briefes  in 
den  Koutelles  liteiaires  die  Rede.  *)  Brewster,  Memoirs  of  the  life  . .  .  of . .  . 
Netcfon  (London  1854)  U,  503.  Vergl.  Giesel.  Delitzscher  Schulprogramni  für 
1866,  S.  20  Note  76.  ^i  Job.  Bernoulli,  Opera  I,  509—510.  ')  Ebenda  I, 
535  und  556.  ')  Vier  Briefe  Newton's  an  Keill  vom  2.  April  bis  lö.  Mai  1714 
sind  abgedruckt  bei  Edleston,  Correspondence  of  Sir- Isaac  Newton  and  Pro- 
fessor Cotes  pag.  169 — 177.  Der  Brief  vom  20.  April  steht  pag.  170 — 173. 
^)  But  this  great  Mathematician  is  ffrossly  mistakeii  in  takinr/  the  method  there 
made  vse  of,  which  is  a  branch  of  the  method  of  converging  series,  to  he  the  me- 
thod of  fluocions. 
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vanim.   der  wirklich   ein  Fehler  ist  (S.  274),   schwieg  Newton   wohl- 
weislich. 

Wir  sind  damit  bis  in's  Frühjahr  1714  gelangt,  wo  eine  neue 
Persönlichkeit  in  den  Streit  eingrifl',  John  Chamberlavne^")  (^1666 
— 1723\  Kammerherr  bei  Königin  Anna  und  ebenso  bei  König  Georg  I. 
Ob  er,  was  bei  seiner  Hofstellung  wohl  möglich  ist,  den  Auftrag  des 
Königs  hatte,  die  beiden  gi'ossen  Männer,  deren  jeder  die  wissenschaft- 
liche Zierde  eines  der  beiden  unter  englisch -hanuövrischem  Scepter 
stehenden  Länder  bildete,  auszusöhnen,  wissen  wir  nicht.  Jedenfalls 
unterzog  er  sich  dieser  Sisyphosarbeit.  Er  schrieb  an  Leibniz  in 
diesem  Sinne.  Leibniz  antwortete*)  von  Wien  aus,  wo  er  sich  noch 
immer  befand,  unter  dem  28.  April  1714,  er  sei  an  der  Uneinigkeit 
zwischen  ihm  und  Newton  schuldlos.  Keill  habe  ihn  in  den  P.  T. 
verunglimpft,  er  habe  dann  bei  Sloane  eine  Genugthuung  verlangt, 
ein  Verlangen,  an  welchem  er  nach  Keill's  die  Beleidigung  nur  noch 
verschärfender  Rückantwort  um  so  mehr  festgehalten  habe,  als  er 
überzeugt  gewesen  sei,  Newton  lasse  ihm  Gerechtigkeit  widerfahren. 
Nun  sei,  er  wisse  nicht  durch  welche  Rabulisterei  und  Hinterlist,  die 
Sache  so  aufgefasst  worden,  als  wenn  er  vor  der  Royal  Society  als 
Richterin,  deren  ürtheil  er  sich  zu  unterwerfen  bereit  sei,  eine  Klage 
erhoben.  Man  hätte  ihn  doch  wenigstens  benachrichtigen  müssen, 
dass  die  Gesellschaft  die  Grundlage  der  Angelegenheit  zu  untersuchen 
beabsichtige,  man  hätte  ihm  Gelegenheit  bieten  müssen,  seine  Beweis- 
mittel vorzubringen  und  diesen  oder  jenen  der  Richter  zurückzuweisen. 
Man  habe  aber  nur  die  eine  Partei  gehört,  der  Rechtsspruch  sei 
dadurch  an  sich  nichtig  und  könne  nicht  als  Urtheil  der  Gesellschaft 
gelten.  Nichts  desto  weniger  habe  Nevrton  denselben  in  Buchform 
drucken  und  im  Namen  der  Gesellschaft  verbreiten  lassen.  Ein 
solches  Verfahren  finde  nirgend  Beifall.  Vorhandene  Briefe  bezeiigen 
das  missbilligende  Erstaunen  in  Frankreich  und  Italien.  Er  habe 
immer  von  Newton  als  unabhängigem  Erfinder  einer  der  seinigen 
ähnlichen  Methode  gesprochen,  wenn  auch  jetzt  Grund  vorhanden  sei 
an  der  Lnabhängigkeit  zu  zweifeln').  Herr  Chamberlayne  sehe  hieraus, 
von  welcher  Seite  die  Hauptsache  zur  Beendigung  des  Streites  ge- 
schehen müsse. 

Chamberlayne  that  nun  zweierlei.  Er  gab  den  Brief  an  Newton. 
welcher  denselben  am  11.  Mai,  also  in  dem  Zwischenraum  seiner  an 
Keill  gerichteten  Schreiben,  kurz  und  abweisend  beantwortete.    Allen- 


')  National  Biography  S.  9 — 10  (London  1887,  eclited  by  Leslie  Stephen"!. 
■)  Becueil  Des  Maizeaux  11,  116^120.  ')  quoiqu'il  se  trouve  maintenant  qu'il 
y  a  grand  lieu  de  doutef  s'ü  a  sü  man  Intention  avant  que  de  Vacoir  eue  de  moi. 
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falls  wäre  hervorzuheben,  dass  in  Newton's  Brief  anch  von  Fatio's 
Angriff  auf  Leibniz  von  1699  gesprochen  ist,  an  welchem  Newton 
nicht  den  geringsten  Antheil  gehabt  habe.  Erwägt  man,  dass  in 
Leibnizens  Brief  der  Xame  Fatio  gar  nicht  vorgekommen  war.  so 
möchte  man  sich  fast  an  die  Redensart  erinnert  fühlen:  Wer  sich 
entschuldigt,  beschuldigt  sich.  Das  andere,  was  Chamberlayne  that, 
war,  dass  er  der  Royal  Society  von  Leibnizens  Beschwerde  Kenntniss 
gab,  und  nun  wurde  in  deren  Sitzung  vom  20.  Mai  zu  Protokoll  er- 
klärt^), man  beanspruche  nicht,  dass  der  Bericht  der  Com- 
mission  als  Gesellschaftsbeschluss  gelte.  Wie  wenig  ernst  das 
gemeint  war,  oder  wie  wetterwendisch  die  Stimmung  wechselte,  zeigt 
das  früher  (S.  297)  Erzählte,  dass  man  am  17.  Juni,  genau  vier  Wochen 
nach  der  Sitzung  vom  20.  Mai,  Exemplare  des  Commercium  Episto- 
licum  zu  Gunsten  der  Gesellschaftscasse  dem  Buchhandel  überliess. 

Leibniz,  von  der  Erklärung  vom  20.  Mai  in  Kenntniss  gesetzt, 
dagegen  offenbar  unbekannt  mit  dem,  was  am  17.  Juni  geschah,  dankte 
Chamberlayne  am  25.  August  für  die  Uebermittelung  des  ProtokoU- 
ausz\;ges.  Ausserdem  kommt  in  dem  Briefe  noch  vor,  Leibniz  werde, 
wenn  er  erst  wieder  in  Hannover  sei,  vielleicht  auch  ein  Commerckim 
Epistolicum  in  Druck  geben,  damit  die  Leser  sich  ein  L^rtheil  bilden 
könnten.  Chamberlayne's  Versuch  war  gescheitert,  der  Stein  blieb 
im  Rollen. 

Im  Juli  und  August  1714  brachte  das  Journal  literaire  eine 
40  Dmckseiten  füllende  Antwort  von  Keill  auf  die  Leibnizische  Yer- 
theidigung  von  1713.  In  Keill's  Antwort  ist  die  Einwirkung  von 
Newton's  an  ihn  gerichteten  Briefen  (S.  304  Anm.  5)  ersichtlich,  über- 
dies hat  sie  Ende  Juni  1714  in  ihrem  ganzen  Wortlaute  Newton  vor- 
gelegen-J.  Am  11.  November  machte  Chamberlayne  der  Royal  Society 
Mittheilung  von  Leibnizens  erst  erwähntem  Briefe  vom  25.  August. 
Die  Gesellschaft  fühlte  sich  durch  die  in  Aussieht  gestellte  Gegen- 
veröffentlichung eines  zweiten  Commercium  Epistolicum  tief  verletzt, 
weil  darin  eine  Verdächtigung  des  Urtheils  und  der  Vollständigkeit 
der  von  Gesellschaftswegen  veröffentlichten  und  gebilligten  Briefsamm- 
lung liege').  War  denn,  muss  man  sich  bei  dieser  Parteinahme  für 
das  englische  Commercium  Epistolicum  fragen,  am  11.  November 
keines  von  den  Mitgliedern  gegenwärtig,  die  am  20.  Mai  die  Ver- 
antwortlichkeit für  jene  Schrift  ausdrücklich  abgelehnt  hatten?  Der 
Umschwung  war  vollständig. 

'")  Eecueil  Des  3Ioi-c[i>ix,  Vorrede  zum  I.  Bande  pag.  LIII  und  IT,  123:  BHle 
ne  pretendait  point  que  la  Raport  de  ses  Commissaires  jyassäf  poitr  une  Decision 
de  la  Societc.  ')  Commerc.  epistol.  pag.  236  Note  1  von  Lefort.  ')  Edleston, 
Correspondence  of  Sir  Isaac  Xeutoii   and  Professor  Cotes  pag.  LXXV  Xote  165. 
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Das  Stärkste,  was  gegen  Lcibuiz  als  gestattet  galt,  sollte  bald 
folgen.  Im  Januar  1715  brachte  Nr.  342  der  P.  T.  einen  langen 
Bericht  über  das  Commercium  Epistolicum'Y  Zu  den  Beschuldigungen, 
welche;  theils  ofifen  theils  versteckt,  in  jenem  Buche  enthalten  waren, 
traten  neue.     Der   zweite  Newton'sche   Brief  vom  24.  October 

1676  habe  zu  Ende  des  gleichen  Monats  oder  am  Anfang 
Xovember  Leibniz  in  London  vorgelegen^).  Er  sei  ihm  dann 
am  Anfange  des  Frühlings  in  Hannover  zu  Händen  gekommen. 

Letztere  Meinung  kann  ja,  wiewohl  irrig,  auf  dem  wiederholt 
von    ims    angeführten    Briefe    von    CoUins    beruhen,    der    am   5.  März 

1677  den  Abgang  des  Xewton'schen  zweiten  Briefes  für  die  nächste 
Woche  in  Aussicht  stellte,  aber  die  erstere  Behauptung,  welche  hier 
zum  ersten  Male  auftaucht,  ist  wie  grundlos  auch  ohne  jede  mögliche 
Stütze.  Xewton's  Brief  war  an  Oldenburg  gerichtet.  Dieser  hat  ihn 
am  4.  November  1676  abgeschrieben'),  am  2.  Mai  1677  mit  Begleit- 
brief an  Leibniz  geschickt*)  (S.  178)  und  in  diesem  an.sgesprochen, 
Leibniz  werde  wohl  zur  Zeit  durch  den  ausführlichen  Brief  Newton's 
voUauf  gesättigt  sein,  so  dass  er  über  Mittheilungen  von  Collins  dies- 
mal schweige*).  Ausserdem  ist  grade  durch  den  Brief  von  Collins 
an  Newton  vom  5.  März  1677  bestätigt,  dass  Leibniz  im  October  1676 
eine  Woche  in  London  war^).  Hätte  Oldenburg  ihm,  wenn  er  bei 
Eintreffen  des  Newton'schen  Briefes  noch  in  London  gewesen  wäre, 
denselben  nicht  eingehändigt? 

An  einer  späteren  Stelle  des  Berichtes')  wird  erklärt,  in  der 
Klage,  welche  Leibniz  gegen  Keill  wegen  Verunglimpfung  erhoben 
habe,  könnten  weder  Newton  noch  Leibniz  als  Zeugen  vernommen 
werden.  Deshalb  habe  die  Royal  Society  eine  zahlreiche  Commission 
zur  Prüfung  alter  Briefe  und  Papiere  eingesetzt,  und  deren  Bericht, 
welcher  dahin  gehe,  dass  Newton  1669  oder  früher,  Leibniz  aber 
nicht  vor  1677  die  Infinitesimalrechnung  besessen  habe,  sofort  ver- 
öffentlichen lassen. 

Auch  auf  den  Fehler  in  der  Quadratnra  Curvarum  wird  ein  ent- 
schuldigender Blick  geworfen*),  der  Fehler  verschwinde,  wenn  in  den 
betreffenden  Satz  (S.  272  Anm.  2)  das  vergessene  Wörtchen  ut  ein- 
geschaltet werde.  Das  war  wohl  die  Einschaltung,  welche  Nieolaüsl. 
Bernoulli   bei   seinem   Aufenthalte    in    England   Newton    angerathen 


')  Commerc.  epistol.  pag.  9 — 48  findet  sieh  die  lateinische  Uebersetzung  des 
ursprünglich  englischen  Account  of  the  Book  entitled  Commercium  epistolicum. 
*)  Ebenda  pag.  25.  ')  Leibniz  I,  122  Note.  *)  Ebenda  I,  151.  ')  Ebenda 
I.  152:  Kihü  hac  vice  de  CoUino  apud  te  commemoro,  qtmm  Te  omnino  satiatiim 
iri  pro  tempore  prolixa  hac  Newtoni  epistola  autumem.  *)  Commerc.  epistol. 
pag.  145.         ^  Ebenda  pag.  32.         «)  Ebenda  pag.  35— .36. 
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hatte,  und  von  welchem  Johann  Bernoulli  (S.  304)  vermuthete,  Newton 
werde  sich  ihrer  in  einem  Carton  bedienen. 

Fragen  wir  nun  nach  dem  Verfasser  des  Account  in  den  P.  T., 
so  erhalten  wir  die  Antwort:  Newton  sei  es  gewesen!  Das  ist 
aus  dem  unbefangenen  Zeugnisse  englischer  Zeitgenossen,  welche  davon 
als  von  einer  allbekannteu  Thatsache  reden,  unzweifelhaft  festgestellt'). 
Nur  ein  Einziger  hat  es  gewagt,  im  Jahre  1722  den  ein  Jahr  vorher 
verstorbenen  Keill  als  den  Verfasser  des  Account  zu  nennen,  und 
dieser  Einzige  war  Newton  selbst''').  Will  man  ihn  nicht  geradezu 
der  Lüge  beschuldigen,  so  gicl)t  es  nur  eine  Erklärung:  Newton  hat 
Keill  jenen  Bericht  so  gut  als  in  die  Feder  dictirt,  und  das  ist  auch 
nicht  viel  schöner,  als  wenn  er  ihn  selbst  geschrieben  hätte,  er,  der 
—  mit  dem  Berichte  zu  reden  —  nicht  einmal  als  Zeuge  vernommen 
werden  konnte. 

Die  Zeitfolge  nöthigt  uns,  unsere  Leser  jetzt  wieder  nach  Deutsch- 
land herüberzuführen.  Wir  .sagten,  Leibniz  sei  bis  zum  September 
1714  in  Wien  geblieben.  Er  kehrte  Ende  dieses  Monats  nach  Han- 
nover zurück,  von  wo  wenige  Wochen  früher  der  Kurfürst  nach 
London  abgereist  war,  um  als  König  Georg  l.  den  englischen  Thron 
zu  besteigen.  Wir  erinnern  uns,  dass  Leibniz  nun  beabsichtigte,  selbst 
nach  England  sich  zu  begeben,  dass  es  ihm  untersagt  wurde  (S.  31). 
Ob  Chamberlayne,  als  er  am  11.  November  1714  von  dem  baldigen 
Eintreffen  Leibnizens  in  London  sprach'),  die  dem  entgegenstehenden 
Hindernisse  nicht  kannte,  oder  ob  Leibniz  daran  dachte,  dem  könig- 
lichen Verbote  zu  trotzen,  wissen  wir  nicht.  Jedenfalls  hat  Leibniz 
Hannover  nicht  mehr  verlassen.  Damals  muss  er,  so  weit  andere 
Arbeiten,  mit  denen  er  nach  wie  vor  überhäuft  war,  ihm  Zeit  Hessen, 
daran  gedacht  haben,  in  entschiedener  Weise  seinen  Widersachern 
entgegenzutreten.  Damals  fand  vielleicht  jene  hässliche  Veränderung 
der  Jahreszahl  l(i75  in  1673  statt,  von  welcher  wir  (S.  176)  sprechen 
mussten;  damals  entstand  jedenfalls  die  Abhandlung  Historia  et  origo 
calculi  di/f'ereidialis*),  welche  in  zwei  Entwürfen  handschriftlich  er- 
halten  ist. 

Die  auch  heute  noch  des  Durchlesens  in  hohem  Grade  würdige 
Darstellung  unterscheidet  sich  insbesondere  dadurch  auf  das  Vortheil- 
hafteste  von  den  im  Prioritätsstreite  entstandenen  Schmähschriften, 
dass    dem    Gegner    Ehrenrühriges    übei'haupt    nicht    nachgesagt    ist. 


')  De  Morgan  in  dem  Phihmphicnl  Mngnzine.  Januar  —  Juni  18.52  pag  440 
— 444  und  ebenda  Juli  —  December  18.52  pag.  321 — 322.  ^)  Commerc.  epistol. 
pag.  X.  ')  Edleston,    Correspondence   of  Sir  Isaae  Newton   and  Professor 

Cotes  pag.  LXXV  Note  165.         ")  Leibniz  V,  392—410,  zuerst  1846  durch  C.  J. 
Gerhardt  als  besondere  Broschüre  herausgegeben. 
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Auch  die  leiseste  Andeutung,  dass  Newton  an  Leihniz  einen  geistigen 
Diebstahl  begangen  haben  könne,  deren,  wie  wir  wissen,  Leibniz  sich 
nicht  immer  enthielt,  fehlt.  Nur  seine  eigene  Unantastbarkeit  stellt 
der  Verfasser  mit  Entschiedenheit  fest.  Den  Bericht  in  den  P.  T. 
vom  Januar  1715  kannte  er  offenbar  noch  nicht,  sonst  wäre  die  ein- 
gehaltene Mässigung  unbegreiflich,  und  sonst  wäre  gewiss  darauf 
Gewicht  gelegt  worden,  dass  die  Antwort  auf  den  zweiten  Newton- 
schen  Brief  am  Empfangstage  geschrieben  wurde.  Ist  das  Schweigen 
über  diesen  Punkt  doch  ohnehin  räthselhaft  genug.  Leibniz  hat 
(S.  276)  sein  Concept  des  wichtigen  Bi'iefes  offenbar  damals  hervor- 
geholt. Er  hat  das  Datum  vom  21.  Juni  1677  nachgetragen,  hat 
die  Seitennummer  des  Abdruckes  des  Briefes  im  Commercium  Epi- 
stolicum  beigeschrieben,  und  dennoch  schwieg  er  in  seiner  Erzählung 
über  das  in  der  englischen  Veröffentlichung  fehlende  hodie'^  Wir 
wissen  dafür  keine  andere  Erklärung  als  die,  dass  Leibniz  den  ab- 
gedruckten Brief  eben  nicht  Wort  für  Wort  mit  seinem  Entwürfe 
verglich  und  so  die  kleine,  aber  verhängnissvolle  Lücke  nicht  be- 
merkte. Ist  es  doch  zahllosen  Lesern  der  beiden  heute  im  Drucke 
vorliegenden  Lesarten  genau  ebenso  ergangen. 

Abermals  traten  zwei  neue  Persönlichkeiten  in  dem  Streite  auf. 
Antonio  Schinella  Conti^)  (1677 — 1748)  ist  in  Padua  geboren 
und  ebenda  gestorben.  Er  gehörte  dem  Orden  des  Oratorium  als 
Geistlicher  an,  legte  aber  dieses  Amt  1708  nieder,  um  nicht  mehr 
Beichte  hören  zu  müssen.  Im  Jahre  1713  kam  er  nach  Paris,  wo 
er  mit  den  bekanntesten  Gelehrten  verkehrte.  Mit  einem  derselben, 
Pierre  Remond,  bekannter  unter  dem  Namen  De  Montmort, 
welchen  er  von  einer  Besitzung  entliehen  hatte,  und  unter  welchem 
er  uns  schon  (S.  255)  begegnet  ist,  kam  er  1715  nach  London  und 
wurde  von  Newton  auf's  Liebenswürdigste  aufgenommen.  Mit 
Leibniz  war  Conti  schon  früher  in  brieflicher  Verbindung.  Von 
London  aus  muss  er  ihm  abermals  geschrieben  und  dabei,  wie  es 
kaum  anders  möglich  war,  den  Prioritätsstreit  berührt  haben.  Leibniz 
erwiderte-)  und  fügte  dem  eigentlichen  Briefe  eine  selbst  einem  Briefe 
gleichkommende  Nachschrift  hinzu'),  welche  offenbar  zum  Vorzeigen 
geschrieben  war  und,  wie  es  scheint,  nicht  bloss  Newton,  für  welchen 
sie  bestimmt  war,  sondern  auch  anderen  Personen,  vielleicht  dem 
Könige  zu  Gesicht  kam.  Jedenfalls  erklärte  Conti  in  seinem  folgenden 
Briefe  vom  März  1716,  König  Georg  I.  habe  sich  durch  ihn  über  den 
Streit  zwischen  Leibniz  und  Newton  berichten  lassen*),  und  der  König 

')  Novmelle  Biographie  universelle  IX,  670 — 672.  —  Poggendorff  I,  473. 
')  Feciieil  7)m  Maizeaux,  Vorrede  zu  Bd.  1  pag.  LVII  und  II,  337—340.  ")  Ebenda 
II,  3—11.         «)  Ebenda  II,  14. 
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war  es  auch,  der  durch  die  Frage,  wann  denn  Newtou".s  Antwort 
käme,  letztere  hervorrieft ). 

In  Leibnizens  Schreiben  waren  einige  bissige  Bemerkungen  ent- 
halten gewesen.  Es  scheint  nicht,  sagte  er^),  dass  Herr  Newton  die 
Bezeichnung  und  den  Infinitesimalcalcül  vor  mir  besessen  hat,  wie 
Herr  Bernoulli  sehr  gut  geurtheilt  hat,  wenn  es  ihm  auch  leicht  ge- 
wesen wäre,  dahin  zu  gelangen,  wenn  seine  Blicke  sich  dahin  gerichtet 
hätten^),  wie  es  auch  Apollonius  sehr  leicht  gewesen  wäre  zu  Descartes' 
analytischer  Methode  zu  gelangen,  wenn  seine  Blicke  sich  dahin  ge- 
richtet hätten.  Die  gegen  mich  geschrieben  haben,  fuhr  er  fort,  haben 
unschwerer  Weise  durch  gezwungene  und  schlecht  begründete  Er- 
klärungen meine  Aufrichtigkeit  angegriffen;  sie  werden  nicht  das  Ver- 
gnügen haben,  mich  die  kleinen  Gründe  von  Leuten,  welche  so  schlechte 
Uebungen  haben,  beantworten  zu  sehen.  Zum  Schlüsse  ging  er  auf 
Gegensätze  zwischen  seinen  und  Newton's  philosophischen  Ansichten 
ein,  ein  Gebiet,  auf  welches  wir  ihm  nicht  folgen. 

Nun  kam  also  Newtons  Antwort*),  welche  ebensowenig  an  Leibniz 
unmittelbar  gerichtet  war,  wie  dessen  Brief  an  ihn:  beide  schrieben 
der  Form  nach  an  den  Abbate  Conti.  Newton  beginnt  mit  der  Be^ 
hauptung,  das  Commercium  Epistolicum  sei  durch  einen  eigens  von 
der  Royal  Society  dazu  ernannten  Ausschuss  von  angesehenen  Persön- 
lichkeiten verschiedener  Nationen  zusammengestellt.  Dem  Wortlaute 
nach  ist  das  ja  wahr,  wenn  auch  Bonet  und  der  zuletzt  hinzugewählte 
De  Moivre  gewiss  keine  grosse  Rolle  in  dem  Prüfungsausschüsse 
spielten  (S.  296).  Dann  belegt  Newton  durch  die  Daten  von  Briefen- 
wie  weit  er  frühzeitig  in  der  Reihenlehre  gewesen  sei,  und  dass  Leibniz 
solches  immer  anerkannt  habe.  Wo  von  Leibnizens  Brief  vom  21.  Juni 
1677  die  Rede  ist*),  der  als  Antwort  auf  den  Brief  vom  24.  October 
1676  bezeichnet  ist  (Des  Maizeaux  betonte  dann  in  der  Vorrede*)  zu 
seinem  Recueil  die  Länge  der  Zeit  von  acht  Monaten,  die  zwischen 
dem  24.  October  lß76  und  dem  21.  Juni  1H77  liegel,  heisst  es,  Herr 
Leibniz  habe  sein  Einverständniss  damit  erklärt,  dass  De  Sluse's 
Tangentenmethode  noch  nicht  vollkommen  sei,  dann  habe  er  seine 
Differentialmethode  für  die  Tangenten  beschrieben,  welche  die  gleiche 
war,  die  1670  durch  Barrow  veröffentlicht  worden  war.  Weil  aber 
Herr  Leibniz  auf  diese  Methode  als  ihm  eigenthümlich  Anspruch 
erhob,  verkleidete  er  sie  durch  eine  neue  Bezeichnung').  Das  war 
eine  Wiederholiing   der   alten   Anklage    der   Entlehnung,    die   herüber 

')  Seeueil  Des  Maizeaux,  Vorrede  zu  Bd.  I  pag.  LX.         ^  Ebenda  II,  4. 
')  s'il  s'en  etait  avise.        *)  Ebenda  11,  16—25.        *)  Ebenda  H,  22.        «t  Ebenda 
Vorrede   zu  Bd.  I  pag.  XIV.         ')   Mais  comnie   il  pretendait   que  cette  Mcthodr 
hti  nppartemiit,  il  hi  deyuisa  sous  une  Notation  twuvelle. 
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und  hinüber  geschleudert  wurde  von  Fatio  und  Leibniz,  von  Keill 
und  Johann  Bernoulli,  jetzt  wieder  von  Leibniz  und  Newton,  aber 
neu  dadurch,  dass  Leibniz  nicht  mehr  von  Newton,  sondern  von 
Barrow  die  Auflösunor  der  Tangeutenaufgabe  sich  angeeignet  haben 
sollte.  Es  ist  merkwürdig  genug  und  ein  Beleg  dafür,  wie  blind  die 
Leidenschaft  den  Menschen  macht,  dass  Newton  das  Zweischneidige 
dieses  Vorwurfes  nicht  erkannte,  dass  es  aber  auch  Leibniz  nicht 
anders  damit  erging.  Wenn  Leibnizens  Tangentenmethode  die  gleiche 
war  wie  die  Barrow's,  wenn  sie  zugleich  mit  der  Newton's  überein- 
stimmte,  so  war  auch  kein  L^nterschied  zwischen  den  Methoden 
Newton's  und  Barrow's,  und  Ersterer  war  der  anerkannte  Schüler 
des  Letzteren! 

Schon  am  14.  April  1716  schrieb  Leibniz  an  Conti  ^),  er  habe 
eine  Abschrift  von  dessen  Briefe  vom  Monate  März  und  von  dem 
Newton's,  sowie  auch  seine  Antwort  auf  beide  an  Herrn  De  Montmort 
in  Paris  zur  Weiterbeförderung  abgehen  lassen;  er  ziehe  diesen  Weg 
vor.  um  neutrale  und  verständnissf'ähige  Zeugen  des  Streites  zu  haben. 
Der  Brief  Leibnizens,  welcher  über  Paris  ging,  und  Newton's  Bemer- 
kungen zu  demselben  stehen  im  Recueil  Des  Maizeaux^).  Leibnizens 
Brief  ist  im  Frühjahr  1716  selbstverständlich  von  De  Montmort  und 
den  Personen  in  Paris,  welchen  dieser  ihn  zeigte,  gelesen  worden, 
Newton's  Bemerkungen  aber  gingen  damals  nur  unter  wenigen  Lon- 
doner Freunden  herum.  '^ 

Da  starb  Leibniz  am  14.  November  1716.  Sofort  sammelte 
Newton  alles,  was  durch  die  Vermittelung  Conti's  hindurchgegangen 
war  mit  Einschluss  seiner  letzten  Bemerkungen  und  liess  es  in  London 
drucken').  Diese  kleine  Sammlung  bildete  alsdann  einen  Anhang  zu 
einer  mit  dem  Druckjahre  1715  in  englischer  Sprache  und  gleichzeitig 
in  lateinischer  Uebersetzung  in  London  herausgegebenen  Partei.schrift: 
The  hhtorii-  of  fluxi&ns  von  Joseph  Raphson,  der  auf  dem  Titel- 
blatte schon  als  verstorben*)  bezeichnet  wird.  Wir  haben  ihn  als 
Schriftsteller  über  numerische  Gleichungen  TS.  114)  kennen  gelernt. 
Besonders  Erwähnenswerthes  steht  nicht  in  den  von  uns  kurz  ge- 
nannten Schriftstücken.  Höchstens  wäre  zu  bemerken,  dass  Newton 
als  seine  ältesten  mit  Datum  versehenen  Aufzeichnungen  über  Fluxionen 
solche  vom  13.  November  1665  nennt").  Das  stimmt  so  ziemlich  mit 
anderen  Angaben  (S.  192  Anm.  1)  überein. 

Wir  erinnern  uns.  dass  (S.  302)  im  Flugblatte  von  1713  eine 
Briefstelle  Johann  Bernoulli's   eingeschaltet   war,   welche   einen   durch 

'    Beateil  Des  Maizeaux  II.  t'6.         ^  Ebenda  II,  48—71  und  75—100. 
^)  Ebenda.  Vorrede  zu  Bd.  I  pag.  LXUI.       *i  Btj  (the  latej  Mr.  Joseph  Raphson. 
'    Beeueil  Des  Maizeaux  U,  89. 
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einen  hervorragenden  Mathematiker,  ab  eminente  quodam  Mathematico, 
bemerkten  Fehler  iu  Newtons  Principien  und  Quadratlira  Curvamm 
rügte.  Wir  erinnern  uns  ferner,  dass  Newton  in  einem  Briefe  an 
Keill  (S.  304  Anm.  6)  diesen  grossen  Mathematiker,  this  great  Mathe- 
matician,  etwas  höhnisch  abfertigte.  Keill  in  dem  Journal  literaire 
von  1714  und  der  Account  in  den  P.  T.  von  1715  wiederholten 
Newton's  Vertheidigung  auch  bezüglich  der  Quadratura  Curvarum 
mittelst  des  vergessenen  Wörtchen  ut  (S.  307).  Gegen  Ende  der  Zeit, 
innerhalb  welcher  die  Conti'sche  Vermittelung,  wenn  man  sie  so 
nennen  darf,  .spielte,  erschien  in  dem  Julihefte  1716  der  A.  E.  ein 
unterschriftsloser  Brief  für  den  ausgezeichneten  Mathematiker,  Herrn 
Johann  Bernoiüli,  gegen  einen  gewissen  englischen  Widersacher'), 
welcher  gegen  Keill  sich  richtete  und  insbesondere  nachzuweisen 
suchte,  dass  das  einmal  beim  Drucke  versehentlich  weggebliebene  ut 
die  angefochtene  Stelle  nicht  rette,  dass  jenes  Wort  vielmehr  ver- 
schiedenemal  ausgefallen  sein  müsste,  was  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Druckfehlers  bedeutend  herabsetze.  Der  Briefschreiber  trat  also 
gegen  Keill,  zugleich  gegen  Newton  auf  und  damit  auf  Leibnizens 
Seite.     Dadurch  wurde  die  Frage  nach  seiner  Persönlichkeit  wach. 

WoUte  man  die  schon  oft  besprochenen  handschriftlichen  Rand- 
bemerkungen der  A.  E.  einzig  zu  Rathe  ziehen,  so  wäre  die  Frage 
sofort  entschieden,  denn  dort  ist  Christian  Wolf  als  Verfasser  des 
Briefes  genannt.  Zedler's  Universallexicon  bestätigt  diese  Meinung. 
In  dem  1748  zu  Wolfs  Lebzeiten  erschienenen  LVIII.  Bande  des 
umfangreichen  Sammelwerkes  befindet  sich  ein  langer  diesem  Gelehrten 
gewidmeter  Artikel  mit  vollständigem,  ohne  seine  eigene  Mithilfe 
undenkbarem  Verzeichnisse  aller  seiner  grösseren  und  kleineren  Ar- 
beiten bis  zu  den  unbedeutendsten  Berichten  in  den  A.  E.  In  dem 
Verzeichnisse  ist  der  Brief  von  1716  nicht  nur  mit  enthalten,  in  dem 
biographischen  Abschnitte  ist  Wolf  auch  für  das  damals  bewährte 
Eintreten  für  Leibniz  belobt.  Und  dennoch  ist  nicht  Wolf,  son- 
dern Johann  Bernoulli  der  ungenannte  Verfasser,  der  seine 
Arbeit  dem  befreundeten  Gelehrten  zur  Besorgung  mit  der  Bitte 
überschickt  hatte,  etwa  nöthige  Aenderungen  nach  Gutdünken  vor- 
zunehmen. 

Da  war  z.  B.  überall  die  erste  Person,  in  der  Johann  Bernoulli 
schrieb,  so  oft  von  Arbeiten  desselben  die  Rede  war.  in  die  dritte 
Person  umzuändern,  und  das  besorgte  Wolf  auf's  Pünktlichste  bis  auf 


')  A.  E.  1716,  296—314:  Epistola  pro  eminente  Mathematico,  Dn.  Johanne 
Bernoullio,  contra  quendam  ex  Anglia  antagonistam  scripta.  Das  Material  und 
die  Belegstellen  über  diesen  Brief  sind  bei  Edleston,  Corresponden<:e  of  Sir 
Isaac  Xeufon  and  Professor  Cotes  pag.  178  Xote  *  gesammelt. 
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eine  Stelle'),  wo  er  das  ^Vörtcheu  mmm  stehen  liess,  welches  von 
den  Gegnern  jubelnd  aufjjeffritten  wurde,  während  auch  die  Freunde 
sich  eines  mitleidigen  Lächelns  nicht  enthalten  konnten.  Johann 
Beruoulli  schrieb  zwar  an  Wolf,  er  möge  baldigst  als  Druckfehler 
berichtigen  lassen,  statt  meani  sei  eain  zu  lesen.  Aber  das  fruchtete 
wenig.  In  den  A.  E.  von  1718  hat  Niclaus  II.  Berno^uUi,  der 
Sohn  Johanu's,  in  gewundener  Weise  zugegeben,  sein  Vater  habe  die 
thatsächlichen  Grrundlageu  des  Briefes  von  1716  niedergeschrieben, 
und  ein  Enkel  Johann's  hat  den  vollgültigen  Beweis  erbracht. 

Johann  Benioulli  hatte  ausser  den  beiden  Söhnen  Nielaus  II. 
und  Daniel  noch  einen  diitten  Sohn  Johann  II.  Bernoulli-)  (1710 
— 1790),  dessen  mehr  der  Physik  zugewandte  Thätigkeit  uns  von  der 
Pflicht  entband  üin  zu  nennen,  als  wir  (S.  85 — 86)  die  Glieder  der 
Familie  Bernoulli,  welche  diesem  Bande  angehören  müssen,  schilderten. 
Johann  11.  hatte  wieder  einen  Sohn  Johann  UI.  Bernoulli^)  (1744 
— 1807),  und  dieser  hat  in  den  damals  in  französischer  Sprache  er- 
scheinenden Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  für  1799 — 1800 
und  für-  1802  in  der  als  Histoire  de  VAcademie  bezeichneten  ersten 
Abtheilung  auf  S.  32 — 50  in  dem  ersten,  auf  S.  51 — 65  in  dem  zweiten 
der  beiden  genannten  Bände  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik 
veröffentlicht*).  Er  hat  insbesondere  die  Geschichte  des  Briefes  von 
1716  klargestellt.  Er  hat  sogar  den  ursprünglichen  von  Johann 
Bernoulli  an  Wolf  geschickten  Brief  neben  dem  in  den  A.  E.  erschie- 
nenen zum  Abdrucke  gebracht,  wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt 
ist,  die  von  Wolf  vorgenommenen  unbedeutenden  Aenderungen  zu 
erkennen.  Bernoulli  wollte  eben  nur  den  Brief  nicht  geschrieben 
haben.  Er  scheue  es,  sagte  er*),  mit  Keill's  Galle  eingeriehen  zu 
werden.  Wie  Wolf  dazu  kam,  auch  1748  noch  die  Verantwortung 
für  den  Brief  zu  übernehmen  und  sich  für  dessen  Anfertigung  be- 
loben zu  lassen,  wissen  wir  nicht. 

Leibniz  war  todt.  Seine  englischen  Gegner  führten  den  Streit 
gegen  ihn  weiter,  führten  ihn  nur  um  so  heftiger  weiter,  als  eine 
Erwiderung  von  ihm  jetzt  nicht  mehr  zu  befürchten  war.  Der  Recueü 
Des  Maizeaux  mit  seiner  sich  unparteiisch  geberdenden,  thatsächlioh 
durchaus   im  Xewtonschen  Sinne   gehaltenen  Vorrede   erschien    1720. 


')  A.  E.  1716,  313.  -I  Allgemeine  Deutsche  Biographie  IT,  480—482. 

*)  Ebenda  11,  482.  'i  Bei  Poggendorff  I,   16-2  fehlen  diese  Abhandlungen 

unter  Johann  in.  Bernoulli.  Dagegen  sind  I,  158  unter  den  Schriften  Johann  I. 
Bernoulli  Lrrthümlicher  Weise  Anecdotes  potir  servir  ä  l'hist.  des  mathematiques 
iMem.  Berlin,  A.  1699  et  1700]  genannt.  Das  sind  die  hier  erwähnten  Abhand- 
lungen. Irrige  Datierung  hat  den  Grossvater  mit  dem  Enkel  verwechseln  lassen. 
*)  Ingratum  mihi  valde  foret  a  Keilio  bile  sua  perfricari. 
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Die  dritte  Ausgabe  der  Priiicipien  von  1726  veränderte  das  in  den 
früheren  Au.sgabeu  Leibuiz  sein  Recht  gewährende  Seholium  zu  dessen 
Ungaiusten  (^S.  198).  Das  gerechten  Tadel  am  stärksten  herausfor- 
dernde Schriftstück  war  die  Neuauflage  des  Commercium  Epi- 
stolicum  vom  Jahre   1722. 

Weim  damals  die  erste  Auflage  vergriffen  war,  wenn  die  buch- 
händlerische Nachfrage  nach  der  Briefsammlung  eher  im  Zunehmen 
als  im  Abnehmen  sich  zeigte,  so  war  es  eine  einfache  Geschäftssacbe, 
ob  ein  wiederholter  Abdnick  stattfinden  solle.  Frasje  des  wissen- 
schaftlicheu  Feingefühls  war  es  dann,  ob  am  Schlüsse,  etwa  unter 
der  Bezeichnung  als  Anhang,  noch  weitere  Schriftstücke  beigefügt 
werden  sollten.  Aber  eine  Veränderung  des  Commercium  Epistolicum 
selbst,  Zusätze  innerhalb  des  1712  Gedi'uckten,  ohne  dass  sie  als 
solche  gekennzeichnet  wxu'den,  das  waren  ebensoviele  Fälschungen, 
welche  auf  den,  der  sie  beging,  einen  nicht  zu  fügenden  Makel 
werfen.  Die  neue  Auflage  von  1722  beginnt  mit  einer  Ansprache 
an  den  Leser,  Ail  Ledurein,  welche  darstellt,  wie  Leibniz  immer  an- 
dere Ausflüchte  gesucht  habe,  wenn  es  sich  darum  handelte,  die  in 
dem  Commercium  Epistolicum  vereinigten  Beweisstücke  anzuerkennen 
oder  zu  widerlegen.  Er  sei  aus  dem  Leben  gegangen  mit  dem  Ver- 
sprechen einer  Gegensamnilung,  aber  sein  Benehmen  in  dem  durch 
Conti  vermittelten  Briefwechsel  zeige,  dass  das  leere  Worte  waren, 
dass  Leibniz  vielmehr  nichts  besass,  was  er  in  jenem  Sinne  verwerthen 
konnte.  Die  erste  Auflage  des  Commercium  Epistolicum  sei  nur  sehr 
klein  gewesen,  man  habe  Exemplare  nur  au  urtheilsfähige  Mathe- 
matiker geschickt,  und  käuflich  seien  jetzt  keine  vorhanden').  Deshalb 
sei  es  wünschenswerth  gewesen,  eine  zweite  Auflage  zu  drucken, 
welcher  man  auch  einen  Bericht  über  das  Buch,  Becensionem  Libri, 
vorausschicke,  der  in  den  P.  T.  für  1715  erschienen  sei,  etwa  7  oder 
8  Monate  vor  Leibnizens  Tod.  Die  Becensio  ist  folglich  dasjenige 
Schriftstück,  dessen  englischen  AVortlaut  wir  seither  Account  nannten. 
Die  Vorrede  uid  Lectorem  rührt  von  Newton  her.  Unter  dessen  Nach- 
lasse haben  sich  fünf  oder  sechs  Entwürfe  jener  Vorrede  von  der 
Hand  des  damals  79  Jahre  alten  Verfassers  gefunden -j.  Ausserdem 
fanden  sich  dort  Bruchstücke  der  Becensio,  welche  die  Abfassung  auch 
dieser  Schrift  durch  Newton  (S.  308)  bestätigen.  Man  wird  deshalb 
wohl  oder  übel  Newton  für  den  ganzen  Wortlaut  der  neuen  Auflage 
mit  sammt  ihren  Fälschungen  gleichkommenden  Aeuderungen  des 
Textes  verantwortlich  zu  machen  haben.  Letztere  sind  genau  unter- 
sucht worden^). 


')  neque  prostant  venalia.        ^  Commerc.  epistoL  pag.  X. 
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Als  auffalleudstes  Beispiel  heben  wir  folgendes  hervor.  Im  Com- 
mercium Epistolieum  von  1712  war  stillschweigend  angenommen,  die 
Historiola  sei  wirklich  an  Leibniz  abgegangen  (S.  299).  Die  neue 
Auflage  sagt  ausdrücklich,  die  Uebersendung  habe  am  '26.  Juni  1676 
stattgefunden'),  und  durch  eine  solche  Datierung,  die  mit  voller  Be- 
stimmtheit ausgesprochen  ist,  wird  selbstverständlich  die  Thatsache 
unbestreitbar.  Ein  kleiner  Umstand  ist  freilich  dabei  unerlässlich : 
die  Richtigkeit  des  Datums.  Nun  hat  aber  Oldenburg  am  26.  Juni 
1676  überhaupt  nicht  an  Leibniz  geschrieben.  Spitzfindigkeit,  kann 
man  sagen.  Man  kennt  einen  Brief  01denbura''s  an  Leibniz  vom 
26.  Juli  1676  und  daraus  konnte  leicht  durch  einen  Lesefehler,  einen 
Schreibfehler,  einen  Druckfehler  jenes  irrige  Datum  entstehen.  Gut, 
aber  was  stand  in  dem  Briefe  vom  26.  Juli?  Demselben  lag  die 
Abschiift  von  Newtons  erstem  Briefe  vom  13.  Juni  1676  bei,  und 
Oldenbui-g  theilte  Leibniz  (S.  75)  Reihen  des  verstorbenen  Gregory 
mit,  die  CoUins  gesammelt  habe.  Folglich  ist  am  26.  Juli  1676 
die  Historiola  nicht  an  Leibniz  abgegangen.  Von  Newton's 
Tangeutenbriefe  steht  aber  in  Oldenburg's  Schreiben  (S.  173)  sonst 
nichts,  als  was  Newton  behaupte,  leisten  zu  können.  Das  Beispiel, 
das  im  Tangentenbriefe  ausgerechnet  enthalten  war,  schickte  Olden- 
bürg  nicht,  wenn  vrir  auch  wiederholen  müssen,  dass  Leibniz  nichts 
für  ihn  Neues  aus  demselben  entnommen  haben  würde.  Doch  darauf 
kommt  es  uns  hier  nicht  an,  sondern  auf  die  Art,  in  welcher  die 
zweite  Auflage  des  Commercium  Epistolieum  mit  der  Wahrheit  um- 
sprang. Man  hatte  auf  irgend  eine  Weise  Kenntniss  davon  erhalten, 
dass  am  26,  Juli  1676  ein  Brief  Oldenburg's  an  Leibniz  abgegangen 
war.  Man  wünschte  nachzuweisen,  dass  Leibniz  damals  im  Besitze 
der  Historiola  war.  Mau  behauptete  kurzweg,  dieselbe  habe  jenem 
Briefe  beigelegen,  eine  kühne  Behauptung,  wenn  Oldenburg's  Brief- 
entwTu-f  nicht  erhalten  war,  eine  freche  Lüge,  wenn  solches  der  Fall 
gewesen  sein  sollte. 

Eine  eigentliche  Fortsetzung  hat  der  Prioritätsstreit  nicht  weiter 
gehabt.  Entgegnungen  von  Freunden  Leibnizens  blieben  mehr  und 
mehr  aus.  Die  Auffassung  der  Herausgeber  des  Commercium  Episto- 
lieum, Leibniz  habe  einen  Eingrifl'  in  fremdes  Geisteseigenthum  be- 
gangen, wurde  im  achtzehnten  Jahrhunderte  mehr  und  mehr  die 
hen'schende.  Dem  neunzehnten  Jahrhunderte  war  es  vorbehalten, 
Leibniz  von  diesem  hässlichsten  Vorwurfe  zu  reinigen.  Es  ist  heute 
anerkannt,  dass  schon  im  siebzehnten  Jahrhunderte  die  lufinitesimal- 

On'  the'  additwns  made   to   the   secmid  edition   of  ihe   Conimercium   Epistolieum. 
Philosophical  Magazine  Jauuary  —  June  1848  pag.  44G — 456. 

';  Haec  Colhctio  ad  I).  Leibnitium  missa  firit  ä6.  Junii  1676. 
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rechnung  so  weit  vorbereitet  war,  dass  ihr  hauptsächlich  eine  ein- 
heitliehe Sprache  und  eine  Schrift  fehlte.  Beides  hat  Leibuiz  ihr 
selbständig  gegeben,  so  wenig  es  ihm  einfiel  in  Abrede  zu  stellen, 
dass  er  auf  den  Schultern  von  Vor^ngern  stand,  dass  diese  sich  aus- 
giebig und  erfolgreich  mit  Infinitesimalaufgaben  beschäftigi  hatten. 
Dass  Newton  nicht  minder  selbständig  Aehuliches  besass,  früher  besass 
als  Leibuiz,  wird  ebensowenig  geleugnet  .werden,  aber  sein  Wort 
Fluxion  kam  erstmalig  1687  in  den  Principieu,  seine  Bezeichnung,  in 
der  er  lange  schwankte,  erstmalig  16'J3  durch  Wallis  au  die  Oeffent- 
Uchkeit,  während  Leibnizeus  Abhaudlung  von  1684  schon  als  Mark- 
stein in  der  Geschichte  der  Mathematik  vorhanden  war.  Wir  nennen 
sie  einen  Markstein,  weil  sie,  das  hat  schou  unser  XVI.  Abschnitt 
reichlich  bewiesen,  den  Ausgangspunkt  bildete,  von  wo  aus  neue 
Wettbewerber  in  die  Reimbahn  traten  vorwärts  zu  eilen  nach  ent- 
fernten Zielpunkten.  Das  Ende  der  Bahn  ist  in  den  mehr  als  zwei- 
hundert Jahren,  die  inzwischen  verflossen  sind,  weiter  und  immer 
weiter  hinaustreschobeu  worden,  aber  Leibuizens  Abhandluno;  von  1684 
bildet  nach  wie  vor  den  Sammelpunkt,  au  welchem  Jeder  vorbei  muss, 
der  sich  am  Rennen  betheiligen  will,  Leibnizeus  Sprache,  Leibuizens 
Schrift  sind  die  uuerlässlichen  Eintrittskarten,  ohne  welche  Niemand 
zugelassen  werden  kann.  Und  Leibniz  ahnte  diese  grosse  Zukunft. 
Er  hat  fmhzeitig  die  Bedeutung  der  mathematischen  Form  erkannt, 
die  seine  Gesrner  nicht  sahen,  oder  nicht  sehen  wollten.  Auch  über 
den  Prioritätsstreit  als  solchen  haben  die  Ansichten  sich  geklärt, 
leider  dahin  geklärt,  dass  seine  gründliche  Dui-chfoi-schung  allen  Be- 
theüigten  ohne  irgend  eine  Ausnahme  zum  Nachtheüe  gereicht. 

96.  Kapitel. 
Combinatorische  Analysis.     Wahrsclieinlichkeitsrechnnng. 

Wenn  wir  nunmehr  Arbeiten,  welche  dem  Gebiete  der  Combina- 
torik  und  ihren  Anwendungen  angehören,  uns  zuwenden  wollen,  so 
haben  wir  zuerst  über  einen  Aufsatz  zu  berichten,  von  welchem  es 
zweifelhaft  erscheint,  ob  er  nicht  schon  vor  1700  niedergeschi'ieben 
wurde,  also  streng  genommen  schon  im  84.  Kapitel  hätte  zur  Sprache 
kommen  müssen.  Es  ist  der  Aufsatz  N&va  Alyehrae  jyromotio^)  von 
Leibniz,  den  wir  meinen.  Er  ist  erst  unter  dem  Leibnizischen  Nach- 
lasse in  Hannover  aufgefunden  worden,  mithin  zu  der  Zeit,  in  welcher 
er  einen  Einfluss  hätte  üben  können,  vollständig  unbekannt  gewesen. 


^)  Leibniz  VII,  154—189. 
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Eine  nahe  verwandte,  im  Jahre  1700  vor  der  OefPentlichkeit  be- 
handelte Aufgabe  giebt  uns  die  Veranlassung,  die  Leibnizische  Ab- 
handlung grade  hier  zur  Rede  zu  bringen.  Bei  ungedruckten  Arbeiten 
ist  es  ohnedies  immer  recht  schwierig,  den  Zeitpunkt  ihres  Entstehens 
zu  errathen,  wenn  nicht  zufällig  ein  Datum  beigefügt  ist,  ausserdem 
meistens  ziemlich  gleichgiltig,  wo  man  sie  geschichtlich  einreiht,  es 
sei  denn,  dass  man  aus  ihnen  für-  den  A^erfasser  ein  geistiges  Erstlings- 
recht, oder  mindestens  die  Unabhängigkeit  seines  Gedankenganges 
sichern  will.  Die  neue  Erweiterung  der  Algebra  trägt  kein  Datum, 
Innere  Gründe  lassen  vermuthen,  der  Aufsatz  sei  nach  1695,  vielleicht 
nach  1697  niedergeschrieben.  Analytisches  Rechnen  mit  Grössen,  sagt 
Leibniz,  sei  nichts  anderes  als  Combinatorik'),  und  deshalb  komme 
viel  auf  eine  zweckmässige  Bezeichnung  an,  welche  die  combinatori- 
schen  Entwickelungen  unterstütze.  Leibniz  empfiehlt  dazu  die  ihm 
seit  1693  geläufigen  zweizifieiig  geschriebenen  Coefficienten  (S.  106). 
Mit  ihrer  Hilfe  vollzieht  er  die  Multiplication  von  Reihen  von  der 
Gestalt 

10  +  11 1'  +  V2v-  -\ ,     20  -f  21 V  +  23^2  _j ^ 

30  +  31 V  +  321/2  _^ „   g  ^^ 

wo  die  erste  Ziffer  jedes  Coefficienten  angiebt,  welcher  Reihe  er  an- 
gehört, die  zweite  Ziffer,  welcher  Potenz  von  v  er  als  Coefficient 
dient.  Im  Producte  besteht  der  Coefficient  jedes  Gliedes  aus  einer 
Summe,  deren  einzelne  GKeder  selbst  wieder  Producte  je  eines  Coeffi- 
cienten aus  jeder  Reihe  sind,  deren  Auswahl  nach  dem  Gesetze  statt- 
findet, dass  die  zweiten  Coefficientenzifl'ern  der  Factoren  die  gleiche 
Summe  liefern,  nämlich  den  Exponenten  derjenigen  Potenz  von  r, 
mit  der  man  es  gerade  zu  thun  hat.  Es  kommt  also  auf  die  Zer- 
fällung  dieses  Exponenten  in  Theile  an,  wofür  Leibniz  den  Kunst- 
ausdruck dividsiones  gebraucht  ^l.  Leibniz  kennt  also  hier  diejenigen 
Bildungen,  welche  man  später  Variationen  zu  bestimmten  Sum- 
men genannt  hat.  Er  bezeichnet  das  auftretende  Gesetz  als  Homo- 
geneität,  welche  formal  und  Virtual  auftrete^),  formal  insofern  jedes 
Glied  gleich  viele  Factoren  besitze,  virtual  indem  diese  zu  gleichem 
Grade  sich  erheben. 

Wie  die  Multiplication  von  Reihen  vollzieht  Leibniz  auch  deren 
Division.  Bei  ihr  ordnet  er  nur  Dividend,  Divisor  und  Quotient  nicht 
nach  steigenden,  sondern  nach  fallenden  Potenzen  der  allgemeinen 
Grösse.    Er  vervielfacht  sodann  Divisor   und  Quotient,  deren  Product 


')  Leibniz  VII,  159:    Beperietur  nihil  aliud  esse  Calculum   circa   magnitu- 
dines  Änulyticum,  quam  exercitium  artis  Combinatariae.  -j  Ebenda  VII,  165, 

^)  Ebenda  VII,  lü8:  lex  homogeneorum  tum  formalis .  .  .  . ,  tum  virtvalis. 
CiNTOB,  Geaeliicfate  der  Mathematik.    III,  2.  21 
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mit  dem  Dividenden  in  üebereinstimmung  gebracht,  die  Coeffieienten 
des  Quotienten  der  Reihe  nach  ermitteln  lässt. 

Leibniz  geht  •weiter  znr  Potenzinmg,  zum  polynomischen  Lehr- 
satze über').  Darüber  schi-ieb  aber  Leibniz  16!i5  an  Johann  BernouUi 
(S.  83),  der  Aufsatz  gehört  also  frühestens  eben  diesem  Jahre  an. 

Im  weiteren  Verlaufe  kommt  eine  Benennung  vor.  welche  in 
ähnlichem,  wenn  auch  nicht  vollständig  übereinstimmendem  Sinne 
sich  später  Bürgeirecht  erworben  hat,  die  Benennimg  Form.  Leibniz 
vei-steht  darimter  die  Summe  gleichgebildeter  Ausdi-ücke^)  und  be- 
zeichnet sie  durch  ein  einzelnes  Glied,  unter  welchem  zwei  Pünktchen 
stehen.     So  bedeutet  ihm 

a  ^  a  -\-  b  -\-  c  -\-  ■  ■  ■ ,     er  ^  a-  -\-  b'-  -{-  C'  -\-  ■  ■  ■ , 
ab  =  ah  -\-  ac  -{-  bc  -\-  ■  ■  ■  u.  s.  w. 

Mit  Hilfe  dieser  Foi-men  lässt  der  polynomische  Lehrsatz  sich  viel 
kürzer  schi-eiben.     Beispielsweise  ist^): 

{a -\- b -\- c -\-  df  =  a*  +  ia^'b  +  6a-b-  +  I2a-bc  +  24abcd. 

Die  dabei  auftretenden  Zahlencoefficienten:  4,  6,  12,  24,  die  man  uns 
gestatten  möge  Polynomialcoefficienten  zu  nennen,  sind  die  Permuta- 
tionszahlen so  vieler  Elemente,  als  die  Potenz,  auf  welche  das  Poly- 
nomium  erhoben  werden  soll,  aussagt,  unter  der  Annahme,  dass  je  so 
viele  Elemente  unter  einander  gleich  seien,  als  aus  den  Exponenten 
des  die  Form  vertretenden  Gliedes  zu  ersehen  ist.  Während  Leibniz, 
wie  wir  uns  erinnern  (S.  42\  im  Jahre  1691  über  diese  Permutations- 
zahlen noch  im  L^nklaren  war,  hatte  er  inzwischen  ihre  richtige  Auf- 
findung erkannt. 

Wieder  zwei  Seiten  später  ist  von  dem  sogenannten  Exponential- 
calcül*)  die  Rede.  Der  Aufsatz  von  Johann  Bemoulh,  in  welchem 
diese  Benennimg  veröffentlicht  wurde,  kam  aber  1697  heraus  (S.  228), 
und  daher  unsere  Vermuthung  von  der  späteren  Entstehung  der  Kova 
Algehrae  promotio.  Auf  den  Expouentialcalcül  kommt  Leibniz  durch 
einen  so  merkwürdigen  Gedankengang  zu  reden,  dass  wir  darauf  näher 
eingehen  müssen.  Die  von  uns  Polvnomialcoefficienten  genannten 
Zahlen  sind  ganze  Zahlen.  Sie  können,  sagt  Leibniz''),  gegen  den 
Exponenten  der  Potenz,  auf  welche  das  Polvnom  erhoben  werden 
soll,   nicht  theilerfi-emd  sein   und  müssen,  wenn  jener  Exponent  eine 


')  Leibniz  VE,  174:  Cum  olim  coiisiderarem,  binomii  a  -\-b  potestates  jam 
haberi  per  numeros  combinatorios,  cogitavi,  quouwdo  res  ad  trinomia,  qiuidri- 
iiomia  etc.,  deniqtte  geueraliter  ad  polyitomia  quaecunque  produci  posset. 
')  Ebenda  \  11.  178:  Foniiam  roco  hoc  loco  sunimum  uiiniium  iiienibroriim  ex  ali- 
quot literis  similiter  formutorum.  ^i  Ebenda  VII,  179.  ■*)  Ebenda  Vn.  181: 
Cakulus  quem  exponentialem  appelavi.         '}  Ebenda  VII,  180. 
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Primzahl  ist,  durch  ihn  selbst  theilbar  sein.  Einen  Beweis  seiner 
Behauptung  fügt  Leibniz  nicht  bei,  allein  dass 

i.2..f,.i.2.'.'f,'..l.2..fy     wenn  e^/; +/.;  +  ••• +/•;., 

durch  e,  sofern  es  Primzahl  ist,  theilbar  sein  muss,  weil  e  in  keinem 
der  den  Nenner  bildenden  Theilproclucte  vorkommt,  ist  klar.  Der 
andere  Theil  des  Beweises,  dass  die  Theilbarkeit  durch  e  aufhören 
kann,  falls  e  keine  Primzahl  ist,  müsste  allerdings  geliefert  werden. 
Vielleicht  entnahm  Leibniz  die  Thatsache  dem  Zahlenbeispiele  c  =  4. 
Dort  kam  neben  den  immer  noch  durch  4  theilbaren  Polynomial- 
coefficienten  4,  12,  24  auch  der  Polynomialcoefficient  ti  vor,  der  zwar 
durch  4  nicht  theilbar,  aber  doch  zu  4  nicht  theilerfremd  war.  Nun 
werde  a  -\-  b  -\-  c  -\-  ■  ■  ■  =  x  gesetzt.  Die  Grösse  jf  besteht  unter 
Anwendung  des  Zeichens  für  die  Fonnen  aus  «''  und  zahlreichen 
anderen  Gliedern,  von  denen  ein  jedes  einen  Polynomialcoefficient  als 
Factor  enthält,  und  3f  —  «'  besteht  nur  aus  mit  Polynomialcoeffi- 
cienten  behafteten  GHedeni,  deren  jedes  einzelne,  sofern  e  eine  Prim- 
zahl ist,  durch  e  theilbar  erscheint.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Summe 
der  Glieder,  d.  h.  x"  —  a'  ist  nicht  theilerfi-emd  gegen  e  und,  bei  e 
als  Primzahl,  durch  e  theilbar.  Wählt  man  n^l  =  c=^--^l,  so 
ist  a'  =  1 ,  a'  ^  X,  und  af  —  x  besitzt  immer  mit  e  einen  Gemein- 
theiler,  ist,  sofern  e  Primzahl  ist,  durch  e  theilbar.  Dieser  zahlen- 
theoretische Satz  ist  kein  anderer  als  der  bekannte  Fermat'sche 
Lehrsatz  mit  dem  ersten  bekannt  gewordenen  Beweise^).  Leibniz 
scheint,  als  er  die  Nova  Algebrae  promotio  niederschrieb,  nichts  «davon 
gewusst  zu  haben,  dass  Fermat  ihm  den  Satz  vonveggenommen  hatte 
(Bd.  II,  S.  708),  wenigstens  thut  er  sich  auf  denselben  zu  gut,  als  auf 
einen  Satz,  der  etwas  enthalte,  was  den  Analytikern  bisher  unbekannt 
gewesen  sei,  eine  allgemeine  Primzahlenformel-j. 

Wir  bezogen  uns  (S.  317)  auf  eine  verwandte  Veröffentlichung 
Leibnizens  aus  dem  Jahre  1700.  Wir  meinten  den  Aufsatz  in  den 
A.  E.,  der  gegen  Fatios  Angriffe  gerichtet  wai-.  Wir  haben  (S.  279) 
über  diese  Abwehr  berichtet.  Aber  Leibniz  wollte  nicht  ausschliess- 
lich Persönliches  dem  Drucke  übergeben,  er  fügte  einen  Satz  bei^), 
welcher  die  Erweiterung  eines  De  Moivi-e'schen  Satzes  sei.  De  Moivre 
hatte  (S.  8'6)  im  XX.  Bande  der  P.  T.  die  Aufgabe  gelöst,  die  Coeffi- 
cienten    Ä,  B,  C  . .  .    der    Entwicklung   z  =  Äy  -\-  By^  -\-  Cy^  +  •  •  ■ 


•)  G.  Vacca,  Intorno  alla  primu  dimostrazione  di  un  teorema  di  Fermat 
in  der  Bibliotheca  mathematica  1894  pag.  46—48.  '}  Leibniz  VII  180:  Hinc 
tundem  duci  potest  aliquid  haclenus  Atuilyticis  incognitum,  aequatio  iienipe  gene- 
ralis pro  Kumero  primitivo.         ^i  Ebenda  V,  348 — 349. 

21' 
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zu  finden,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  die  Gleichung 
gegeben  war: 

az  '\-hz''  +  cz''  +  dz^-\ =  (ly  +  hy'-  +  iy^  +  ^t -\ • 

Leibniz  nahm  zum  Ausgangspunkt  die  viel  allgemeinere  Gleichung 

0  =  (Ol//  +  02 /r  +  03?/ä  +  ...j  +  (_10  +  11»/  +  12//2+  13r  +  •••)^' 

+  (20  +  212/ +  22»/ä  +  232/ä  +  . . .)  .2  +  . . . , 

welche  durch  das  Verschwinden  aller  von  Ol,  02,  03,  .  .  .  10,  20  .  .  . 
verschiedenen  Coefficienten  in  die  De  Moivre'sche  Anfangsgleichung 
übergeht.  Das  gesuchte  Ergebniss  schrieb  Leibniz,  indem  er  dabei 
dreiziffrige  Coefficienten  benutzte, 

z  =  101,;/  +  102/  +  103^3  +  104/  -f  105/  +  •  ■  • . 

Selbstverständlich  sind  die  zwei-  und  dreizifirig  geschriebenen  Coeffi- 
cienten nur  svmbolisch  zu  lesen,  ohne  aus  ihrem  Aussehen  irsrend 
einen  Rückschluss  auf  ihren  Zahlenwerth  zu  gestatten.  Setzt  man  den 
angenommenen  Werth  von  z  in  die  den  Ausgangspunkt  bildende 
Gleichung  ein  und  ordnet  die  so  entstehenden  Glieder  nach  y,  wobei 
auftretende  wirkliche  Zahlen,  z.  B.  die  Zahl  zwei  eingeklammert  als 
(2)  erscheinen,  um  sie  von  den  nur  symbolischen  Zahlen  zu  unter- 
scheiden, so  erhält  man: 

0  =  [Ol  —  10 .  101]?/  +  [02  +  11 .  101  +  20  .  101-  —  10 .  102]/ 
+  [03  +  11 .  102  +  12  .  101  +  (2)  20 .  101 .  102  +  21 .  101^ 

+  30.101^— 10.103]/+--. 
Zur  Erfüllung  dieser  Gleichung  werden  die  mit  ?/,  mit  y'^,  mit  y^ ... 
vervieffachten  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt,  und  so  gelangt  man  zu 
den  von  Leibniz  ohne  Erörterung  der  Ableitungsart  gegebenen  For- 
meln, welche  101,  102,  103,  104  als  Ergebnisse  der  Division  mit 
10  in  Ol,  in  02  +  11 .  101 -f- 20 .  101^,  in 

03  +  11 .  102  +  12  .  101  +  (2)  20 .  101 .  102  +  21 .  lOP  +  30 .  101», 
in      04  -f  11 .  103  +  12  .  102  -f  13  .  101  +  20 .  102^  +  (2)  20  .  101 .  103 
-f  (2)  21 .  101 .  102  +  22 .  101-  -f  (3)  30 .  101^  102  +  31 .  lOP 

+  40 . 101* 
liefern.  Leibniz  nennt  in  der  Anweisung  zur  Bildung  dieser  und  der 
folgenden  Coefficienten  die  zweiziffrig  geschriebenen  Svmbole  Minus- 
keln, die  dreiziffrig  geschriebenen  Majuskeln,  die  eingeklammerten 
Zahlen  wahre  Zahlen.  Letztere  sind  immer  die  Permutationszahlen 
der  in  den  betreffenden  Gliedern  vorkommenden  Majuskeln,  jede  als 
ein  Element  betrachtet,  welches  in  der  gebildeten  Permutation  ein- 
oder  mehreremal  vorkommen  kann.  So  entsteht  also  (1)  bei  102^, 
(2)  bei   101  .  103,  (3)  bei  101".  102  u.  s.  w.,  wovon  das  am  häutigsten 
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Ruftretende  ( l)  selbstverständlich  nicht  geschrieben  zu  werden  braucht. 
Die  Glieder  werden  alsdann  nach  folgendem  conibiuatorischen  Gesetze 
gebildet:  In  jedem  Einzelgliede  darf  nur  eine  Minuskel  vorkommen, 
Majuskeln  dagegen  so  viele  als  die  linke  RandzifFer  der  Minuskel  vor- 
schreibt; so  ist  04  mit  0  Majuskel,  lo  mit  1  Majuskel,  30  mit  3 
Majuskeln  multiplicativ  verbunden').  Die  rechten  Randziffern  der 
Minuskel  und  der  Majuskeln  in  jedem  Gliede  müssen  die  gleiche 
Summe  liefern,  nämlich  die  der  rechten  Randziffer  der  jedesmal  ge- 
suchten Majuskel;  bei  gesuchtem  104  ist  diese  Summe  4,  wie  an 
jedem  Gliede  der  oben  stehenden  Entwiekelung  bewahrheitet  werden 
kann.     Als  Divisor  erscheint  ein  für  alle  Mal  die  Minuskel  10. 

Der  Fortschj-itt,  welcher  iu  dieser  durch  Leibniz  gegebenen  Vor- 
schrift enthalten  ist,  beruht  wesentlich  auf  seiner  Bezeichnung,  und 
er  war  sich  dessen  so  sehr  bewusst,  dass  er  in  gesperrter  Schrift  den 
Satz  hervortreten  Hess*),  die  Sachkundigen  würden  einsehen,  welcher 
Fortschritt  der  Analjsis  in  dieser  Bezeichnung  durch  Zahlen 
an  Stelle  der  Buchstaben  bei  gleichbleibender  Willkürlichkeit  und 
Allgemeinheit  der  Annahme  enthalten  sei. 

Leibniz  hat  mit  dieser  Erfindung  die  combinatorische  Ana- 
lysis  ins  Leben  gerufen,  eine  neue  Abtheilung  in  dem  grossen  Ge- 
biete der  Analvsis,  welche  etwa  80  Jahre  später  wieder  in  Deutsch- 
land eine  eigene  combinatorische  Schule  in  der  Mathematik  entstehen 
liess,  der  es  freilich  an  einem  Leibniz  gefehlt  hat,  um  die  Hoffriungen 
zu  erfüllen,  welche  an  ihr  Auftreten  sich  knüpften. 

Es  ist  gewiss  kein  Zufall,  dass  Leibniz  gerade  den  Aufsatz  gegen 
Fatio  für  diese  Veröffentlichung  benutzte.  Fatio  hatte  es  Leibniz 
zum  Vorwurfe  gemacht,  den  Verdiensten,  welche  De  Moivre  sich  er- 
worben habe,  nicht  gerecht  geworden  zu  sein,  und  Leibniz  wollte  nun 
zeigen,  wie  weit  er  über  Jenen  hinausgehe.  Aber  wir  müssteu  uns 
täuschen,  wenn  sich  bei  Leibniz  mit  dieser  Absicht  nicht  noch  eine 
andere  verbunden  hätte.  Leibniz  hat  (S.  209)  im  October  1690  sein 
Differentialzeichen  gegen  Huygens  vertheidigeu  müssen,  deutlich 
machen  müssen,  dass  die  Bezeichnung  in  der  Mathematik  keineswegs 
nebensächlich  sei.  Er  wusste  von  den  engen  Beziehungen  zwischen 
Fatio   und  Huygens.     Es    war    ihm    nur   erwünscht,    an   einem   der 


')  Membra  lege  combinationis  sequenti  fonnata  ....  Xotae  tiHimae  numero- 
rum  sujyposititioritm  membri  cujusque  formanto  eandem  sioiimam ,  aequalem  notae 
idiimae  vmjuscuU,  cujus  membra  ingrediuntur  calorem,  et  in  membro  quolibet  mi- 
nuseulus  non  esto  nisi  unicus,  majuscuJi  autem  tot,  quot  nota  prior  in  minusculo 
habet  unitates.  *)  Videbunt  autem  intelligentes  novam  Analyticae  promotionem 
in  hac  nostra  designatione  per  Numeros  loeo  literarum,  qui  adeo  fictitü  seu  suppo- 
sitüii  sunt,  eontineri. 
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DifFereutialrechnung  nicht  angehörenden  Beispiele  zeigen  zn  können, 
was  aus  einer  zweckmässig  gewählten  Bezeichnung  sich  alles  folgern 
lässt.  Er  hat  es  gezeigt,  und  nicht  bloss  den  englischen  Zeitgenossen, 
denen,  Newton  mit  eingeschlossen,  das  richtige  Verständniss  für  die 
Wichtigkeit  der  Form  durchweg  abging. 

Zu  den  Anwendungen  der  Combinatorik,  welche  einen  ganz  lie- 
sonderen  Reiz  auszuüben  vermögen,  gehört  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Haben  wir  im  84.  Kapitel  Bearbeitungen  desjenigen 
Theiles  ihres  Gebietes  kennen  gelernt,  der  mit  dem  Leben  der  Men- 
schen, ihren  Geburten  und  Todesfällen  in  Zusammenhang  steht,  so 
kehrte  man  jetzt  zunächst  zu  den  Aufgaben  zurück,  welche,  wie  wir 
aus  dem  75.  Kapitel  wissen,  jene  Rechnung  hatten   entstehen   lassen. 

Ganz  vergessen  waren  die  Untersuchungen  über  Glücksspiele  nie. 
Im  Journal  des  S9avans  von  1679  hatte  Josef  Sauveur')  (1653 — 
1716)  sich  mit  den  damals  häufigsten  Glückspielen  beschäftigt,  aber 
seine  Rechnungen  waren  vielfach  mit  Irrthümern  behaftet,  und  deshalb 
durften  wir  sie  im  84.  Kapitel  mit  Stillschweigen  übergehen.  Von 
viel  grössei'em  Werthe  war  eine  1708  gedruckte  besondere  Schrift 
Essai  d'unalyse  sur  les  jeux  de  Hazard,  welche  ohne  Namen  eines 
Verfassers  erschien,  aber  von  Pierre  Remond  de  Montmort  (1678 
— 1719)  herrührt.  Dieser  Schriftsteller^),  dessen  Name  uns  wiederholt 
begegnet  ist,  war  eine  Zeit  lang  Domherr  zu  Nötre  Dame  in  Paris, 
gab  aber  diese  Stellung,  welche  er  eigentlich  nur  angenommen  hatte, 
weil  sein  Bruder  ihrer  überdrüssig  war,  deren  Pflichten  er  aber  dann 
mit  gewissenhafter  Strenge  erfüllte,  wieder  auf,  um  sich  zu  ver- 
heirathen.  Er  zog  nach  einer  Besitzung  Montmort,  von  welcher  er 
den  Beinamen  annahm,  unter  welchem  er  viel  bekannter  ist,  als  unter 
dem  wirklichen  Familiennamen  Remond.  Er  arbeitete  längei'e  Zeit 
mit  Franfois  Nicole  zusammen.  Ein  anderer  Mitarbeiter  war 
Niclaus  I.  Bernoulli,  welcher  1713  drei  Monate  auf  dem  Gute 
Montmort  verweilte^).  Diese  gemeinsam  verbrachte  Arbeitszeit  und 
ein  vorausgegangener  Briefwechsel  beeinflussten  wesentlich  die  zweite 
Auflage  des  De  Montmort'schen  Essai  d'analyse,  auf  welche  wir  noch 
zurückkommen.  Der  ersten  Ausgabe  entnehmen  wir  nur  wenige  der 
Vorrede  angehörende  Bemerkungen.  Die  Vergangenheit,  heisst  es  dort 
auf  S.  VI,  entscheidet  nichts  für  die  Zukunft.  Zufall,  heisst  es  weiter 
auf  S.  XIV,  nennen  wir  den  Eintritt  einer  Thatsache  aus  uns  unbe- 
kannten Gründen.  Der  Verfasser  kennt  an  Vorarbeiten  die  Schrift 
Pascal's  über  das  arithmetische  Dreieck,  welche  bei  dessen  Tod  1662 


')    Histoire    de  VAcadcmie   des   acienccs    1716,   pag.  82.         ')   Ebenda   1719 
pag.  83 — 93.  ^   Niclaus   Bernoulli   schrieb   unter   dem   7.  April  1713   an 

Leibniz  (Leibniz  III,  982),  er  komme  grade  von  Montmort  nach  Paris  zurück. 
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gedruckt  aiifgefumlen  worden  ist,  vr  keimt  Pascal's  Briefwechsel  mit 
Fermat  aus  des  letztoren  Varia  Opera  von  167!',  er  kennt  auch 
Van  Schooten's  Ausgabe  der  Schrift  De  ratiociniis  in  Indo  aleae 
von  Huygens  aus  dem  Jahre   1657. 

Xiclaus  I.  Bernoulli  (1(387—1759),  der  Neffe  von  .lakob   und 
Johann  Bernoulli    (S.   85 — Xü),    war    gleichzeitig    Jurist    und    Mathe- 
matiker.   Er  begann  1709  seine  Thätigkeit  mit  einer  beiden  Wissens- 
gebieten   gleichermassen    dienenden    Schrift,    den    Anwendungen    der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung    anf    Rechtsfragen    Specimina  Artis    con- 
jcctaiidi  ad  quaestiones  Iuris   (ippliccilac.     Einen  Auszug  davon  hat  er 
selbst   in    dem    IV.  Siipplementbande   der   A.  E.')   zum   Abdi-ucke   ge- 
bracht, wie  die  fortwährende  Redeweise  in  erster  Person  ausser  Zweifel 
setzt.     Wenn  daher  eine  handschriftliche  Randnote  Christian  Wolf 
als  Verfasser  des  Berichtes  nennt,  so  ist  dies  irrig.    Wenn  der  Richter, 
heisst  es   in   dem  Auszuge-),   einen    Abwesenden   ausschliesslich    nach 
Maassgabe   der   verflossenen  Zeit  für  todt  erklären  darf,   so  halte   ich 
seinen  Tod  für  hinreichend  wahrscheinlich,  wenn  sein  Todtsein  doppelt 
so  wahrscheinlich   ist  als   sein  Leben,   denn  alsdann  überschreitet  die 
Wahi-scheinlichkeit  die  Hälfte  der  Gewissheit  um  ein  Beachten swerthes, 
nämlich  um  den  sechsten  Theil  der  Gewissheit.    Jenes  i.st  aber  doppelt 
so  wahrscheinlich,  wenn  so  viele  Jahre  verflossen  sind,  dass  von  einer 
Anzahl   mit   dem   Abwesenden   gleichaltrigen   Menschen   die   Zahl   der 
innerhalb  jener  .Jahre  Verstorbeneu  das  Doppelte  der  Zahl  der  üeber- 
lebenden    ausmacht.     Es   wirkt    einigermassen    erheiternd,    dass    diese 
Vorschrift  nachmals,  im  Jahre  1744,  gegen  Niclaus  I.  Bernoulli  selbst 
angewandt   WTirde').     Damals   verlangten   einige  Baseler,   unter   denen 
just  unser  Bernoulli  sich  befand,  dass  das  Vermögen  der  verstorbenen 
Tochter   eines   seit  23  Jahren  unbekannt  wo  abwesenden  Verganteten 
diesem,  und  damit  ihnen  als   Gläubigern   zugesprochen   werde.     Der 
Bruder   der   Verstorbenen    beanspruchte    dagegen   das   Vei-mögen   der- 
selben für  sich,   da  der  Vater  sehr  wahrscheinlich  längst  nicht  mehr 
lebe.     Er    berief   sich    dabei    auf   die    von   Niclaus   I.   Bernoulli    auf- 
gestellten  Grundsätze,   denen   gemäss   nur   noch   4  Jahre   fehlten,  um 
den  Vater   als   todt   zu   erklären.     Das  Gericht  entschied  hierauf,    der 
Bruder  habe  vorläufig  gegen  SichersteUung  die  Erbschaft  anzutreten 
und  so  lange  zu  behalten,  bis  die  Gläubiger  beweisen  könnten,  dass 
die  Tochter  wirklich  vor  dem  Vater  gestorben  sei. 

Andere  Fragen,   mit  welchen  sich  Niclaus  I.  Bernoulli   in  seiner 
Abhandlung  von  1709  beschäftigte,  waren  folgende:    Die  Äufsuchimg 

';  A.  E.  Supplem.  IV,  159—170.  ';  Ebenda  162.  ",  Rudolf  Wolf, 

Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  I,  160  Note  50. 
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des  Werthes  einer  lebenslänglichen  Rente,  einer  Ausstattungsversiche- 
rnng,  vrie  sie  in  Italien  vorkomme'),  einer  SchifFsversicherung.  Aus- 
führlicher ist  das  Genueser  Spiel  behandelt,  welches  daranf  beruhte, 
dass  unter  100  Senatoren  5  Jahresbeamte  nach  dem  Loose  gewählt 
wurden,  und  festsetzte,  dass  wenn  die  Loosziehung  mit  einer  von 
einem  Spieler  zum  voraus  aufgestellten  Fünfmännerliste  in  einem 
oder  mehreren  Namen  übereinstimmte,  derselbe  gewisse  Vielfache 
seines  Einsatzes  erhalten  sollte,  ein  Spiel,  aus  welchem  nachmals 
unter  Ersetzung  der  Zahl  100  durch  90  das  Zahlenlotto  entstanden 
ist.  Endlich  ist  auch  die  Frage  nach  der  Schuld  oder  Unschuld  eines 
Angeklagten  in  Rechnung  gebracht.  Durch  ein  Schuldzeugniss  lässt 
der  Verfasser  die  Wahrscheinlichkeit   der  Unschuld  des  Angeklagten 

'2 
sich  auf  -^    herabmindern.     Jedes    neue    Schuldzeugniss    fordert    eine 

2  . 

abermalige  Herabminderung  auf  —  •     Bei   10  Zeugnissen  ist  folglich 

die  Wahrscheinlichkeit  der  Unschuld  des  Angeklagten   nur  noch 


(ir-s-».»i™i-=^ 


58 

oder  so  gering,  dass  seine  Schuld  moralisch  beinahe  sicher  ist^). 

Aus  dem  nachfolgenden  Jahre  1710  haben  wir  eine  englische 
Arbeit  zu  nennen.  Arbuttnot  schrieb,  wie  wir  schon  wissen  (S.  294), 
über  das  Geschlechtsvei-hältniss  bei  den  Geburten'),  ein  Gegenstand 
dem  John  Graun t  1662  zuerst  Beachtung  geschenkt  hatte.  Arbuthnot 
fand  in  Bestätigung  von  Graunt's  Beobachtungen,  dass  nach  den  Lon- 
doner Taiifregistem,  welche  er  für  die  Jahre  1629 — 1710  benutzte, 
jedes  Jahr  mehr  männliche  als  weibliche  Geburten  auftraten,  wenn 
er  auch  eine  Verhältnisszahl  nicht  ausrechnete.  Er  sah  darin  einen 
Beweis  der  göttlichen  Vorsicht*),  welche  durch  diesen  Ueberschuss 
die  grösseren  Gefahren,  unter  welchen  der  Mann  den  Unterhalt  zu 
erwerben  hat,  im  voraus  wieder  gut  macht.  Er  sah  aber  ferner  darin 
einen  Grund  gegen  die  Vielweiberei,  welche  den  Gesetzen  der  Natur 
und  der  Gerechtigkeit  zuwiderlaufe,  denn  die  Mehrzahl  der  Männer 
gegen  die  Frauen  würde  noch  mehr  Männer  zur  Ehelosigkeit  zwingen, 
wenn  Einer  mehr  als  nur  eine  Frau  für  sich  in  Anspruch  nähme. 
Arbuthnot  scheint  schon  früher  (1692)  die  kleine  Schrift  von  Huygens 


')  lila  sciUcet  coinentio,  Italis  hodiernum  usitata,  qua  Pater  cui  recens  natu 
est  filia  cum  alio  ita  contratut,  ut  iUe  pretio  statin)  accepto  ejus  quadruplum  vel 
quiiituphim  (quod  deinde  fih'ae  in  dotem  cedit)  r^ituat ,  si  contigerit,  filiam  per- 
venire  ad  aetatem  iiubihm  piita  16  annorum.  *)  quae  tarn  cxigua  est,  ut  mora- 
liter  fere  certum  sit,  crimen  esse  commissnm.  ')  P.  T.  XXVII,  186 — 190. 

')  an  Argument  for  Divine  Providence. 
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in"s  Englische  übersetzt  und  mit  Zusätzen  von  geringem  Werthe  ver- 
sehen zu  haben '\ 

Wieder  ein  Jahr  später  (1711"!  folgte  die  hervorragende  Abhand- 
lung von  Abraham  De  Moivre  über  das  Maass  des  Zufalls.  De 
mensura  sortis').  In  einer  an  Francis  Kobartes,  nachmaligem  Earl 
of  Radnor,  gerichteten  Widmung  bedauert  De  Moivre,  dass  dieser 
Gönner  der  mathematischen  Wissenschaften'")  durch  Staatsgeschäfte 
verhindert  sei  fortzusetzen,  was  er  zu  seinem  Vergnügen  begonnen 
habe,  und  dadurch  bestätigt  sich,  was  wir  (S.  295)  schon  zu  verstehen 
gaben,  dass  Robartes  nur  sehr  nebensächlich  als  Mathematiker  gelten 
kann.  Eine  gegentheilige  Meinung  wird  man  auch  dann  kaum  mit 
Erfolg  vertheidigen  können,  wenn  Robartes  die  gleiche  Persönlichkeit 
ist*),  welche  1693  einen  kleinen  Aufsatz  über  Lotterien  veröffentlicht 
hatte'V  dort  aber  Francis  Roberts  genannt  ist.  In  De  Moivre"s 
Widmung  an  Robartes  ist  ferner  von  einem  neueren  fi-anzösischen 
Schriftsteller  die  Rede,  welcher  die  Regeln  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung an  verschiedenen  Beispielen  hübsch  klar  zu  legen  wusste*), 
wenn  er  auch  eine  eigentliche  Methode  vei-missen  lasse.  Natürlich 
ist  De  Montmort  gemeint.  Die  Lehre  von  den  Combinationen  sei 
das  vorzugsweise  anzuwendende  Hilfsmittel:  dass  im  Jahre  1711 
Leibniz.  der  Schriftsteller,  welcher  jene  Lehre  haupt.sächlich  begründet 
hatte,  in  England  nicht  erwähnt  wird,  vei-steht  sich   von  selbst. 

Gewissermassen  als  Einleitung  in  die  Abhandlung  dient  folgender 
Satz.  Tritt  ein  Ereigniss  in  p  Fällen  ein,  in  q  Fällen  nicht  ein,  tritt 
ein  zweites  von  dem  ersten  durchaus  unabhängiges  Ereigniss  in  r 
Fällen  ein,  in  s  FäUeu  nicht  ein,  vervielfacht  man 

{P  +  i){r  +  s)  =pr  +  (ir  -{- ps  +  qs, 
so  verhalten  sich  die  einzelnen  für  beide  Ereignisse  gemeinschaftlichen 
Möglichkeiten  des  Eintretens  oder  Xichteiutretens  wie  die  Glieder  der 
angegebenen  Entwickelung,  eine  Behauptimg,  in  welcher  man  Halley's 
Einfluss  (S.  49)  nicht  verkennen  wird.  In  dem  besonderen  Falle,  dass 
das  Eintreffen  der  Ereignisse,  welche  nicht  bloss  2  sondern  n  an 
der  Zahl  sein  dürfen,  .stets  in  a  Fällen,  das  Xich teintreffen  stets  in 
h  Fällen  stattfindet,  geht  das  Product  der  Summen  sich  ausschüessen- 
der  Fälle  in  die  Potenz  (a  -j-  6)"  über,  deren  Glieder  eine  ähnlich  zu 
erläuternde  Bedeutimg  besitzen,  wie  vorher  die  Glieder  des  Productes 
aus  von  einander  verschiedenen  Factoren. 

')  Todhunter.   History  of  the  mathemntical  theory  of  probdbility  from  the 
Hwe  of  Pascal  to  that  of  Laplace  pag.  48—53.         =)  P.  T.  XXVII.  -213—264. 
*)  Mathematicarum  scietitiarum  fautor.       *)  Todhunter  1.  c.  pag.  53 — 54  und  137. 
')  P.  T.  AVll.  *)  quas  nuperrimits  avtor  Gallus  variis  exempJif-  pulchre  illu- 

straoit. 
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Man  kaim  getrost  eleu  ganzen  weiteren  Inhalt  der  Abhandlung 
als  Anwendung  dieses  einen  Satzes  kennzeichnen,  die  sich  nur  ent- 
sprechend den  Bedingungen  der  jedesmaligen  Aufgabe  bald  einfacher» 
bald  weniger  einfach  gestaltet.  Die  ganze  Abhandlung  gewinnt  da- 
dui-ch  ein  einheitliches  Gepräge,  welches  ihren  Werth  erhöht.  Die 
Bedingungen,  von  welchen  wir  reden,  sind  theils  solche,  die  ausschliess- 
lich dem  Bereiche  des  Zufalls  angehören,  theils  solche,  bei  denen  die 
Geschicklichkeit  des  Spielers  den  Ausschlag  giebt,  soweit  sich  diese  in 
Zahlen  ausdrücken  lässt.  Wir  geben  als  Probe  einige  wenige  Bei- 
spiele. 

Das  erste  Bei.spiel')  der  Abhandlung  lässt  A  mit  JB  würfeln,  und 
zwar  mit  einem  gewöhnlichen  auf  seinen  Flächen  mit  1  bis  (i  be- 
zeichneten Würfel.  Ä  soll  gewonnen  haben,  wenn  er  in  S  Würfen 
mindestens  zweimal  1  Auge  wirft.  Weil  1  Fläche  mit  Eins,  5  Flächen 
mit  Nichteins  bezeichnet  sind  und  8  Würfe  vorgeschrieben  sind,  ist 
hier  a  =  1,  i  =  5,  »  ^  8.  Bei  der  Entwicklung  von  (1  -|-  5)*  sind 
die  Glieder,  welche  in  allgemeinen  Buchstaben  6°  und  nah"~^  heissen, 
dem  Spieler  B  günstig,  alle  anderen  lassen  Ä  gewinnen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten für  Ä  und  B  verhalten  sich  also  wie 

((rt  +  b)"  —  h"  —  «afe"-')  :  (&"  —  nah"-^), 
d.  h.  wie 

(68  _  58  _  8  .  5')  :  (5»  --  8  .  5')  =  663991  :  1015625, 

oder  ungefähr  wie  2  :  3. 

Die  vierte  Aufgabe^)  nimmt  an,  A  sei  so  viel  geschickter  als  B, 
dass  er  ihm  auf  3  Spiele  eines  vorgeben  kann,  man  wünscht  ihre 
Geschicklichkeit  in  einem  Zahlenverhältnisse  2  :  1  au.sgedrückt.  Hier 
ist  a  =  z,  6=1,  n  =  4.  Diese  letztere  Zahl  bestimmt  sich  dadurch, 
dass  in  Folge  der  Vorgabe  A  di-ei,  B  zwei  Spiele  gewinnen  muss, 
um  die  Entscheidung  herbeizuführen.  Diese  ist  also  jedenfalls  nach 
3  -|-  2  —  1^4  Spielen  vorhanden.  Von  den  Gliedern  der  Entwick- 
lung {z  -\-  1/  sind  Ä*  -f"  "i^^  f^iß  für  A  günstigen,  6^-  -\-  4lZ  -\-  l  die 
für  B  gün.stigen.  Nach  der  Vorgabe  sollen  aber  die  Aussichten  beider 
Spieler  die  gleichen  sein,  also  ist  ä^  +  4^"  =  6^^  +  4^  +  1  zu  setzen, 
woraus  ungefähr  z  =  1,6  folgt.  Die  Geschicklichkeiten  verhalten  sich 
demnach  wie  1,6  :  1  =  8  :  5. 

In  der  fünften  Aufgabe')  wird  nach  der  Zahl  x  der  Versuche 
gefragt,  welche  das  Eingetroffensein  und  NichteingetrofFensein  eines 
Ereignisses  gleich  wahrscheinlich  machen,  wenn  a  und  h  die  Ver- 
hältnisszahlen bei  einmaligem  Versuche  sind.  Von  der  Entwicklung 
von  {a  -\-  by  stellt  nur  das  Glied  b-'  die  Fälle  dar,   in   welchen   das 


')  P.  T.  XXVII,  216—217.         ')  Ebenda  218—219.         ^)  Ebenda  219. 
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Ereigiiiss  nie  eintrat,  alle  ühiii^en  Ulieder  (a  -j-  h)''  —  fc""  setzen  ein 
mindestens  einmaliges  Eintretten  voraus.  Eingetrotlensein  und  Nicht- 
eingetroffensein  sollen  aber  gleiche  AVahi"scheinlichkeit  besitzen,  also 

muss  sein  {a  -f  by  —  b""  =  b"",   ('^4—)"'==  (l  +  /,  j  =  ^  ■     Cresetzt  es 

.    h  .  , 

sei  —  =  Q ,  so  ist 

('+;;v-(i+-;)--i+:+?-^^+?'-^-"^.'+--2 

und    man    erkennt,    dass    dem    q  ==  l    auch    x  =  l    entspricht,    dem 


.c 


5  =  ■>:   auch  x  =  oc.    In  letzterem  Falle  setze  man  —  =  r,  so  geht 

die  letzterhaltene  Keihe  in  1  +  ^  +  ir  ■^"  +  IT  '^ '  "^  "  ^i"'®""-  Aber 
das  ist  die  Zahl,  deren  natürlicher  Logarithmus  s  ist'),  und  da  2  den 
Zahlenwerth  der  Reihe  darstellt,  so  ist  2  die  Zahl,  deren  natürlicher 
Logarithmus  z  ist,  d.  h.  z  =  log  2,  und  das  ist  nahezu  0^7.     Da  nun 

2  =  —  war,  so  ist  x  =  qz.  Nun  hat  man  ermittelt,  dass  bei  q=\, 
X  =  \q,  bei  q  =  '^,  x  =  0,1  q  ist.  Bei  irgend  sonstigem  Werthe 
von  q  liegt  folglich  —  zwischen   1   und  0,7. 

Wir  gehen  zu  dem  Jahre  1713  über,  in  welchem  Niclau.s  I. 
Bernoulli  die  Ars  Conjecfnndi,  Muthmassungskunst,  d.  h.  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung seines  1705  verstorbenen  Oheims  Jakob  Bernoulli 
herausgab  (S.  213).  Jakob  Bernoulli  hatte  sich  diesen  Betrachtungen 
nach  1<)79"),  aber  mindestens  20  Jahre  vor  seinem  Tode,  also  spätestens 
1685')  zugewandt,  und  dennoch  hinterliess  er  das  Werk  unvollendet. 
Die  Verleger  hatten  erst  Johann  Bernoulli,  dann  Niclaus  I.  Bernoulli 
angegangen,  das  an  dem  Werke  noch  Fehlende  fertig  zu  stellen. 
Beide  lehnten  unter  verschiedenen  Vorwänden  ab.  Niclaus  I.  Ber- 
noulli begnügte  sich  damit,  das  Druckfertige  der  Presse  zu  übergeben 
und  in  der  Vorrede  den  Verfasser  des  Essai  cTAnalyse  sur  les  Jeiix 
de  Haznrd,  d.  i.  De  Montmort  und  neben  ihm  De  Moivre,  welche 
beide  vor  noch  nicht  so  langer  Zeit  auf  dem  gleichen  Gebiete  mit 
Auszeichnung  thätig  gewesen  seien,  öffentlich  aufzufordern,  im  Sinne 
des  Verstorbenen  an  dem  von  ihm  Begonnenen  weiter  zu  arbeiten. 
Die  Ars  Conjedandi,  zu  deren  Schilderung  wir  übergehen,  besteht  aus 
vier  Abschnitten. 

Der   L  Abschnitt    enthält    die   Abhandlung    von    Huygens    über 

')  est  numerus  cujus  Logiiritlunus  HyperboUcus  est  z.  ')  Ars  Conjectandi 
pag.  29:  referente  Pascalio  in  Uteri»  ad  Fermatium  quae  luiius  operibus  Tolosae  Ä". 
1679  impressis  insertae  leguntiM:  ')  Ebenda  pag.  227:  postquam  jam  per  vicen- 
nium  pressi. 
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das  Würfelspiel'),  von  welcher  in  unserem  75.  Kapitel  (Bd.  II,  S.  692 
— 694)  die  Rede  war,  und  Anmerkungen  zu  derselben.  In  diesen 
findet  sieh  z.  B.  ein  Beweis^)  für  den  von  Huygens  beweislos  aus- 
gesjirochenen  Satz,  dass  es  gleichbedeutend  sei,  ob  man  1  Wurf  mit 
n  Würfeln  oder  n  Würfe  mit  1  Würfel  betrachte.  Darf  Einer  einmal 
mit  n  Würfeln  werfen,  so  kann  es  doch  nicht  darauf  ankommen,  ob 
die  Würfel  gleichzeitig  oder  nach  einander  auf  den  Tisch  rollen.  Im 
letzteren  Falle  kann  es  aber  wieder  keinen  Unterschied  machen,  ob 
es  n  verschiedene  Würfel  sind  odei-  ob  einer,  der  n  mal  nach  ein- 
ander benutzt  wird.  In  zwei  Anmerkungen^)  sind  wichtige  Verallge- 
meinei'ungen  vorgenommen,  indem  von  Huygens  mit  bestimmten 
Zahlenwerthen  gestellte  Fragen  in  Buchstabenwerthen  ihre  Beant- 
wortung finden,  was  natürlich  einen  ganz  anderen  Einblick  in  die 
Bildungsweise  der  Endzahlen  der  Untersuchung  gewährt.  Auch  ein 
Anhang  zum  I.  Abschnitte  überholt  bedeutend  die  erläuterte  Schrift. 
Huygens  hatte  zum  Schlüsse  fünf  Aufgaben  gestellt,  zu  deren  1.,  3., 
5.  er  ohne  weitere  Begründung  die  Zahlenanflösnng  beifügte,  zur  2. 
und  4.  nicht  einmal  diese.  Jakob  Bernonlli  hat  in  dem  genannten 
Anhange  die  1.,  2.,  3.,  5.  Aufgabe  behandelt*),  für  die  4.  auf  seinen 
III.  Ab.schnitt  verwiesen,  wo  sie  denn  auch  gelöst  wird"*),  ebenso  wie 
die  3.  Aufgabe  dort  eine  abermalige  Lösung  findet").  Jakob  Bernonlli 
zeigt,  aus  welchem  Grunde  Huygens  der  2.  Aufgabe  keine  Lösung 
beifügte.  Sie  lässt  nämlich  ihrem  Wortlaute  nach  verschiedene  Deu- 
tungen zu,  deren  jede  natnrgemäss  zu  anderen  Zahlen  führt,  so  dass 
in  der  einen  Aufgabe  mehrere  verborgen  liegen. 

Der  IL  Abschnitt')  ist  der  Lehre  von  den  Permutationen  und 
Combinationen  gewidmet.  Der  Name  der  Permutationen  dürfte 
von  Jakob  Bernonlli  erfunden  sein,  wenigstens  .sagt  er*),  er  nenne 
Permutationen  diejenigen  Aendernngen,  durch  welche  unter  Beibehal- 
tung der  Anzahl  der  Dinge  ihre  Ordnung  und  Stellung  verschiedent- 
lich vertauscht  wird,  während  bei  den  Combinationen  der  Wortlaut 
dahin  geht'),  sie  seien  Verbindungen  von  solcher  Art,  dass  aus  ge- 
gebenen Dingen  welche  abgesondert  und  mit  einander  vereinigt  wer- 
den,  ohne  dass  auf  ihre  Ordnung  und  Stellung  irgend  welche  Rück- 


')  An  Conjectandi  pag.  1—71.  *)  Ebenda  pag.  37.  ')  Ebenda  pag.  30 
und  38,  beidemal  mit  der  Ueberschrift :  Ad  propositionem  in  genere.  ')  Ebenda 
pag.  49—57,  57—6.5,  66,  67—71.  »)  Ebenda  pag.  145—146.  «)  Ebenda  pag.  144 
— 145.  ')  Ebenda  pag.  72 — 137.  *)  Ebenda  pag.  74:  Permutationes  rerum 

voco  Variationes ,  juxta  quaa  servata  eadem  rerum  multitudine  ordo  situsque  inter 
ipsas  diversimoäo  permutntur.  ^)  Ebenda  pag.  82:    Coiiibinafioiies  rerum  sunt 

Conjunctiones ,  juxta  quas  ex  data  rerum  multitudine  nonnullae  eximimtur,  inter- 
que  se  conjunguntur  nullo  ordinis  situsve  ipsarum  respectu  hahito. 
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sieht  geuonmieii  werde.  Jakob  Bernoulli  uenut  als  Vorgänger  auf 
dem  Gebiete  der  allen  Wissenschaften  gleich  unentbehrlichen  Com- 
l)inationslehre:  Schooten,  Leibniz,  Wallis,  Prestet'),  während  er 
l'ascals  einschlagende  Arbeiten,  abgesehen  von  dem,  was  in  den 
Briefen  an  Fermat  stand,  nicht  gekannt  zu  haben  scheint,  trotzdem 
sie  seit  1665  im  Buchhandel  waren  (Bd.  II,  S.  684).  Dieselbe  Un- 
kenntniss  müssen  wir  auch  auf  die  bei  Pascal's  combinatorischen 
Arbeiten  zuerst  auftretende  Methode  der  vollständigen  Induc- 
tion,  d.  h.  des  Beweisverfahi-ens  von  n  auf  "  -|-  1  ausdehnen.  Jakob 
Bernoulli  scheint  demnach  diese  Methode,  deren  er  sich  in  einem 
kleinen  Aufsatze  sehr  einfachen,  auf  arithmetische  Reihen  bezüglichen 
Gegenstandes^)  in  den  A.  E.  für  September  1686  bedient  hatte,  die 
dann  in  der  Ars  Conjectandi  wiederholt  benutzt  wird')  selbständig 
nacherfunden  zu  haben.  Das  Vorrecht  Pascal's  kann  dadurch  nicht 
beeinträchtigt  werden,  aber  es  wird  begreiflich,  dass  mau  lange  Zeit 
Jakob  Bernoulli  für  den  Erfinder  der  Methode  hielt  und  sie  vielfach 
nach  ihm  benamite.  Ging  es  doch  mit  der  Methode  der  unbestimmten 
L'oefticienten  nicht  viel  anders,  von  welcher  man  durch  die  grosse 
Verbreitung  der  Descartes'schen  Geometrie  aller  Orten  Kenntniss  haben 
musste,  und  von  welcher  Newton  wie  Leibniz  bei  den  verschiedensten 
Gelegenheiten  Gebrauch  machten,  ohne  je  den  damals  vermuthlich 
allgemein  bekannten  Urheber  der  Methode  zu  nennen,  so  dass  spätere 
Schriftsteller  bald  Newton,  bald  Leibniz  für  den  Erfinder  hielten. 
Bei  Betrachtung  der  Permutationen  unterscheidet  Jakob  Bernoulli  die 
zwei  Möglichkeiten,  dass  alle  Elemente  verschieden*),  oder  dass  sie 
zum  Theil  unter  einander  gleich^)  sein  sollen.  Die  Ableitung  der 
Formel  für  die  Permutationszahlen  erfolgt,  wenn  alle  Elemente  ver- 
schieden sind,  durch  Betrachtung  von  1,  2,  3  .  .  .  der  Reihe  nach  auf- 
tretenden Elementen.  Von  n  Elementen  kann  jedes  als  erstes  ge- 
schrieben werden,  worauf  ihm  so  viele  Permutationsformen  nachfolgen, 
als  aus  den  anderen  n  —  1  sich  bilden  lassen,  die  Permutationszahl 
für  n  Elemente  ist  also  n  mal  so  gi-oss  als  die  für  n  —  1  Elemente. 
Mit  einander  übereinstimmende  Elemente  werden  erst  als  verschieden 
gedacht,  und  ihr  Gleichwerden  findet  nachträgliche  Berücksichtigung. 
Bei  den  Combinationen  muss  der  Exponens^),  d.  h.  die  Anzahl  der  in 
jeder  Form  enthaltenen  Elemente  oder  die  Klasse,  zu  welcher  com- 
biniert  wird,  beachtet  werden.  Er  findet  in  den  Wörtern  Unionen, 
Billionen,  Ternionen,  Qunternionen  für  Formen  mit  1,  2,  3,  4  Elementen 
seinen  Wiederklang,   und   sogar   das  Wort   Nullio   wird   gebildet,   um 

')  Ars  Conjectandi  pag.  73.  *)  Jac.  Bernoulli,  OjKra  I,  282—283. 

^)  Ars  Conjeetandi  pag.  92  und  häufiger.  *)  Ebenda  pag.  75.  ')  Ebenda 

pag.  77.         ')  Ebenda  pag.  82. 
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anzudeuten,  dass  man  gar  kein  Element  nehme.  Auch  bei  den  Com- 
binationen  wird  die  Vei-schiedenheit  aller  benutzten  Elemente  einen 
Hauptfall  bilden,  ihre  theilweise  Gleichheit  einen  zweiten.  Die  Ele- 
mente treten  allmälig  neu  hinzu,  werden  aber  dann  mit  den  schon 
vorhandenen  in  jeder  denkbaren  Weise  verbunden,  d.  h.  die  Combina- 
tionen  von  n  Elementen  zu  allen  Klassen  von  den  Unionen  bis  zu 
den  iS'-ionen  (Formen  von  je  ii  Elementen")  werden  gleichzeitig  ge- 
bildet. Eine  kleine  diese  Entstehung  versinulichende  Tafel,  deren 
Vorbild  für  Jakob  Bernoulli  in  den  Exercitationes  inatheniaticae  von 
Franciscus  van  Schooten  gefunden  sein  dürfte^),  ist  folgende: 

a 

b  .  ab 

c  .  ac  .bc  .  abc 

d  .  ad  .  bd  .  cd  .  abd  .  acd  .  bcd  .  abcd 

e  .  ae  .be  .  ce  .  de  .  abe  .  ace  .  bae  .  ade  .  bde  .  cde  .  abce  .  abde  .  acde 

.  bcde  .  abcde. 
In  jeder  Zeile   steht   eine  Form   mehr  (die  neu   hinzutretende  Union) 
als   in   sämmtlichen   früheren  Zeilen   zusammen,   mithin  in  der  ersten 
Zeile   1,  in  der  zweiten   1  -f-  1  ^  2,  in  der  dritten   1  -|-  1  -|-  ^  ^  2-, 
in  der  vierten  1  -|-  1  -)-  2  -(-  -'  =  -^  iu  (lei'  "ten 

1  +  1  +  2  +  2-  -I 1-  2«--  =  2''-i 

Formen.     Alle  Zeilen  zusammen  geben 

1  -f  2  +  2-  H h  2"-i  =  2"  —  1 

Formen ").  Die  Formen  der  einzelnen  Zeilen  klassenweise  geordnet  geben 

für  die  Unionen  der  Reihenfolge  der  Zeilen  nach   l-|-l-|-l-|-l  +  l-j , 

für  die  Binionen  0-|-l-(--  +  '^ +  "!  +  ■••?  für  die  Ternionen 
0  -|-  0  -)-  1  -j-  3  -f-  6  -)-  •  •  ■  u.  s.  w.,  so  dass  die  Uebereinstimmung 
mit  den  figurierten  Zahlen  zu  Tage  tritt^).  Das  ist  aber  ein 
Gegenstand,  mit  welchem  schon  die  beiden  Ulmer  Mathematiker 
Faulhaber  und  Kemmelin,  mit  welchem  Wallis,  Mercator, 
Prestet  sich  beschäftigt  haben^j.     Werden  die  Zahlen 

1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  ---,     U+  1  +  1  +  1  +  1  +..., 
U  +  (J+l+3  +  G  +  .-- 

je  in  einer  Columne  unter  einander,  die  Columnen  selbst  neben  ein- 
ander geschrieben,  so  entsteht  ein  Zahlenrechteck'') 

')  Vergl.  Franc,  van  Schooten,  Exercitationes  wathemuticae  pag.  373 
mit  Ars  Cotijectandi  pag.  83.  -)  Ars  Conjectandi  pag.  84.  »)  Ebenda  pag.  86. 
')  Ebenda  pag.  95.         '')  Ebenda  pag.  87. 
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1       "       O       H       l>       ... 

1        1        I»  tt       0       ... 

1        1'       1  I)       ()       ... 

1     3     3     1     0     ... 

1     4     t;  4     1      .  .  . 


in  welchem  die  Stellen  über  der  von  links  oben  nach  rechts  unten 
verlaufenden  Diagonale  durch  Nullen  eingenommen  sind,  nach  deren 
Entfernung  eine  dreieckförmige  Tafel  der  Binomialcoefficienten  übrig 
bleibt,  nicht  übereinstimmend,  aber  doch  nahe  verwandt  mit  der 
seiner  Zeit  von  Michael  Stifel  erfundenen  Anordnung  (Bd.  II, 
S.  3118),  mit  der  von  Tartaglia  später  benutzten  Nachbildung  (Bd.  II, 
S.  480  und  482).  Weder  Stifel  noch  Tartaglia  kommen  aber  unter 
den  von  Jakob  Bernoulli  erwähnten  Vorgängern  vor.  Er  dürfte  beide 
Schriftsteller  demnach  nicht  gekannt  haben,  ein  ganz  interessanter 
Beleg  für  die  Raschheit,  mit  welcher  mitunter  auch  ganz  hervor- 
ragende Werke  aus  dem  Gedächtnisse  verschwinden.  Die  vorher  von 
ihm  genannten  Mathematiker,  fährt  BernouUi  fort,  hätten  durch  In- 
duction  Fonneln  für  die  figurierten  Zahlen  gefunden,  Wallis  auch  die 
Summe  von  Potenzen  der  aufeinander  folgenden  Zahlen  der 
natürlichen  Zahlenreihe,  aber  von  Beweisen  sei  nirsrend  die  Rede 
gewesen.  Wer  allerdings  glaubt,  Bernoulli  sei  diesem  seinem  eigenen 
Vorwurfe  nicht  verfallen,  er  habe  vielmehr  jede  Induction  verschmäht, 
befindet  sich  im  Irrthum.  BernouUi's  Gedankengang  ist  folgender^). 
Den  Ausgangspunkt  bildet  ein  Satz,  der  unter  Anwendung  des  Zeichens 

k 

Cu  für  die  Zahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  /;  Ele- 
menten   zur  Klasse  k,   wodurch  C  =  0,  so  lange   h<^Jc,   sich  in  der 

*■  *— 1        k—l  <— 1 

Formel  C„  ^  Ci  -\-  Ci  -{-■■■  -\-  C„^i  ausspricht,  oder  als 

w(n  —  1) . . .  (w  +  1  —  h)  _''^"  (fe— l)(fe  — 2)...(/t-|-i— 1-) 
1.2...t  ~/,  =  i  1.2...(A;  — 1) 

Bernoulli  findet  den  Satz  für  A'  =  2,  3,  4  . . .  richtig  und  dehnt  ihn 
dann    iiuluctiv  aii.s.     Bei    /,-  =  3  ist  demnach    (sofern     S        ~  J  1~ 

mit   Jakob   Bernoulli   noch    kürzer    <S'  ,  ~; geschrieben   wird) 

n(«-l)(n  — 2)  („_i)(n  — 2)         „/l   ^^         3 


1.2.3 


s 


—  Sn-  —  —  Sn  -\-  n . 


•)  Ars  Conjectaiiilt  pag.  96—98. 
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Aber  Sn  =  — 3-— ,  und  setzt  man  diesen  Wertli  in  die  Gleiehungc 
ein  und  löst  sie  dann  nach  Sn^  auf,  so  findet  sich 

^     =  ^         1   2  3 -i-3Sn—2n  =  —  n^  +  —n^-\-  —n, 

und  diese  Summe  der  Quadratzahlen  lässt  sich  weiter  als  bekannt 
betrachten,  zunächst  bei  Ä  =  4 .     Diese  Annahme  liefert 

w(n-l)(w  — 2)(w  — 3)_  c(w  — l)(w  — 2)(»-3)      ^(n^        «äil'«       l\ 
t.2.3.4  ~'^  1.2.3  ~'^U         **"rG  V 

=  4-  Äw^»  —  Äw^  +  ii  Sk  ~  w 

b  D 

und  daraus  Sn^  =  x  ***  "1"  V  '^'^  ^~  x  ^*''  B^rnoulli  hat  die  Rechnung, 
von  welcher  er  behauptet,  sie  werde  mit  leichter  Mühe*)  vollzogen, 
bis  zu  Ä;  =  11,  d.  h.  bis  zur  Darstellung  der  lOten  Potenzen  durch- 
geführt.    Ihr  Ergebniss  ist: 


Sn 

= 

1     ., 

+ 

1 

Sn^ 

= 

i^^ 

+ 

i^' 

+ 

1 

Sn^ 

= 

T^' 

+ 

in^ 

+ 

1     , 
-in- 

Sn"- 

= 

in^ 

+ 

i^' 

+ 

1        3 

k' 

Sn^ 

:= 

1«^ 

+ 

±n^ 

+ 

5      i 

AM« 

= 

+  .' 

+ 

in^ 

+ 

1        5 

n^  — 

1       3     r       1 

Sn' 

= 

i«^ 

+ 

\^ 

+ 

Ä«'~ 

k-'+k^ 

Sn^ 

= 

1        9 

+ 

|.« 

+ 

1»'- 

Ä"^+l"'- 

ii" 

Sn' 

= 

ro-'' 

+ 

\n^ 

+ 

!"■- 

Ä'^^+l»^^- 

1       . 

12'^' 

Äwi«  =  ^  «"  +  y  w'»  +  |-  w»—  1  «'+  1  n'—  Y  «'+  j|  «■ 

Wer  aber,  heisst  es  unmittelbar  weiter,  das  Gesetz  der  Reihen  genauer 
betrachtet,  kann  auch  ohne  die  Umschweife  der  Rechnung  die  Tabelle 
fortsetzen.    Ist  c  der  ganzzalilige  Exponent  irgend  einer  Potenz,  so  wird 

Sn-  -'^,+  'i  +  i  An-  +  *iJ|^'  B.,-. 


c(c-l)(c-2)(c-3)(c-4)  ^ 


')  Zet7»'  neyutio. 
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Die  Exponenten  der  Potenzen  von  n  nehmen  von  c  —  1  anfangend 
regelmässig  um  je  2  ab,  so  dass  das  letzte  Glied  «"■'  oder  n  wird,  je 
nachdem  c  ungrad  oder  grad  war.  Die  Buchstaben  A,  B,  C .  .  .  werden 
nach  und  nach  bei  der  Bildung  der  Siunmen  S)f  mit  gradem  c  ge- 
funden.    Es  gehört  also  zusammen 


c  =  2 

und 

•^-^ 

c  =  4 

und 

*=-3^ 

c  =  6 

und 

^'h 

c  =  8 

und 

^--h, 

r=  10 

und 

TT-  A. 

66 

Diese  grossen  Buchstaben  werden  vermittelst  ihrer  grundlegenden  Eigen- 
schaft gefunden,  dass  sie  die  übrigen  Coefficienten,  welche  bei  Ent- 
wicklung der  betrefiendeu  Potenzsumme  auftreten,  ziu-  Einheit  ergänzen. 
Bei  Sn*  sind  beispielsweise,   wie  aus  der  kleinen  Tabelle  entnommen 

werden    kann,   die    Coefficienten    der    fünf   ersten   Glieder  — ,    ", 

7       2  31       . 

—  7^7  "S""     Deren  Summe  —  wird  durch  D  zui-  Einheit  ergänzt,  d.  h. 

31  1  . 

--t-D^l,  D  ^  —  — •    Wie  Jakob  Bemoulli  zu  diesen  wichtitren 

Sätzen  gekommen  sein  mag,  welche  geniale  Induction  ihn  dazu  führte, 
die  Exponenten  von  c  —  1  an  um  je  2  abnehmen  zu  lassen  und  die 
auftretenden  Coefficienten  durch  aus  ihnen  hervorgehobene  Factoren 
so  zuzustutzen,  dass  die  Zahlen  A,  B,  C,  D,  .  .  .  immer  wieder  auf- 
treten, das  zu  errathen  ist  unmöglich.  Der  letzte  Satz  allein  ist  leicht 
einzusehen.  Ist  nämlich  «  ^  1,  so  besteht  Stf  nur  aus  dem  einen 
Gliede  1-  =  1,  während  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gleichfalls  alle 
Potenzen  von  n  durch  Einheiten  zu  ersetzen  sind,  mithin  die  einzelnen 
Coefficienten  durch  den  Schlusscoefficienten  zur  Einheit  ergänzt  wer- 
den müssen.  Die  Zahlen  A,  B,  C,  D,  .  .  .  haben  bekanntlich  später 
den  Namen  der  Bernoulli'sehen  Zahlen  erhalten.  Eine  Operation, 
auf  welche  Jakob  Bemoulli  ein  berechtigt  grosses  Gewicht  legt,  ist 
die  Bildung  von  Combinationen  nebst  deren  Permutationen'). 
Er  behandelt  sie,  beziehungsweise  sucht  die  Anzahl  üii-er  Formen 
sowohl  unter  der  Voraussetzung  lauter  von  einander  verschiedener, 
als  auch  wiederholt  auftretender  Elemente,  und  zwar  sind  in  letzterem 
Falle  sowohl  Combinationen  mit  unbedingter  als  mit  bedingter  Wieder- 
holbarkeit-) der  Untersuchung  unterworfen.     Bei  den  Combinationen 

*)  Ars  Ckmjeclandi.     Pars  secunda.    Caput  VII  De  Combinatianibus  et  Per- 
mutalionihus  inixtim  npeclatis.    pag.  124  sqq.         ^  Ars  Conjectandi  pag.  133. 

Caxtok,  Geschichte  der  Mathematik.    111,  2.  22 
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mit  unbedingter  Wiederholbarkeit  der  Elemente  erscheint  der  poly- 
nomische Lehrsatz^)  als  naheliegende  und  wichtige  Anwendung. 

Der  m.  Abschnitt'-)  wendet  die  combinatorischen  Lehren  auf 
Fragen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  an.  Etwas  bunt  durchein- 
ander gewürfelt  erscheinen  hier  theüweise  recht  schwierige  und  mit 
grosser  Gewandtheit  angefasste  Aufgaben,  über  welche  in  Kürze  zu 
berichten  nicht  wohl  angeht. 

Der  IV.  Abschnitt^)  blieb  leider  unvollendet.  Er  sollte  seiner 
Uebei-schi'ift  nach*)  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  ihren 
Anwendunoren  auf  bürgerliche,  sittliche  und  wirthschaftliehe 
Verhältnisse  untersuchen.  Er  beginnt  mit  einem  Einleitungskapitel 
über  Gewissheit,  Wahrscheinlichkeit,  Nothwendigkeit  und  Zufälligkeit 
der  Dinge  ^).  Die  Wahrscheinlichkeit  wird  als  ein  Grad  der  Gewiss- 
heit erklärt,  von  der  sie  sich  unterscheide  wie  der  Theil  vom  Ganzen  ^). 
In  den  nachfolgenden  Kapiteln  fährt  Jakob  Bernoulli  fort,  das  zu 
entwickeln,  was  man  eine  von  Rechnung  freie  Darstellung  der  Wahr- 
scheinlichkeitslehre nennen  könnte,  mit  wesentlicher  Berücksichtigung 
der  im  IV.  Abschnitte  zu  behandelnden  Gegenstände.  Sie  sind  ganz 
anderer  Ai-t  als  die  gewöhnlichen  Glücksspiele.  Man  ist  bei  Erschei- 
nungen der  Natur  oder  des  menschlichen  Geistes-  wie  Köi-perlebens 
nicht  im  Stande,  alle  möglichen  oder  einem  Ereignisse  günstigen 
und  ungünstigen  Fälle  zum  voraus  genau  zu  zählen,  aber  was  man 
a  priori  nicht  hervorlocken  kann,  das  kann  man  wenigstens  a  po- 
steriori, d.  h.  aus  dem,  was  bei  ähnlichen  Beispielen  in  zahlreichen 
Fällen  beobachtet  wurde,  herausscharren ').  Neu  sei  weder  dieses 
Verfahren,  welches  regelmässig  im  täglichen  Gebrauche  geübt  werde, 
noch  auch  das  Bestreben,  sich  auf  so  zahli'eiche  Erfahrungen  als 
immer  möglich  zu  stützen,  weil  dadurch  die  Gefahr,  vom  Ziele  ab- 
zuirren, verringert  wird.  Dagegen  sei  der  Beweis  neu,  dass  solches 
aus  den  Giimdgesetzen  der  Kunst  mit  Nothwendigkeit  folge.  Aber 
noch  weiteres  sei  möglich,  woran  vielleicht  Niemand  auch  nur  ge- 
dacht habe.  Man  könne  untersuchen,  ob  bei  Häufung  der  Beobach- 
tungen die  Wahrscheinlichkeit,  dem  eigentlichen  Verhältnisse  zwischen 
den  günstigen  und  den  ungünstigen  FäUen  auf  die  Spur  zu  kommen, 
sich  so  steigere,  dass  sie  jede  gegebene  Wahrscheinlichkeit  übertreffe, 

')  Ars  Conjectandi  pag.  132:  ubi  quuntitas  literalis  a -\- b -\- c -{- d  ducenda 
est  in  se  qtiadrate,  cubice  etc.  *)  Ebenda  pag.  138 — 209.  *)  Ebenda  pag.  210 
— 239.  *)  Ebenda  pag.  210:  Pars  qitarta  tradens  usum  et  applieationem  prae- 
cedentis  Doctrinae  in  Civihbus,  Moralibus  et  Oecoiiomicis.  ')  Caput  I.   Prae- 

Uminaria  qiiaedam  de  Cetiitudine,  ProbabilUate,  Necessitate  et  Contingentia  Herum. 
*)  Ebenda  pag.  211:  Probabilitas  est  gradus  certit-udhüs  et  ab  Itac  differt  ut  pars 
a  toto.  ')  Ebenda  pag.  224:  gjtod  a  priori  elicere  non  datur,  saltem  a  posteriori, 
hoc  est  ex  eventu  in  similiktis  exemplis  multoties  observato  eruere  Jicebit. 
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oder  ob  diese  Aufgube  so  zu  sagen  ihre  Asymptote  habe'),  d.  h.  ob 
es  einen  bei  beliebiger  Häufung  der  Beobachtungen  dennoch  nicht 
übei-schreitbaren  Grad  der  Wahrscheinlichkeit,  das  wahre  Verhältniss 
der  Fälle  gefunden  zu  haben,  gebe.  Man  sieht,  dass  Jakob  Bernoulli 
hier  das  Gesetz  der  grossen  Zahlen  enthüllt  hat.  Das  Gesetz 
selbst,  darin  hat  er  ganz  Recht,  war  keineswegs  neu.  Wir  wissen, 
dass  Cardano  (Bd.  II,  S.  49ö)  es  schon  ziemlich  deutlich  aussprach, 
aber  auch  darin  hat  er  Recht,  dass  noch  nie  versucht  worden  war, 
das  Gesetz  mathematisch  zu  beweisen.  Der  Bernoulli'sche  Beweis^), 
der  sich  auf  die  Binomialentwicklung  und  nicht  grade  naheliegende 
Eigenschaften  der  Binomialcoefticienten,  insbesondere  des  mittleren, 
stützt,  ist  allzu  verwickelt,  als  dass  er  in  der  uns  geboteneu  Kürze 
hier  mitgetheilt  werden  könnte.  Spätere  Bearbeiter  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung haben  ihn  vereinfacht  und  dadui-ch  die  Richtigkeit 
des  Gesetzes  nur  um  so  zweifelloser  festgestellt. 

Gemeinschaftlich  mit  der  Ars  Conjectandi  hat  Niclaus  I.  Bernoulli 
einen  französisch  geschriebenen  Brief  über  das  Ballspiel,  das  sogenannte 
Jeu  de  paume,  verööentlicht^).  Auch  dieser  Brief  rührt,  wie  Niclaus 
Bernoulli  in  der  Vorrede  versichert,  von  Jakob  Bernoulli  her.  Er 
behandelt  jenes  Geschicklichkeitsspiel  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Kunstfertigkeit  der  einzelnen  Spieler  aus  zahlreich  durch  dieselben 
abgelegten  Proben, bekannt  sei.  Das  ist  wieder  eine  Wahrschein- 
lichkeit a  posteriori,  und  der  Briefschreiber  bedient  sich  hier  wie 
in  der  Ars  Conjectandi  dieses  Wortes,  das  nunmehr  der  Wissenschaft 
erworben  war.  Als  Beispiel  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  dient 
eine  unbekannte  Menge  weisser  und  schwarzer  Zettel,  die  in  einem 
Säckchen  vereinigt  einzeln  herausgezogen  und  sofort  wieder  hinein- 
geworfen werden,  worauf  jedesmal  auf's  Neue  gehörige  Mischung  der 
Zettel  vorausgesetzt  ist.  Mau  könne  beweisen^),  dass  das  Verhältniss 
der  so  gezogenen  beiderfarbigen  Zettel  von  dem  der  wirklich  vor- 
handenen schliesslich  so  gut  wie  sjar  nicht  abweiche,  so  dass  die 
Gleichheit  der  beiden  Verhältnisszahlen  zur  moralischen  Gewissheit 
werde  ^). 

Auf  die  Ars  Conjectandi,  deren  hohe  wissenschaftliche  Bedeutung 
schon  aus  unserem  Auszuge  erkennbar  sein  dürfte,  folgte  im  gleichen 

')  Ars  Conjectandi  pag.  225:  an  vero  Problema,  ut  sie  dicam,  suam  habeat 
Asymptoton.  -)  Ebenda  pag.  228 — 238.    Ein  sehr  übersichtlicher  Bericht  bei 

Eggen  berger,   Beiträge   zur  Darstellung  des  Beruoulli"scbeu  Theorems  etc.  in 
den   Mittheilungen   der   uaturforscheudeu   Gesellschaft   in   Bern.    Jahrgang  1893, 
S.  121 — 129.        ^)  Auf  dem  Titelblatte  des  Druckes  von  1713  heisst  es:  Epistola 
Gallice  scripta  de  Ludo  pilae  reticularis.        ')  etant  metne  tme  chose  demmitree. 
')  qu'il  sera  morahiiiettt  certai^i. 
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Jahre  1713  die  zweite  Ausgabe  von  De  Montmort's  Essay  d' Ana- 
lyse Siir  les  Jcux  de  Hazard.  Auch  sie  stellte  keinen  Verfassemamen 
auf  das  Titelblatt,  aber  der  Schleier,  der  schon  bei  der  ersten  Aus- 
gabe für  Fachmänner  kaum  vorhanden  gewesen  sein  kann,  da  De  Mont- 
mort  sein  Buch  vielfach  verschenkte,  war  dadurch  einigermassen  ge- 
lüftet, dass  Briefe,  die  in  dem  letzten  Abschnitte  abgedruckt  sind, 
von  Montmort  aus  datiert  sind'),  und  dass  bei  einem  derselben-")  die 
Unterschrift  R.  de  M . . .  vorkommt.  Diese  Briefe  sind  Bestandtheile 
eines  Briefwechsels  mit  Johann  Bernoulli  und  Niclaus  I.  Ber- 
nonlli,  durch  dessen  Veröffentlichung  De  Montmort,  wie  er  in  der 
Ankündigung  an  die  Leser  ^)  S'igf?  seine  Öchriftstellereitelkeit  der  Liebe 
zur  Wissenschaft  opferte.  In  demselben  neuen  Vorworte*)  wendet 
sich  De  Montmort  gegen  De  Mo i vre  und  dessen  (S.  325)  von  uns 
erwähnte  Bemängelung  der  ersten  Ausgabe  in  einer  eigentlich  durch 
die  Aeusserungen  in  der  Metisura  sortis  nicht  gerechtfertigten  Breite. 
Er  fügte  geschichtliche  Notizen  hinzu.  Dahin  gehört,  dass  De  Mont- 
mort seit  April  1713  den  Anfang  des  Commercium  Epistolieum  kannte^), 
der  ihm  von  Seiten  der  Royal  Society  zugeschickt  worden  war.  Dahin 
gehört  ferner  eine  Erwähnung  von  Cardano's  Abhandlung  De  ludo 
aleae  (Bd.  II,  S.  494 — 495),  deren  Bedeutung  De  Montmort  aber  nicht 
richtig  würdigte,  wenn  er  sagte,  man  finde  dort  nur  Belesenheit  und 
die  Moral  betreffende  Gedanken*^).  Auch  Caranmel  (Bd.  II,  S.  702 
— 703)  wird  als  Verfasser  einer  als  sehr  unbedeutend  geschilderten 
Schrift  über  das  Würfelspiel,  Kybeia,  genannt'),  die  uns  im  Uebrigen 
unbekannt  ist.  Endlich  ist  von  einem  Aufsatze  Leibnizens  über 
Spiele  in  den  Miscellan.  Berolin.  I  die  Rede*).  In  dem  eigentlichen 
Texte  fehlt  es  gleichfalls  nicht  an  geschichtlichen  Erinnerungen.  Von 
einigem  Interesse  dürfte  es  sein,  dass  Descartes^)  als  der  Erfinder 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  gerühmt  ist,  und  dass 
die  Erscheinungszeit  der  Ars  Conjectandi  auf  den  Anfang  des  Monats 
September  1713  angegeben  ist'**).  Aus  diesem  Datum,  zusammen- 
gehalten mit  dem  des  9.  November  1713,  unter  welchem  die  neue 
Auflage  des  Essay  d' Analyse  gutgeheissen  ist,  ergiebt  sich  die  Unab- 
hängigkeit, mit  welcher  beide  Drucke  neben  einander  hergingen. 
Das  Werk  De  Montmort's  konnte  von  dem  Jakob  Bernoulli's  unmög- 
lich mehr  stark  beeinflusst  werden,  weil  es,  als  dieses  herauskam, 
selbst  schon  nahezu  im  Drucke  vollendet  war. 


')  Essay  d' Analyse  etc.  pag.  303  und  öfter.  ')  Ebenda  pag.  370. 

^)  Ebenda  Avertissement  pag.  XXVI.      ")  Ebenda  pag.  XXVII— XXXI.     ■>)  Ebenda 
pag.  XXXV.  ")  Ebenda  pag.  XL:   On  n'y  trouve  qtte  de  Verudition  et  des  re- 

flexions  morales.         ')  Ebenda  pag.  XL  und  387.  ")  Ebenda  pag.  XLI. 

"}  Ebenda  pag.  321.         '")  Ebenda  pag.  401. 
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Was  nun  die  eigentlich  analytischen  Ergebnisse  der  neuen  Aus- 
gabe beti'ifft,  so  können  wir  uns  mit  wenigen  Bemerkungen  begnügen. 
Während  in  der  ersten  Ausgabe  combinatorische  Betrachtungen  erst 
späterhin  auftreten,  sind  sie,  und  zwar  auf  den  Rath  von  Niclaus  I. 
Bernoulli'),  in  der  zweiten  Ausgabe  als  erster  Abschnitt  an  die 
Spitze  gestellt.  Grade  diesem  ersten  Abschnitte  gehöi-en  drei  Sätze 
an,  die  wir  hervorheben.  De  Montmort  macht-)  auf  die  zwischen 
Wahrscheinlichkeitszahlen  und  Polynomialcoefficienten  vorhandenen 
Beziehungen  aufmerksam.  Er  spricht  aus*),  dass  die  1  als  Divisor 
mitgerechnet  und  «i,  Oj,  ...  a„  als  Primzahlen  gedacht,  die  Divisoren- 
zahl von  a{^a-2'-  ...  a^f  sich  durch  das  Product 

(ei  +  l)fe  +  l)...(e^  +  l) 
darstelle.     Er  lässt'*)  figurierte  Zahlen  mit  in  jeder  neuen  Zeile  neu 
hinzittretenden  Erzeugungszahlen,  generateurs,  bilden.    Der  JName  gene- 
rateur  und  die  Bildungsweise  von 
a    a         a  a  a  a 

h     a-\-h       2a  ^h  3n  +  5  4«  +  5 

c         ff +  ?»  +  (•       3«  +  2ö  +  f  6ff  +  36  4- c 

d  a  +  ?>  +  c  +  r7      4«  +  86  +  2c  +  rf 

a  a 

ba  -\-h  6ff  +  & 

lOrt  +  4ft  +  c  15ff  +  5&  +  c 

lOff  +  6&  +  3c  +  rf  20ff  +  10&  -f  4c  +  f/ 
erinnern  zu  sehr  an  das,  was  Leibniz  seiner  Zeit  (S.  73)  als  diffe- 
rentiae  r/eneratrices  bekannt  war,  und  was  De  Montmort  in  dem  Com- 
mercium Epistolicum  aufgefallen  sein  mochte,  als  dass  wir  nicht 
darauf  hinweisen  sollten.  Der  zweite,  dritte  und  vierte  Abschnitt 
handeln  von  Spielen,  deren  Gewinnwahrscheinlichkeiten  combinatorisch 
untersucht  werden.     Den  fünften  Abschnitt  bilden  Briefe. 

Wir  haben  von  denselben  schon  oben  reden  müssen.  Der  erste 
Brief  rührt  von  Johann  Bernoulli  her*),  welcher  an  De  Montmort 
ki-itische  Bemerkungen  zur  ersten  Ausgabe  des  Essay  d"Analyse  ge- 
richtet hatte,  und  ähnlichen  Inhaltes  ist  auch  ein  erster  Brief  von 
Niclaus  I.  Bernoulli*).  An  letzteren  knüpfte  sich  dann  ein  ganzer 
Briefwechsel,  in  welchem  neben  mancherlei  Spielen  auch  Integral- 
rechnung und  höhere   Curvenlehre   den   Gegenstand   gelehrter  Unter- 

')  Essay  d'Anahjse  etc.  pag.  33-i— 335.  -)  Ebenda  pag.  34.  ')  Ebenda 
pag.  55.  4)  Ebenda  pag.  63.  *)  Ebenda  pag.  283—298.     Der  Brief  steht 

auch    in    Joh.   Bernoulli,    Opera  I,  453  —  468.  ')    Essay   d'Analyse   etc. 

pag.  299—303. 
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haltung  bildeten.  Der  Zeit  nach  erstrecken  .sich  die  Briefe  yom 
17.  März  1710  bis  zum  15.  November  1713,  der  letzte  muss  folglich 
nach  der  Gutheissung  des  Druckes  vom  'J.  November  Aufnahme  ge- 
funden haben.  Am  bekanntesten  ist  ein  Brief  von  Niclaus  I.  Ber- 
noulli  vom  9.  September  1713  geworden.  Der  Briefschreiber  stellt 
in  ihm  folgende  Aufgabe'):  A  verspricht  dem  B  einen  Thaler,  wemi 
er  mit  einem  gewöhnlichen  Würfel  gleich  beim  ersten  Wurfe  ß  Augen 
werfe,  2  Thaler,  wenn  er  die  ß  im  2.  Wurfe  wirft,  3,  4  Thalei-,  wenn 
er  erst  im  3.,  4.  Wurfe  die  gewünschte  Augenzahl  erreicht  u.  s.  w. 
In  einem  zweiten  Falle  zahlt  Ä  dem  B  in  geometrischer  Reihe  wach- 
sende Belohnungen.  Man  fragt  nach  B'ä  morali.scher  Erwartung, 
quelle  est  l'esperance  de  B.  De  Montmort  meint  in  seiner  Antwort^), 
die  Aufgabe  biete  keinerlei  Schwierigkeit.  Es  handle  sich  nur  um 
die  Auffindung  von  Eeihensummen,  bei  welchen  Zähler  als  arithme- 
tische oder  als  geometrische  Progression,  als  2.,  3.  Potenzen  u.  s.  w., 
Nenner  aber  in  geometrischer  Progi-ession  auftreten.  Wir  werden  im 
nachfolgenden  letzten  Abschnitte  unseres  Bandes  die  Arbeiten  von 
Daniel  Bernoulli  aus  den  Jahren  1730  und  1731  kennen  lernen, 
welche  unter  Abändeiimg  der  Bedingungen  der  Aufgabe  ihre  Schwierig- 
keit, aber  auch  ihre  theoretische  Bedeutung  wesentlich  steigerten. 

Unter  den  von  De  Montmort  genannten  Arbeiten  war  auch  eine 
Abhandlung  von  Leibniz.  Da.ss  es  dem  Manne,  von  dem  wir  (S.  321) 
sagen  durften,  er  habe  die  combinatorische  Analysis  in  das  Leben 
gerufen,  nicht  an  Interesse  für  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  fehlte, 
ist  nur  naturgemäss.  Schon  ll)S7  äusserte  sich  Leibniz  in  einem  Briefe 
an  Vincent  Plakke  oder  Placcius^),  der  seit  1675  Professor  am 
akademischen  Gymnasium  in  Hamburg  war,  über  das  thörichte  Be- 
ginnen der  Rechtsgel  ehrten  und  der  Aerzte,  welche  den  Mund  voll- 
nehmen mit  Ausdrücken  von  der  Art,  dass  Gründe  nicht  nach  der  Zahl, 
sondern  nach  dem  Gewichte  zu  schätzen  seien,  und  die  doch  von 
einer  Waage  nichts  wissen,  auf  welcher  die  Gründe  gewogen  werden 
können*).  Mit  den  Mathematikern  müsse  man  die  Gewissheit  als 
Ganzes,  die  Wahrscheinlichkeiten  als  dessen  Theile  betrachten.  Wahr- 
scheinliches verhalte  sich  zum  Wahren,  wie  ein  spitzer  Winkel  zu 
einem  rechten.  Rechtsentscheidungen,  Theilungen  u.  s.  w.  sollten  nach 
den  Gesetzen  dieser  Wahrscheinlichkeit  stattfinden,  .so  dass,  wenn  zwei 
Leute  L  und  .1/  an  eine  Summe  Anspruch  erheben,  und  es  doppelt 
so  wahrscheinlich  sei,  dass  L  als  dass  31  im  Recht  sei,  eine  Theilimg 

')  Essaii  d'Annlyse  etc.  pag.  4U2.  'i  Ebenda  pag.  407.  ')  Allgempine 
deutsche  Biographie  XXVI,  2-M  .\itikel  von  K.  Hoche.  '1  Der  Brief  ist  ab- 

gedruckt in  der  1768  durch  Dutens  veranstalteten  Genfer  Gesammtausgabe  der 
Leibnizischen  Werke  Bd.  VI  S.  36—37. 
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der  Siunme  im  Verhältnisse  2  :  1  zwischen  beiden  stattzufinden  habe. 
Bei  den  Gerichten  sei  freilich  eine  derartige  Theilung  nicht  im 
Gebranch. 

Es  kann  ferner  nicht  Wunder  nehmen,  dass  im  Briefwechsel 
zwischen  Leibniz  und  Jakob  Bernoulli  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung berührt  wurde.  Im  April  1703  schrieb  Leibniz^)  zuerst, 
er  habe  davon  gehört,  dass  die  Wahi-scheinlichkeitsrechnung,  welche 
er  sehr  hoch  schätze,  von  Jenem  bedeutend  ausgebildet  worden  sei; 
er  seinerseits  wünschte,  dass  Jemand  verschiedene  Spiele  rechnungs- 
mässig  behandelte,  das  sei  eine  angenehme  und  nützliehe  Aufgabe 
und  auch  eines  schwerwiegenden  Mathematikers  nicht  unwürdig. 
Jakob  Bemoulli  antwortete  im  October-),  es  sei  wahr,  dass  er  schon 
seit  Jahren  an  einem  Werke  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sitze 
und  nur  den  letzten  Abschnitt  der  Anwendung  auf  bürgerliche,  sitt- 
liche und  wirthschaftliche  Gegenstände  nicht  vollendet  habe.  Er  er- 
klärt nun,  was  er  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  nenne  und  fährt 
fort,  es  sei  merkwürdig,  dass  auch  der  Dümmste  durch  einen  natür- 
lichen Trieb  das  Gefühl  habe,  bei  Mehrang  der  Beobachtungen  komme 
man  der  Wahrheit  immer  näher.  Diesen  Satz  könne  man  aber  genau 
und  mathematisch  beweisen.  Man  könne  noch  weiter  gehen,  und  er 
sei  im  Stande,  die  Zahl  der  Beobachtungen  anzugeben,  welche  dazu 
führen,  dass  es  lOOmal,  lOOOmal,  lOOOOmal  wahrscheinlicher,  mitbin 
moralisch  gewiss  werde,  dass  ein  aufgestelltes  Zahlenverhältniss  der 
vorkommenden  Fälle  das  richtige  sei,  und  dieses  genüge,  um  unseren 
Vermuthungen  im  bürgerlichen  Leben  eine  wissenschaftliche  Grand- 
lage  zu  geben.  Sein  Bruder  Johann,  erzählt  Jakob  Bernoulli  in  dem 
gleichen  Briefe,  wisse  schon  seit  12  Jahren  von  diesem  Satze,  habe 
aber  aus  Verkleinerungssucht  sich  unwissend  gestellt,  als  De  l'Höpital 
ihn  einmal  darüber  befragte.  Leibniz^)  wollte  auf  diese  Erfahrangs- 
wahrscheinlichkeit  nicht  viel  geben.  Ein  Brief  vom  8.  December  ent- 
hält seinen  Einwurf,  eine  folgende  Erfahrung  könne  vorhergehende 
über  den  Haufen  werfen.  Neue  Krankheiten  könnten  z.  B.  entstehen, 
welche  frühere  Annahmen  über  die  Dauer  des  menschlichen  Lebens 
umstossen.  .Am  20.  April  1704  bleibt  Bernoulli*)  bei  seinen  Behaup- 
tungen. Es  handle  sich  um  einen  mathematisch  streng  bewiesenen 
Satz,  dessen  Beweis,  wie  er  wiederholt,  Johann  vor  12  Jahren  sah 
und  richtig  fand.  Xeue  Krankheiten  könnten  allerdings  entstehen, 
aber  daraus  folge  nur,  dass  immer  neue  Beobachtungen  angestellt 
werden  müssen,  und  dass  es  gewiss  sei,  dass  Derjenige  ungeheuer  von 


•)  Leibniz  III,  71.         »'  Ebenda  m,  77—78.         ')  Ebenda  HI,  8.i— 84, 
*}  Ebenda  m,  87—89. 
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der  Wahrheit  abweichen  würde,  der  versuchen  wollte,  aus  heutigen 
Londoner  und  Pariser  Beobachtungen  Schlüsse  auf  die  Lebensdauer 
der  Pati-iarchen  vor  der  Sintfluth  zu  ziehen.  Am  2.  August  fügte  er 
hinzu'),  wenn  die  Erfahrung  auch  nur  näherungsweise  Sterblichkeits- 
zahlen liefere,  so  sei  das  selbst  in  der  Geometrie  nicht  unerhört.  Das 
Verhältniss  des  Kreisdurchmessers  zur  Peripherie  könne  genau  nur 
durch  unendlich  viele  Decimalstellen  der  Ludolphischen  Zahl  angegeben 
werden,  und  doch  habe  Archimed  es  genügend  erklärt,  indem  er  es 
zwischen  die  Grenzen  7  :  22  und  71  :  223  einschloss.  Leibniz")  Hess 
am  28.  November  das  Beispiel  mit  der  Ludolphischen  Zahl  nicht 
gelten.  Bei  dieser  bringe  jede  neue  Decimalstelle  eine  vermehrte  An- 
näherung. Ob  riber  jede  neue  Erfahrung  die  bisherigen  Annahmen 
stets  verstärke,  wisse  man  nicht.  Jakob  BernouUi  antwortete  nicht 
mehr.  Am  28.  Februar  1705  fragte  er  zwar  wiederholt'^),  ob  Leibniz 
ihm  nicht  die  Schrift  De  Witt's  über  Sterblichkeit,  welche  schon  vor- 
her in  dem  Briefwechsel  mehrfach  erwähnt  wurde,  leihweise  zuschicken 
woUte,  aber  auf  eine  weitei'e  Vertheidigung  seiner  Erfahrungswahr- 
scheinlichkeit  liess  er  sich  nicht  ein.  Im  April  etwa  erwiderte 
Leibniz'),  er  könne  De  Witt's  Schrift  zunächst  nicht  auffinden,  Ber- 
nouUi würde  aber  in  ihr  kaum  Neues  entdecken.  Sie  beruhe  auf 
denselben  Grundlagen  des  zwischen  gleich  Ungewissem  zu  nehmenden 
arithmetischen  Mittels  wie  Pascal's  Triangle  arithmetique  und  Huygens' 
Würfelabhandlung.  Man  wird  in  dieser  Hinweisung  Leibnizens  keinen 
Widerspruch  gegen  unsere  Bemerkung  (S.  329),  Jakob  Bernoulli  habe 
Pascal's  Triangle  nrithme'tique  nicht  gekannt,  finden  wollen.  Jakob 
Bernoulli  starb  im  August  1705.  In  den  vier  Monaten,  welche 
höchstens  zwischen  seinem  Tode  und  dem  Empfang  des  Leibnizischen 
Briefes  lagen,  war  er  meistens  krank.  Er  hat  deshalb  wahrscheinlich 
von  jenem  Hinweis  keinen  Gebrauch  mehr  machen  können. 

Im  December  1705  äusserte  sich  Leibniz °)  gegen  den  schottischen 
Edelmann  Thomas  Burnett  de  Kemney,  er  billige  es  sehr,  wenn 
man  über  Verstandesspiele  schreibe,  nicht  grade  um  ihrer  selbst 
willen,  aber  weil  derartige  Untersuchungen  in  der  Kunst  des  Denkens 
weiterbringen. 

Der  erste  Band  der  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie, 
der  1710  unter  dem  Titel  der  Miscellanea  Berolinensia  im  Drucke 
erschien,  enthielt  einen  kurzen  Aufsatz  von  Leibniz  über  einige  Spiele. 
Das  war  derjenige  Aufsatz,  von  welchem  De  Montmort  in  der  zweiten 
Ausgabe  seines  Essay  d'Analyse  des  jeux  de  Hazard  sprach  (S.  336). 

')  Leibniz  III,  91.  *)  Ebenda  III,  94.  ')  Ebenda  HI,  95.  «)  Ebenda 
in,  99.  *)  Leibniz,  Philosophische  Schriften  (herausgegeben  von  C.  J.  Ger- 
hardt) III,  304. 
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Leibniz  erzählt  darin,  dass  De  Mere  seiner  Zeit  durch  Spielaufgaben 
Pascal  die  erste  Anregung  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gegeben 
habe  (Bd.  II,  S.  688),  dass  dann  Fenrnt,  nach  diesem  Huygens  tiefer 
eingedningen  seien.  Er  erwähnt,  er  selbst  habe  wiederholt  zu  Unter- 
suchungen über  Spiele  aufgefordert,  nicht  der  Spiele  halber,  sondern 
wegen  der  bei  der  Untersuchung  anzuwendenden  Kunst  der  Erfindung. 
Unter  den  Spielen,  die  er  als  Beispiel  nennt,  i.st  das  Solitärspiel, 
und  Leibniz  meint,  aus  demselben  lasse  sich  durch  Umkehrung  ein 
noch  eleganteres  Spiel  bilden,  wenn  man,  an.statt  die  Steine  allmälig 
Tom  Solitärbrett  zu  entfernen,  solche  vielmehr  allmälig,  unter  Um- 
kehruug  der  für  ihre  Entfernung  giltigen  Regeln,  auf  das  Brett  zu 
bringen  und  dadurch  eine  vorgeschriebene  Figur  zu  erzeugen  sich 
bestrebe.  Auch  von  einem  chinesischen,  von  einem  altrömischen  Ver- 
standesspiele ist  gelegentlich  die  Rede,  aber  nirgend  geht  Leibniz 
über  allgemeine  Redensarten  hinaus.  Wie  er  insbesondere  die  Be- 
handlung des  Solitärspiels  und  dessen  Umkehrung  anfgefasst  wissen 
will,  sagt  er  nirgend. 

An  den  geistreichen  und  gelehrten  Louis  Bourguet  aus  Neuf- 
chatel,  der  .sich  damals  in  Venedig  aufhielt,  schrieb  Leibniz  im  März 
1714  zur  Empfehlung  von  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen.  Er  nannte 
hier  neben  De  Mere  und  Pascal,  neben  Fermat  und  Huygens  noch 
De  Witt  und  Hudde  und  endlich  Jakob  Bernoulli,  den  er  auf  jenes 
Gebiet  hingewiesen  habe'),  was  allerdings,  wie  wir  wissen,  nicht  zu- 
trifft. Leibniz  war  mit  seineu  Hinweisungen  erst  gekommen,  als  die 
Ars  Cogitandi  längst  in  Arbeit  war.  In  dem  Briefe  an  Bourguet  ist 
auch  der  Unterschied  zwischen  Wahrscheinlichkeit  a  priori  und  «  po- 
steriori erwähnt. 

Ein  weiterer  Correspondent  Leibnizens  war  Nicolas  Remond 
in  Paris,  der  Bruder  von  Pierre  Remond  De  Montmort.  Auch  ihm 
gegenüber  rühmte  Leibniz  im  Februar  1715  die  mathemati.sche  Be- 
schäftigung mit  Spielen  und  erkundigte  sich,  ob  der  Bruder  nach 
seinem  Wunsche  fortfahre  Solches  zu  üben^). 

Remond  De  Montmort  war  gleichfalls  einmal  in  brieflichem 
Verkehre  mit  Leibniz.  Er  hatte  ihm  seinen  Essay  d' Analyse  des  jeux 
de  Hazard  in  ei'ster  wie  in  zweiter  Auflage  zugeschickt,  aber  beide 
Sendungen  gingen  verloren,  wie  wir  einem  Briefe  De  Montmort's  vom 
Februar  1714  entnehmen').  Erst  zwei  Jahre  später,  im  Januar  171(3, 
antwortete  Leibniz*),  und  hier  finden  sich  immer  wieder  die  gleichen 
Anpreisungen   einer  mathematischen,   die  Erfindungsgabe  schärfenden 

')  Leibniz,  Philosophische  Schriften  (herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt) 
in.  570:    Feil  Monsieu/r  Bernoulli  u  cultive  cette  mattere  xur  mes  cxltortatioiis. 
-    Ebenda  III,  638— 63'J.         ^  Ebenda  III,  666.         *)  Ebenda  lU,  667—669. 
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Bearbeitung  der  Spiele,  sowie  clie  Erwähnung  der  in  den  Miscellanea 
Berolineusia  von  1710  abgedruckten  Bemerkungen  über  das  Solitär- 
spiel.  Die  Benutzung  De  Montmort's  als  Mittelperson  im  Prioritäts- 
streite (S.  311)  fiel  kurze  Zeit  später. 

Fassen  wir.  was  in  die.sem  Kapitel  von  Leibniz  zu  erwähnen  war, 
und  was  wir  erwähnten,  weil  es  eben  um  Leibniz  sich  handelte,  zu- 
sammen, so  ist  das  äusser.st  dürftige  Ergebniss,  dass  Leibniz  bei  oft 
ausgesprochenem  Interesse  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nichts 
in  ihr  leistete. 

Recht  geringfügig  sind  ferner  zwei  Aufsätze  in  den  P.  T.  für 
1715  von  Niclaus  L  Bernoulli')  und  von  De  Moivre^).  Sie  be- 
treffen nur  anderweitige  Auflösungen  einer  Aufgabe,  welche  schon 
in  De  Moivres  Mensura  sortis  von   1711   vorkam. 

Von  hoher  Bedeutung  war  dagegen  ein  neues  Werk  von  DeMoivre, 
seine  Doctrine  of  CJiances,  welche  erstmalig  1716,  dann  in  zweiter  ver- 
änderter und  vielfach  enveiterter  Ausgabe  1738,  zum  dritten  Male 
1756  gednickt  ist.  In  die  zweite  Ausgabe  ist  neben  anderen  Zu- 
sätzen der  Inhalt  einer  1724  besonders  veröffentlichten  kleinen  Schrift 
De  Moivre's  Annuities  upmi  Lives,  welche  selbst  mehi-ere  Auflagen 
erlebte,  hineingearbeitet*)  und  nicht  minder  Theile  seines  Miscellanea 
anahjtica  von  1730.  Die  späten  Dinge  übergehen  wir  hier  selbst- 
verständlich in  unserem  Berichte,  um  sie  erst  im  folgenden  Abschnitte, 
wohin  sie  ihrer  Entstehungszeit  nach  gehören,  zur  Sprache  zu  bringen. 
Die  Dodrine  of  Chances  ist  aus  der  2Ie)isura  sortis  von  1711  heraus- 
gewachsen, und  sie  verleugnet  diesen  ihren  ürspi-ung  keineswegs. 
Grundlegend  ist  und  bleibt  die  Binomialentwicklung  (S.  325),  deren 
einzelnen  Gliedern  bestimmte  Deutungen  als  Wahrscheinlichkeitszahlen 
beigelegt  werden.  Und  noch  Eines  ist  De  Moivre's  Entwicklungen 
in  noch  höherem  Gi'ade  als  denen  seiner  Vorgänger  eigenthümlich. 
Er  benutzt  regelmässig  frühere  Aufgaben  in  den  späteren,  die  er  auf 
jene  zurückführt,  i\nd  in  jeder  einzelnen  Aufgabe  übt  er  nicht  minder 
Zurückführung  in  dem  Sinne,  dass  er  auftretende  Zahlenergebnisse 
durch  bestimmte  Buchstaben  ausdrückt,  welche  im  weiteren  Verlaufe 
der  Rechnung  mitgeführt  werden.  Neben  diesen  allgemeinen  Erschei- 
nungen sollen  noch  sehr  wenige  Einzelheiten  erwähnt  werden.  Die 
eine  besteht  darin,  dass,  während  andere  Schriftsteller  combinatorische 
Sätze  voranstellten,  aus  welchen  sie  Folgerungen  für  die  Ab.schätzung 
von  Wahrscheinlichkeiten  zogen.  De  Moivre  es  grade  entgegengesetzt 


')  P.  T.  XXIX,  133—144.  »^  Ebenda  XXIX.  145—158.  ')  Uns  lagen 

rlie   Doctrine  of  Chances  von   1738   und   die   dritte  Auflage  der  Annuitits  upon 
Lives  von  1750  vor,  nach  welcher  wir  citiren. 
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machte*).  Wie  gross  ist  dio  Wuliixoheinlichkeit,  fragt  er,  für  die 
Elemente  aahhhcccc  gnido  in  dieser  Reihenfolge  zu  erscheinen?    Das 

eine  a  zuerst  zu  greifen,  hat  die  AValirsclieinlichkcit    "  ,   alsdann    das 

zweite  <i  zu  wählen  die  Wahrscheinlichkeit  — •    Nun  sind  noch  7  Ele- 

mente  vorhanden.    Untei'  ihnen   das  erste,  zweite,  dritte  /)  zu  erfassen, 

geschieht    mit    den   Wahrscheinlichkeiten     _  ,    "  ■     Die    4    zuletzt 

allein  übrigen  c  müssen  gewiss,  also  mit  der  Wahrscheinlichkeit  1, 
nachfolgen.      Das    Product    aller    Wahrscheinlichkeiten    ist    demnach 

VT  •-•,•  —  ••.•  ^  =  rs-.;; ,   und   1 260   ist   die  Anzahl   der  au.s   den 

fl        8        7        H        ;>        1  1260 ' 

gegebenen  Elementen  zu  bildenden  Permutationsformen,  eine  Rech- 
nung, die  in  einem  Zusätze  mit  allgemeinen  Buchstaben  statt  der  Zahlen 
2,  3,  4  wiederholt  wird.  Wie  gross,  fragt  De  Moivre  weiter,  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  aus  den  Elementen  a,  h,  c,  d,  e,  f  grade  die  zwei 
a,  b   oder   die   drei   a,  b,  c  blindlings   zu   ergreifen?     Zuerst  a  oder  b 

2 

ZU  greifen,  hat  die  Wahrscheinlichkeit  -"  •  Alsdann  den  von  beiden 
Buchstaben  zu  greifen,  der  das  erste  Mal  verfehlt  wurde,  hat  die 
Wahi"scheinlichkeit  -r-  ■    Das  Product  beider  Wahrscheinlichkeiten  ist 

o 
2        1 

^     -r-    Im  anderen  Beispiele  sind,  wie  leicht  ersichtlich,  die  mit  ein- 

ander    zu    vervielfachenden    Wahrscheinlichkeiten    -r,    ,  ,  ~r  •      Auch 

6  '    5  '    4 

hier  erweitert  ein  Zusatz  die  Aufgabe  auf  das  Ziehen  von  p  be- 
stimmten Buchstaben  unter  ii,  die  alle  von  einander  verschieden  sind, 
und  die  Anzahl   der  entsprechenden  Combinationsformen  erweist  sich 

als  — :  " " ^X-/ .     Eine    andere    nicht    uninteressante    Einzel- 

1  .2  . . .  p 

heit^)  besteht  in  der  wieder  von  Wahrscbeinlichkeitsbetrachtungen 
ausgehenden  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  Permutationsfonnen 
aus  n  von  einander  verschiedenen  oder  zum  Theil  unter  einander 
gleichen  Elementen  es  gebe,  in  welchen  eine  gegebene  Anzahl  von 
Elementen,  nicht  mehr  noch  weniger,  grade  an  der  Stelle  sich  be- 
finde, welche  ihrer  eigenen  Rangordnung  entspricht. 

Wir  erwähnten  oben,  dass  De  Moivre  1724  ein  Büchelchen 
unter  dem  Titel  Annuifirs  upon  Lives  dem  Drucke  übergeben  habe. 
De  Moivre  ging  bei  diesen  Untersuchungen,  wie  er  in  der  Vorrede 
erklärt,  von  Ha  Hey 's  Tafeln  aus  und  fand,  dass  die  Abnahme  der 
Lebenden   innerhalb   beträchtlicher   Zeiträume    in    arithmetischer   Pro- 


•i  Bactrim  ofClmmes.   Problem  XVI,  XVII,  XVIII  pag.  72—74.      ^  Ebenda. 
Problem  XXXIV,  XXXV  pag.  95—103. 
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gression  erfolge^).  Recknung  lehrte  ihn  dann,  dass  man  nicht  einmal 
Terschiedene  arithmetische  Progressionen  aneinanderzureihen  brauche, 
sondern  dass  man  vom  12.  bis  zum  S6.  Lebensjahre  eine  einzige  mit 
gleichen  Unterschieden  Ton  Jahr  zu  Jahr  abnehmende  Zahl  der  Leben- 
den voraussetzen  dürfe.  Die  nach  oben  und  unten  vorkommenden 
Abweichungen  höben  sich  in  ihren  Ergebnissen  auf.  Diese  Annahme 
bildet  demnach  eine  Gnmdlage  der  Sätze  und  Tafeln,  welche  den 
Hauptbestandtheil  der  kleinen  Schrift  ausmachen.  Erst  einem  An 
hange  ist  es  vorbehalten,  die  Beweise  für  die  vorher  ausgesprochenen 
Behauptungen  zu  bringen.  Als  Beispiel  möge  die  erste  der  be- 
wiesenen Formeln  dienen"). 

Lebensergänzung')  nennt  De  Moivi-e  die  Anzahl  n  der  Jahre, 
welche  zwischen  dem  Alter  des  Rentennehmers  und  dem  höchsten 
Lebensalter,  als  welches  das  Alter  von  86  Jahren  gilt,  liegen.  Als 
Zinsverhältniss*)  wird  unter  Annahme  von  ^-procentiger  Verzin- 
sung der  Ausdinick  r  =  1  -\-  ---^    benannt.     Die   Rente    selbst   soll    1 

betragen.  Der  Baarwerth  einer  unter  allen  L'mständen,  also  gleich- 
giltig  ob  der  Rentennehmer  am  Leben  bleibe  oder  inzwischen  .sterbe, 
n  Jahre  lang  einzuzahlenden  Rente  1  sei  P,  so  wird  der  Baarwerth 
der  auf  Lebensdauer  des  86  —  «-jährigen  Rentennehmers  vereinbarten 

Einheitsrente  sich  auf —   belaufen.     Wenn   das   Absterben   der 

)•  —  1 

Altersgenossen   des  Rentennehmers   innerhalb  i)  Jahren   so  stattfindet, 

dass  die  Anzahl   der  Lebenden  sich  jährlich  um  Gleiches  vermindert, 

so  beträgt  diese  Durchschnittszahl  der  Todesfälle  jährlich  —  der  zu 
Anfang  Lebenden,  oder  die  Wahrscheinlichkeit  das  nächste,  das  nach- 
folgende, .  .  .  das  «te  Jahr  zu  erreichen  ist  ,  - — ",  .  .  .  —  ■    Mit 

ihr  wird  die  Rente  1  vervielfacht  und  der  Baarwerth  durch  Division 
mit  entsprechenden  Potenzen  von  r  gefunden.  Die  Baarwerthe  sämmt- 
licher  Jahresbeträge  vereinigen  sich  also  zu 

'l^li  +  ü^^ +  ...  +  -_!_ 
nr       '      nr'      '  '     »r"""-' 

welche   «  —  1-gliedrige    Reihe    zu    summiren    ist.     Dazu    bedürfe   es, 

erklärt  De  Moivre"\.  einer  etwas  mehr  als  gewöhnlichen  Fertigkeit  in 

')  Amntities  upon  Lives  pag.  VIII:  Two  or  three  Years  after  the  Publication 
of  the  fi]-st  Edition  of  my  Doctrive  of  Chances  I  took  theSuhject  into  considera- 
Hon;  and  considling  I>r.  Halley's  Table  of  Observations ,  I  fomtd  thaf  the  Decre- 
ments  of  Life,  for  considerable  Intrrrah  of  Time,  icere  in  Arillimetic  Progression. 
-)  Ebenda  pag.  S3 — 86.  *)  Complement  of  Life.  *)  Bäte  of  Interest. 

')  As  the  Eeasoninys  that  led  me  to  that  general  Expression,   requires  something 


Combiiiatorisehe  Aualvsis.     Wabi-scheinlichkeitsrechnunjr.  34Ö 

der  Reihenlehre,    und    deslialb    wolle    er   die   Formel    uicht  ableiten. 

Er  begnügt  sich  damit,  sie  nachträglich  zu  beweisen.     Die  von  ihm 
als  P  bezeichnete  Grösse  sei  bekannt.     Sie  sei 


P=l  +  H^  +  -- 

■+■■• 

Daraus  folge 

j        r      -p       n-i        1          1 

— 

1 

n                     n            nr        nr' 

«,•"-» 

Dann  sei   femer 

Multipliciere  man  beide  Reihen  mit  einander,  so  entstehen  die  Theil- 
producte 


«  — 1 

1 
nr- 

— 

1 

1 

1 

i  etc. 

n  —  1 

— 

1 

1 

1 

~«7'  " 

1     , 

„  etc. 

>i  r- 

H 

—  1 

1 

1 

1 

i i «  etc. 

nr'  nr*        nr°        «» 

n  — 1  1  1        , 

5 i i    etc. 

nr*  nr°        nr" 

n  — 1  1       , 

s «  etc. 

— r  etc., 
deren  Addition 

»1  —  1     ,     II  —  2     ,     n  —  3     ,     H  —  i     ,     n  —  5     ,     n  —  6      , 

i-  H ?-  H r^  H r-  H r-  etc. 

nr       '       lir*      '       nr'      '       nr*      '       n  r^      '       »c^ 

liefere,  das  heisst  die  Reihe,  als  deren  Summe  ^^^ —  genannt 
worden  sei. 

Bei  Untersuchung  des  Werthes  verbundener  Lebensrenten-')  nimmt 
De  Moi\Te  seine  Zuflucht  zu  einer  künstlich  erfundenen  Lebensdauer'-), 
bei  welcher  angenommen  wird,  die  Wahrscheinlichkeit  im  folgenden 
Jahre   bei   Leben   zu   bleiben,   beziehungsweise   zu   sterben,   sei  stets 

gleichbleibend  — ^^  und  — ;— r,  oder,  mittels  a  A-h  =  s,  die  Lebens- 
Wahrscheinlichkeit  für  das  ie  nächste  Jahr  sei  —  Die  Wahrscheiu- 
lichkeit  ein  2.,  3.,  4.  .  .  .  Jahr  zu  erreichen  ist  demnach  — ,  -^,  -5-  ■••, 
und    der   Baarwerth    einer   Einheitsrente    besteht    in    der  Summe    der 


more,  than  an  ordinary  Skill  in  the  Doctrine  of  Series,  I  shaTl  forbear  to  mention 
thein  in  this  Place. 

')  Annuities  upon  Lives  pag.  87 — 9'2.         ■)  a  fictitious  Live. 
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geometrisclien    Progression 1-  ^-, -| — .-   -f- •  •  •  ^ Hatte 

man  nun  vorher  den  Werth  der  Einheitsrente  als  WI  kennen  gelernt, 

so  folgt   M  = ,  —  =  "sj— f -,-   oder  die  Lebenswahrscheinlichkeit 

für  jedes  nächste  Jahr  unter  Annahme  der  künstlichen  Sterblichkeits- 
ordnung ist  nachträglich  rechnungsmässig  gefunden. 

Ein  späterer  Schiiftsteller,  dessen  Leistungen  auf  allen  Gebieten 
der  Mathematik  im  XVIIL  Abschnitte  unsere  Bewunderung  in  An- 
spruch nehmen  werden,  aber  auch  dort  nicht  sämmtlich  zur  Rede 
kommen  können,  weil  wir  geuöthigt  sind  eine  Zeitgi-enze  einzuhalten, 
Leonhard  Euler,  hat  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
für  1760  De  Moivre's  künstliche  Sterblichkeitsordnung  als  die  that- 
sächlich  vorhandene  betrachtet*). 

Wenn  ein  Ergebniss  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  statt  der 
Wirklichkeit  genommen  wird,  so  i.st  damit  ein  Fehler  verbunden. 
Noch  weniger  vermeidet  man  Fehler,  wenn  das  Ergebniss  einer  Be 
obachtung  als  unbedingt  wahr  betrachtet  wird.  Diesen  Fehler  einer 
Schätzung  zu  unterbreiten  ist  nach  und  nach  eine  der  wichtigsten 
Aufgaben  geworden.  Schon  Jakob  Bernoulli  hat  ihr  in  seiner 
Fassung  des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
seine  Aufmerksamkeit  zugewandt.  Eine  Fehlerschätzung  bei  astrono- 
mischen und  geodätischen  Aufgaben  hat  zuerst  Roger  Cotes  in 
seinem  nachgelassenen  1722  gedruckten  Aufsatze  Äestimatio  errorum 
in  mixta  mathesi  per  variationes  partium  trianguli  plani  et  sphamci 
versucht,  indem  er  zugleich  den  Begriff  eines  von  einander  verschie- 
denen Gewichtes  der  Beobachtungen  einführte.  Wir  werden 
darüber  im  99.  Kapitel  berichten,  wenn  wir  die  gleiche  Abhandlung 
in  anderem  Zusammenhange  besprechen.  Wir  verweisen  einstweilen 
nur  mit  dieser  leisen  Andeutung  auf  die  spätere  Stelle. 


97.  Kapitel. 

Reihen!  ehre.     Differenzeiireclinung. 

Wir  sahen  im  85.  und  86.  Kapitel  die  Lehre  von  den  unendlichen 
Reihen  entstehen  und  sogleich  ein  gewaltiges  Wachsthum  annehmen. 
Wenn  auch  etwas  geringer,  ist  der  Zusatz,  den  diese  Lehre  in  dem 
ersten  Viertel  des  achtzehnten  Jahrhunderts  erhielt,  und  den  wir  jetzt 
zu  schildern  haben,  keineswegs  unbedeutend.  Wir  werden  uns  ge- 
statten   bei    dieser    Gelegenheit    auch    einige    Untersuchungen    zu    er- 


')  BecJierches  generales  sur  la  muiialife  et  la  inultiplicutioH  du  yeiire  humain. 


Reihenlehre.     DiÖereiizeurechnuug.  347 

wähnen,  von  deueu  es  zweifelhaft  sein  könnte,  ob  sie  mit  Recht  hier 
znr  Behandlung  kommen,  welche  wir  aber  andei-wärts  noch  weniger 
gut  unterzubringen  wissen. 

So  z.  B.  gehören  die  1703  in  den  Abhandlungen  der  Pariser 
Akademie  des  Sciences  von  Leibniz^)  veröffentlichten  (redanken  über 
ein  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  2  nur  sehi-  bedingter  Weise 
ziir  Reihenlehre.  Leibniz  hat  schon  1698  die  Grundzüge  seiner  DyacUk 
in  einem  Briefe  an  Job.  Ch.  Schiüenbiu-g-)  auseinandergesetzt  und  dort 
behauptet,  sich  schon  seit  zwanzig  und  mehr  Jahren  damit  beschäftigt 
zu  haben*).  Im  Drucke  aber  sprach  er,  wie  bemerkt,  erst  1708  es 
aus,  dass  die  beiden  Zahlzeichen  0  und  1  genügen,  jede  beliebige  Zahl 
darzustellen,  oder  andei-s  ausgedi-ückt ,  dass  jede  Zahl  in  eine  nach 
Potenzen  der  Gnmdzahl  2  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden 
köime,  deren  Coefticienteu  niu-  0  oder  1  .seien.  Zum  praktischen  Ge- 
brauche empfiehlt  Leibniz  dieses  Zweiersystem  allerdings  nicht.  Die 
Reihen  werden  für  nur  massig  grosse  Zahlen  viel  zu  lang,  jedenfalls 
weit  länger  als  sie  in  dem  Svsteme  von  der  ijewohnteu  Grundzahl  10 
ausfallen,  oder  gar  in  einem  solchen  von  der  Grundzahl  12  oder  l(i 
ausfallen  würden,  wenn  man  ein  solches  in  Uebung  hätte.  Nur  das 
theoretische  Interesse  wird  hervorgehoben,  und  fei-ner  glaubte  Leibniz 
irrigerweise  die  chinesischen  Kuas  als  dvadisch  geschriebene  Zahlen 
erklären  zu  können  (Bd.  I,  S.  9). 

Eine  mit  der  Reihenlehi-e  nahe  vei-wandte  Aufgabe  ist  die  Auf- 
findung des  Zusammenhangs  zwischen  trigonometrischen  Functionen 
eines  einfachen  und  eines  vielfachen  Winkels.  Vieta  (Bd.  U,  S.  557 
— 558)  hat  sich  1594  dieser  Aufgabe  zugewandt,  rund  ein  Jahrhundert 
später  erschien  sie  neuerdings  auf  der  Tagesorchiung,  Johann  Ber- 
noulli*)  wies  im  Juniheft  1700  der  A.  E.  darauf  hin.  Im  December- 
hefte  äusserte  sich  Jakob  Bernoulli^)  daräber.  Die  Aufgabe  der 
Winkeltheilung  sagte  er,  sei  algebraisch,  wenn  die  Theiluug  in  ganz- 
zahligen Verhältnissen  ausgeführt  werden  solle,  transcendent ,  wenn 
eine  unbestimmte  Theihmg  in  ganz  beliebigem  Verhältnisse  verlangt 
werde.  Wir  wissen,  dass  die  beiden  Brüder  Bernoiüli  jede  Gelegen 
heit,  ob  passend  odei-  unpassend,  ergrifieu,  um  sich  L^nannehmlich- 
keiten  zu  sagen,  und  dass  die  Wissenschaft  aus  ihrem  gehässigen 
Verfahren  Nutzen  zu  ziehen  pflegte.  Johann  Bernoulli*)  gab  im 
Aprilhefte  1701  eine  Reihe,  welche  die  Sehne  des  «fachen  Bogens 
auf  die   des   einfachen   zurückführte,   und  welche   niu-   bei   ganzzahlitj 


')  Leibniz  VII,  -«S— 227.           =)  Ebenda  VII,  240—242.           2)  Etui  haec 

jani  a  viginti  ac  ainpliiis  annis  m  mente  hahuerim.  *)  Job.  Bernoulli  Opera 

I,  331—332.         ^)  Jac.  Bernoulli  Opera  11,  892.  ")  Job    Bernoulli  Opera 
I,  386—389. 
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positivem  n  abbrechend,  in  anderen  Fällen  lanendlich  verlaufend,  das 
Algebraische  mit  dem  Transcendenten  in  eine  Formel  vereinigte:  ein 
Beweis  wurde  nicht  gegeben.  Dafür  erbrachte  ihn  Jakob  Hermann') 
im  Augustheft  1TU3  derselben  Zeitschrift.  Der  Beweis  stützte  sich 
auf  den  sogenannten  ptolemäischen  Lehrsatz  vom  Sehnenviereck. 

Hermann  befand  sich  fortwährend  in  engster  Fühlung  mit  seinem 
Lehrer  Jakob  Beruoulli,  und  dieser  kannte  Hennann's  Aufsatz,  Her- 
mann einen  solchen  von  ihm,  bevor  beide  im  Druck  erschienen.  Der 
Bemoulli'sche  Aufsatz  kam  in  dem  Jahrgänge  1702  der  Abhandlungen 
der  Academie  des  Sciences  heraus^).  Auch  Jakob  Bernoulli  be- 
gründete die  Formel  der  Winkelvei-vielfachung  geometrisch  und  zwar 
in  doppelter  Weise.  Einmal  machte  er  den  Uebei-gang  von  einem 
Bogen  zum  doppelten,  von  diesem  zum  vierfachen  u.  s.  w.  und  zeigte 
nun  inductiv,  wie  die  Coefficienten  der  einzelnen  GJlieder  gebildet 
seien,  um  das  Gesetz  dieser  Bildung  auch  bei  anderen  Vervielfachungen 
als  fortgesetzten  Verdoppelungen  anzuwenden.  Das  andere  Mal  liess 
er  die  Bögen,  deren  Sehnen  ermittelt  werden  sollten,  in  arithmeti.seher 
Reihe  wachsen,  so  dass  der  Reihe  nach  der  doppelte,  der  dreifache, 
der  vierfache,  .  .  .  der  «fache  Bogen  untersucht  wurde. 

Nun  nahm  Johann  Bernoulli^)  wieder  das  Wort.  Er  ver- 
öffentlichte in  ebendemselben  Jahrgange  1702  der  Abhandlungen  der 
Academie  des  Sciences  einen  Aufsatz,  der  zunächst  mit  Wiukelverviel- 
fachung  nicht  im  Geringsten  zusammenzuhängen  schien.  Es  handelte 
sich  um  die  jüngst  durch  Leibniz  und  ziemlich  gleichzeitig  durch 
Johann  Bernoulli  mittels  Zerlegung  in  Partialbrüche  bewerkstelligte 
Integration  rationalgebrochener  Ausdrücke,  von  der  im  93.  Kapitel 
die   Rede   war.     Bei    dieser   Gelegenheit   lehrte   Johann   Bernoulli    die 

Umformung  ,,^  ,  dz  =  r^ dt  mittels  z  =  -  -  und  die  Umfor- 
mung   f^-i — i  dz  = -dt    mittels    z  =    ,  ,  !   V — 1.     Der 

'^   b-  +  ^-  iiity—i  *  +  i  ' 

Uebergaug  von  einem  Arcustangens  zum  Logarithmen  einer 
imaginären  Zahl  war  damit  vollzogen. 

Es  mag  wohl  als  auffallend  bezeichnet  werden,  dass  dieser  Loga- 
ritlime  imaginaire,  wie  Johann  Bernoulli  sich  ausdrückte,  keinerlei 
Anstoss  erregte  und  von  Niemand  in  Zweifel  gezogen  wurde,  auch 
dann  nicht,  als  er  ihn  im  Junihette  1712  der  A.  E.  mit  der  Bogen- 
vervielfachung  in  Verbindung  brachte^).  Johann  Bernoulli  nahm 
irgend  einen  Bogen  ^4,  einen  zweiten  B  =  nA.  Als  Einheit  war  der 
Halbmesser  gewählt  und    tang  A  =  x,   tang  B  =  y   gesetzt.     Daraus 

*)  A.  E.  1703  pag.  345  —  351.  -)  Jac.  Bernoulli   Opaa  II,  '.i-Jl— '.i-.'y. 

ä)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  393— 40U.         *)  Ebenda  I,  511—514. 
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folgt  einestheils  <?^  =  — 5-7— -  und  dB^   ,  ,  - ,  anderntlieils  dB=ndA, 

also  jp::j.^  =  ^r4:T>  beziehungsweise  -qrj  <?2/ = -v:p^  <?a-,   oder 

dti  dy  ndx  ndx  i-w-     t   i.         i-         t 

•'^^ '^^=^  = r^ :=^^-    iJ\e  integratiou  dieser 

y-V-i       y+V~i       x—Y-i       x+V-i 

Differentialgleichung  liefert 

\og{!,-Y^l)  -  log  (y  +>/=I)  =  «log(:i-  -V^  -  n\og{x  +l/^ , 
und  der  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  lässt 

y+V^^      \x+V^ 

erkennen,  woraus  (x—Y^^)" .  {y  +l/^T)  =  [x  +1/^1)" .  {y  — lA^ 
entsteht.  Die  auftretende  unmögliche  Grösse  ")/ —  1  bildet  kein  Bin- 
de rniss,  weil  sie  sich  weghebt^).  Das  Gesetz,  nach  welchem  y  aus  x 
sich  bildet,  werde  bei  genauem  Zusehen  als  das  nachfolgende  erkannt: 
Man  habe  (.c  -f-  1)"  nach  dem  Binomialtheoreme  in  fallender  Ordnung 
7,u  entwickeln;  von  den  so  entstehenden  Gliedern  nehme  man,  und 
zwar  mit  alternirendem  Vorzeichen,  die  ungraden  Glieder  als  Zähler, 
die  graden  als  Nenner  eines  Bruches;  der  so  entstehende  Werth  sei 
bei  ungradem  n  Tangente,  bei  gradem  n  Cotangente  von  nA.  In 
einer  Fortsetzung,  welche  das  Juliheft  1712  der  A.  E.  brachte''), 
schrieb  Johann  vor,  die  Entwicklung  von  (1  +  x)"  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  vorzunehmen  und  hierauf  als  Werth  von  y  den  Bruch 
anzuschreiben,  der  im  Zähler  die  ungraden,  im  Neuner  die  graden 
Glieder  jener  Entwicklung  unter  Einführung  alternirender  Vorzeichen 
besitze.  Die  so  aufgestellte  Regel  habe  einen  doppelten  Vorzug  vor 
der  früheren  Fassung,  sie  vermeide  die  Unterscheidung  grader  oder 
ungrader  n,  und  sie  bleibe  auch  dann  noch  anwendbar,  wenn  n  nicht 
ganzzahlig  gewählt  worden  sei. 

Der  Ueberganff  zwischen  trigonometrischen  Functionen  einfacher 
und  vielfacher  Bögen  war  vollzogen.  Ein  verwandtes  Gebiet  bildete 
die  Aufsuchung  eines  Bogens,  wenn  eine  trigonometrische  Function 
desselben  gegeben  war,  und  auch  hier  haben  wir  einen  nicht  un- 
beträchtlichen Fortschritt   zu   bemerken.     Gregory    hatte  (S.  72)  die 

Reihe  a;  =  tg  x s-  tg  a;'  -| — ^  tg  a;^ ^  tg  a;'  -f-  ■  •  ■  gefunden,  und 

einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Formel  stellte 

"=l_l  +  l-i  +  ... 


')  nec  ohslat  qiiod  ]/ —  1   quantitas  impossihilis   in  illa  reperiatur:  eii  enim 
in  applicatione  ad  speciale  quodlihet  excmplum   reperietur  in  singulii  aequationis 
ierminis,  et  ideo  per  divisiotiem  tolletiir.         -}  Job.  Bernoulli   Opera  I,  514, 
Cantoh,  GeacLichte  der  Mathematik.    III,  2.  23 
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vor  Augen.  Ihn  hat  Leibniz  (S.  75)  selbständig  nachentdeckt,  und 
auch  De  Lagny  hat  ihn  1682  aufgefunden,  wie  er  später  gelegent- 
lich sich  äusserte').  Zur  thatsächlichen  Ausrechnung  der  Zahl  %  war 
freilich  diese  Reihe  nicht  zu  empfehlen.  De  Lagny  berichtet  im  Zu- 
sammenhang mit  der  eben  erwähnten  Aeusserung,  Ozanam  habe 
bemerkt,  man  müsse,  um  auch  nur  die  Genauigkeit  %  =  3,14  zu  ei'- 
i-eichen,  mehr  als  300  Stellen  jener  Reihe  in  Rechnung  ziehen.  Eine 
zweckmässige  Umformung  der  Gregory 'sehen  Reihe  gab  dagegen  John 
Machin,  ein  Astronom,  der  zur  Untersuchungscommission  im  Priori- 
tätsstreite gehörte,  und  von  dessen  Berechnung  der  Zahl  tc  wir  (S.  295), 
als  wir  die  Mitglieder  jenes  Ausschusses  musterten,  sagten,  sie  sei 
170G  in  Jones'  Synopsis  palmariorum  matheseos  der  Oeffentlichkeit 
übergeben  worden.  Machin's  Umformung  beniht  auf  dem  Kunst- 
griffe^), einen  Bogen  zu  finden,  der  selbst  eine  in  die  Berechnung 
sich  leicht  einfügende  Tangente  habe,  iind  von  welchem  ein  Viel- 
faches  sich  nur  um  einen  geringen  Betrag  von  —    unterscheide.     Sei 

z.  B.  tg  a  =  ,  ,  so  ist 

.      _  2tgo  5  T      .      A  2tg2a  120 

tg  2a  = ^ — ri  =  -r     und     tg  4«  :=  :; ,?   „  ,,  =  -—  • 

°  1  —  (tga)'         12  °  1  — (tg2a)*        119 

Nun  ist  tg  —  =  1  von  tg  4 «  nur  um  — -  unterschieden,  folglich  liegt 
auch  4  a  ^  4  arctg  — -  nahe  bei    ,  •     Um   dann      -  selbst  zu  erhalten, 

054  4  ; 

wird  von  der  Formel  tg  {A  —  B)  =  r^ri — Tt — »  Gebrauch  gemacht. 

120 
nü"  1 


120  239 ' 


Setzt  man  A  =  4a,  B  =  ^,  so  wird  tg  (4a  —  -^j  ■■ 

also  4«  —  —  =  arctg  ^„r   und 

I  =  4a  -  arctg  ^  =  4  arctg  i- -  arctg  ^  . 

Die  zweimal  in  Anwendung  gebrachte  Gregory'sche  Formel  liefert  also 
i^  _  4(1  _  _i_  _(- J^ L.  +  ...) 

4  \5  3.5»     1     5.5'  7.5'     '  / 

_  (J L_    I    „i_  _  ^l_  +  ...) 

\239  3.239^  ~  5.239'  7  .  239'     '  / 

und  mit  Hilfe  dieser  Reihen   hat  Machin   --    auf    100   Decimalstellen 

4 

genau  ausgerechnet. 


')  Histoire  de  l'AcaJemie  des  Sciences.  Annee  1719,  pag.  144.  ')  Moiitucla, 
Histoire  des  recherches  sur  la  quadrature  du  cerck,  3"  edition.  Paris  1831.  pag.  156 
Note  1   uud  pag.  279—282. 
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De  Lagny')  bat  in  dem  wiederholt  erwähnten  der  Pariser  Aea- 
demie  de.s  Sciences  am  23.  Juni  1717  vorgelegten  Aufsatze  nun  gar 
X    bis    auf    127    Decimalstellen    genau    ausgerechnet,    indem    er    von 

tg  30"  =  tg    .  =     _  ausging. 

In  die  eigentliche  Reihenlehre  gehören  Untersuchungen,  welche 
in  Italien  zuerst  veröfientbcht  wurden,  dann  in  Deutschland  und 
Frankreich  Gelegenheit  zu  wenig  fruchtbaren  Streitigkeiten")  gaben, 
welche  gleichwohl  besprochen  wei-den  müssen,  weil  sie  kennzeichnend 
für  die  Auffassung  sind,  mit  welcher  man  damals  in  den  genannten 
Ländern  an  diese  Dinge  herantrat.  Guido  Grandi^)  (1671 — 1742), 
ein  in  Cremona  geborener  Camaldulensermönch,  war  seit  1700  Pro- 
fessor der  Philosophie  an  der  Universität  Pisa,  welcher  er  von  1714 
an  als  Professor  der  Mathematik  angehörte.  Er  gab  1703  eine  Schrift 
unter  dem  Titel:  Geometrisch  dargelegte  Quadratur  des  Kreises  und 
der   Hyperbel   mit   Hilfe   unendlich   vieler   Hyperbeln   und   Parabeln^) 

heraus,  in  welcher  die  Division       ,      =1  —  x  -\-  x^  —  x^  -\-  ■  ■  •    als 

Ausgangspuntt   diente,   von  welchem   aus   die  Einsetzung  von   x  =  1 

zu  der  Gleichung  ^=1  —  1  +  1  —  IH führte.     Allerdings  hatte 

Jakob  Bernoulli  bereits  in  seiner  Abhandlung  von  1696  auf  dieses 
Paradoxon  hingewiesen  (S.  92),  aber  er  hatte  die  Erklärung  beigefügt, 
die  auffallende  Form  entstehe,  weil  bei  fortgesetzter  Division  der  Rest 
jedesmal  der  gleiche  nur  mit  anderem  Vorzeichen  versehene  sei,  und 
hatte  anderweitige  Folgerungen  nicht  gezogen.  Grandi  dagegen  ver- 
einigte je   zwei   aufeinander   folgende  Reihenglieder   1  —  1    zu  0  und 

schrieb  nun   0  +  0  -f-  0  -j-  ■  ■  ■  =  —    als   Symbol    der    Schöpfung    der 

Welt  aus  dem  Nichts.  Ihm  trat  Marchetti"),  der  gleichfalls  in  Pisa 
lehrte,  entgegen.  Grandi  Hess  171<>  ein  zweites  Buch  folgen:  Unter- 
suchung über  die  unendlich  vielen  Ordnungen  des  Unendlichgrossen 
und  Unendlichkleinen^),  in  welchem  die  gleiche  Behauptung  wieder- 
holt war.  Ueberdies  beschäftigte  sich  Grandi  jetzt  auch  mit  Leibniz, 
dessen  Differentialen  und  dessen  philosophischer  Auffassung  des  Uu- 
endlichkleinen').  Es  mag  wohl  sein,  dass  diese  Einbeziehung  des 
berühmten  Gelehrten  wesentlich  dazu   beitrug,   Grandi's  Buch   ausser- 


')  Histoire  de  VAcademie  des  Sciences.     Annee  1719  pag.  135 — 144. 
•)  Reiff,   Geschichte   der  unendlichen  Reihen   S.  65^ — 70.  ^)  Poggendorff 

I,  940.       *)  Quddratura  circuli  et  hyperholae  per  infinitas  Iiyperbolas  et  puiahohis 
geometrice  exhihUa.  ''}  Poggendorff  II,  44.  ")  l)e  infinitis  infhtitorum 

et  infinite  parvorum  ordinibus  disquisitio.       ')  Vivanti,  II  coiicefto  d'itifiniiesimo 
an  den  im  Register  unter  dem  Worte  Grandi  angegebeneu  Stelleu. 

23* 
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halb  Italien  Leser  und  Gegner  zu  verschaffen.  Leibiiiz  trat  in  den 
A.  E.  von  1712')  und  ausserdem  in  dem  V.  Supplementbande  der 
A.  E.  in  Gestalt  eines  an  Wolf  gerichteten  offenen  Briefes-)  in  den 
Streit  ein,  der  besonders  von  Varignon^)  geführt  wurde.  Ausserdem 
wurden  über  den  gleichen  Gegenstand  noch  zahlreiche  Briefe  zwischen 
Leibniz  und  Wolf*),  zwischen  Leibniz  und  Varignon^),  zwischen 
Leibniz    und   Grandi*),    zwischen   Leibniz    und  Niclaus   I.  BernouUi') 

gewechselt.    Grandi  berief  sich,  um  den  Satz  1  —  l  +  l  —  1  +  '''^^ 

zu  erläutern,  auf  ein  dem  Rechtsleben  entnommenes  Beispiel.  Ein 
Vater  hinterlässt  zwei  Söhnen  einen  werthvollen  Edelstein,  der  ab- 
wechselnd je  ein  Jahr  in  dem  Besitze  eines  jeden  von  beiden  bleiben 
solle,  ohne  veräussert  werden  zu  dürfen-,  dann  gehöre  er  thatsächlich 
jedem  zur  Hälfte,  während  dessen  Besitzrecht  durch  die  Reihe 
1  —  1  +  1  —  !-{-■■■  dargestellt  werde.  Leibniz  Hess  das  Beispiel 
in  seinem  offenen  Briefe  an  Wolf*)  nicht  gelten.  Ein  wesentlicher 
Unterschied  zwischen  dem  angenommenen  Falle  und  der  unendlichen 
Reihe  1  —  1  +  1  —  1  +  --  liege  darin,  dass  che  gleiche  Erbberech- 
tigung der  beiden  Brüder  unangetastet  bleibe,  wenn  sie  auch  nicht 
für  ewige  Zeiten,  sondern  nur  etwa  für  100  Jahre  den  Edelstein  um- 
schichtig besitzen  sollen,  während  die  Reihe  auf  100  Glieder  be- 
schränkt  den  Werth  0   habe   und    erst   bei   unendlich   vielen  Gliedern 

zu  -—  werde.     Die  Unendlichkeit  sei  also   der  wesentlichste  Umstand 

bei  der  Zusammenfassung  der  Reihe  in  eine  Summe,  und  zwar  ver- 
halte sich  die  Sache  so:  Die  unendliche  Anzahl  der  Reihenglieder 
könne  nur  grad  oder  ungrad  sein.  Sei  sie  grad,  so  entstehe  0  als 
Reihensumme,  1  dagegen,  wenn  die  Gliederzahl  ungrad  sei.  Da  aber 
kein  Veruunftgrund  für  das  vorzugsweise  Gradsein  oder  das  vorzugs- 
weise Ungradsein  der  Gliederzahl  geltend  gemacht  werden  könne,  so 
geschehe  es  durch  wunderbare  Eigenart  der  Natur  ^),  dass  beim  Ueber- 
gang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  zugleich  ein  Uebergang  von 
dem  Disjunctiven,  welches  aufhöre,  zu  dem  Bleibenden,  welches  in 
der  Mitte  zwischen  dem  Disjunctiven  liege,  stattfinde.  Wie  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung vorschreibe,  man  habe  das  arithmetische  Mittel, 
d.  h.  die  Hälfte  der  Summe  gleich  leicht  erreichbarer  Grössen  in 
Rechnung  zu  ziehen,  so  beobachte  hier  die  Natur  der  Dinge  das 
gleiche  Gesetz  der  Gerechtigkeit.    Diese  Art  zu  schliessen  sei  freilich 

')   Leibniz  V,  887—389.  ")  Ebenda  V,  38-2— 3b7.  «)  A.  E.  1712 

pag.  154—166  und  Histoire  de  VAcademie  des  Sciences.  Annöe  1715  pag.  203 — 
225.  ■•)  Leibniz,    Supplementband  zum  mathematiscben  Briefwechsel   143 

—149.  ^)  Ebenda  IV,  187—190.  ")  Ebenda  IV,  215—220.  ')  Ebenda 

III,  979—992.         ")  Ebenda  V,  38G.         ")  admimhiU  natarae  inyenio. 
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mehr  metaphysiscli  als  mathematisch,  aber  dennoch  sicher,  wie  denn 
überhaupt  die  Anwendung  der  Voi-schriften  der  wahren  Metaphysik 
in  der  Mathematik,  in  der  Analysis,  in  der  Geometrie  sogar  weit 
häufiger  von  Nutzen  sei,  als  man  gemeinhin  glaube.  Die  Natm-,  so 
sagt  Leibniz  in  einem  an  Grandi  gerichteten  Briefe^),  schreibe  den 
Dingen  das  Gesetz  der  Continuität  vor,  und  dessen  Anwendung  fühi-e 
niemals  iiTe,  weim  es  auch  hier  nicht  auf  strenger  Beweisführung, 
sondern  auf  Gründen  des  Uebereinkommens'-)  beruhe,  dass  mau  sagen 
dürfe,  Gott  selbst  habe  auf  das  Stetigkeitsgesetz  Rücksicht  genommen. 
Hier  greift  Leibniz  auf  Dinge,  welche  er,  wie  wir  uns  erinnern 
(S.  266),  am  Anfange  des  Jahrhunderts  öffentlich  zu  vertheidigen  ge- 
habt hatte. 

In  Grandi's  Schrift  war  noch  ein  misslicher  Punkt,  an  welchen 
seine  Gegner  sich  stiessen.  Wallis  hatte  (Bd.  U,  S.  825)  das 
Negative  mehr  als  unendlich  genannt.  Leibniz  hatte  in  den 
höheren  Differentialen  L'neudlichkleines  von  verschiedener  Ordnung 
in  die  Mathematik  eingeführt,  und  dem  Unendlichkleinen  entsprach 
auch  ünendlichgrosses  verschiedener  Ordnung.  Grandi  hat  beide 
Auffassungen  des  mehr  als  Unendlichen  in  unklarer  Weise  vermengt. 
Dagegen  wandte  sich  Leibniz  in  dem  oben  erwähnten  Aufsätze^)  in 
den  A.  E.  von  1712.  Schon  Antoine  Arnauld*)  habe  seiner  Zeit 
in  Paris  ihm  seine  Verwunderang  darüber  ausgesprochen,  dass  die 
Mathematiker  die  Proportion  1  :  —  1  =  —  1:1  für  richtig  halten 
könnten.  Unter  allen  Umständen  sei  —  1  kleiner  als  +1,  und  so 
besage  jene  Proportion:  ein  Grösseres  verhalte  sich  zu  einem  Kleineren 
wie  ein  Kleineres  zu  einem  Grösseren,  und  das  sei  unmöglich.  Dieser 
Ansicht  schliesst  sich  Leibniz  der  Sache  nach  vollständig  an,  der 
Form  nach  könne  man  sich  aber  solcher  Proportionen  bei  der  Rech- 
nung mit  gleicher  Sicherheit  und  demselben  Nutzen  wie  anderer  nur 
eingebildeter  Grössen  bedienen").  Imaginär  könne  man  ein  Yerhältniss 
nennen,  dem  kein  Logarithmus  entspreche,  und  das  sei  hier  der  Fall. 

Da  log  1  =  0  sei,  so  würde  log  (^— )  =  log  ( —  1)  —  log  1  ^  log  ( —  1 ) 

sein,  und  einen  Logarithmus  von  —  1  gebe  es  nicht.  Er  könne  näm- 
lich nicht  positiv  sein,  denn  einem  positiven  Logarithmen  entspreche 
eine  die  Einheit  übersteigende  positive  Zahl.  Er  könne  ebensowenig 
negativ  sein,  denn  einem  negativen  Logarithmen  entspi-eche  eine 
unterhalb  der  Einheit  befindliche  abermals  positive  Zahl.,  Da  mithin 


')  Leihniz  IV,  219.  *)  concenientiae  rationibus.         ')  Leibniz  V,  387 

— 389.       *)  Einer  der  Führer  der  sogenannten  Partei  von  Port-Royal  und  naher 

Freund  von  Blaise  Pascal.  ^)  etsi  in  caJculo  liaec,    ut  alia  imugiiunia ,  tuto 
et  utiliter  adhibeatur. 
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der  Logarithmus  von  —  1  weder  jiositiv  noch  negativ  sein  könne,  so 
bleibe  nichts  anderes  übrig,  als  dass  er  überhaupt  nicht  wahrhaft 
vorhanden,  sondern  imaginär  sei^).  Man  könne  den  Beweis  dieser 
Behauptung  auch  dadmxh  führen,  dass,  wenn  es  in  Wahrheit  einen 
Logarithmus  von  —  1  gäbe,  dessen  Hälfte  der  Logarithmus  von  "j/ —  1 , 
also  von  einer  imaginären  Zahl  sein  müsste,  was  widersinnig  sei. 
Aus  allen  diesen  Erwägungen  folge,  dass  Wallis  etwas  Menschliches 
begegnet  sei,  als  er  sagte,  das  Yerhältniss  von  1  zu  —  1  sei  mehr 
als  unendlich").  Damit  wolle  keineswegs  in  Abrede  gestellt  werden, 
dass  —  1  kleiner  als  Null  sei,  nur  müsse  man  diesem  Ausdmcke  den 
richtigen  Sinn  beilegen,  wie  es  überhaupt  in  der  Mathematik  manche 
Benennungen  gebe,  deren  Sinn  besondere  Erörterung  bedürfe.  Mittels 
dieses  Ausspruches  war  für  Leibniz  der  Uebergang  zum  ünendlich- 
gi-ossen  und  Unendlichkleinen  gewonnen  und  er  erörtert  jene  Begriffe 
wieder  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  im  Journal  de  Trevoux  von 
1701  (S.  264).  Ein  unendlich  kleiner  Irrthum  sei  ein  solcher,  der 
kleiner  als  jeder  gegebene,  also  in  Wahrheit  nicht  vorhanden  sei, 
und  wenn  man  Gewöhnliches,  Unendlichgrosses  und  L^nendlichmal- 
uuencUichgrosses  vergleiche,  so  sei  das  wie  wenn  man  die  Durch- 
messer eines  Staubkornes,  der  Erde  und  des  Fixsterahimmels  ver- 
gleiche. Solche  Erörterungen  seien  wohl  im  Stande  Streitigkeiten 
wie  die  zwischen  Grandi  und  Varignon  beizulegen,  beziehungsweise 
zu  verhüten. 

Varignon 's  Bemängelungen  von  Grandi's  Buch,  deren  Abdruck 
im  Aprilheft  1712  der  A.  E.  oben  gleichfalls  Ei-wähnung  fand,  zielten 
auf  che  irrige  Yermengung  Leibuizischer  und  WaUis'scher  Aiiffassung 
des  Mehralsunendlichen ,  deren  Grandi  sich  schuldig  gemacht  hatte, 
und  welche  uns  heute  von  Seiten  eines  Mannes,  dem  man  bei  alle- 
dem den  Namen  eines  ganz  tüchtigen  Mathematikers  nicht  absprechen 
kann,  gradezu  vei'blüffend  erscheint.  In  dem  Aufsatze  vom  16.  Fe- 
bniar  1715,  welcher  in  den  Veröffentlichungen  der  Academie  des 
Sciences  gedruckt  ist,  hat  Varignon  den  Satz  ausgesprochen,  eine  aus 
der  Division  durch  ein  Binomium  hervorgegangene  unendliche  Keihe  sei: 

1.  immer  richtig,  wenn  die  beiden  das  Binomium  bil- 
denden Glieder  unter  einander  ungleich  seien,  und  das 
Grössere  derselben  an  erster  Stelle  stehe; 

2.  immer  falsch,  wenn  unter  der  gleichen  Voraussetzung 
das  kleinere  der  beiden  das  Binomium  Inldenden  Glieder  an 
erster  Stelle  stehe: 


')  superest  ut  sit  non  verus,  sed  imaginarhis.  ')  Et  pi-oinde  noniühil 

humani  jJnssus  est  insignis  i»  2'xtucis  Geometra  loluxwies  WaUisius,  cum  dixisset 
rationem  1  ad  —  1  esse  plus  quam  infiititam. 
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3.  liefere  die  Division,  sofern  lieide  Glieder  des  Divi- 
sors einander  gleich  seien,  einen  vorher  bekannten  nnend- 
lich  grossen  Quotienten,  wenn  die  Glieder  des  Binomiums 
von  einander  abzuziehen,  und  Falsches,  wenn  jene  zu  addiren 
seien. 

A^irignon  fügte  dann  ähnliche  Regeln  für  die  Potenzentwicklung 
eines  Binomiums  bei  negativ  ganzzahligem  Exjoonenten  hinzu.  Bezüg- 
lich der  Entwicklung  bei  gebrochenem  Exponenten  gesteht  er  ein, 
nocli  kein  abschliessendes  Ergebniss  gefunden  zu  haben.  Am  Anfang 
des  für  die  Lehre  von  der  Reihenconvergenz  hochwichtigen  Aufsatzes 
erklärt  Varignon,  dessen  Inhalt  sei  eigentlich  schon  seit  October  1712 
dnickfertig  und  nur  äussere  Hindernisse  hätten  die  Veröffentlichung 
verzögert.  Damit  stimmt  ein  an  Leibniz  gerichteter  Brief  vom 
19.  November  1712  überein'),  in  welchem  der  Hauptsatz,  wann  die 
Division  eine  richtige  Reihe  ergebe,  sich  bereits  vorfindet. 

Wir  haben  (S.  352)  mit  Beziehung  auf  Grandi's  Reihe  auch  einen 
Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Niclaus  I.  Bernoulli  erwähnt. 
Dieser  Briefwechsel  betraf  freilich  nicht  einzig  die  Reihe 

1-1  +  1-1+--, 
die    Giltigkeit    von    Reihen    im    Allgemeinen    trat    in    Untersuchung. 
Niclaus  I.  Bernoulli  wai-f  am  25.  October  1712    die  Frage  auf,  wann 
wohl  die  Summe  einer  Reihe  unmöglich  werde,  und  beantwortete  sie 
sogleich  dahin  ^),  das  sei  der  Fall,  wenn  die  Reihe 


i  +  n^r+'^^n^^^^H-"^ ,  rr  ^^^+ 


heisse,  oder  aus  dieser  Reihe  durch  Addition,  durch  Multiplication, 
durch  Differentiation  entstehe,  während  x  einen  negativen,  die  Ein- 
heit überschreitenden  Werth  besitze  und  n  eine  echt  oder  unecht  ge- 
brochene Zahl  mit  gradem  Nenner  sei.  Divergenz  der  Reihe,  heisst 
es  in  einem  späteren  Briefe')  vom  7.  April  1713,  genüge  nicht  für 
sich  allein,   um  die  Unmöglichkeit   ihres  Werthes  darzuthun.     So  sei 

und 

Beide  Reihen  seien  divergent,  wenn  x~>\,  aber  dabei  habe  die 
erste    Reihe    einen    möglichen,    die    zweite    einen    imaginären  Werth- 


•)  Leibniz  IV,  189.  »)  Ebenda  III,  980.  ')  Ebenda  III,  982—984. 


356  97.  Kapitel. 

Der  Grund  der  vorhandenen  Ungewissheit  liege  in  dem  Reste  J?'), 
welcher  eigentlich  der  Reihe  noch  fehle.  Dieser  könne  trotz 
der  Rationalität  aller  eigentlichen  Reihenglieder  unmöglich  sein,  und 
dann  mache  er  die  Reihe  selbst  unmöglich.  Das  Restglied  sei  es 
auch,  auf  welchem  der  Wortstreit-)  zwischen  Varignon  und  Grandi 
beruhe.  Niclaus  I.  Bernoulli  hat  hier  gauz  unbefangen  des  Aus- 
druckes einer  divergenten  Reihe  sich  bedient,  ohne  eine  Begriffs- 
bestimmung zu  geben,  ohne  zu  sagen,  was  für  ihn  divergent  heisse, 
wenn  es  auch  nahe  liegt  zu  vermuthen,  er  habe  das  Wachsen  der 
Reihenglieder  darunter  verstanden.  Leibniz  bediente  sich  in  seiner 
Antwort  vom  28.  Juni  1713  des  Wortes  advergente  Reihe  und 
erläuterte  es  aiich'').  Eine  advergente  Reihe  muss  nach  Leibniz  sich 
so  weit  fortsetzen  lassen,  dass  sie  sich  von  einem  endlichen  möglichen 
Werthe  um  weniger  als  eine  angebbare  Grösse  unterscheide  und  kann 
daher  nicht  unmöglich  sein.  Von  einer  nicht  advergenten  Reihe  kann 
man  dagegen  nicht  als  gewiss  behaupten,  sie  stelle  eine  endliche  un 
mögliche  Grösse  dar,  denn  sie  kann  auch  ein  Unendlichgrosses  dar- 
stellen. Von  einem  unmittelbaren  Erkennungszeichen  advergenter 
wie  divergenter  Reihen  ist  freilich  bei  Leibniz  so  wenig  wie  bei 
Niclaus  I.  Bernoulli  die  Rede.  Bemerkenswerth  erscheint  Leibnizens 
Vorschlag*),  die  zu  untersuchenden  Reihen  nicht  auf  die  Form  der 
binomischen  Reihe  zurückzuführen,  sondern  zu  versuchen,  ob  man 
nicht  alternirende  Theile,  deren  jeder  aus  einem  oder  mehreren  Glie- 
dern bestehen  könne,  hervorzubringen  im  Stande  sei.  Nahezu  gleich- 
zeitig schrieb  Leibniz  unter  dem  25.  October  1713  an  Johann  Ber- 
noulli^), jede  Reihe,  welche  aus  alternirenden  ins  Unendliche  abneh- 
menden Theilen  bestehe,  sei  advergent,  und  eine  Methode  scheine 
erdacht  werden  zu  können,  jede  advergente  Reihe  in  eine  solche  von 
der  erwähnten  Art  umzuformen.  Unsere  Leser  erinnern  sich  aus  dem 
86.  Kapitel  (S.  78 — 79),  dass  ähnliche  Gedanken  schon  in  dem  Ent- 
würfe Compendium  quadraturae  arithmeticae  geäussert  waren,  dass  sie 
in  dem  am  10.  Januar  1714  an  Johann  Bernoulli  gerichteten  Briefe*) 
bis  zur  Einschliessung  alternirender  Reihen  mit  unendlich  abnehmen- 
den Gliedern  zwischen  zwei  Grenzen  sich  klärten. 

Wir  haben   im  Laufe   dieses  Kapitels  zweimal   einen  Gegenstand 


')  residuum  B.  ■)  logomachia.  ")  Leibniz  III,  985:  lUud  certum  est, 
quoties  quantitas  est  impossilnlis,  seriem  non  posse  esse  advergeiitem,  seu  taJem, 
qiiae  tamdiu  continuari  possit,  nt  a  quantitate  aliqiia  finita  possihili  differat 
qiiantitate  minore  quam  sit  data:  alioquiii  enim  utiqtie  2iossibiU  Uli  finifae  aequa- 
büur.  Etsi  autem  non  possit  pro  certo  dici,  vice  versa  seriem  non  advergentem 
exprimere  quantitatem  finitiim  impossibilem,  cum  fortasse  infinitam  exprimere  jjossit. 
*)  Ebenda  III,  990.         '■)  Ebenda  III,  923.         «)  Ebenda  lU,  926. 
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gestreift,    dem    wir    uns    minmehr    zuwenden    müssen.      Wir    sagten 

(S.  348)    Johann   BernouUi    habe    imaginäre    Logarithmen    eingeführt 

und  (S.  353)   Leibuiz   habe   das  Vorhandensein   des  Logarithmus   von 

—  1  geleugnet.     Beide  Aeusserungen  waren   der  Oeflentlichkeit  über 

geben,  waren  gewiss  von  zahllosen  Lesern  bemerkt  worden,  ohne  dass 

von  irgend  einem  Dritten  bekannt  geworden  wäre,  dass  er  durch  die 

Anrecninsj  zu    eigenen  Foi'schungen  veranlasst  wiirde.     Johann  Ber- 

noulli   und  Leibniz   waren   zunächst    und    noch   für   geraume 

Zeit   die   Einzigen,   für  welche   eine   Frage   der  Logarithmen 

negativer  Zahlen  bestand.    Sie  kamen  darüber  in  einen  durchweg 

freundschaftlich  geführten  brieflichen  Streit,  der  sich  vom  März  1712 

bis   zum  Juli   1713   hinzogt).     Leibniz   machte   nämKch  am    16.  März 

1712  Johann  Bernoulli   zum   voraus  auf  den  Aufsatz  Varignon's  und 

auf  seineu  eigenen  im  Aprilhefte  jenes  Jahres  der  A.  E.  und  auf  die 

darin    behauptete   Unmöglichkeit    der  Logarithmen    negativer    Zahlen 

aufmerksam.      Johann    Bemoulli    widersprach    dieser    Behauptung    in 

dx 
seiner  Antwort   vom   25.  Mai.     Bekanntlich   sei  d\ogx=       ■     Nun 

sei  genau   ebenso   (7  log  ( —  x)  =  Aber  —- —  =  — ,  und  folg- 

lich müsse  log  ( —  x)  =  log  x  sein.  Geometrisch  zeige  sich  die 
^^'ahrheit  dieser  Gleichung  daran,  dass 
(Fig.  48)  der  logarithmischen  Curve 
ÄJBC  eine  symmetrische  Gefährtin  aßy 
zuzugesellen  sei.  Während  fünfviertel 
Jahre  gingen  Briefe  herüber  und  hin- 
über, ohne  dass  einer  der  beiden  Brief- 
schreiber den  anderen  zu  überzeugen 
vermocht  hätte,   und   erst   als   1745  der  '®' 

Briefwechsel  im  Drucke  erschien,  wurde,  wie  wir  im  XYIII.  Ab- 
schnitte sehen  werden,  die  Frage  durch  Einmischung  eines  neuen 
Forschers  spruchreif. 

Aus  demselben  Briefwechsel  haben  wir  (S.  221)  die  von  Leibuiz 
erkannte  Verwandtschaft  zwischen  der  höheren  Differenzirung 
eines  Productes  und  der  Potenzirung  einer  Summe  hervorgehoben. 
Wir  haben  damals  angegeben,  Leibniz  habe  das  in  jener  Zeit  Gefun- 
dene erst  später  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie 
zum  Drucke  gegeben.  Wir  müssen  hier,  wo  wir  innerhalb  der  Zeit 
jener  Drucklegung  uns  bewegen,  die  Angabe  wiederholen.  Ein  näheres 
Eingehen  auf  die  Abhandlung-)  dürfte  nur  insofern  erforderlich  sein, 


')  Leibniz  III,  881,  886,  888,  891—892,  895—896,  898—900,  901,  902,  905 
-906,  907—909,  912—913,  915.         =)  Ebenda  V,  377—382. 
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als  wir  7Ai  bemerken  haben,  Leibniz  sei  bei  dem  Producte  zweier 
Factoren  nicht  stehen  geblieben,  sondern  habe  allgemein  die  Be- 
ziehungen zwischen  d"  {xyz  . . .)  und  (dx  -\-  dy  -\-  ds  ~\-  ■  ■  ■)"  auf- 
gezeigt. 

Wir  haben  aus  der  gleichen  Zeit,  in  welcher  die  Mathematiker 
des  europäischen  Festlandes  im  Sti-eite  mit  und  über  Grandi  die 
grundlegenden  Begriffe  der  Reihenlehre  erörterten,  wenn  auch  nicht 
wesentlich  förderten,  eine  kleine  durchaus  praktischen  Zwecken  dienende 
Abhandlung  Newton 's  zu  erwähnen.  Schon  in  seinem  zweiten  Briefe 
an  Leibniz  vom  24.  October  167G  hat  Newton  den  Gedanken  aus- 
gesprochen, man  könne  zur  bequemeren  Quadratur  einer  kiiimmlinig 
begrenzten  Figur  sich  einer  Hilfscurve  bedienen,  welche  durch  be- 
liebig viele  gegebene  Punkte  der  ursprünglichen  Begrenzung  hindurch- 
gehe (S.  180).  In  den  Principien,  und  zwar  im  V.  Lemma  ihres 
dritten  Buches,  sprach  er  die  Aufgabe  abermals  in  der  Form  aus,  man 
solle  eine  durch  beliebig  viele  gegebene  Punkte  hindurch- 
gehende parabolische  Curve  sich  verschaffen^),  und  gab  als  Mittel 
zur  Erreichung  des  beabsichtigten  Zweckes  au,  man  solle  die  auf- 
einander folgenden  Differenzen  der  Ordinaten  der  gegebenen  Curven- 
punkte  bilden.  Er  erörterte  alsdann  diesen  ziemlich  dunkeln  Aus- 
spruch mit  grösserer  Deutlichkeit  in  einer  besonderen  kurzen  Ab- 
handlung 3ie</«0(7MS  differentialis'),  welche  1711  durch  William  Jones 
mit  Genehmigung  des  Verfassers  herausgegeben  wurde,  und  sie  ist  es 
von  der  wir  zu  reden  haben.  Wir  bedienen  uns  dabei,  um  heutiger 
Schreibweise  näher  zu  kommen  und  dadurch  leichter  verständlich  zu 
sein,  einer  von  Newton  sehr  abweichenden  Bezeichnung,  bemerken 
aber,  dass  Newton  doch  bereits  indicierte  Buchstaben  mit  rechts  vom 
Buchstaben  befindlichen  Stellenzeiger  gebrauchte,  dass  also  diese  Sitte 
nunmehr  auch  nach  England  herübergekommen  war,  und  dass  andrer- 
seits das  von  ihm  nicht  benutzte  Differenzenzeichen  damals  schon 
vorhanden  war,  wovon  wir  im  lOU.  Kapitel  uns  überzeugen  werden. 
Eine  parabolische  Curve  soll  also  durch  die  Punkte  x^^y,^,  x^y^,  x,^y^, 
^•ji/g,  x^y^,  .  .  .  hindurchgelegt  werden,  wobei  angenommen  ist,  die 
x^,  x^,  x^,  x^,  x^  .  .  .  seien  in  arithmetischer  Reihe  wachsende  Ab- 
scissen,  so  dass  x^  —  Xq^=  x.2  —  x^  =  ^'3  —  ^2  =  x^  —  ^3  =  •  •  •  =  Ä. 
Als  Gleichung  der  Curve  wird  versuchsweise 

y  =  af,-\-  UiX  -\-  a^x-  -j-  a^x^  -j-  rt^x*  -|-  ■  •  • 

gesetzt.     Der  Annahme  zufolge  linden  die  Gleichungen  statt: 


')   Invenire   lineam   curvam   generis   ParahoHci ,   quae  per   data   quotcunque 
puncta  transibit.         *)  Opiiscula  Newtoni  I,  271 — 282. 
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'Jo  =  "o  +  «i''o  +  «2^0'  +  «3-»o'  +  ''iV  + 
Vi  =  «0  +  «i-i'i  +  «3^1*  +  «'3-'"i''  +  "i-n*  + 
,'/ä  =  "0  +  "i-^'ä  +  "2-^'2-  +  «3^2''  +  "r'^'i*  + 

!/3  =  «0  +  "l-^3  +  «2^3*  +  OS^^S*  +  «43:3*  + 
Vi  =  "0  +  «1^1  +  "2-^4^  +   «3^4'^  +  «4-^/  + 

deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
befindlichen  Glieder,  gleich  der  der  gegebenen  Punkte  sein  muss. 
Zieht  man  jede  Gleichung  von  der  nächstfolgenden  a))  und  nennt 
ijt+i  —  Dk  =  Jyi,  so  entsteht: 

z/y„  =  fl,(a-,  —  .To)  +  a^X^i^  —  x^')  +  03(3:1='  —  V)  +  a,(.ri^  —  V )  +  ' '  • 
Jtji  =  «1  ( ,rj  —  ^1)  +  «2  (x^^  —  x^^)  +  03  (x^^  —  Xi^)  +  «4  (^2*  —  a"i*)  +  •  •  • 
-Jy-  =  «1(^3  —  ^2)  +  «2(^3^  —  •*"2')  +  «3(^3^  —  ^2')  +  «4(-''3'*  —  -11'^)  H — 

-J>J3  =  «1  (^4  —  •^s)  +  «2  (^4^  —  ^3^)  +  «3  (^4^  —  ^3')  +  "4  (^4*  "  -^3'^  +  "  '  " 

und  jedes  der  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen,  also  auch  die 
links  angedeutete  Summe  dieser  Glieder,  ist  durch  den  regelmässig 
gleichbleibenden  Unterschied  h  der  auf  einander  folgenden  x,  den  man 
auch  z/.c  nennen  könnte,  theilbar,  ein  Satz,  den  unter  Anderen  auch 
De  Sluse  (S.  132)  ausgespi'ochen  hatte.    Die  Vollziehung  der  Division 

durch  Jx  liefert,  wenn  -y-=A-  gesetzt  wird,  die  neuen  Gleichungen: 

+  «4(^1^  +  ^l^^O  +  ^1^0^  +  V)  H 

^1  =  Ol  +  ajx.2  +  .Ti)  +  agfa-ä*  +  a;^^!  +  x^^) 

+  <^4(^'2^  +  •*'2"^1    +  ^2^1"  +  ^1')   +   ■  •  • 
-2   =  «I    +  "2''-'"3   +  -^2)   +  «3(^3*  +  •^3-^2   +  ^2^) 

+  «4(^3*  +  ^3'a^2  +  ^3^2"  +  ^2'')  H 

•^3  =  «1    +  «2(^4  +  ■%'^  +  «3(^4^  +  ^i^3  +  ^3') 

Diese  werden  abermals  jede  von  der  nächstfolgenden  abgezogen,  und 
Werthe  z/r^,  -dz^,  Jz,  ...  werden  dadurch  ermittelt,  deren  jeder  sich 
durch  Xi^-ä  —  Xk^  'lAx  theilbar  erwei.st.    Man  vollzieht  die  Division 

und  setzt  ^— -  =  «< .     Die   Anzahl   der   Gleichungen,   welche    alsdann 

der  Untersuchung  noch  unterbreitet  sind,  ist  naturgemäss  wieder  um 
die  Einheit  vermindert.     Die  Gleichungen  selbst  heissen: 
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«2  =  ('-2  +  "ü  (^'-t  +  ^3  +  •''2)  +  «4 (-^'4'  4-  a^4^3  +  ^4^ä  +  ^3^  +  ^:: ^'2  +  ^'2'  '  H 

Der    näcliste    Schritt    fülirt    zur    Ermittelung    von    z/h^,  zlUy...  und 

.  Jiij.  _ 

deren  Division  durch  Xk+i  —  Xk  =  3z/ a;.    Dabei  mag  „—--  =  a  heissen. 

So  bekommt  man 

i"o  =  "s  +  «4  (•'■3  +  •'•2  +  -'h  +  .ro)  H 

i"l  =  «3  +  «4(-*'4  +  Xi  +  a-.  +  A'l)  H 

woraus    zJv^  =  (t^(x^  —  Xq')  =  Aa^Jx  +  •  ■  •    folgt,    beziehungsweise 

Denken  wir  uns,  um  festen  Boden  zu  gewinnen,  es  seien  genau 
5  Punkte,  durch  welche  die  parabolische  Curve  hindurchgehen  soll, 
so  schliesst  die  Rechnung  mit  a^  =  Kq  ab.  Allmähliche  Einsetzung 
in  die  entwicklimgsmässig  vorausgehenden  Gleichungen  liefert 

«3  =  I'q  (^3  -J-  OC2  -\-  X^  -f-  Xq)U'q 

«2  =  Mfl  —  (^2  +  a;i  +  Xo)Vo 

i      y'-s     2   ~P      3     1   ~l~      5^0  ~l      *^2     1   ~l         2     0      l~  •*1'^0/      0 
(.a^S  ■'^2 -^l   ~r"  '*'3*''ä"^0      I      ■^S'^'l'^O      i      -^2  •''1  •''o)  ^*  0 

Somit  sind  die  Coefficienten  a^,  «j,  «2?  ^3>  ^4  gewonnen,  welche  in 
die  angenommene  Curvengleichung  y  =  a^  -|-  a^a;  -j-  fl,.i.-  +  «3^;^  +  di^ 
eingesetzt  werden  können.  Es  ist  bei  dieser  Einsetziing  vortheilhafter, 
die  Ordnung  nach  Potenzen  von  x  fallen  zu  lassen  und  vielmehr  die 
Theile  zusammenzufassen,  welche  je  mit  y^,  z^,  u^,  v^,  w^  vervielfacht 
sind.     Alsdann  entsteht: 

y  =  2/0  +  (^  —  ä;o)^o  +  (^"^  —  (••^i  +  %^a;  +  x^Xg)t(o 
+  (a-"*  —  (X2  +  a'i  +  Xg'x^  -\-  >x.,Xi  -\-  x,Xq  -{-  x^Xf^^x  —  a'gaJjXj)^^ 

~r  (.*       (•''3  I  •''2  I  -^1  ~r -^a'  •*'  ~r ' -^a  "^2  1  *^3  -^i  1  •''s  •*  o~r  -^2  •*  1  ~r'^"2  ■^'o  1  *^i  *''o  "^ 

Hier  lassen  aber  die  Coefficienten  von  «g,  von  t^^,  von  tVg  sich  leicht 
als  Producte  aus  einfachen  Factoren  schreiben,  und  die  Curven- 
gleichung nimmmt  die  Gestalt  an: 

y  =  !/o  +  i^  —  •i'o^l'^o  +  (^  —  ^■i)(^  —  ^0)  "0  +  (^  —  a-o)(j;— Xi)(ä;  —Xo)v^ 
+  {x  —  Xs){x  —  x^)(_x  —  Xi)(x  —  X^)Wq. 
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Endlich  sei  noch  eine  Umformung  angedeutet,  welche  Newton,  da  ei- 
kein   Differenzenzeichen    besass,   nicht    vornehmen    konnte.      Uns  war 

^n=  — .^"i  "n  =  T-7^,  'o  =  5"^,  "'ft  =  7^'  Fortgesetzte Diffcrenzen- 

büdunff  der  Ordiuaten  lieget  also  dem  Sinne  dieser  Buchstaben  zu 
Grunde,  und  ein  Mathematiker  unserer  Zeit  würde  in  der  letzten 
Gleichung  für  (/  noch 

*»~  J.c'      «^1.2    /lx->      0         1.-2.3    ^a-'ä  '       0         1.2.3.4   ^x* 

schreiben.  Eine  Durchsichtigkeit  der  Form  würde  dadurch  erzielt, 
welche  die  Tragweite  des  in  der  Metbodus  differentialis  gelehrten 
Vei-fahrens  deutlich  erkennen  liesse. 

Was  Newton  mit  seinem  Verfahren  bezweckte,  hat  er  wie  in 
dem  Briefe  vom  24.  October  1(376,  wie  in  den  Priucipien  (S.  35'S) 
auch  in  der  Metbodus  differentialis  selbst  ausgesprochen.  Die  6.  und 
letzte  Aufgabe  verlangt,  irgend  eine  krummlinige  Figur  so  genau  als 
möglich  zu  quadi-iren,  wenn  eine  Anzahl  von  Ordinaten  gefunden 
werden  könne  ^),  und  als  Vorschrift  zur  Auflöung  der  Aufgabe  ist 
kurzweg  gesagt,  man  soUe  nach  den  gegebeneu  Regeln  eine  parabo- 
lische Curve  durch  die  Endpunkte  jener  bekannten  Ordinaten  legen; 
diese  lasse  sich  dann  immer  quadriren.  Aber  Newton  bemerkt 
femer  in  einem  an  die  6.  Aufgabe  sich  anschliessenden  Scholium,  die 
erörterten  Sätze  seien  nützlich  zur  Herstellung  von  Tabellen  mittels 
Reiheninterpolation  ^),  und  von  dieser  Aeusserung  hat  die  oben  mit- 
getheüte  Foi-mel  den  Namen  der  Newton'schen  Interpolations- 
formel enthalten,  unter  welcher  sie  bekannt  ist. 

Als  Beispiel  einer  Curvenquadi-atur  nimmt  das  eben  erwähnte 
Scholium    an,    es    sollen    4    Ordinaten    in    gleichen    Zwischemräumen, 

deren  jeder   auf  der  Abscissenaxe   gemessen    -—  heisse,  gegeben  sein; 

die  Summe  der  beiden  äussersten  Ordinaten  soll  A,  die  der  beiden 
mittleren  Ordinaten  B  sein.    Eine  neue  in  der  Mitte   errichtete  Ordi 

nate,  wird  behauptet,  werde  alsdann  die  Länge  — — —  besitzen,  und 
die  Fläche  betrage  — ^^ —  •  li.  Newton  sagt  nicht,  wie  er  die  Rech- 
nung vollzogen  habe,  aber  der  3.  imd  4.  Satz  der  Metbodus  differen- 
tialis,  welche  wir  in  unserem  Berichte  mit  Stillschweigen  übergangen 
haben,  gestattet  Newton's  Gedankenfolge  mit  an  Sicherheit  gi-enzender 


')  Figiiram  quamcunque  cwrilineam  quadrare  quamproximc,  cujus  Ordinaiae 
aliquot  iiiretiiri  posxuut.  ')  Utiles  sunt  hae  }>ropositiones  ad  tahulaa  construendas 
per  iiiterjjnlatiotiem  serierum. 
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Wahrscileinlichkeit  herzustellen.    Denken  wir  uns  (Fig.  49)  3lQPQ  =  yQ, 
J/j  Pj  =  Vi ,  -ZW!)  -f  2  =^  2/2  >  -^^3  -^3  ^  2/3  '"^1*  ^^^  ^i'^i"  genannten  Ordinaten, 

Wir  wählen    0,    den   Mittelpunkt    der 


P,P,  =  P,P,^P,P,= 


PqPs,  zum  Coordinatenanfangspunkt, 
messen  die  positiven  Abseissen  nach 
links,  die  negativen  nach  rechts,  also 

OP  =~     OP  =^    OP  = — 

OP3  = —  •     Die   Curvengleiehung 

setzen  wir  als  y  =  «o  -\-  ci^x  -\-  a^x^ 
voraus  und  erhalten 


R 


B- 


R 


Vü  =  "0  +  -.7  f'i  +  -^"2,    111  =  "0  +  -^  «1  + 


y-i  =  ^'0  — 

Man  sieht  hieraus 
Vo  +  y-i  =  -4  = 


i? 


«1  + 


36   "^' 


y-i 


R 


«0  —  ^  «1  + 


3G 


«2, 


7?-  7?^ 

2«0  +    -.r  «2>        2/1    +  2/2  =  ^  =  2^0  +    18    «2- 


Diese  Gleichungen  liefern  weiter  A  ■ 


18 
9^  — 9£ 


P  =  -^  ('■>  lind  «2  =  — -j^. 


Dann  ist  aber  (in 


mithin  die  Gestalt  y 


R- 


a.. 


9B  —  Ä 
16 


QB  —  A    ,  ,    9A 


Die  Curvengleiehung  hat 
95 


16 


4Ü* 


X-. 


und  bei  x^^O 


9^ j4    . 

ist  0M= — 7^ —   in  Uebereinstimmuug   mit  Newton's  Behauptung. 

Die  Unbestimmtheit  des  Buchstabens  «,  stört  nicht  bei  der  Quadratur 
vermöge  der  geschickten  Wahl  des  Coordinatenanfangspunktes  0.  Die 
gesuchte  Fläche  ist  nämlich 

R  R 


R 


in  abermaliger  Uebereinstimmung  mit  Newton's  Angabe. 

Auf  Grundlage  der  ersten  in  den  Principien  veröffentlichten  Be- 
merkungen Newton's  hat  auch  Cotes  sich  mit  der  Interpolations- 
aufgabe beschäftigt.  Roger  Cotes*)  (1652 — 1716)  war  Sohn  eines 
Geistlichen.  Sein  Oheim  John  Smith  erkannte  frühzeitig  die  mathe- 
matische Begabung  des  Knaben  und  nahm  ihn  7,u  sich,  um  grade 
diese  Geistesrichtung   zu   fördern.     Cotes   bezog   1699    die  Universität 


')   National   Biograpluj    XII,  i»2  — 284    (London   1887,    edited   by    Leslie 
Stephen). 
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Cambridge,  und  als  170G  ebendort  durch  eine  Stiftung  von  Plume 
eine  neue  Professur  der  Astronomie  und  Physik  in's  Leben  gerufen 
wurde,  traf  die  einstimmige  Wahl  auf  Cotes  als  ersten  Inhaber.  Einer 
der  Wähler.  Professor  Whiston,  äusserte  bei  dieser  Gelegenheit,  er 
fühle  sich  wie  ein  Kind  neben  Cotes,  und  noch  schmeichelhafter  ist 
der  Ausdruck,  dessen  Newton  sich  bei  dem  Tode  von  Cotes  bediente, 
man  würde,  wenn  er  beim  Leben  geblieben  wäre,  reicher  an  Kennt- 
nissen geworden  seinM.  Cotes  also  behandelte  seit  1707  die  Aufgabe, 
eine  parabolische  Curve  durch  gegebene  Punkte  zu  legen  und  trug 
seine  Untersuchungen  1709  in  seinen  Vorlesungen  vor.  Gedruckt 
sind  dieselben  in  einem  Bande  nachgelassener  Schriften^),  welche 
Robert  Smith,  der  Vetter  des  Verstorbenen  und  sein  Nachfolger 
in  der  astronomischen  Professur,  1722  herausgab. 

Die  erste  Arbeit,  durch  welche  Cotes  auch  in  weitei-en  Kreisen 
bekannt  wurde,  war  eine  Abhandlung  über  Logarithmenberechnung 
unter  ilem  Titel  Logometria,  welche  in  den  P.  T.  für  das  erste  Viertel- 
jahr 1714  erschien^).  Nachmals  bildete  sie  den  ersten  Abschnitt  der 
Harmonia  Meiisurantm,  welche  selbst  den  Hauptinhalt  des  erwähnten 
Bandes  nachgelassener  Schriften  ausmacht.  AJs  wesentlich  ist  daraus 
der  Begriif  des  Modulus  hervorzuheben,  mit  welchem  der  Logarithmus 
einer  Zahl  in  einem  Systeme  vervielfacht  werden  muss,  wenn  man 
den  Logarithmiis  derselben  Zahl  in  einem  anderen  Systeme  zu  erhalten 
wünscht.  Cotes  hatte  diesen  neuen  Namen  schon  am  25.  Mai  1712 
in  einem  Briefe  an  Newton  benutzt  und  Letzteren  um  seine  Meinung 
gebeten,  ob  er  den  Ausdi-uck  füi-  gut  gewählt  halte'').  Die  Sache  an 
sich  war  allerdings  nicht  neu,  denn  wir  wissen  (S.  82),  dass  Halley 
den  Modulus  des  Briggischen  Logarithmeusystems  ebenso  wie  dessen 
reciproke  Zahl  bereits  auf  6(>  Decimalstellen  ausgerechnet  und  im 
XIX.  Bande  der  P.  T.  veröffentlicht  hatte,  eine  Arbeitsübereinstimmung, 
welche  HaUey  kaum  aus  dem  Gedächtniss  gekommen  sein  kann,  aber 
auch  Cotes  um  so  weniger  unbekannt  geblieben  sein  wird,  als  er  auf 
Veranlassung  Newton's,  des  Vorsitzenden  der  Royal  Society,  seine 
Logometria  grade  an  HaUey,  den  damaligen  Secretär  der  Gesellschaft, 
einschickte,  um  den  Abdrack  zu  veranlassen. 

Der  nächste  Schriftsteller,  mit  welchem  wir  uns  zu  beschäftigen 
haben,  ist  Brook  Taylor*)  (1685 — 1731).     Er  ist  in  Kent  geboren 


')  Had  Cotes  lived,  ice  might  hare  knoicn  someihimf.  -)  Harmonia  Men- 

surarum  sive  Atialysis  et  Syuthesis  jjer  rationum  et  angalorum  mensuras  promotae: 
accedunt  alia  opuacula  mathematicu  per  Rngerum  Cotesium.  Cantabrigiae  1722. 
lin  Aubauge  pag.  .32  ist  über  deu  Ursprung  der  hier  erwähnten  Schrift  berichtet. 
')  P.  T.  XXIX,  5 — ib.  ■*)  Edleston,  Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and 
Professor  Cotes  pag.  117.     '•')  Encyclopnedia  Britunnirri  XXTTI,  92  (Edition  IX,  1888). 
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und  bezog  1701  die  Universität  Cambridge,  wo  er  1709  das  Bacca- 
laureat,  1714  den  Doctorhut  der  Rechtsgelehrsamkeit  erwarb,  daneben 
aber  auch  unter  Machin  und  Keill  mathematische  Studien  trieb. 
Seiner  Vielseitigkeit  genügten  auch  diese  beiden  Wissensgebiete  noch 
nicht.  Er  besass  mehr  als  gewöhnliche  Geschicklichkeit  in  Musik 
und  Malerei.  Er  hatte  viel  Familienunarlück,  und  der  Kummer  darüber 
beschleunigte  seinen  Tod.  Seine  erste  1708  verfasste  mathematische 
Abhandlung  über  Schwingungsmittelpunkte  erschien  1714  in  den 
P.  T.  ^).  Wir  haben  es  mit  seiner  MetJiodus  incrementorum  direda  et 
inversa  zu  thun,  einem  nur  118  Quartseiten  starken  Bändchen,  welches 
1715  in  London  die  Presse  verliess'-).  Der  Drucker  hat  viel  durch 
undeutliche  Zeichen,  der  Verfasser  noch  mehr  durch  undeutliche 
Schreibart  an  dem  kleinen  Buche  gesündigt,  so  dass  man  fast  darüber 
staunen  kann,  dass  es  trotz  dieser  Mängel  frühzeitig  zur  verdienten 
Berühmtheit  gelangte.  Vielleicht  trugen  auf  dem  euroijäischen  Fest- 
lande Bemängelungen  des  Buches,  auf  die  wir  bald  zu  reden  kommen, 
das  ihrige  dazu  bei,  es  bekannt  zu  machen,  und  in  England  hatte  es 
eine  mächtige  Empfehlung  in  der  Stellung  des  Verfassers  zu  Newton. 
Newton  wird  auch  in  der  Methodus  incrementorum  bei  jeder  thun- 
lichen  Gelegenheit  genannt  und  gerühmt.  Andere  Namen  kommen 
überhauj)t  nicht  vor,  es  sei  denn  in  der  Vorrede,  in  welcher  Newton's 
Fluxionsmethode  im  Gegensatze  zu  der  Exhaustionsmethode  der  Alten, 
zu  den  Summationsmethoden  von  Cavalieri  und  Wallis,  zu  jener 
Auffassung  von  Cavalieri  und  den  Neueren,  welche  Theile  als 
unenendlich  abnehmend  betrachteten''),  als  allein  vorwurfsfrei  gepriesen 
wird.  Diese  durchaus  einseitige  Parteistellung  hängt  natürlich  mit 
dem  Prioritätsstreite  zusammen,  an  welchem,  wie  wir  wissen,  Taylor 
als  sjiät  ernanntes  Mitglied  des  Untersuchungsausschusses  (S.  294) 
betheiligt  war.  Mit  der  gleichen  Parteistellung  dürfte  es  zusammen- 
hängen, dass  Taylor  den  Leibnizischen  Brief  vom  Februar  1673  (S.  73 
— 74),  in  welchem  werthvolle  Anfänge  der  DifFerenzenrechuung  sich 
finden,  mit  keiner  Silbe  erwähnt,  trotzdem  er  ihn  kennen  mnsste,  da 
er  im  Commercium  Epistolicum  von  1713  abgedi-uckt  war,  und  da 
doch  anzunehmen  ist,  dass  Taylor  wenigstens  nachträglich  eine  Brief- 
sammlung genauer  gelesen  haben  werde,  für  deren  Inhalt  er  mit- 
verantwortlich  war. 

Taylor  lässt,   um   nun   in   unserem  Berichte  zu  dem  eigentlichen 


')  P.  T.  XXVIII,  11.  «)  Das  Exemplar  der  Heidelberger  Universitäts- 

bibliothek trägt  die  irrige  Bezeichnung:  Londini  MDCCXVII.  Wir  wissen  nicht, 
ob  das  ein  neuer  Abdi-uck  ist,  oder  ob  die  falsche  Jahreszahl  auf  einem  Druck- 
fehler beruht.  ')  Cavcdlerius  et  Reeentiores  contemplarunt  partes  istas  ut  in 
infiH  U  u  III  diiii  in  Utas. 
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Buche  überzugebeu,  unbestimmte  Grössen  z,  x,  v  u. «.  w.  dmcli  In- 
cremente  wachsen,  durch  Decremente  abnehmen.  Als  Zeichen  des 
Incrementes,  der  Veränderung  wollen  wir  lieber  anstatt  des  Zuwachses 
sagen,  lun  auch  die  Abminderung  einzubegreifen,  benutzt  Taylor  ein 
Pünktchen  unter  dem  Buchstaben,  welches  verdoppelt  u.  s.  w. 
auftritt,  wenn  Veränderungen  der  Veränderungen  u.  s.  w.  vorkommen. 
Die  durch  eine  Zitier  angedeutete  Anzahl  der  Pünktchen  kann  auch 
die  Pünktchen   selbst   ersetzen,   x  wird   anstatt  x,  x  anstatt  x  mit  n 

dai-unter  befindlichen  Pünktchen  geschrieben.  Wird  n  =  0  oder  n=  —  1, 
so  bedeutet  x  die  unveränderte  Grösse  x  selbst,  x   die  Grösse,  deren 

0  —1 

erste  Veränderung  x  sein  soll.  Das  waren  Gedanken,  welche  auch 
Leibniz  seit  etwa  20  Jahren  besass  (S.  221),  aber  öfi'entlich  geäussert 
hat  dieser  sie  nicht,  so  dass  Taylor's  Unabhängigkeit  feststeht,  und 
ihm  das  Verdienst  anheimfällt  zuerst  negative  Indicirung  eingeführt 
zu  haben.  Anstatt  der  negativen  Zahlen  unter  den  Buchstaben  be- 
nutzt Taylor  auch  über  denselben  angebrachte,  von  links  oben  nach 
rechts  unten  gerichtete  Strichelchen,  ähnlich  dem  Gravis  der  griechi- 
schen Schrift,  während  der  von  rechts  oben  nach  links  unten  geneigte 
Acutus  die  Eluente  bedeutet.  So  ist  also  x  eine  Grösse,  deren  end- 
liche Veränderunsr  x  wird,  x  eine  solche,  deren  Flusion  x  ist.  Man 
sieht  leicht,  welche  Schwierigkeiten  solch  verschieden  geneigte  Accente 
neben  Fluxionspünktchen  über  und  Incrementpünktchen  unter  den 
Buchstaben  dem  Drucker  bereiten  mussten.  Die  Regel  für  die  Bil- 
dung einer  Incrementgleichung  ist  die  gleiche  wie  diejenige  für  die 
Bildung  der  Fluxionsgleichung  und  wird  einfach  mit  Anführungs- 
zeichen aus  der  Quadratura  Curvarum*)  in  unabgeändertem  Newton- 
schen  Wortlaute  übernommen. 

Im  dritten  Satze  stellt  sich  Taylor  die  Aufgabe  der  Vertau- 
schung der  unabhängigen  Veränderlichen,  indem  er  verlangt, 
eine  Fluxionsgleichung,  welche  nur  zwei  Variabele  s,  x  enthalte,  von 
denen  0  gleichförmig  veränderlich  sei,  solle  so  umgefoi-mt  werden, 
dass  X  als  die  gleichförmig  Veränderliche  gelte-).  Ersetzen  wir  die 
Fluxionspünktchen  zur  besseren  Uebersicht  durch  indicirte  d,  lassen 
aber  im  üebrigen  Taylor's  Gedankengang  unverändert,  so  schliesst 
derselbe  folgendennassen:  Ist  s  eine  Function  von  x  und  als  solche 
durch  Ä  bezeichnet,  so  hat  man  dz  =  dA  =  IBdx.  Ueberdies  soll 
dB  =  Cdx,  dC  =  Ddx,  dl)  =  Edx  sein,  wo  also  auch  B,  Ü,  D,  E 
Functionen  von  x  sind.     Fortgesetzte  Differentiation  giebt: 

')    Opuscula   Newloni   I,  209.  ^)   Methodus   Inciementorum   pag.  8 — 9: 

Aequationem  fluxiontüem,  in  qua  sunt  fluenles  ianium  duae  z  cf  x,  quoru>ii  z  ßuit 
rmifonniter.  Ha  tnuisformare,  ut  fhuit  x  miifnrmiter. 

C.^STOH,  Geschichte  der  Mathematik.    III,  2.  24 
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UPz  =  d{Bdx)  =  B  .  d'x  +  dB  .  dx  =  B  .  d-x  +  C^dxf, 
d^z  =  B.  d^x  +  dB  .  d'x  -\-2C.dx.  d-x  +  dC  .  {dxf 

=  Bd^'x  +  3Cdxd'x  +  D{dxf, 
d'z  =  Bd^x  +  dB  .  d^'x  -\-iCdx.  d^x  +  2,C{dHy  +  'ddCdxd^x 
+  ?,B{dxfd^x  +  dD{dxf  =  5(^*a;  +  ACdxd^x  +  36'((/2a;)2 


I. 


Ist  hierbei  s  gleichmässig  veränderlieh,  mithin  dz  constant,  so  ist 
d'^s  =  d^z  =  d'^z  =  . . .  =  0.  Andererseits  ergiebt  sich,  falls  x  als 
die  gleichmässig  Veränderliche  gilt,  aus  den  Definitionsgleichungen 
von  dz,  dB,  dC,  dB,  .. .,  dass 

-n  _(]±      ri  ^  '^B  _  cPz       T)  _dC  _d^      ^  _  (ZD  __  d'z 

dx'  dx         dx^'  dx         dx^'  dx         dx* 

Setzt  man  diese  Werthe  in  das  Gleichungssystem  I  ein,  wähi-end  die 
links  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  höheren  Differentiale  von  s 
aus  dem  erläuterten  Grunde  verschwinden,  so  entsteht  ein  neues 
Gleichungssystem : 

'o='^cPx-\-'^~(dxy, 

dx  '    dx^  ^      '  ' 


II. 


0  =  g  d'x  +  4  ;j^  (7a; .  rf^o;  +  3  £  (d'xf  +  6  £  (^dxYd^x 

\. 

Dieses  Gleichungssystem  II  führt  zu  d^x,  d^x,  d^x,  . . . ,  indem  man 
die  aus  benutzten  Gleichungen  des  Systems  gefundenen  höheren  Difl^e- 
rentiale  von  x  in  die  nächstfolgende  Gleichung  jeweils  einsetzt.  Taylor 
überlässt  dem  Leser  die  umständliche  Rechnung  und  begnügt  sich 
damit,  die  Ergebnisse  auszusprechen: 
l  ,a  d^z  .  dx 


TTT       75  — d^n  .  dz  .dx4-  S(d*zYdx 

III.  ^d'x^ (d.)T 

j^  ,  _  —  d'zjdzydx  +  10  d'g  .  d'z  .dg.dx  —  15  {d'-z^dx 

dz^ 

Zur  Controle  dividiren  wir  die  drei  Gleichungen  des  Systems  III  der 
Reihe  nach  durch  {dzY,  {dz)^,  {dsY  und  formen  alsdann  die  rechts 
entstehenden  Brüche  dadurch  um,  dass  wir,  wieder  der  Reihe  nach, 
Zähler  und  Nenner  durch  (dxy,  {dxY,  {dxy  theilen.  Wir  erhalten  so 
die  heute  allgemein  bekannten  Formeln: 
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d^z  d^z    dz 


d'x  dx'         d'x  dx'  dx 


+  3 


\dx'-l 


dz'  /dzV     dz' 


/d£\"     dz'  (d^y 

\dx)  \dx) 

'*  \dx)  +      dx' dl' dx  {dxV 


_d*s  {dzV  .  ^^d'z  d'zdz 
d*x dx 


\dxl 


Von  einer  bei  Taylor  an  zwei  Stellen  seines  Buches*)  behandelten 
DifFerentialgleichnug  wird  im  10(1.  Kapitel  die  Rede  sein. 

Einen  wichtigen  Abschnitt  der  Methodus  lucrementoi-um,  um  dessen- 
willen  wir  eigentlich  die  ganze  Schrift  grade  in  diesem  97.  Kapitel 
behandeln,  bildet  der  siebente  Satz  von  der  Taylor'schen  Reihe. 
Auch  hier  sei  uns  gestattet,  durch  eine  Tavlor  nicht  angehörende 
Bezeichnung,  insbesondere  durch  Benutzung  von  mit  Index  versehenen 
^  für  die  auf  einander  folgenden  Differenzen,  die  Taylor'schen  Er- 
örteningen  durchsichtiger  zu  machen.  Sei  z  die  gleichmässig  Ver- 
änderliche und  ^z  ihre  jedesmalige  Verändening.  In  Abhängigkeit 
von  z  ist  eine  andere  Veränderliche  x,  deren  auf  einander  folgende 
Differenzen  ^x,  ^^x,  A^x  ...  die  Veränderungen  von  x,  von  Ax, 
von  A'X  .  .  .  bezeichnen,  welchen  diese  unterworfen  sind,  während  z 
um  Az  zunimmt.  Folgende  Werthe  gehören  mithin  zusammen:  z  und 
X,  z  -\-  Jz  und  X  4"  ^x,  z  +  2Az  und  x  -\-  2Jx  -\-  A^x,  s  +  iAz 
und  X  -\-  3z/x  -j-  3z/-.r  -\-  zl^x.  Die  auftretenden  Zahlencoefficienten 
sind  die  der  Binomialentwicklung,  das  sonstige  Bildungsgesetz  ist 
nicht  minder  einleuchtend,  und  so  erkennt  man,  dass  zu  z  -\-  n  .  Az 
der  Werth  gehört: 

,            .       ,    Hi>i  —  1)     .,       ,    n(n  — 1)(»  —  2)    ,,       ,  1      >„ 

x  +  n.Ax-\-    \   ^     A^-x  +    '■    ^   .^^3 J^x  -\ [-  z/"a;. 

Nennt  man  nJz  =  v  und  [n  —  \')z]z  =  v',   femer  (»  —  2YAz  =  v" 

u.  s.  w. ,   also   auch   n  ^   ,   ,  n  —  1  ^  — - ,  w  —  2  =  --   u.  s.  w. ,   so 

'  Jz'  Jz'  Jz  ' 

wird  der  zu  z  -\-  r  zugehörige  Werth  von  o;  in  der  Gestalt 

I     c     Jx    1^   vv    J^x    1^  cv'c"   J^x    1^ 
^~^  ~1   '  Jz    I    172  Je'    '    1.2.3  J^  +  ■•■ 

erscheinen.  Ist  v  ein  endlicher  Werth,  während  gleichzeitig  Az  in 
das  unendlichkleine  dz  übergeht,  womit  naturgemäss  auch  der  lieber- 
gang  der  Dilferenzquotienten  von  x  in  Differentialquotienten  verbunden 
ist,  und  ti  sich  als  unendlich  gross  erweist,  so  sind  die  v,  v,  v". . . 
nicht  mehr  zu  untei-seheiden.  Dann  geht  also  vv'  in  i-,  vv'v"  in  v^ 
über  u.  s.  w.  Man  erhält  alsdann  als  AVerth  von  x,  während  z  in 
z  -{-  V  überging,  die  Reihe: 

')  3leOiodus  Incrementorum  pag.  17  und  "26 — 27.        '^  Ebenda  pag.  21 — 23. 

24* 
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^  +  T  (77    '    rrä  "rfj-'  "T"  1.2.3  77F    '     ■  ■  ■' 

und  das  ist  die  Taylor 's  che  Reihe,  wie  sie  benannt  zu  werden 
pflegt,  seit  ihr  Simon  Lhuilier  1786  in  einer  von  der  Berliner 
Akademie  gekrönten  und  auf  ihre  Kosten  gedruckten  Preisschrift ^) 
diesen  Namen  beigelegt  hat.  Wir  bemerken,  dass  Taylor  auch  den 
Fall  eines  negativen  v  in  Erwägung  gezogen  hat"),  und  dass  er 
fand,  dass  die  Reihe  für  den  zu  z  —  v  gehörigen  Werth  von  x  im 
Vorzeichen  alternirend  wurde,  während  der  absolute  Werth  der  Glieder 
keine  Veränderung  erlitt.  In  wie  weit  Taylor  sich  bei  Verfassung 
der  Methodus  Incrementorum  über  die  Möglichkeit  der  Anwendung 
seines  Satzes  zur  Reihenentwicklung  einer  Function  einer  zweitheiligen 
Grösse  klar  gewesen  sein  mag,  ist  kanm  zu  sagen.  Wirkliche  Reiheu- 
entwicklimgen  von  der  genannten  Art  hat  er  dort  jedenfalls  nicht 
vorgenommen. 

Eine  andere  immer  wieder  durch  die  Bezeichnung  sehr  schwer 
verständliche  Reihenentwicklung  ist  im  elften  Satze  ^)  gelehrt.  Sei 
I  s  .  dr  in  der  Form  rs -\- ])  angenommen.  Differentiation  bringt 
s  .  dr  =  s  .  dr  -\-  r  .  ds  -\-  dp  hervor.  Daraus  folgt  dp  =  —  rds  und 
p  =  —  /  rds  =  —  ( r  -j-  dr.     Man  hat  also  gefunden 

I  s  .  dr  =  r  s  —  /  *" '  7". '  '^*'- 

Taylor    geht    weiter    zur    Annahme        r  ■  ~  ■  dr  =  -^  7^.  +  2    über. 

Differentiation  liefert  r '-j^  ^  r '^  -\-  ^  ~,  4-  '-^  ■     Daraus  folgt 
(/)■  dr    '      2    dr-    '     dr  ° 

dq  »■-  d's 

dJ  ^~  Y  clP' 
und 

f   ,  r-  ds    ,     /")•'  d^s   , 

Jsdr  =  rs--j:^.-\-J^j-,dr. 

Das  srleiche  Verfahren,  welches  auf  nichts  anderes  hinausläuft  als  auf 
eine  fortgesetzte  Anwendung  des  factorenweisen  Integrationsverfahrens, 
kann  in  beliebiger  Wiederholung  angewandt  werden  und  liefert 

r-    ds    ,         r'       d's 


/^r-  d-s  j 
J    2    dr^ 


I  sdr  = 


TS 


dr~  1.  i 


1 .2  dr    '    i.2.3  dr^ 


Man   erkennt    sofort   in   der  von   Taylor   gegebenen   Reihe   die   schon 
1694    durch    Johann   Bernoulli    in    den   A.  E.   veröffentlichte    Ent- 


^)  Exposition  elementaire  des  princlpes  des  ccdculs  superieicrs  qui  a  remporie 
le  prix  propose  par  VAcademie  lioyale  des  scienees  et  beUes  lettres  pour  l'annee  1786. 
Berlin  4".  ^)  Methodus  Incrementorum  pag.  23:  mvtato  siijno  ipitis  r,  quo  tem- 
pore z  decrescendo  fit  z  —  v..        ")  Ebenda  iiag.  .'!«— 39. 
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Wicklung  (S.  220).  Taylor  bediente  sich  allerdings  einer  anderen  und, 
man  darf  hinzusetzen,  weniger  anfechtbaren  llerleitung  als  der  Er- 
finder der  Reihe  selbst,  aber  dennoch  ist  ihm  der  Vorwurf  nicht  wohl 
zu  ersparen.  Jenen  nicht  genannt  zu  haben,  und  als  ihm  dieser  Vor- 
wurf im  Maihefte  1721  der  A.  E.  wirklich  gemacht  wurde,  musste  er 
die  Antwort  schuldig  bleiben. 

Der  zweite  Abschnitt  der  Methodus  Incrementorum,  welcher  den 
ei-sten  wenig  an  Länge  übertriift,  enthält  Anwendungen  der  in  jenem 
auseinandergesetzten  Lehren.  Er  beginnt  mit  dem  Interpolatious- 
probleme"^),  an  welches  das  der  Summirung  einer  gegebenen  Anzahl 
von  Gliedern  einer  Reihe  von  bekanntem  Bildungsgesetze  ^)  sich  an- 
schliesst.  Die  bei  letzterer  Aufgabe  gegebene  Anweisung  besteht 
darin,  man  solle  von  einem  Anfangsgliede  an  zuerst  die  Summe  aller 
Glieder  bis  zu  dem  ersten  der  zu  siimmirenden  Glieder  ausschliesslich 
und  dann  die  bis  zum  letzten  einschliesslich  bilden  und  erstere  von 
letzterer  abziehen.  Das  ist  auf  Glieder  von  endlichen  Difierenzen 
angewandt  die  gleiche  Methode,  welche  bei  den  Quadraturen,  d.  h. 
bei  Summirung  stetig  sich  aneinander  anschliessender  Grössen  zur 
Auswerthung  von  bestimmten  Integralen  führt,  wie  überhaupt  die 
Sum m i rungsaufgabe  von  Gliedern  mit  endlichen  Unterschieden  und 
die  Integrationsaufgabe  zu  vielfach  ganz  ähnlichen  Ergebnissen  führen, 
worauf  aufmerksam  gemacht  wird^). 

Spätere  Aufgaben  gehören  den  Anwendungen  der  Fluxions- 
rechnung  auf  Aufgaben  der  Geometrie  und  Mechanik  an,  und 
von  Unterschieden  von  endlicher  Grösse  ist  ferner  nicht  mehr  die 
Rede.  Da  behandelt  Taylor  das  isoperimetrische  Problem^),  die 
Kettenlinie*),  die  Aufgabe  der  gespannten  Saite ^),  welche  hier  die 
erste  mathematische  Behandlung  erhielt,  nachdem  Mersenne  in  seiner 
Harmonka  von  1663  Versuche  über  Saitenschwingungen  beschrieben 
imd  Erfahrungsgesetze  ermittelt  hatte'). 

Auch  die  Auffindung  des  Schwingungsmittelpunktes  senk- 
recht herabhängender  Körper  i.st  von  Taylor  behandelt*)  und  hat  An- 
lass  zu  Streitigkeiten  gegeben.  Johann  Bernoulli  hatte  die  gleiche 
Aufgabe  im  Junihefte  1714  der  A.  E.  gelöst,  wo  sie  also  jedenfalls 
früher  als  in  dem  Taylor'schen  Buche  von  1715  dem  mathematischen 
Leserki-eise  bekannt  wurde.     Taylor  vertheidigte  •')  seine  Unabhängig- 


')  Methodus  Incrementorum  pag.  .'J3 — 56.  ')  Ebenda  pag.  56 — 58. 

')  Ebenda  pag.  65.  *)  Ebenda  pag.  68.  ^)  Ebenda  pag.  75.  ")  Ebenda 

pag.  89.  ')  Heller,  Geschichte  der  Physik  IT,  75 — 76.  *)  Methodus  Incre- 
mcntoruvi  pag.  95.  ')  Taylor 's  Vertheidigung  und  mit  ihr  sämmtliche  Streit- 
schriften findet  man  vereinigt  in  Joh.  Bernoulli  Opera  II,  die  hier  ange- 
führten Daten  II,  480. 
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keit  von  Johann  Bernonlli  in  den  P.  T.  von  1710.  Er  habe  schon 
am  Anfange  des  Jahres  1712  den  Schwingungsmittelpunkt  genau  so 
gefunden,  wie  er  später  habe  drucken  lassen,  und  könne  diese  That- 
sache  durch  Briefe  von  Keill  beweisen,  ausserdem  sei  die  Reinschrift 
seines  Buches  seit  April  1714  im  Besitze  der  Royal  Society  gewesen'), 
mithin  vor  der  Versendung  des  Juniheftes  der  A.  E. 

Kommen  wir  in  einem  Gesammturtheile  auf  die  Methodus  In- 
crementonun  zurück,  so  ist  deren  ungemein  hohe  Bedeutung  nicht  zu 
verkennen;  es  ist  zugleich  zu  bemerken,  dass  die  Lehre  von  den  end- 
lichen Differenzen  eigentlich  am  stiefmütterlichsten,  mindestens  am 
undeutlichsten  behandelt  ist,  wiewohl  sie  dem  Buche  den  Titel  verlieh 
und  das  Buch  wieder  anderen  Mathematikern  den  Anstoss  gab,  tiefer 
in  den  Gegenstand  einzudiingen. 

"Wir  nennen  hier  zuerst  Pierre  Remond  De  Moutmort  mit 
einer  Abhandlung*)  in  den  P.  T.  von  1717.  Ihr  klar  und  deutlich 
ausgesprochener  Gnmdgedanke  besteht  darin,  dass,  wenn  eine  Reihe 
von  Gliedern  a,  h,  c,  d ...  zu  summiren  ist,  das  Bestreben  dahin  ge- 
richtet werden  solle,  jedes  dieser  Glieder  als  eine  Differenz  von  der 
Ali  darzustellen,  dass  der  Subtrahend  jeder  früheren  Differenz  Minuend 
der  nächstfolgenden  werde.  Ist  a  =  A  —  B,  h  =  B  —  C,  c  =  C  —  D, 
(?  =  D  —  Ej  so  wird  ersichtlich  a  -\-  h  -\-  c  -{-  cl  =  A  —  E  und  ganz 
ähnlich  bei  grösserer  Anzahl  der  Reihenglieder.  Vielfältige  Beispiele 
bringen  den  Gedanken  zur  Anwendung.  Man  erinnert  sich  unwiU- 
küidich  an  Dinge,  welche  in  zu  jener  Zeit  noch  nicht  veröffentlichten 
und  De  Moutmort  mithin  unbekannten  Briefen  von  Leibniz  (S.  356) 
vorkamen. 

In  dem  gleichen  Jahre  1717  legte  ein  anderer  französischer 
Mathematiker  Fran(,-ois  Xicole')  (IG.'^o  — 1^58),  der  von  seinem 
16.  Jahre  au  als  Schüler  De  Montmort's  zu  bezeichnen  ist,  ohne 
dass  mit  dieser  Bezeichnung  seine  oder  De  Montmort's  Selbständig- 
keit in  der  Differenzenrechnung  ii-gend  angezweifelt  werden  will,  der 
Pariser  Academie  des  Sciences  eine  Abhandlung*)  vor,  welche  aus- 
gesprochenermassen  die  Absicht  verfolgte,  klarer  darzustellen,  was  in 
Taylors  Methodus  Incrementorum  nicht  mit  genügender  Deutlichkeit 
ausgefühii  sei.  Nicole  hat  diese  seine  Absicht  durchaus  erfüllt. 
Mit  musterhafter  Klarheit  setzt  er  auseinander,  die  Differenz  von 
x{x  -j-  w)  . . .  (a;  +  (p  —  1)«)  sei  pn{x  -|-  w)(a;  -|-  2«)  ...(x-\-{p  —  1)  w) 
als  Werth  von 


')  In  einem  anderen  Schriftstück  (Joh.  Bernoulli  0])fra  ü,  474"i  ist  sogar 
behauptet,  die  3Iethodus  Incrementorum  sei  seit  April  1713  im  Besitze  der  Royal 
Society  gewesen.  ')  P.  T.  XXX,  633 — 675.  ^)  Histoire  de  V Academie  desscicnces. 
Annee  1758  ^Histoire  pag.  107—114).         *)  Ebenda  Annee  1717  pag.  7 — -21. 
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(x  +  ii)[^x  +  ^»0  . . .  (,x  +  pii)  —  x{x  -|-  m)  . . .  (x  +  ;)  —  Vn). 
Umgekehrt  ist  ^^")(^  +  2"^)-^--(-'  +  'i'-l'"^   .las  Integi-al    der  end- 

liehen  Differenz  (x  +  tt){x  -j-  '2  n)  . . .  (x  -\-  p  —  l'w).  Das  Integral 
wird  gefunden,  indem  der  Differenz  der  Factor  beigegeben  wird,  der 
um  H  kleiner  als  der  niedei-ste  in  ihr  vorhandene  Factor  ist,  und 
hierauf  noch  die  Division  durch  p,  als  Anzahl  der  jetzt  vorhandenen 
Factoren,  und  durch  )i,  als  Betrag  der  jeweiligen  Zunahme  der  Facto- 
ren,  vollzogen  wird.     Will  man  die  Summe 

1(1  +  »)  .. .  (1  +  qy  -  1)h)  +  (1  +  «)(1  +  2«)  •  •  ■  (1  +pn)  +  ■  ■  • 

+  x{x  +  n) . . .  (x  +  P  —  1 '«) 
haben,  so  betrachtet  man  das  nachfolgende  Glied 
(.r  +  n)(x  -\-  2n)  ...{x  -\- pn) 

als    Differenz    und   bildet    deren    Integi-al  /     ,  .{"       "i""  ^ 

^  (p  + 1)  n  ' 

welches  die  gesuchte   Summe   sein   wird.     Die  Differenz  des  Bruches 

1 


oder 


j;(a;  +  n)  . .  .  (a;  -|-  (^)  —  li>i'> 


x{x-\-n) ...(«  +  (j) —  1)m)         {x  -^  n)  {x -\-  2n) . . .  (x-\-pn) 


ist  —. — i — r^^ — -. — I r  und  umgekehrt  ist  —. — ; — r ; — -, ; — r  das 

x{x-\-n) . .  .(x-\- pn)  "  x(x-{-n)...(x-\-lp  —  D«) 

Integral  der  endlichen  Differenz  .     »        — r,  welches  also  ge- 

fanden  wird,  indem  man  in  der  Differenz  den  höchsten  Factor  (x-\-2}n) 
des  Neuners  weglässt  imd  alsdann  noch  dui-ch  die  Anzahl  p  der  übrig 
bleibenden  Factoren  und  durch  den  Betrag  n,  um  welchen  die  Nenner- 
factoren jeweils  steigen,  dividirt.  Will  man  nun  die  Summe  einer 
unendlichen  Reihe  von  Brüchen  finden,  deren  jeder  die  Form 

1 

x(x  -{-  n)(x-\-  2n) . . .  {x  -\- pn) 

besitzt,  so  ist  dieses  allgemeine  Glied  selbst  die  Differenz  zwischen 
der  Reihensumme  der  vor  ihm  auftretenden  Glieder  und  der  Reihen- 
summe der  bis  zu  ihm  einschliesslich  genommenen  Glieder.  Das 
Integral  dieser  endlichen  Differenz  ist  nach  der  ausgesprochenen  Regel 

-. — i — r -. — i ; — :,    und   das   ist    also    die    Summe   der  mit 

p.n. x{x -\-n).  ..{x-\-{.p  —  l)n) ' 

— , — j — r -. — , r    beginnenden  unendlichen  Reihe.     In   diesem  Auf- 

x(x  -\-  tv  . . .  {x  -\-  p n)        ° 

satze  ist  also  zweierlei  geleistet.  Die  Summe  beliebig  vieler  Glieder 
einer  steigenden  und  die  der  unendlich  vielen  Glieder  einer  fallenden 
Reihe  wird  ermittelt,  steigend  und  fallend  in  dem  Sinne  verstanden, 
dass  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  einen  immer  grösseren,  beziehungs- 
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weise  immer  kleineren  Werth  annehmen.  Im  ersteren  Falle  sind  die 
Glieder  ganzzahUg,  im  zweiten  Falle  gebrochen,  beidemal  bestehen 
dieselben  aus  Factoreu  von  gegebener  Anzahl,  beidemal  ist  der  ver- 
änderliche Theil  der  Factoren  eine  arithmetische  Folge  von  Vielfachen 
einer  gegebenen  Zahl. 

Dieser  Grandaufgabe  ist  Kicole  treu  geblieben.  Er  hat  in  zwei 
Aiifsätzen  des  Jahres  1723'),  in  einem  Aufsatze  des  Jahres  1724-), 
encUich  in  einem  Aufsatze  des  Jahres  1727')  immer  verwickeitere 
Fonnen  solcher  Reihen  behandelt.    Er  hat  z.  B.  Reihen  summirt  von 

der  Gestalt 

1 

x(x  +  w) (o;  +  2») . .  .(x-j-ip  —  1) «) 

+ ! +  ... 

'    {x-\-m){x-\-m-\-n){x-\- m-{-in) . .  .(x-\- m -\-{p  —  1)«)    '         ' 

er  hat  auch  von  Glied  zu  Glied  sich  verändernde  Zähler  beigegeben, 
aber  nirgend  ist  eine  Abweichung  in  dem  Sinne,  dass  jene  Factoreu 
der  Nenner  anderer  Art  als  linear  wären,  nirgend  ist  von  höheren 
als  ersten  Differenzen  die  Rede,  imd  deshalb  dürfen  wir  die  fünf 
Aufsätze  Nicole's  mit  Einschluss  dessen  von  1727,  der  seiner  Datinmg 
nach  eigentlich  dem  folgenden  Abschnitte  angehören  müsste,  in  diesem 
kurzen  Bericht  zusammenfassen. 

Wir  kommen  wieder  zu  einem  englischen  oder  vielmehi*  schotti- 
schen Schi-iftsteUer  James  Stirling*)  (1692—1770).  Er  kam  1710 
nach  Oxford,  wo  er  eine  Freistelle  erhielt,  von  der  ihm  aber  1715 
wegen  entdeckten  Briefwechsels  mit  bekannten  Jacobiten  Ausstossung 
drohte.  Er  floh  nach  Venechg,  wo  er  sich  durch  Unterricht  in  der 
Mathematik  ernährfe.  Von  Venedig  aus  veröif entlichte  er  1717  eine 
geometrische  Schrift,  die  wir  im  99.  Kapitel  besprechen  werden,  und 
die  ihn  Newton  nahe  brachte.  In  Venedig  ist  dann  auch  eine  Ab- 
handlung geschrieben,  welche  durch  Newton's  Vermittelung  in  den 
P.  T.  von  1719  gedruckt  wurde").  Wieder  Newton  brachte  es  zuwege, 
dass  Stirling  1725  nach  England  zurückkehren  durfte.  Seit  1735  war 
er.  dann  Director  einer  schottischen  Bergwerksgesellschaft.  Die  Ab- 
handlung von  1719  trägt  die  Ueberschrift  Methodus  diffcrent'nüis 
Neivtoniana  illustrata  Äutliore^)  Jacobo  Stirling  e  Coli.  Balliol  Oxon., 
der  Verfasser  gehörte  mithin  damals  dem  Namen  nach  noch  der 
Hochschule  Oxford  an.  Der  Ueberschrift  kann  man  auch  entnehmen, 
dass    Stirling    von    Newton's    Interpolationsverfahren    ausging, 


')   Histoire  de  VAcademie  des  sciences.     Annee  1723.    pag.  20 — 37  und  181 
—198.  -)  Ebenda.    Ann^e  1724  pag.  138—158.  ^)  Ebenda.     Annee  1727 

pag.  257—268.       *)  Emydopaedia  Britannica  XXII,  555—556  (Edition  IX,  1887). 
')  P.  T.  XXX,  1050—1070.         «)  sie! 
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dessen  Erläuterung  insofern  sein  wesentlicher  Zweck  war,  als  er  die 
auf  das  Auffinden  zu  interpolirender  Glieder  gerichteten  Rechnungen 
bequemer  darstellte.  Es  sollen  etwa  a,  ß,  y,  d,  s,  ^,  r]  sieben  aufein- 
ander folgende,  so  nahe  bei  einander  liegende  Glieder  einer  Reihe 
(beziehungsweise  Ordinaten  einer  Cui-ve)  sein,  dass  sie  als  Glieder 
einer  arithmetischen  Reihe  von  irgend  einer  Ordnung  gedacht  werden 
können,  d.  h.  dass  ihre  aufeinander  folgenden  Differenzen  um  so 
weniger  von  Null  abweichen,  je  höherer  Ordnung  sie  sind.  Nun  ist 
«  —  ß  eine  erste  Differenz,  (a  —  ß)  —  (/3  —  y)  =  cc  —  2ß  -\-  y  eine 
zweite  Differenz.  Ebenso  erkennt  man  a  —  3^  -f-  oj'  —  d  als  eine  dritte, 
«  —  iß-\-6y  —  4^-j-*  als  eine  vierte,  «  —  öß-\-10y — lOö-f-öf  —  ? 
als  eine  fünfte,  a  —  6ß-{-lby  —  20d  -\-  15e  —  6^ -\- r]  als  eine 
sechste  Differenz.  Mit  immer  mehr  der  Wahrheit  sich  nähernder 
Ziiverlässigkeit  gelten  folglich  diese  Differenzen  als  nicht  mehr  vor- 
handen, d.  h.  ihr  Nullsetzen  gestattet  a  in  immer  genaueren  Näherungs- 
werthen  zu  finden.  Diese  Näherungswerthe  sind:  a  =  ß,  a  =  2^  —  y, 
u='dß  —  Sy-\-d,  cc  =  4ß—6y-\-4d—s,  a  =  oß  —  10y-\-lOd—bs-\-t, 
«  =  6/3  —  15y  +  20(J  —  15«  -f  6g  —  t;  u.  s.  w.    Stirling  sucht  z.  B. 

mittels  dieser  Formeln  «  =  --r  zu  erhalten,  indem  er  es  als  voraus 
gehendes  Glied  zu  den  Gliedern  ^,  ^,  ~,  ^,  ^,  /^^  betrachtet. 
Er  findet  die  sechs  Näherungswerthe 

«  =  0,0099009900990,  a  =  0,0099980586293,  a  =  0,0099099434550, 
«  =  0,0099999978248,  «  =  0,0099999998958,  «=0,0099999999931. 

Im  weiteren  Verlaufe   der  Abhandlung  bedient   sich   Stirliuo;   se- 
wisser  Umformungen,  deren  Zweck  es  ist,  die  Convergenz  von  Reihen 

zu  beschleunigen.     Ist  beispielsweise  ^)  7~^7]  =  H,  so  folgt 

1  -  JJ  =  (1  +  Q)-^ 
und    hieraus   wieder  (1  -f-  Q)"  =  (1  —  It)~".     Man   kann   aber  beide 
Ausdrücke    nach    dem    binomischen    Satze    entwickeln    und    erhält    so 
zwei  Reihen,  die  den  gleichen  Werth  besitzen 

(1  +  ö;.=  1  +  Q'^  +  ^.!i(^^^3>Kn-l)(n-2)_^... 

und 


')  P.  T.  XXX,  1065  steht  zwar  i?^  — "^   ^ ,  aber  das  ist  oflenbar  ein  Druck- 

Y 
fehler,  da  diese  Substitution  die  Reihe,  welche  nachher  angegeben  ist,  überhaupt 
nicht  hervorbringt,  abgesehen  davon,   dass  diese,  wenn  sie  so   entstünde,   bei 
if  ]>  1  divergiren  würde. 
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De  Lagny  legte  1705  und  1722  der  Academie  des  Sciences 
Abhandlungen  vor*),  in  welchen  die  höheren  Dilferenzen  bei  der  Auf- 
lösung von  Gleichungen  Yerwerihung  finden.  Um  dieses  Zweckes 
willen  wird  über  die  beiden  Abhandlungen  der  Hauptsache  nach  erst 
im  folgenden  98.  Kapitel  zu  berichten  sein,  aber  Einiges  sei  gleich  hier 
hervorgehoben.  De  Lagny  bildet  die  aufeinander  folgenden  Differenzen 
bei  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung.  Er  nennt  1722  die 
erste  Zahl  jeder  Differenzenreihe  ihren  Erzeuger,  generateur.  Dieser 
Name  erinnert  zu  deutlich  an  das  von  Leibniz  in  dem  (zuletzt 
S.  364)  erwähnten  Briefe  an  Oldenburg  vom  Febn;ar  1673  in  gleichem 
Sinne  gebrauchte  generatrices ,  als  dass  wir  nicht  au  eine  vielleicht 
nicht  ganz  bewiisste  Einwirkung  denken  sollten.  Im  Jahre  1722 
kannte  De  Lagny  sicherlich  das  seit  1713  unter  den  Mathematikern 
freigebigst  verbreitete  Commercium  Epistolicum  und  folglich  jene 
Leibnizische  Untersuchung.  Aber  wie  war  es  1705,  als  De  Lagny 
zwar  ohne  jene  Namen,  aber  immerhin  höhere  DifiFerenzen  in  Rech- 
nuuff  zosr?  Hat  er  damals  schon  unter  der  Hand  in  Paris  gehört, 
was  Leibniz  am  gleichen  Orte  32  Jahre  früher  in  Erwägung  zog? 
Hat  er  Mouton's  Dnickschrift  von  1670  (S.  72)  gekannt  oder  gar 
Faulhab er"s  Summiiimg  arithmetischer  Reihen  höherer  Ordnung 
(Bd.  II,  S.  684)?  Wir  sind  nicht  im  Stande,  cUese  Fragen  zu  beant- 
worten. In  De  Lagny's  Abhandlung  von  1722  treten  zwei  wichtige 
Sätze  auf,  welche  als  unbestreitbare  Gnindsätze  bezeichnet^)  und  dem 
entsprechend  nicht  bewiesen  sind.  Der  eine  Satz,  der  vielleicht 
De  Lagny  angehört,  ist  der,  dass  Potenzen  von  hini'eichend  hohem 
Exponenten  jeder  Zahl,  die  irgend  grösser  als  die  Einheit  ist,  über 
alle  Grenzen  hinaus  wachsen.  Der  zweite  Satz,  den  allerdings,  wie 
wir  im  99.  Kapitel  erfahren  werden,  Stirling  schon  1717  aus- 
gesprochen hatte,  ist  der,  dass  in  der  Reihe 

der  Werth  von  x  so  gross  angenommen  werden  kann,  dass  a^x"-  für 
das  Vorzeichen  der  Reihensiimme  den  Ausschlag  giebt.  Endlich  rühmt 
De  Lagny  selbst^),  er  sei  der  Erste,  der  darauf  aufmerksam  mache, 
dass  nicht  bloss,  wie  man  schon  lange  wisse,  die  2.,  3.  u.  s.  w.  Po- 
tenzen der  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenfolge  arithmetische  Progres- 
sionen 2.,  3.,  ...  Ordnung  bilden,  sondern  dass  das  Gleiche  auch  für 
die  Summen  axx^- -^  ax-ix'-^^ -{ h^i^  Geltung  habe,  welche  ent- 
stehen, indem  man  der  Veränderlichen  x  der  Reihe  nach  alle  ganz- 
zahligen Werthe  der  natüi-lichen  Zahlenfolge  beilegt. 

•)  Histoire  de  VAcademie  des  Sciences.  Anne'e  1705  pag.  277 — 300.  Annee 
1722  pag.  264 — 320.  *)  Ebenda  Anne'e  1722  pag.  275:   Ce  sont  deux  axiomes 

iiwontestables.         ')  Ebenda  pag.  281—282. 
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Der  letzte  Schriftsteller,  von  welchem  wir  in  diesem  Kapitel  kurz 
zu  reden  haben,  ist  Abraham  de  Moivre,  als  Verfasser  einer  Ab- 
handlung, die  im  Mai  1720  der  Royal  Society  vorlag  und  1722  in 
den  P.  T.  gedruckt  wurde').  Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  der 
Hauptsache  nach  mit  dem  Zerfällen  eines  Bruches  in  Partialb rüche, 
also  mit  einem  Gegenstaude,  der  schon  lä.ngst  durch  Leibniz  und 
Johann  Beruoulli  seine  Erledigung  gefunden  hatte.  De  Moivre 
erkennt  das  Vorrecht  Leibnizens  gegen  den  Schluss  der  Abhandlung 
voU  und  unumwunden  an,  aber  die  A.  E.  von  1702  und  1703,  sagt 
er,  seien  ihm  erst  nachträglich  zu  Gesicht  gekommen.  In  De  Moivre's 
Darstellung  findet  sich  ein  Begriff  und  ein  dafür  erfundenes  Wort, 
welche  von  nun  an  der  Mathematik  angehören.  Er  nennt  recurrente 
Reihen-)  solche,  bei  welchen  die  einzelnen  Coefficienten  mit  einer 
bestimmten  Anzahl  ihnen  vorausgehender  Coefficienten  in  einem  von 
Glied  zu  Glied  unverändert  bleibenden  Zusammenhange  stehen.  So 
ist  z.  B.  1  -(-  3.r  +  Ix'^  +  17.r'  -(-  41,r*  -(-  99x^  +  ■  •  •  eine  recurrente 
Reihe,  und  der  Zusammenhang  ihi'er  Coefficienten  liegt  in  der  von 
li  =  0  an  giltigen  Beziehung  a„+2  =  2  «„4.1  -|-  «„.  Dem  Zusammen- 
hange fl„+3  =  3fl„-|.2  —  2a„-(-i  +  öa„  entspricht  die  gleichfalls  re- 
currente Reihe  1  +  2a;  -f  3a;'  +  lOa,-''  +  Ux*  +  97x^-1 u.  s.  w. 
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Wenn  wir  uns  nunmehr  den  Leistungen  auf  alsebraischem  Ge- 
biete  zuwenden,  so  stellt  uns  die  Abhandlung  De  Lagny's')  von 
1705,  wie  sie  die  älteste  von  uns  zu  erwähnende  ist,  auch  dadurch 
einen  erwünschten  Uebergang  in  Aussicht,  als  sie,  wie  (S.  374)  be- 
merkt wurde,  an  Begriffe  der  Difi'erenzenrechnung  anknüpft.  De  Lagny 
bildet  die  nten  Potenzen  von  n  -\-  1  selbst  in  arithmetischer  Progi-es- 
sion  stehenden  Zahlen,  also  a",  (o  +  h)",  {a  -f-  2h)",  ...  (a  -\-  nhy. 
Die  ersten,  zweiten,  .  .  .  )iten  Differenzen  dieser  Potenzwerfhe  werden 
genommen,  und  dabei  zeigt  sich,  dass  die  nten  Differenzen  constant 
ausfallen  und  zwar  1.  2.  3.  . . .  nh"  heissen.  De  Lagny  sagt*),  dieser 
Satz  sei  seines  Wissens  in  seiner  Allgemeinheit  neu,  wenn  auch  die 
beiden  besonderen  Fälle  längst  bekannt  seien,  dass  2  die  zweite 
Differenz  der  natürlichen  Quadratzahlen  und  6  die  dritte  Differenz 
der    natürlichen    Kubikzahlen    darstelle.     Die    Constanz    der    höheren 


')  P.  T.  XXXn,  162—178.         ')  P.  T.  XXXII,  176.  =)  Histoire  de  l'Aca- 

demie  des  Sciences.    Anii^e  1705  pag-.  277 — 300.       *)  Ebenda  pag.  288  Remarque  II. 
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Differenzen  lässt  Tabellen  hoher  Potenzen  der  aufeinander  folgenden 
Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  durch  fortgesetzte  Additionen  ent- 
stehen, sie  leistet  auch  bei  der  Auflösung  von  Zahlengleichungen 
Hilfe,  und  das  ist  De  Lagny's  eigentlicher  Zielpunkt.  Jeder  Ausdruck 
cinX" -\- ci„  —  iX"~^ -{-■■• -\- Kj^x  gestattet  nämlich,  sofern  x  in  arith- 
metischer Progression  wächst,  d.  h.  die  Werthe  x  =  o ,  x  =  a  -\-  h, 
. . .  X  =  a  -\-  nh  annimmt,  seine  höheren  Differenzen  zu  bilden,  deren 
«te  constant  wird.  Man  erhält  also  auch  cc„x"  -)-«„_ i x'" "^ ^  -|-  •••-)-  "^i ^ 
durch  einzige  Anwendung  fortgesetzter  Additionen,  und  diese  von 
einander  verschiedenen  Gleichungsconstanten  —  De  Lagny  nennt  sie 
im  Anschlüsse  an  Vieta  die  honioymes  de  comparaison  —  sind  bald 
kleiner,  bald  grösser  als  die  Gleichungsconstante  c  der  vorgelegten 
Gleichung  a„x"  -\-  a^—iX''^''-  -\-  ••  ■  -\-  a^x  =  c,  bald  ihr  genau  gleich. 
Im  letzteren  Falle  ist  der  ganzzahlige  Wurzelwerth  x  gefunden,  der 
die  Gleichung  erfüllt,  andernfalls  hat  man  wenigstens  zwei  ganze 
Zahlen  ermittelt,  zwischen  welchen  x  liegt,  und  sind  es  zwei  nur  um 
die  Einheit  verschiedene  Werthe,  d.  h.  hat  man  h  ==  \  gewählt,  so 
ist  zugleich  die  Gewissheit  der  Irrationalität  von  x  gewonnen^). 
Nun  hat  De  Lagny  am  Anfang  der  Abhandlung  zwei  Gleichungen 
arithmetisch  ähnlich")  genannt,  wenn  sie  nur  durch  die  Gleichungs- 
constante sich  von  einander  unterscheiden,  dagegen  geometrisch  ähn- 
lich^), wenn  der  Coefficient  a,,  von  a;"  übereinstimmt,  die  übrigen 
Coefficienten  aber  in  der  zweiten  Gleichung  a„_ij3,  ß„_2j3",  .  .  . 
«j/3"~'  heissen  und  die  Gleichungsconstante  cß'^  ist.  Die  Wurzel  der 
geometrisch  ähnlichen  Gleichung  ist  alsdann  das  /3  fache  der  Wurzel 
der  erstgegebenen.  Auch  die  Wurzel  der  geometrisch  ähnlichen  Glei- 
chung vermag  man  in  Grenzen  einzuschliessen ,  welche  nur  um  eine 
Einheit  von  einander  liegen,  und  damit  ist  die  Wurzel  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  auf    „    genau  gefunden'').    Im  folgenden  Jahre  1706 

kam  De  Lagny  in  einer  als  zweite  Abtheilung  der  früheren  Abhand- 
lung bezeichneten  Fortsetzung^)  auf  den  Gegenstand  zurück,  aber 
nur  um  gewisse  Abkürzungen  des  Verfahrens  bei  der  Behandlung 
cubischer  Gleichlingen  zu  lehren.  Die  theoretische  Bedeutung  dieser 
Fortsetzung  liegt  einzig  darin,  dass  versucht  wird  die  Meinung 
zu  begründen,  man  thue  Unrecht,  wenn  man  das  näheningsweise 
Tastverfahren  zur  Ausmittelung  der  Gleichungswurzol  an  das  nur 
zufällige  System  dekadischer  Zahlen  knüpfe.  Jede  Gleichung  gebe 
vielmehr   durch   die   in    ihr   vorkommenden  Zahlencoefficienten   zu  er- 


')  Histoire  de  VÄcademie  des  Sciences.  Annee  1705  pag.  2\)i,  Remarque  1. 
-)  Ebenda  pag.  278:  semblables  aritlimetiquement.  ^)  sembhihles  gemnetriquement. 
*)  Ebenda  pag.  296.         *)  Ebenda.    Annee  1706  pag.  -296—319. 
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kennen,  in  welcher  Weise  man  um  vortheilhattesten  ihrem  Wurzel- 
werthe  beikomme.  Ueber  die  im  vorigen  Kapitel  erwähnte  dritte 
Abhandlung')  De  Lagny's  von  1722  sollten  wir  streng  genommen 
erst  berichten,  wenn  wir  gesehen  Laben  würden,  was  inzwischen  von 
anderen  Mathematikern  geleistet  worden  war,  doch  bietet  sie  über- 
haupt wenig  Neues  für  die  Lehre  von  den  Gleichungen  und  gestattet 
uns  dadurch  überhaupt  von  ihrer  Ei-örternng  Abstand  zu  nehmen. 

Auf  englischem  Boden  begegnen  uns  zunächst  zwei  Abhandlungen 
in  den  P.  T.  von  17(i7.  John  Colson'-)  (l(i8(> — 1760)  war  damals 
ein  noch  gänzlich  unbekannter  Schulmeister.  Sein  Aufsatz  in  den 
P.  T.  lenkte  die  Aufmerksamkeit  auf  ihn,  und  da  man  überdies  erfuhr, 
er  sei  ein  guter  Lehrer,  veranlasste  man  ihn  nach  Cambridge  zu 
kommen.  Er  wurde  dort  sogar  1739  bei  der  Besetzung  einer  Pro- 
fessur keinem  Geringeren  als  De  Moivre  vorgezogen,  der  allerdings 
damals  sein  1'2.  Lebensjahr  vollendete,  was  gegen  ihn  angeführt  wairde. 
Nach  vollzogener  Wahl  sah  man  ein,  welchen  Fehler  man  begangen 
hatte.  John  Colson  also  veröffentlichte  1707  Untersuchungen  über 
Gleichungen  3.  und  4.  Grades"').  Es  war  ein  damals  schon  recht 
breitgeschlagener  Gegenstand,  den  Colson  behandelte,  aber  er  wusste 
zwei  Sätze  klar  und  deutlich  darin  auszusprechen,  welche  wahrschein- 
lich schon  vielen  Mathematikern  bekannt  waren,  von  denen  wir  uns 
jedoch  nicht  erinnern  können  sie  in  einer  älteren  Druckschrift  gelesen 
zu  haben.  Der  eine  Satz  ist  der*),  dass  jede  Zahl  drei  Kubikwurzeln 
habe,    und    dass    die    Kubikwurzel    der    Einheit    ebensowohl    1    als 

—  .1  +  o  V —  3  ^1-^  —  o IT  V —  '^  heisse.    Das  war  ja  viel  weniger 

allgemein,  als  was  Rolle  behauptet  hatte  (S.  119),  aber  für  den  An- 
fänger war  es  greifbarer.  Im  Uebrigen  ist  nicht  gut  anzunehmen, 
dass  Colson  damals  RoUe's  Buch  gekannt  haben  sollte.  Der  zweite 
Satz  besagt,  dass  jede  kubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  habe, 
sofern  r'^  —  (/  einen  negativen  Werth  besitze,  dass  dagegen  bei  posi- 
tivem >•'-  —  q^  nur  eine  Wurzel  reell  sei  und  zwei  imaginär  ausfallen. 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  q,  r  ergiebt  sich  daraus,  dass  die 
kubische  Gleichung  in  der  Gestalt 

x^  =  ^px-  -\-  (?jq  —  ^p~)x  -\-  {2,r  -\- p''  —  ?>pq) 


')  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences.     Armee  1722    pag.  264 — 320. 
*)  W.  W.  Rouse  Ball,    A   history  of  the  study  of  mathematics   at  Cawhridye 
pag.  100—101.       ')  P.  T.  XXV,  -23.53— -JSÜS.        ')  C'yjusvis  enini  quantilatis  radix 

ciihica  triplex  erit,  et  ipsitis  unüatis  radix  cuhica  reJ  est  1,  rel _ — 1~  ,    V' — '^i 
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auftritt.     Um    die    aufgestellte    Bedingung    zu    prüfen,    schaifeu    wir 
mittels  X  =  (/  +  }>  das  quadi-atische  Glied  fort  und  erhalten 

,.    ä  3 

Demnach  ist  r^  —  q^  =  -\ :'V  • 

Hinter  Colson's  Aufsatze  steht  in  den  P.  T.  von  1707  ein  solcher 
seines  späteren  Wettbewerbers  um  die  Professur,  Abraham  deMoivre^). 
Er  behandelt  gewisse  Gleichungen  von  ungradem  Grade,  welche  nach 
Regeln  aufgelöst  werden  können,  die  der  Cardanischen  Formel  ver- 
wandt sind^).  Es  sind  also  nur  ganz  besondere  Fälle,  in  welchen  die 
betreifende  Regel  anwenduugsfähig  ist. 

Das  gleiche  Jahr  1707  sah  die  Veröffentlichung  eines  Buches 
von  ganz  anderer  Bedeutung,  als  jene  Aufsätze  sie  besassen,  der 
Ariilnnetica  universalis  von  Newton.  Newton,  seit  1G69  Professor  in 
Cambridge  (S.  61),  hielt  dort  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik, 
und  Niederschriften  dieser  Vorträge  blieben  dort  im  Umlauf  William 
Whiston''')  (1667 — 1752)  scheint  dieselben  im  Jahre  1685  noch  selbst 
gehört  zu  haben,  und  als  er  1699  den  Auftrag  erhielt,  als  Stellver- 
treter für  Nevrton  Vorlesungen  zu  halten  und  1703  gar  sein  wenig 
ebenbürtiger  Nachfolger  in  der  Professur  wurde,  kam  ihm  allmählich 
der  Gedanke,  jenes  alte  Vorlesungsheft  durch  den  Druck  vervielfältigen 
zu  lassen.  Ob  Newton  seine  Einwilligung  zur-  Veröffentlichung  gab, 
wissen  wir  nicht  genau.  Jedenfalls  hat  Whiston  es  in  seiner  VoiTede 
zu  dem  Drucke  von  1707  behauptet,  während  diese  Vorrede  selbst 
bei  einer  1722  herausgekommenen  zweiten  Auflage,  in  welcher  Newton 
mannigfache  Verbesserungen  anbrachte,  wegblieb.  Eine  di-itte  Auf- 
läge*)  veranstaltete  G.  J.  s'Gravesande  1732  in  Leiden.  Er  benutzte 
dazu  den  Text  von  1722,  setzte  aber  auch  die  Vorrede  von  1707 
wieder  in  ihre  Rechte  ein  und  vereinigte  endlich  noch  in  einem  An- 
hange eine  Anzahl  von  Abhandlungen  anderer  Schriftsteller  über 
Gleichungen  aus  den  P.  T.  Dort  finden  sich  beis2)ielsweise  die  drei 
Abhandlungen  Halley's  (S.  114)  und  die  voi-hin  erwähnten  Vei-suche 
von  Colson  und  De  Moivre. 

Die  Ariihmeiica  nniverscdis  bietet  zuerst  einen  Abriss  der  Buch- 
stabenrechnung, dann  die  Auflösung  von  Gleichungen  mit  einer  sowJ£ 
mit  mehi-eren  Unbekannten,  77  eingekleidete  Textaufgaben,  darunter 
61  geometrische,  welche  mittels  Gleichungen  gelöst  werden,  Unter- 
suchungen  über   die   Form    der   Gleicbungsvrarzeln,   constructive  Auf- 

•)  P.  T.  XXV,  2368—2371.  ')    ad    instar   Feyuhirum    pro   Ciibicis    qiiae 

vocantur  Cardani.  ^)  W.  W.  Rouse  Ball,  A  history  of  the  study  of  mathe- 

matics  at  Cambridge  pag.  83—85.  ■")  Wir  bedienten  uns  dieser  III.  Auflage 

auf  die  sich  folglich  auch  unsere  Citate  beziehen. 
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lösiiug  von  Gleichungen.  Eine  äusseiiiehe  Scheidnng  der  hier  an- 
gedeuteten Abschnitte  findet  nicht  statt.  Wir  folgen  der  Anoi-dnung, 
indem  wir  Beraerkenswerthes  erwähnen,  wie  es  der  Reihe  nach  uns 
begetjnet. 

Wir  schicken  Eines  voraus:  das.s  näiulich  von  Schriftstellern, 
welche  vorher  das  Gleiche  oder  doch  Aehnliches  gelehrt  haben,  so 
gut  wie  nie  die  Rede  ist.  Descartes  z.  B.  ist  nur  an  einer  einzigen 
Stelle  genannt.  Dieses  grundsätzliche  Verschweigen  von  Vorgängern, 
mag  es  der  Entstehung  des  Buches  aus  Vorlesungsheften,  mag  es 
einer  Eigenthiiuilichkeit  Newton's  entspringen,  erschwert  ungemein 
die  Prüfmig,  was  wirklich  neu  war,  was  als  von  Vorgängern  ent- 
nommen anzusehen  sein  muss,  wobei  wir  uns  auch  der  Unterschei- 
dung zu  entschlagen  haben,  ob  Newton  die  Schriften  jener  Vorgänger 
selbst  las,  oder  ob  er  sein  Wissen  der  nicht  ganz  reinen,  wenn  auch 
überaus  reichen  Quelle  von  Wallis'  englischer  Algebra  von  IG-Sö  ent- 
nahm, die  er  zur  Zeit,  als  Whiston  die  Vorlesung  hörte,  grade  stu- 
diren  mochte. 

Die  Grössen,  sagt  Newton  ^),  sind  entweder  affirmativ,  d.  h.  grösser 
als  Nichts,  oder  negativ,  d.  h.  kleiner  als  Nichts.  Das  Wort  Multi- 
j)liciren  wird  in  Ermangelung  eines  passenderen  Ausdruckes  auch  bei 
Brüchen  oder  Irrationalzahlen  angewandt,  wo  eine  neue  Grösse  ge- 
sucht wird,  welche  zum  Multiplicandus  in  demselben  Verhältnisse, 
welcher  Art  es  auch  sei,  stehen  soll,  wie  der  Multiplicator  zur  Ein- 
heit"). Beim  Dividiren  von  Buchstabengrössen  sind  Divisor  und  Divi- 
dendus  nach  den  Dimensionen  eines  und  desselben  Buchstaben,  der 
dazu  besonders  geeignet  erscheint,  zu  ordnen^),  und  zwar  kann  man 
die  Division  sowohl  bei  den  Gliedern  höchster  Ordnung,  als  bei  denen 
niederster  Ordnung  beginnen^). 

Längere  Zeit  wird  bei  der  Aufsuchung  der  Theiler  eines 
Buchstabenausdruckes  verweilt'').  Man  soll  versuchen,  ob  der 
betrefl'ende  Ausdruck  lineare  Factoren  besitze,  und  zwar  solle  man 
sich  dazu  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  wir  an  einem  Beispiele 
zu  erläutern  suchen  wollen.  Sei  P  =  6y*  —  y^  —  211/^ -(- 3?/ -|- 20 
zu  prüfen.  Man  nehme  eine  aus  drei  oder  mehr  jeweils  um  die  Ein- 
heit abnehmenden  Gliedern  be.stehende  arithmetische  Progression, 
unter  deren  Gliedern  die  0  vorkommt,  und  setze  diese  Zahlenwerthe 
nach  einander  für  y  ein,  wie  etwa  ?/  =  2,  1,  0,  —  1,  —  2.  Das  ge- 
gebene Polynom  erhält  dui'ch  diese  Annahmen  die  Werthe  30,  7,  20, 
3,  34.     Man   sucht  die    ganzzahligen   Theiler   dieser  Werthe,    welche 


')  Arithmelica  nnwersalis  pag.  .5.       ')  Ebenda  pag.  G.       ')  Ebenda  pag.  25. 
*)  Ebenda  pag.  27.         '-)  Ebenda  pag.  ^"i — 44:  De  inroitioiie  dioisorum. 


380 


98.  Kapitel. 


mau  neben  dieselben  schreibt.  Neben  30  steht  also  1,  2,  3,  5,  6,  10, 
15,  30;  neben  7  steht  1,  7  u.  s.  w.  Nun  sucht  man  unter  den  Thei- 
lern  abwärts  gehend  eine  fallende  arithmetische  ProgTession,  wobei 
zu  beachten  ist,  dass  jeder  Theiler  sowohl  positiv  als  negativ  ge- 
nommen werden  darf.  Findet  sich  eine  solche  arithmetische  Pro- 
gression, und  ist  ihre  Differenz  d  in  dem  Cocfficieuten  der  höchsten 
Potenz  von  y  in  P  (in  unserem  Beispiele  in  0,  weil  P  mit  6//*  an- 
fängt) enthalten,  und  entspricht  dem  ;/  =  0  das  Glied  u  der  ausfindig 
gemachten   Progression   von  Theilern   (im   gegebenen  Falle   -|-  4),   so 

hat  man  zu  probiren  ob  öy  -{-  a,  beziehungsweise  y  -j-  ein  Theiler 
des  Polynoms  P  ist.  Sind  die  in  ähnlicher  Weise  ennittelten  Aus- 
drücke  y  -j-  ^'    u.  s.  w.   sämmtlich    keiue    Theiler    von   P,    so    besitzt 

dieses  Polynom  überhaupt  keinen  linearen  Theiler'),  worunter  natur- 
gemäss  zu  verstehen  ist  keinen  reellen  rationalen  Theiler.  In  dem 
erwähnten  Beispiele  sieht  der  Ansatz  so  aus: 


y 

P 

2 

30 

2  .  3  .  5  .  6  .  10  .  15  .  30 

10 

1 

7 

7 

7 

0 

20 

2  .  4  .  5  .  10  .  20 

4 

—  1 

3 

1 

—  2 

34 

2.17.  34 

2 

Die  in  der  letzten  Columne  stehenden  Zahlen  10,  7,  4,  1,  —  2  bilden 
eine  fallende  arithmetische  Progi-ession  mit  der  in  (3  enthaltenen 
Differenz  d  =  3.  Neben  */  =^  0  steht,  wie  schon  erwähnt,  u  =  4. 
Der  zu  probirende  Theüer  ist  also  Sy  -j-  4,  und  wirklich  findet  sich 
P=  (ßy -j- 4)(2y^—3y^  —  3// +  5).  Wollte  man  (was  Newton 
unterlässt)  P  ^  2y^  —  oy-  —  2(/ -j- 5  weiter  zerlegen,  so  sähe  die 
Rechnun"  so  aus: 


y 

p 

2 

8 

1.3 

3 

1 

1 

1 

1 

0 

5 

1  .5 

—  1 

—  1 

3 

1  .3 

—  3 

')    cnncludendum    erit    quaniitatem    ilhim    non    admittere    dirisorem    utihis 
dimensionis. 
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Die  gesuchte  arithmetisclie  Progression  kann  nur  3,  1 ,  —  1,  —  3  sein. 
Ihre  Differenz  5  =  2  ist  in  dem  Ooefticienten  2  von  2y"'  enthalten. 
Neben  )/ =  0  steht  «= —  1.  Miin  hat  zn  probiren,  ob  2?/ —  1  ein 
Factor  des  Polynoms  ist.     Aber 

2y^  -  3^^  -  2//  +  ä  =  (2l,  -l)(y-^   ^y-  I)  +  |, 

d.  h.  die  Division  geht  nicht  auf,  und  das  Polynom  hat  keinen  reellen 
rationalen  linearen  Factor  mehr.  Ist  kein  linearer  Factor,  in  dem 
erläuterten  Sinne  des  Wortes,  vorhanden,  so  könnte  noch  immer  ein 
quadnitischer  Factor  vorhanden  sein,  auf  welchen  aber  nur  dann  zu 
fahnden  ist,  wenn  das  zu  zerlegende  Polynom  mindestens  bis  zum 
4.  Grade  ansteigt,  denn  ein  Polynom  3.  Grades  kann  keinen  Factor 
2.  Grades  besitzen,  ohne  dass  neben  ihm  ein  Factor  1.  Grades  vor- 
handen wäre.  Newton  lehrt  nun  auch  solche  quadi-atische  Factoren 
insofei-n  suchen,  als  er  ermittelt,  welche  Factoren  überhaupt  in  Vor- 
schlaer  zu  bringen  sind.  Er  bedient  sich  dazu  eines  wieder  von  Ein- 
setzimgen  gewisser  in  arithmetisch  abnehmender  Reihenfolge  gewählter 
Werthe  der  allgemeinen  Grösse,  aber  in  ungleich  verwickelterem  Ver- 
fahren. Man  könnte,  meint  Newton^),  auch  nach  Factoren  noch 
höheren  Grades  forschen,  doch  sei  es  nicht  erwünscht,  den  Anfänger 
mit  solchen  Dingen  aufzuhalten. 

Einen  Beweis  füi-  die  Richtigkeit  seines  Verfahrens  zur  Aufsuchung 
von  Factoren  eines  Polynoms  hat  Newton  nicht  gegeben.  An  einer 
späteren  Stelle-)  sagt  er  einmal,  er  habe  die  Beweisführungen  mit- 
unter aus  doppelten  Gründen  unterlassen,  bald  weil  sie  ihm  sehr  leicht 
schienen,  bald  weil  sie  ohne  lange  Umschweife  nicht  mitgetheilt 
werden  konnten.  Wir  wissen  nicht,  welcher  der  beiden  Gründe  ihm 
grade  hier  massgebend  war.  Jedenfalls  hat  Niclaus  I.  Bernoulli 
das  Fehlende  ergänzt  und  einen  besonderen  Aufsatz  darüber  seinem 
Oheime  Johann  Bernoulli  eingereicht,  der  denselben  im  Mai  1708 
Leibniz  mittheilte*).  Leibniz  versprach  für  die  Einrückung  in  die 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  Sorge  tragen  zu  wollen*),  aber 
diese  unterblieb,  wir  wissen  nicht  weshalb.  Erst  1745  kam  der 
Aufsatz  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Johann  Bernoulli  und  Leibniz 
zur  Veröffentlichung.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Aufsatz  doch 
schon  im  Mai  1708  jenen  beiden  grossen  Mathematikern  bekannt 
war,  berichten  wir  gleich  hier  über  ihn. 

Niclaus    I.    Bernoulli's    Beweis    für    Newton's    Regel    ist 


')  Arithmeiica  uHiversalis  pag.  41.  ")  Ebenda  pag.  212:  Demonstrationes 
non  seinper  adjunxi  quoniam  satis  faciles  mihi  visae  sunt,  et  nonnumquam  absque 
nimiis  amhagibus  tradi  non  possunt.  ")  Leibniz  III,  827 — 8.S5.  ■*)  Ebenda 
III,  835. 
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etwa   folgender.     Ist    P  =  a  -|-  hx  +  ex-  +  dx^  +  •  •  •    das    gegebene 

Polynom   und    F  =  2) -^  qx -\- ■  ■  ■    ein  Factor   desselben,   d.h.  ist   -^ 

eine  ganze  reelle  Function  von  x,  so  muss  die  Theilbarkeit  der  Buch- 
stabenausdrücke in  eine  solche  ganzer  Zahlen  durch  einander  über- 
gehen, sofern  x  durch  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ersetzt 
wird.    Schreiben  wir  P  und  F,  in  welchen  x  etwa  durch  ^  ersetzt  ist, 

P(5)  und  -F(I),  so  muss  also   j~-^   eine   ganze  Zahl   sein.     Beispiels- 

.    ,    ,,        JP(2)    P(l)    P(0)    P(— 1)    P(— 2)  1     ,  „  , , 

weise  sind  daher  -p^,  •^,  ^,  j,|_  ^^,  j^^ZT^  lauter  ganze  Zahlen. 

Da  P  gegeben  ist,  so  kann  man  sofort  P(2),  P(l),  P(0),  P(—  1), 
P( —  2)  ausrechnen  und  die  einzelnen  ganzzahligen  Theiler  dieser 
Zahlen  anschreiben.  Unter  letzteren  müssen  die  F{2),  F(l),  F(0), 
F{—  1),  F(—  2)  sich  finden,  und  insbesondere  ist  P(0)  =  a,  F(0)  =p, 
also  ^)  ein  Theiler  von  a.     Ist  F  linear,   d.  h.  F  =  p  -\-  qx,   und   die 

.   .  .        P 
Division   -^    soll    aufgehen,    so    muss    andererseits   q   ein   Theiler   des 

Coefficienten  der  höchsten  in  P  vorkommenden  Potenz  von  x  sein, 
also  z.  B.  von  c?,  wenn  P  nur  vom  3.  Grade  sein  sollte.  Man  weiss 
aber  noch  mehr.  Oifenbar  ist  F(2)  ^  p  -\-  2q,  F(l)  =p  -\-  q, 
F(0)  =p,  F{—  l)=p  —  q,  F{—  2)=p  —  2q,  und  diese  Zahlen 
bilden  eine  fallende  arithmetische  Progression  von  der  Differenz  q 
(das  frühere  d),  welche  nach  dem  unmittelbar  Vorhergegangenen  in  d 
enthalten  sein  muss.  Und  nun  ist  das  Verfahren  augenscheinlich: 
aus  den  Theilern  von  P(2),  P(l),  P{^)  n-  s.  w.  werden  solche  ge- 
wählt, die  eine  fallende  arithmetische  Progression  bilden.  Deren  Diffe- 
renz ist  q,  und  neben  P(0)  steht  P'(O)  =^),  folglich  ist  F=p-\-  qx 
bekannt.  Nicht  als  ob  dieses  j)  -{-  qx  immer  Theiler  von  F  sein 
müsste,  aber  wenn  es  ein  lineares  F  giebt,  so  kann  es  nur  2)  -\-  qx 
heissen.  Ergiebt  sich  die  Möglichkeit  mehrerer  fallender  arithmetischer 
Progressionen  unter  den  Theilern  von  P(2),  P(l),  P(0)  u.  s.  w.,  so 
hat  man  auch  mehrere  p,  beziehungsweise  mehrere  q,  und  mit  jedem 
p  -\-  qx  muss  der  Versuch  gemacht  werden,  ob  es  ein  Factor  F  von 
P  ist  oder  nicht.     Sucht  man  einen  quadratischen  Factor 

F  =  2^  -\-  qx  -j-  rx^, 

so  ist  ensichtlich,  dass  F(2)  =  p -\- 2q -\- -ir,  F{1)  =  p  -\-  q  -{-  r, 
F(0)=p,  F(—l)=p  —  q-]-r,  F{—2)=p  —  2q-\-4r  eine 
arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  darstellen,  während  immer  wieder 

-~~   ganzzahlig  sein  muss.     Es  kommt  folglich  darauf  an,  unter  den 

Theilern  von  P(2),  P(l),  P(0)  u.  s.w.  diejenigen  herauszusuchen,  welche 
eine    fallende    arithmetische    Reihe    zweiter    Ordnung    darstellen,    und 


Algebra.  383 

dahin  ist  auch  Newtoii's  Verlangen  gerichtet,   wenn  gleich   kaum  ein 

Leser  seine  Ausdrucksweise   verstehen   dürfte,   der   nicht   zum   voraus 

weiss,  was  sie  bedeuten  soll. 

Nach   dem  Aufsuchen   der  Theiler   eines  Ausdi-uckes   kommt   in 

der   Arithmetica    universalis    die    Erforschung    des    Gemeiutheilers 

zweier  Ausdrücke')-    Sie  erfolgt  bei  Buchstabenausdrücken  ähnlich 

wie  bei  Zahlen  durch  fortgesetzte  Division  des  Ausdruckes  niedrigerer 

Ordnung   in   den   höherer   Ordnung,   wobei    der  jedesmalige  Rest  den 

neuen   Divisor,   der   ehemalige   Divisor   den   neuen   Dividenden   liefert. 

Als  abkürzend  wird  gelehrt,   mau  solle,  wo  ein  Ausdruck,  sei  es  ein 

Divisor  oder  ein  Dividend,  einen  Theiler  leicht  erkennen  lässt,  diesen 

vor   der   Fortsetzung   des  Verfahrens   entfernen.     Ist   z.  B.  der   Bruch 

6a^-\-15a*b  —  ia^c- —  lOa'bc-     i       i      »    j-      i  i  •■    i^       r\ 

^  ,,  — ^„   .. ;; — ■   .  I  ,„,   ■  durch  Autsuchung  des  grossten  bremein- 

theilei-s  von  Zähler  und  Nenner  zu  kürzen,  so  lässt  man  zunächst  aus 

dem  Zähler  den  Factor  a'-,   aus  dem  Nenner  den  Factor  3li  weg  und 

,     ,    ,    ,        ,     ,.  m     L  ^L    "'     6a'4- 15a'6  —  4ac*  —  106c°       y-v 

hat  dadurch  die  neue  Uestalt  — r  •     „   .. — ^r-i s — .  ,  „  ,     •    Das  ver- 

doppelte  3a^  —  9a^c  —  2ac^ -\- 6c^  von  6a^  -\-15a'h  —  4ac" — lOör 
abgezogen,  lässt  (156  -|-  18c)a"  —  (10?*  -(-  12c)c^  zum  Rest,  der  leicht 
ersichtlich  den  Factor  öh  -\-  Öc  besitzt.  Diesen  entfernt  man  und 
behält  nur  noch  3  a-  —  2c^,  welches  jetzt  Divisor  ist  bei 

3a^  —  9a-c  —  2ac^-\-  6c= 
als  Dividend,   und   diese   Division   geht   auf.     Folglich   ist   3a-  —  2c" 
der  gesuchte  Gemeintheiler,  durch  welchen  man  den  Bruch  zu  kürzen 

,     ,  ,  ,  ..,^     6o*  +  15a*6  — 4a^c-  — lOa^öc-  2a^  +  5a=6 

hat  und  man  erhalt    _   ,.  — __   ,, „    .   «  .  ,„1.  3  =  "5~i^ — 7rr~  • 

9a'6  — 27a'6c  —  6abc^-}-18be'         Sab  —  96c 

Zur  Ausziehung   der  Quadratwurzel")   aus  selbst  schon    mit  Irra- 
tionalitäten behafteten  Binomien  führt  die  Formel 


Bei  der  Elimination  einer  Unbekannten  zwischen  zwei 
Gleichungen  mag  zuerst  auf  den  Kunstausdruck  Exterminatio  für 
die  Wegschaffung  einer  Grösse  aufmerksam  gemacht  werden.  Sie 
erfolgt  durch  Gleichsetzung  der  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  ge- 
fundenen Werfhe  dieser  Unbekannten'"),  oder  durch  ihre  Ersetzung 
durch  ihren  Werth^i,  mithin  durch  die  beiden  Verfahren,  welchen 
eine  spätere  Zeit  die  Namen  der  Combinationsmethode  und  der  Sub- 


')  Arithmetica  universalis  pag.  44 — 46.         -)  Ebenda  pag.  49.        ^  Ebenda 
pag.  58:    Exterminatio  quantitatis  incognitae  per  aequalitatem  valorum  ejtts. 
*)  Ebenda  pag.  59:    Exterminatio  quantitatis  incognitae  substitiiendo  pro  ea  valo- 
rem  suum. 
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stitutionsmethode  beigelegt  hat.  Nachdem  auch  noch  auf  die  Elimi- 
nation solcher  Unbekannten  aufmerksam  gemacht  ist,  welche  in  den 
vorgelegten  Gleichungen  in  höherer  al.s  der  ersten  Potenz  auftreten^), 
und  wobei  mehrfache  Endgleichungen  ohne  Erwähnung  der  Ai-t  ihrer 
Herstellung  angegeben  sind,  wie  z.  B. 

(ah  —  Ig  —  2cf)ah  +  {hh  —  cgYof -\-  {ag^  +  cf^.  =  0 
als  Ergebniss  von  ax'  -\-  hx  -\-  c  =  0  und  fx""  -\-  gx  -\-  h  =  0,  geht 
Newton  zum  Wegsehaffen  der  Irrationalitäten  über^).  In  der 
Ueberschrift  der  8  Zeilen,  welche  AUes  in  Allem  dieser  wichtigen 
Aufgabe  gewidmet  sind,  heissen  die  Irrationalitäten  Quantitatcs  surdae, 
im  Texte  Asymmetriae,  welcher  letztere  Name  für  Vieta  und  Fermat 
der  gebräuchliche  war.  Das  mehr  angedeutete  als  gelehrte  Verfahren 
ist  genau  das  von  Fermat  (Bd.  II,  S.  733).  Statt  jedes  irrationalen 
Ausdruckes  wird  ein  neuer  Buchstabe  gesetzt  und  so  die  Aufgabe 
auf  die  der  Elimination  von  in  höherer  als  der  ersten  Potenz  auf- 
tretenden Unbekannten  zurückgeführt. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Erwähnung  müssen  wir  auf  zwei  Stellen 
unseres  vorigen  Abschnittes  zurückgreifen,  wo  sich  leider  ein  Wider- 
spruch eingeschlichen  hat.  Wo  wir  (S.  164)  die  Differentiation  von 
Irrationalgrössen  in  Newton's  Methodus  fluxionum  schilderten,  haben 
wir  die  Gedankenähnlichkeit  mit  Fermat's  Ratioualmachen  von  Glei- 
chungen hervorgehol)en,  ohne  dessen  Bekanntschaft  für  Newton  in 
Anspruch  zu  nehmen.  Wo  wir  (S.  187)  die  zweite  Erklärung  des 
Inflexionspunktes  wieder  in  der  Methodus  fluxionum  eine  vielleicht 
durch  Fermat  beeinflusste  nannten,  sagten  wir  eine  Bestätigung  im 
XVII.  Abschnitte  zu.  Wir  dachten  dabei  an  die  Wegschaffung  der 
Asymmetrien  in  der  Arithmetica  universalis,  welche  uns  (S.  164)  nicht 
gleich  gegenwärtig  war.  Wir  halten  uns  verpflichtet,  auf  diesen  Wider- 
spi-uch  hier  aufmerksam  zu  machen,  und  zwischen  den  beiden  Auf- 
fassungen eine  Wahl  zu  treffen.  Dass  Newton  die  Stelle  der  Arith- 
metica universalis  nicht  schrieb,  ohne  von  Fermat's  Arbeiten  Kenntniss 
zu  haben,  dürfte  unabweisbar  sein.  Im  Verfahren  und  in  der  Be- 
nennung (Asymmetrie)  treffen  zwei  Schriftsteller  nicht  zufällig  überein. 
Dass  ferner-^iie  Beseitigung  der  Irrationalität  in  der  Methodus  fluxio- 
num mit  der  Fermat'schen  Substitution  neuer  Buchstaben  für  eiue 
Irrationalzahl  nahe  verwandt  ist,  sjiriugt  in  die  Augen,  aber  dennoch 
scheint  uns  auch  gegenwärtig  die  Vermuthung,  die  betreffende  SteUe 
der  Methodus  fluxionum  müsse  nach  der  Drucklegung  von  Fermat's 
Werken,  also  uach   107U  verfasst  sein,  zum  Mindesten  nicht  bewiesen. 


')  Arithmetica  universalis  pag.  GO:  Exterminatio  quantitatis  incognitae  qtiae 
plurium  in  iUra(ßte  acquatione  dimensionum  existit.         ")  Ebenda  pag.  C4. 
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Xewton  kann  von  selbst  auf  diesen  Gedanken  der  Ersetzung  von 
Irrationalitäten,  die  in  der  Methodus  fliixiomun  nur  Quantitates  surdae'^) 
und  nicht  Asi/mnietriac  heisseu,  durch  neue  Buchstaben  gekommen 
sein.  Hat  er  doch  schon  im  Taugentenbriefe  von  1072  sich  geäussert, 
dass  Irrationalitäten  ihn  nicht  störten,  und  wenn  dieser  Behauptung 
auch  mit  grosser  Wahi-scheinlichkeit  die  Deutung  gegeben  werden 
kann,  Xewion  habe  dabei  an  Reihenentwicklung  der  IiTationaKtäten 
als  das  unfehlbare  von  ihm  überall  in  Anwendung  gebrachte  Hilfs- 
mittel gedacht,  so  muss' diese  Deutung  doch  nicht  grade  die  richtige 
sein.  Wir  ziehen  es  daher  vor,  um  den  genannten  Widerspruch  zu 
vernichten,  S.  164  unverändert  zu  lassen,  dagegen  S.  187  die  gegebene 
Zusage  zurückzimehmen.  Ob  mau  trotzdem  festhalten  will,  Newton's 
zweite  Erklärung  des  Inflexionspunktes  stehe  unter  Fennat'schem 
Einflüsse  und  die  sicherlich  später  umgearbeitete  Methodus  fluxionum 
habe  nach  1(379  Veränderungen  erlitten,  ist  selbstverständlich  ganz 
unabhängig  von  der  Bücknahme  jener  Zusage  zu  beurtheüen. 

Die  von  Newton  zusammengestellten  Textgleichungen  würden 
vieUeicht  auch  ein  Yei-weilen  gestatten.  Wir  woUen  wenigstens  die 
11.  Aufgabe")  erwähnen,  die  von  Newton  an  in  den  Lehrbüchern 
heimisch  geworden  ist.  Die  Frage  geht  dahin,  wie  viele  Kühe  in  der 
Zeit  /(  eine  Wiese  von  der  Grösse  (/  nebst  dem  immer  nachwachsenden 
Grase  kahl  weiden  werden,  wenn  der  NachwTichs  der  Wiesen  sowohl 
als  die  Fresslust  der  weidenden  Thiere  als  unveränderlich  gelten  und 
a  Kühe  b  Wiesen  in  c  Zeit,  sowie  d  Kühe  e  Wiesen  in  f  Zeit  ab- 
weiden. 

Bei  der  2-i.  geometrischen  Textaufgabe  nimmt  Xewi;on  die  Ge- 
legenheit wahr,  sich  darüber  zu  äussern'),  welches  von  den  einer 
Aufgabe  angehörenden  Stücken  man  am 
vortheUJiaftesten  als  Unbekannte  wähle, 
nämlich  ein  solches,  dem  kein  an- 
deres gleichberechtigtes  zur  Seite 

stehe.     Sei   z.  B.  die   Aufgabe    gestellt    — 5 

(Fig.  50)  in  einen  rechten  Winkel  i^J.Z)  :        / 

eine  gegebene  Länge  FE  der  Aa-t  ein-  ;  /^ 

zuzeichnen,    dass    die    verlängerte    FE 

°  Fig.  50. 

durch  den  gegebenen,  von  AB  und  AD 

gleich  weit  abstehenden  Punkt  C  hindurchgehe.  Man  könnte  die 
Entfernung  DE  als  Unbekannte  wählen,  oder  AE,  oder  CE.  Aber 
diesen   Stücken  sind   andere,  nämlich  BF,  beziehungsweise  AF,  be- 

'i  Opuscula  Neictoni  I,  56  letzte  Zeile.  *)  Arithmetica  xmiversdlis  pag.  75. 
'i  Ebenda  pag.  119. 
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ziehungsweise  CF  gleichberechtigt,  und  es  liegt  nicht  der  geringste 
Grund  vor,  von  jenen  Paaren  das  eine  Stück  dem  anderen  vorzuziehen, 
ünpaar  dagegen  tritt  der  zwischen  E  und  F  in  der  Mitte  liegende 
Punkt  G  auf,  und  man  wird  daher  am  zweckmässigsten  ihn  zu  be- 
stimmen suchen,  und  zwar  auch  mittels  eines  nur  einmal  auftretenden 
Stückes.     Als    Mittelpunkt    der   Hypotenuse  EF  des    rechtwinkligen 

W  TT 

Dreiecks  ÄFF  liegt  G  auf  dem  mit  —^-  als  Halbmesser  um  A  als 

Mittelpunkt  beschriebenen  Ki-eise,  braucht  also  nur-  auf  diesem  Kreise 
festgelegt  zu  werden.  Es  giebt  ferner  keine  der  CA  ähnlich  geartete 
Gerade  in  der  Figur,  und  auf  sie  ist  der  Punkt  G  diu-ch  die  nur 
einmal  mögliche  Senki-echte  GK  zu  beziehen,  wie  umgekehrt  eine  in 
K  senkrecht  zu  CA  gezogene  KG  den  vorerwähnten  Kreis  in  G 
schneidet.  Deshalb  suche  man  endgiltig  den  Punkt  K,  sei  es,  indem 
man  AK  oder  CK  als  Unbekannte  der  Aufgabe  betrachtet.  Newton 
nimmt  AK=ij,  AC  =  e,  FG  =  b  und  behaiiptet,  man  finde  als- 
dann (/'-  = s"  ^i/  ~l~  ~  ^")  während  andere  Annahmen  zu  einer  Glei- 
chung 4.  Gi'ades  führen.  Die  von  Newton  angegebene  Gleichung  lässt 
sich  folgendermassen  herleiten.  Wegen  CD  BF  ist  i  FCD  =  FFA 
und  45»  +  £Ci)  =  45»  +  FFA.     Aber 

45°  +  ECB  =  BCA  +  ECB  =  00«  —  ACE=90°  —  KCG  =  KGC. 
Andererseits  ist 

4ö»  +EFA  =  45«+  GFA  =  45«+  G^i^=  KAF-\-  GAF=KAG. 
In  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  KGC  und  KAG  sind  also 
auch  die  gi-össeren  spitzen  Winkel  einander  gleich,  und  die  Dreiecke 
sind  ähnlich.     Folglich  ist 

§§  =  S>  ^^^-  '^^=  ^^'=  ^ G'-AK"-  oder  (c  +  y)y=  V-->/, 
und  das  stimmt  überein  mit    '/-  = ^  ^i/  +  v  ^^• 

Die  57.  Aufgabe^)  lässt  zwei  gegebene  Winkel  sich  so  um  ihre 
Scheitelpunkte  drehen,  dass  der  Durchschnittspunkt  zweier  ihrer 
Schenkel  eine  grade  Linie  beschreibt,  und  fragt  alsdann  nach  dem 
^rte  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  anderen  Schenkel.  Wir 
werden  im  99.  Kapitel  auf  diese  und  auch  auf  die  vier  zunächst  auf 
sie  folgenden  Aufgaben  zurückkommen. 

Diese  vier,  zugleich  die  letzten  eingekleideten  Aufgaben-)  sind 
ganz  besonderen  Inhaltes  und  auch  räumlich  von  den  anderen  ge- 
trennt. Etwa  eine  halbe  Seite  ist  fi-ei  gelassen,  bevor  die  58.  bis  61. 
Aufgabe   im  Diiicke   unmittelbar  an   einander  schliessend   nachfolgen. 


')  Arithmetica  universalis  pag.  169 — 170.         ')  Ebenda  pag.  171—178. 
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Die  vier  Aufgaben  verliingen:  durch  4  gegebene  Punkte  eine  Parabel 
zu  legen;  dun-h  5  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen; 
durch  4  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  in  dem  einen 
gegebenen  l'unkte  eine  gegebene  Gerade  berühre;  durch  o  gegebene 
Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  der  zwei  von  den  gegebenen 
Punkten  als  Berührungspunkte  mit  zwei  ebenfalls  gegebenen  Geraden 
besitze.  Das  sind  Aufgaben,  welche  Newton  (^S.  200)  schon  im  5.  Ab- 
schnitte des  II.  Buches  seiner  Principien  aufgelöst  hatte,  für  welche 
aber  in  der  Arithmetica  universalis  andere  Constructionen  angegeben 
sind.  Der  Gedanke  beruht  natürlich  immer  darauf,  mit  Hilfe  der 
gegebenen  Elemente  z.  B.  der  5  Punkte  einen  weiteren  Kegelschnitt.s- 
punkt  zu  ermitteln;  was  man  alsdann  iinter  Benutzung  von  irgend  5 
unter  den  schon  bekannten  Punkten  beliebig  wiederholen  kann. 

Nach  den  Gl  Aufgaben,  sagten  wir  (S.  371S),  gelangten  die  For- 
men der  Gleichungswurzeln  zur  Untersuchung.  Eine  Gleichung 
kann  mehrere  Wurzeln  haben ^),  und  man  darf  sich  darüber  nicht 
wundern,  weil  auch  die  in  Gleichungen  gebrachten  Aufgaben  auf 
mehrere  Arten  zu  lösen  sind,  zwei  Kreise  z.  B.  nicht  bloss  einen 
Durchsehnittspunkt,  sondern  deren  zwei  haben.  Eine  Gleichung  kann 
so  viele  Wurzeln  haben  als  der  Exponent  ihres  Grades  angiebt,  jeden- 
falls nicht  mehr-).  Die  Wurzeln  selbst  sind  entweder  affirmativ  oder 
negativ  und  einige  darunter  nicht  selten  unmöglich'').  Hat  eine 
Gleichung  keine  unmögliche  Wurzel,  so  ist  die  Anzahl  der  affirma- 
tiven Wurzeln  der  der  Zeichenwechsel  gleich,  alle  übrigen  Wurzeln 
sind  negativ*).  Man  beachte  den  Unterschied  dieser  Ausdrueksweise 
von  der  bei  Descartes  (Bd.  U,  S.  725 — 726).  Dort  Zeichenwechsel 
und  Zeichenfolgen  als  Maassstab  für  die  mögliche  Anzahl  positiver 
und  negativer  Wurzeln,  hier  die  Anzahl  negativer  Wurzeln  durch 
den  Ausdruck  die  übrigen  bestimmt,  offenbar  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  weiter  oben  der  Gleichung  «ten  Grades  nicht  wirklich  ii  Wur- 
zeln, sondern  höchstens  ii  Wurzeln  zugesprochen  waren.  Das  Vor- 
handensein unmöglicher  Wurzeln  macht  das  Abzählen  von  Zeichen- 
wechseln und  Zeichenfolgen  allerdings  unfruchtbar,  und  deshalb  fragt 
Newton*),  in  welcher  Anzahl  unmögliche  AVurzeln  vorkommen? 

Auch  hier  kommt  es  auf  ein  Abzählen  von  Zeichenwechseln  an, 
jedoch  nicht  bei  den  wirklich  der  Gleichung  angehörenden  Zeichen, 
sondern  bei  künstlich  errechneten.     Sei  die  Gleichunsf 


')  Arithmetica   universalis  pag.  180.  ^   Ebenda  pag.  181:    Potest  rero 

aequatio  tot  habere  radices  quot  sunt  dimensiones  ejus,  et  non  plures.  °)  Ebenda 
pag.  182.  ')  Ebenda  pag.  184:  Tot  enim  sunt  radices  affirmativae  quot  signo- 
rum  in  continua  serie  mutationes  de  -\-  in  —  et  —  in  -j-;  caeterae  negatirae  sunt. 
*)  Ebenda  pag.  184—187. 
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iinX"  +  «„-la;"- 1  4- ^  «Q  =  0 

vorgelegt,  deren  Coefficienten  zwar  reell  sind,  aber  beliebig  positiv 
oder  negativ  sein  können.  Man  bildet,  dem  Gleichungsgrade  n  ent- 
sprechend, n  Brüche  mit  von  1  bis  n  ansteigenden  Nennern,  während 
die  Zähler  in  umgekehrter  Reihenfolge  von  n  bis  1   abnehmen.     Die 

„..,,.  ,  1       n     n  —  1         11  —  i -4- 1    )j  —  k  1       .        , . 

Bruche  heissen  daher  --,  — ^ — i  ■  ■  • ? >  ,    .  ^,  •  •  ■  —   Aus  diesen 

1 '      2     '  Ti        '  fc  -|- 1'         « 

n  Brüchen  werden  n  —  1  Quotienten  gebildet,  indem  jeder  folgende 

Brach  durch  den  ihm  vorhergehenden  dividirt  wird.    Diese  Quotienten 

^•("-1)    iiO^^     . . ^••("-^■•) . . .  (»-^)-^    werden    den 

2.«     '  3.(»i— 1)'  (A--f-i)(«-t+i)'  W.2        ^eraen    aen 

n  —  1  Mittelgliedern  der  Gleichung,  von  a„_ia;"~'  anfangend  bis  zu 

a^x,  zugeordnet,  so  dass  also    ,  i--l.\\  ^^^    ö«— t-a;""*   gehört. 

Jeder  solche  Zahlenquotient  wird  mit  dem  Quadrate  des  zugehörigen 

(t+l)(M-i-+l) 

gebildet  und  mit  dem  Producte  der  beiden  Nachbarglieder  innerhalb 
der  Gleichung,  d.  h.  mit 

verglichen.     Je    nachdem     j. _,  ^^^^ _ j.  ,  ^^  a„-k  ^  ««-*+i  ■  fl^-j-i 

ausfällt,  schreibt  man  unter  «„—^a;''"'*  das  Zeichen  +  oder  — .    Dem 

ersten  Gliede  «„a:"  und  dem  letzten  «„  werden  immer  -|-  beigegeben. 

In  dieser  Zeichenreihe  zählt  Newton  die  Zeichenwechsel  und  behauptet, 

ihre  Anzahl  stimme  mit  der  der  unmöglichen  Wnrzebi  überein. 

Ist    z.    B.    x^  -\-  2}X^  -{-  Sjj^x  —  5  =  0    zu    untersuchen,    so    ist 

■2  1 

3       2       1.  .  '^131 

—    -— ,  ~-    die   zuerst   zu   bildende    Bruehreihe    und     "  =  ^,  —  =  v 

T  T 

die  Quotientenreihe,  und  diese  liefert,  über  die  entsprechenden  Glei- 

3  T 

chungsglieder   gesetzt,  folgende   Gestalt:    x'  -}-  px'-  -{-  3p^x  —  q  =  0. 

Nun  ist    -yP'  <^^  ■  ^P^  und  das  giebt  — .     Ferner  — -  ■  9p*  >  p  ■  ( —  q) 

und  das  giebt  -{-•    Mit  Hinzuziehung  der  beiden  -|-  für  die  äussersten 

Glieder  hat  man  also  die  Zeichenreihe  -| 1 — |-  mit  zwei  Zeiehen- 

wechseln  und  folglich  zwei  unmögliche  Wurzeln. 

Fehlt  in  der  zu  untersuchenden  Gleichung  ein  einzelnes  Glied 
zwischen  zwei  vorhandenen  Gliedern,  so  wird  es  als  mit  dem  Coeffi- 
cienten 0  behaftet  angeschrieben,  und  die  Regel  ändert  sich  im  Uebrigen 

nicht.     Bei   x'  +  Ox'  —  6a.-  —  3.r  —  2  =  0   z.  B.   ist   i-,  |-,  |-,  | 
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die 

Bruchreihe 

3                   -1 

un 

1       3 

'^     -8 

3 

4         3 

"'  IT'  y 

die 

Quotienteureihc. 

De: 

[•    Ansatz 

X* 

+  Ox^  - 

» 
-6.r 

-  — 

8 

3.r 

—  2  =  0 

liefert    —- 

.  0  >  1  •  (- 

-6) 

mit 

+  ; 

4 

y 

■  36  >  0 

l- 

3) 

mit 

+  =|-9<(- 

-6)- 

(—2)   mit 

— . 

Man 

ge- 

winnt  die  Zeicheurc 

3ihe 

+  +  +  - 

-  + 

mit 

zwei  Zeicheuwechseln 

nnd 

folglich  zwei  nnmögliche  Wei-the. 


Eine  Schwierigkeit  tritt  auf,   wo  zwei  oder  mehr  Glieder  in  der 
Gleichung   fehlen.      Bei   x^ -\-  ax^ -{-  Ox''  +  0:^^  +  Ox  —  a'=  =  0    er- 

5       4       3       2       1.  .21 

scheint  die  Bruchreihe  -—,  ^,  -„  ,  -.,  -^,  die  Quotientenreihe  -^,  -^, 

2  113 

,       .,  TT  T  >  T 

y,  y  •      Der    An.satz    wird    x^  +  ax^  +  Qx^  +  Ox^'  +  Ox  —  a=  =  0 

mit  y  «•-  >  1  ■  0    mit    +,    aber    dann    A  ■  0  =  a  •  0,    4-0  =  00, 

2 
—  •0^0-  ( —  1)   mit  lauter  ungewissen   Zeichen.     Newton   schreibt 

vor,  man  solle  die  ungewissen  Zeichen  abwechselnd 1 1-  u.s.  w. 

schreiben.  Nur  in  dem  Falle,  dass  die  Gleichungsglieder,  zwischen 
welchen  Glieder  fehlen,  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind  (wie  in 
dem  gegebenen  Falle  ax'^  und  —  «'')  müsse  mau  ohne  Rücksicht  auf 
die  Torgeschriebene  Abwechslung  dem  letzten  Lückengliede  das  Zeichen 

-|-  zuertheilen.    Hier  entsteht  also  die  Zeichenreihe  -\ — \ 1 — | — \- 

mit  zwei  Zeichenwechseln  und  zwei  unmöglichen  Wurzeln.  Die  Glei- 
chung   x°  -\-  ax^  -\-  Qx^  -\-  Ox-  +  Ox  -{-  cf  =  0    dagegen    würde    die 

Zeichenreihe    -| — | 1 1-    mit    vier   Zeichenwechseln    und    vier 

unmöglichen  Gliedern  liefern. 

Wie   endlich   hat   man   zu   verfahren,    wenn    eine   Gleichheit    der 
das  Zeichen  bedingenden  Ausdrücke   ausserhalb  einer  Lücke   eintritt? 

Ein  derartiges  Beispiel  ist  x^  -\-  px-  -f-  -^  P^^  —  q  =  0,  vfo  der  Ansatz 


ähnlich  dem  des  ersten  Beispieles   x^ -\-  px^  -{-  -^p^x  —  5  =  0  wird. 

Die   Kriterien     -  ■  p"  =  ^  •  -^  p^,    "t  "  ir  i'*  >  J'  '  ( —  i)     bringen    eine 

Zeichenreihe   +  ?  -| — |-    hervor,   welche,  je  nachdem  das  ?  durch  -\- 

oder    durch  —    ersetzt   wird,    gar  keinen   Zeichenweehsel  oder   deren 

zwei    besitzt.     Man    hat    in    dem    gegebenen    Falle    zwei  unmögliche 
Wurzeln,  denn  die  Wurzeln  von 

x^  +  px'  +  -^px  —  q  =  0 
sind 
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Newton  schweigt  über  diese  Schwierigkeit. 

Wir  werden  im  XVIII.  Abschnitte  englische  Schriftsteller  kennen 
lernen,  welche  Newtou's  Untersuchung  aufnahmen.  Hier  müssen  wir 
uns  damit  begnügen,  nur  das  festzustellen,  dass  Newton  der  Erste 
war,  der  die  Frage  nach  der  wirklich  vorhandenen  Anzahl  complexer 
Gleichungswurzeln  überhaupt  aufwarf  und  an  einer  Beantwortung 
derselben  sich  versuchte. 

Im  weiteren  Verlaufe^)  kommt  Newton  zu  den  Formeln,  welche 
die  Summen  der  1.,  der  2.,  der  3.,  der  4.  Potenzen  der  Gleichungs- 
wurzeln mit  Hilfe  der  Gleichungscoefficienten  berechnen  lassen.  Es 
sind  genau  die  gleichen  Ergebnisse,  zu  welchen  Albert  Girard 
(Bd.  n,  S.  719)  gelangt  war,  nur  dass  sie  bei  Newton  etwas  weniger 
durchsichtig  geschrieben  sind.  In  zwei  Beziehungen  geht  aber  Newton 
über  Girard  hinaus.  Er  giebt  zu  verstehen,  man  könne  Formeln  für 
die  Summen  höherer  Wurzelpotenzen,  so  für  die  Summe  der  6.  Po- 
tenzen, finden,  wenn  auch  ohne  dieselben  anzugeben.  Er  benutzt 
ferner  die  gegebenen  Formeln  zur  Auffindung  einer  Grenze, 
unterhalb  deren  die  Wurzelwerthe  liegen  müssen^).  Quadrate, 
4.  Potenzen,  6.  Potenzen  u.  s.  w.  sind  immer  positiv.  Die  Summe 
solcher  mit  geradem  Exponenten  versehenen  Potenzen  von  Gleichungs- 
wurzeln ist  folglich  immer  grösser  als  die  gleichhohe  Potenz  einer 
einzelnen,  wenn  auch  der  grössten  Gleichungswurzel.  Heisst  x„  diese 
grösste  Gleichungswnrzel  und  Z'.r^'"  die  Summe  der  2mten  Potenzen 
aller  Gleichungswurzelu,  so  schreibt  sich  der  ausgesprochene  Satz  als 


j.2m  ^  z:x^"\  und  folglich  muss  x  _  <    YUx^"'  sein.     Der  Unterschied 


2m 


yZJx^'"  —  Xf,  wird  um  so  geringfügiger,  je  grösser  m  gewählt  wird. 
Andere  Grenzbestimmungen  für  die  Gleichungswurzeln  schliessen  sich 
an  Rolle's  Lehrsatz  (S.  118)  an. 

Wir  hoben  (S.  379)  hervor,  der  Name  Descartes  sei  einmal 
genannt.  Dieses  ist  der  Fall^),  wo  Nevrton  von  der  Auflösung 
biquadratischer  Gleichungen  mittels  Zerlegimg  in  zwei  quadratische 
Factoren   handelt,   welche   unter  Voraussetzung   der   Lösbarkeit   kubi- 


'■)  Äriihmetica  universalis  pag.  192.     ^)  Ebenda  pag.  193—196:  De  Umitihus 
aequationum.         ')  Ebenda  pag.  -210—211. 
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scher  Gleichungen  möglich  sei  (Bd.  il,  S.  "26 — 727).  Die  Methode, 
sagt  er,  rühre  von  Descartes  her,  einpfehleuswerth  findet  er  sie  nicht. 
Nachdem  die  algebraische  Auflösung  von  Gleichungen  nach  den 
vei-schiedensten  Dichtungen  durchgesprochen  ist,  wendet  Newton  sich 
geometrischen  Methoden  zu,  zuerst  unter  Anwendung  der  Conchoide*), 
für  deren  Berechtigung  er  eintritt.  Gleichwie  Archimed  in  seinen 
Wahlsätzen  die  Conchoide  zum  Zwecke  der  Winkeldreitheilung  als 
bekannt  voraussetze  und  Pappus  das  Gleiche  thue,  dürfe  man  jene 
Curve  zu  jeder  Zeit  anwenden.  Der  Zweck  der  Benutzung  geometri- 
scher Hilfsmittel  bei  Gleichungsauflösungen  sei  die  Auffindung  erster 
Näheruugswerthe,  von  denen  aus  man  dann  rechnend  den  wahren 
Wurzeln  so  nahe  zu  kommen  vermöge,  als  man  immer  wolle.  Die 
Benutzung  der  Conchoide  insbesondere  zur  Auflösung  der  von  ihrem 
quadratischen  Gliede  befreiten  kubischen  Gleichung  x^  -\-  qx  =  r,  wo 
q  und  ;•  positiv  sein  sollen,  ist  folgende  (^Fig.  51).  Eine  beliebige 
Strecke  KA  werde  =  n  ge- 
setzt   und    auf    ihr    KB  = 

n 

abgemessen.  BA  wird  in  C 
halbiert  und  von  K  aus  mit 
KC  als  Halbmesser  ein  Kreis- 
bogen beschrieben,  in  welchem 

eine    Sehne    C'X  =    ,    einge- 

zeichnet  wird,  dann  wird  AX 

gradlinig    verbunden.     Mittels 

der  Conchoide  ist  es  möglich, 

von  K  aus  die  Gerade  KEY 

so    zu   zeichnen,    dass    das   zwischen    den   verlängerten   AX   und    CIL 

enthaltene  Stück  EY=  AC  sei,  so  ist  XI'  die  Wurzel  der  Gleichung. 

Zum  Beweise  wird  KF  \\  CX  gezogen.    Zunächst  ist  AACXr^AKF 

und  AEYX-^KKF.     Daraus  folgt 


Fig.  51. 


AC 
AK 


CX  , 


YX\ 
Ac) 


KF 
KE 


Multiplication  beider  Gleichungen  mit  einander  giebt 

1. 


YX_ 

ÄTK 


CX 

KE 


Daraus    folgt    weiter    y^^  -f  1  =  Vr  +  ^ ' 


AK 


CX     I  KE 

YX  +  CX 


YX+CX 
AK+KE 


CX 
KE 


=  ■i==r    oder 


CY 


AK+KE        AK+KE 


Arithmetica  universalis  pag.  213 — 215. 
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Xach  bekannten  Sätzen  der  Planimetrie  ist  femer 

¥K^  =  CT-  +  CK'  —CT.  CX, 
also  auch 

(TK+  CK)(TK  -  CK)  =  CT(CT~  CX)  =  CT.  TX 


und 


und 


YK—CK  CY 


YX  YK+ CK 

Aber 

TK+  CK=  TK—  TK-Jr  CA  +  CK=  EK+  AK 
TK  —  CK  =  TK  —  TE  +  CA  —  CK  =  EK  —  BK, 


also    auch    =;^= =  ,    beziehungsweise   wegen   2.   auch 

„       EK—BK  __  YX 
YX        ~  'ÄK 
Aus  3.  folgt  aber  sofort 

4.     TX^  +  AK .  BK .  TX  =  AK.EK.  TX. 
Wegen    1.    ist   EK .  TX  ^  AK .  CX,   und   somit   geht   4.  über   in 
TX'  -\-  AK .  BK .  TX  =  AK'- .  CX  oder,  wegen 

AK=n,  BK=^,    CX=-,,in   TX^ -{- q  .  TX  =  r. 

Sind  q  und  r  nicht  beide  positiv,  so  sind  einzelne  von  den  auf- 
getragenen Strecken  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  nehmen. 

Auch  die  Construction  einer  das  quadratische  Glied  enthaltenden 
kubischen  Gleichung  mittels  der  Conchoide  wird  in  Angriff  genom- 
men^), sofern  die  3  Gleichungswurzeln  nicht  insgesammt  positiv  oder 
insgesammt  negativ  sind.  Wir  brauchen  kaum  darauf  auftnerksam 
zu  machen,  dass  durch  diesen  Zusatz  der  sogenannte  irreductible  Fall 
als  ausgeschlossen  erklärt  ist.  Ausser  der  gewöhnlichen  Conchoide 
benutzt  Xewton  zur  Ermittelung  der  Wurzel  einer  kubischen  Glei- 
chung auch  eine  Art  von  Ki-eisconchoide^j,  d.  h.  er  legt  eine  constante 
nach  einem  festen  Punkte  gerichtete  Strecke  zwischen  einen  Ki-eis 
und  eine  gegebene  Gerade.  Wieder  etwas  später^)  zeigt  Newton  die 
den  Alten,  wie  er  ausdrücklich  sagt,  schon  bekannte  Auflösung  kubi- 
scher Aufgaben,  wie  die  Auffindimg  zweier  mittlerer  Proportionalen 
zwischen  gegebenen  Strecken  mit  Hilfe  der  Cissoide  und  noch  später*) 
mit  Hilfe  einer  festen  Ellipse  und  eines  Kreises. 

Wir  haben  diejenigen  Bestandtheile  der  Arithmetica  universalis 
erwähnt,  von  denen  wir  glauben,  dass  sie  eine  gewisse  geschichtliche 
Bedeutung  besitzen.  WoUten  wir  Alles  hervorheben,  was  überhaupt 
zu   fesseln   vermag,    so    müssten    wir    den    ganzen    Band    übersetzen. 


')  Arithmetica  universalis  pag.  218 — 220.      *)  Ebenda  pag.  220.      ^  Ebenda 
pag.  2.31.         *^  Ebenda  pag.  232  flg. 
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Eines  geht  hoffentlich  schon  aus  unserem  Berichte  herror:  dass 
Newton  eine  ganz  besondere  algebraische  Begabung  besass.  and  dass 
er  in  der  Gleiehiingslehre  auch  da  mindestens  erweiternd  und  Ter- 
allgemeinernd  auftrat,  wo  Andere,  die  er  freilich  nie  nannte,  aber  mit 
grösster  Wahrscheinlichkeit  gekannt  hat.  ihm  den  Zutritt  bahnten. 

Wollen  wir  einen  weiteren  theoretischen  Fortschritt  iu  der  Lehre 
von  den  Zahlengleichungen  aufeuzeichnen  finden,  so  müssen  wir  die 
P.  T.  von  1717  zur  Hand  nehmen.  Dort^)  hat  Brook  Taylor  die 
erste  wirkliche  Anwendung  seiner  Keihe  gemacht,  iudem  er  an 
Halley's  Aufsatz  von  16'J4  (S.  115")  anknüpfte.  Wir  berichten  in 
aller  Kürze  darüber,  indem  wir,  wie  jedesmal,  wenn  es  um  Taylorsche 
Arbeiten  sich  handelt,  unseren  Lesern  nicht  ziimuthen,  sich  an  seine 
Bezeichnungen  zu  gewöhnen,  die  Gedankenfolge  aber  unverändert 
lassen.     Die   vorgelegte  Gleichung  möge  ij  als  Unbekannte  enthalten, 

also  etwa  F{ij)  =  a^y"  -{-  a^y"''^  -\ ^  «,  =  0  heissen.    Auf  ü^end 

eine  Weise,  z,  B.  mittels  Curvendurchschnitt,  sei  ein  Xäherungswerth 
s  von  y  gefunden,  indem  F(z)  allerdings  nicht  0,  sondern  x  zum 
Werthe  hat,  aber  x  doch  schon  ziemlich  klein  ist.  Der  genaue  Werth 
von  y  kann  als  ^  -j-  ''  betrachtet  werden,  wo  die  Erg-änzung  r  noch 
zii  suchen  ist.  Zweierlei  weiss  man,  wovon  man  bei  diesem  Auf- 
suchen von  (•  Gebrauch  zu  machen  hat,  erstens  dass  Fiz)  =  x, 
zweitens  dass  F{z  -\-  v)  =  0.     Nach  Tavlor's  Satze  ist 

Ersetzt  man  hier  F(z  -j-  r)  durch  0  und  lässt,  in  Würdigung  des 
Umstandes,  dass  v  klein  sein  wird,  die  Glieder  fort,  welche  höhere 
Potenzen  von  r  als  die  zweite  enthalten,  so  bleibt  zur  Bestimmung 

von  V  noch  F {£) -\- F' (s) .  v -\ ^  i"  =  0,  oder  anders  geschrieben: 

X  -{-  x' .  V  -\ — 5-  t"  =  0,  woraus  man  gewinnt 


x"  "•"  r    x"  -        x" 

Dann  kann  s  -\-  v  =  x^  gesetzt  werden,  F{z^)  =  x^,  y  =  2^-\-  i\, 
um  nach  dem  von  vorher  bekannten  Yerfahren  i\  zu  finden  u.  s.  w. 
Taylor  setzt  hinzu,  man  könne  bei  Aufsuch img  der  Ergänzungen  v 
die  Quadratwurzelausziehung  vermeiden.     Die  Gleichung 

lässt  sich  in  der  Form   r(x'-|-^j  =  —  x  schreiben.     Daraus  folgt 
')  P.  T.  XXX,  610-622. 
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—n- ,  und  ersetzt  man  das  v  im  Nenner  des  Bruches  rechts 


vom    Gleichheitszeichen    in   kettenhnichartigem  Verfahren    durch    das 
ihm  nahezu  gleiche  —  " , ,   so    entsteht   v  = 77  •     Tavlor  be- 


hauptet  weiter,  allerdings  ohne  diese  Behauptung  irgendwie  zu  be- 
gi-ünden,  sowohl  der  erstere  irrationale,  als  der  zweite  rationale  Werth 
von  (•  liefere  die  doppelte  Anzahl  von  Decimalstellen  genau,  als  deren 
schon  in  z  genau  waren,  y  ^  z  -\-  v  sei  daher  auf  dreimal  so  viele 
Decimalstellen  richtig  als  z. 

Einen  Aufsatz  De  Lagny's  aus  dem  Jahre  1722,  der  der  Zeit- 
folge nach  hier  zu  erwähnen  wäre,  haben  wir  (S.  377)  in  dem  Sinne 
vorweggenommen,  dass  wir  erklärten,  ein  genauerer  Bericht  über  ihn 
sei  überflüssig. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  einem  Abschnitte  eines  1722  in 
England  gedi-uckten  Buches.  Cotes  hat  die  di-ei  ersten  Abschnitte 
seiner  Harmonia  Mensurarum,  den  ersten,  welchen  wir  (S.  363)  be- 
sprachen, den  zweiten  und  dritten,  welche  sich  mit  Integi-ationen  be- 
schäftigen, bis  1710  so  ziemlich  druckfertig  gestellt.  Anderes  war 
nur  auf  fliegenden  Zetteln  entworfen,  und  ihnen  wusste  Robert 
Smith,  der  Herausgeber  des  Cotes  sehen  Nachlasses,  einen  sehr  schönen 
Satz  zu  entnehmen*),  der  so  vom  Untergänge  gerettet  wurde.  Er 
bildet  die  Grundlage  der  Lehre  von  den  sogenannten  binären  Glei- 
chungen, indem  er  den  Ausdrack  x*-  +  a'-  in  k  einfache  Factol-en 
zerlegt,  deren  jeder  einzeln  gleich  0  gesetzt  eine  Wurzel  von  a/-4-«'  =  0 
erkennen  lässt.  Cotes,  oder  vielleicht  sagen  wir  richtiger  Smith,  hat 
den  Satz,  welcher  nachmals  den  Namen  des  Cotes 'sehen  Lehrsatzes 
erhalten  hat,  allerdings  nur  geometrisch  ausgespi-ochen,  ihn  auch  weder 
hergeleitet  noch  bewiesen.  Dui-ch  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  (Fig.  52) 
vom  Halbmesser  a  wird  ein  Durchmesser  hindurchgelegt  und  auf  ihm 
etwa  links  von  dem  Mittelpxmkte  0  in  der  Entfernung  OF  =  x  ein 
Punkt  P  bemerkt.  Dann  wird  von  dem  Endpunkte  A  des  durch  P 
hindurchgehenden  Diu'chmessers  aus  der  Kreisumfang  in  2A  gleiche 
Theüe  getheilt  und  P  mit  allen  Theilpunkten  gradlinig  verbunden. 
Die  Verbindungsgeraden  nach  den  Theilpunkten  sind  nach  den  Punkten 
gi-ader  Ordnung  ganz  ausgezogen,  nach  denen  ungrader  Ordnung  nur 
punktirt  gezeichnet.  Je  nachdem  A  ungi-ad  (etwa  A  ^  5)  oder  gi-ad 
(etwa  A  ==  6)  gewählt  ist,  gehört  die  von  P  aus  nach  rechts  gezogene 


')  Harmonia  Mensurarum  pag.  113:   JRecocaii  tandem  ab  interitu  Theoretna 
pulcherrimum. 
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Durchmesserstrecke  zu  den  punktirten.  beziehungsweise  zu  den  aus- 
gezogenen Geraden.  In  beiden  Fällen  ist  das  Product  der  k  aus- 
gezogenen   Strecken    =  «*  —  3^,   und   das    Product   der   k   punktirten 


Fig.  52. 

Strecken  =  a^  -\-  x'- .  Fällt  P  ausserhalb  des  Kreises,  so  dass  a;  >  0, 
so  ist  das  Product  der  ausgezogenen  Sti-ecken  :r^  —  a'-,  während  die 
Werthform  des  Productes  der  punktirten  Strecken  sieh  nicht  ver- 
ändert. 

Xur  fi-anzösische  und  hauptsächlich  engKsche  Veröffentlichungen 
haben  in  diesem  Kapitel  unsere  Aufmerksamkeit  in  Anspruch  ge- 
nommen. In  Deutschland  war,  wie  aus  den  vorhergehenden  Kapiteln 
sich  schon  zeigte,  wie  in  den  nachfolgenden  sich  bestätigen  wird,  die 
Mathematik  als  Ganzes  keineswegs  zurückgegangen,  aber  die  wirklich 
bedeutenden  deutschen  Mathematiker  waren  am  wenigsten  Algebraiker. 
Fast  nur  um  einen  deutschen  Namen  als  Stellvei-treter  einer  an  Zahl 
mehr  als  an  Leistung  in's  Gewicht  fallenden  Klasse  von  Schriftstellern 
hier  zu  nennen,  erwähnen  wir  Paul  Halcke')  (f  1T31),  den  reim- 
gewandteu  Rechenmeister  zu  Buxtehude,  der  1719  ein  Buch  unter 
dem  Namen  Mathematisches  Sinnoiconfect  herausgab,  welches  dem  von 
Tobias  Beutel  (S.  35)  und  anderen  nieder.sächsischeu  Fachgenossen 
gegebenen  Beispiele  folgend,  zahlreiche  Textgleichungen  in  mehr  oder 
weniger  witzige  Verse  kleidete. 
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Zwei   Abschnitte   der   von   Roger  Cotes    1722   herausgegebenen 
Harmonia  Maisiirarum,   so  sagten  wir  (S.  394),   waren  Integrationen 

';    Festschrift,    herausgegeben    von    der   Mathematischen    Gesellschaft   in 
Hamburg  anlässlich  ihres  200jährigen  Jubelfestes  1890.     I,  30 — 32  und  91. 
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ffewidmet.  In  der  That  fanden  anch  die  Methoden  des  Diiferentiirens 
und  Integi'irens  in  dem  Zeiträume,  dem  dieser  Absclinitt  gewidmet 
ist,  noch  mancherlei  Förderung.  Für  das  Differentiiren  war  es 
zwar  kaum  mehr  nöthig.  Hier  hatte  Leibniz,  hatte  LHöpital 
schon  veröffentlicht,  was  erforderlich  war,  um  jedes  Differential  sofort 
hinschreiben  oder  doch  herleiten  zu  können.  Die  Differentiation 
trigonometrischer  Functionen  mochte  indessen  immerhin,  in  be- 
sondere Regeln  gefasst,  sich  bequemer  ausführen  lassen,  und  diese 
Regeln  stellte,  wenn  auch  mit  zunächst  anderer  Absicht,  Cotes  auf. 
Wir  haben  (S.  346)  seine  Äestimatio  errorum  etc.  genannt.  Fehler, 
sagt  er  in  dieser  Abhandlung,  seien  unvermeidlich,  wo  und  wie  man 
Beobachtungen  anstelle,  aber  man  müsse  suchen  sie  in  ensstmöffliche 
Grenzen  einzuschli essen  ^).  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  kleinsten 
Veränderungen  der  trigonometrischen  Functionen  eines  Bogens  zu 
den  kleinsten  Veränderungen  des  Bogens  selbst  in  Beziehung  gesetzt, 
oder,  wie  ein  Mathematiker  des  europäischen  Festlandes  auch  damals 
schon  gesagt  habeu  würde,  die  trigonometrischen  Functionen  des 
Bogens    werden    nach    dem   Bogen    differentiirt.      So    giebt   Cotes    als 

ersten  Hilfssatz-)  — 5 —  ^  cos  x,    als    zweiten    — 3——  =  sec  x-,    als 

'      dx  '  dx  ' 

dritten  — , —  =  tang  a; .  sec  a;.     Im  ersten  der  auf  die  Hilfssätze  fol- 
dx  ° 

genden  Satze  bleibt  (Fig.  53)  im  Dreieck  ABC  die   Seite  AB  und 

der  Winkel  B  unverändert,  während 
BC  in  BD,  AC  in  AD  übergeht. 
Nennen  wir  (was  Cotes  natürlich 
nicht  thut)  BC  =^  x,  CD  =  dx, 
AC  =  y,  AD  =  y  -\-  dy  und  schnei- 
den auf  AD  Axe  Strecke  AE  =  y 
ab,  so  dass  ED  =  dy  übrig  bleibt, 
so  ist  im  Dreieck  CDE  der  Quotient 

^e  5ä  -T^  =  ^^ — T,  „„■  Bei  kleinstmöglichen 

dx       sm  BEC  ° 

Verändemngen^')    ist    aber    /.  DEC  =  CEA  =  ECA  =  90«    und 

L  DCE=  90"  —  ACB,   mithin  ^  =  cos  J. (7.B.      Im    dritten    Satze 

'-  '  dx 

wird  der  Winkel  A  nach  ;r  differentiirt.  Wird  CE,  wie  in  dem  soeben 
erörterten    ersten    Satze,    als    mit    dem    Halbmesser    y    beschriebener 


')  Magni  momenti  fuerit  ad  Scientiae  nohilissimae  petfectionem ,  errares  istos 
intra  terminos  quam  maxime  fieri  potest  angustos  concludere  et  coarctare,  qiws 
omnino  tollere  merito  desperemiis.  -)  Variatio  minima  cujusvis  arciis  eircularis 
est  ad  Variatiotiem  minimam  Sinus  ejusdem  arcus  ttt  Badius  ad  Siniim  comple- 
vienti.         ')  uhi  Vuriatiunes  istae  minimae  sunt. 
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minimaler  Kreisbogen  beti-achtet,  so  ist  CE  =  y  .  dA,  CD  =  dx  und 

dA         1      CE        cos  ECB        sin  ACB         ^   ,  •  i..      , 

-, —  =  —  •  777-,  = = Ootes    spricht    das    so    aus : 

dx         y     CD  y  y 

Der   Quotient    der   Winkel  Veränderung    durch    die    Veränderang    der 

gegenüberliegenden    Seite    sei    gleich    dem    Quotienten    des   Sinus    des 

Winkels,  welcher   der  constanteu  Dreiecksseite  gegenüberliegt,   durch 

die  Seite,  welche  sich  gegenüber  von  dem  cönstanten  Dreieckswinkel 

befindet.     Er  macht  dazu  die  Bemerkung,   es  müsse  dA  ==  dC  sein, 

was,  abgesehen  vom  Yoraeichen,  offenbar  lichtig  ist,  weil 

L  BAD  +  ADB  =  BAC  +  AGB, 
also 

LBAD  —  BA  C  =  ACB  —  ADB. 

Eine   ganze  Reihenfolge   ähnlicher  Sätze  wird   für  das   ebene  wie   für 
das  sphärische  Dreieck  abgeleitet. 

Nun  kommt  Cotes  erst  zu  seiner  am  Anfange  der  Abhandlung 
ausgesprocheneu  Aiifgabe.  Eine  Beobachtungsgrösse  A,  sagt  er,  möge 
dadurch  fehlerhaft  sein,  dass  andere  Beobachtuugsgi'össen  B,  C,  D 
fehlerhaft  gegeben  wm-den.  Man  müsse  alsdann  eine  Gleichung  zwischen 
A  einerseits  und  B,  C,  D  andererseits  bilden  und  nach  der  Newton- 
schen  Methode  aus  ihr  die  Fluxion  von  A  ennitteln.  Die  Fehler 
werden  im  Verhältnisse  der  Fluxionen  stehen.  Seien,  wie  es  bei 
trigonometrischen  Aufgaben  in  der  Regel  sich  ergebe,  die  betreffenden 
Grössen  A,  B,  C,  D  nicht  als  solche  unmittelbar  in  der  Gleichung 
enthalten,  sondern  durch  ihre  Sinus,  ihre  Tangenten,  ihre  Secanten, 
so  bediene  man  sich  bei  der  Fluxions- 
bildung  der  di-ei  an  die  Spitze  gestellten 
HiKssätze.  Eine  Aufgabe  verlangt  z.  B. 
(Fig.  54)  die  zur  Standlinie  AC  senk- 
rechte Höhe  AB  mit  Hilfe  des  in  G 
zu  messenden  i  G  zu  berechnen.  Nach 
dem   3.  Satze,    über  welchen    wir    eben 

berichtet  haben,  ist    .  .  „  =  -^rr-    In  dem  bei  A  rechtwinkligen  Drei- 

,         ,  TIA.    ■  ■       1           cos  S        ,              ,       (IG           sin  B .  cos  ü        siii2J5 
ecke   ABC   ist   ~^  = -j;^ ,   also  auch   j^  = ^B =  T^S" 

und  ^^  =  4^  =  S^  wegen  B+G=  90»,  2^^+  2C=  180«. 
AB  sin2JS        sm2C         °  '  '  ' 

Das  Yerhältniss  des  Irrthums  in  der  Höhe  AB  zu  dieser  Höhe  selbst 

ist  mithin  um   so  kleiner,  je   grösser   sin  2C  ist.     Der  gi-össte  Sinus 

ist   1.   und  sin  26'  hat   diesen  Werth,  wenn  2(7=900,    C  =  45«  ist. 

Man  erhält  folglich  die  Höhe  AB  am  richtigsten,  wenn  mau  auf  der 

Standlinie   AG  %o   weit   fortgeht,    bis   /.  C  sieh   nicht  mehr   von   45* 

unterscheidet. 

Caktob,  Geschichte  der  Mathematik.    III,  ä.  26 
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Will  man  den  wahren  Ort  s  eines  Gegenstandes  aus  vier  beobach- 
teten Orten  p,  q,  r,  s  ableiten  (so  schliesst  Cotes  seine  Abhandlung), 
so  muss  man  diesen  Orten  Gewichte  P,  Q,  B,  S  beilegen,  die  den 
Beobachtungsfehlern  umgekehrt  jiroportional  sind.  Der  gesuchte 
Punkt  s  ist  alsdann  der  Schwerpunkt  jener  in  Pj  q,  r,  s  angebrachten 
Gewichte. 

Zur  Fertigstellung  der  Lehre  von  dem  Diflerentiiren  gehört  auch 
Leibnizens  höhere  Differentiiruug  eines  Productes  (S.  357)  und 
Taylor's  Vertauschung  der  Veränderlichen  (S.  365),  an  welche  wir 
erinnern. 

Mehr  als  das  Differentiiren  war  das  Integriren  der  Vervoll- 
kommnung fähig.  Wir  wissen,  dass  Leibniz  und  Johann  Ber- 
noulli  (S.  2(il — 264)  das  Zerlegen  einer  gebrochenen  algebraischen 
Function  in  Partialbrüche  gelehrt  haben  und  dadurch  der  Integration 
solcher  Functionen  grossen  Vorschub  leisteten.  Ein  besonderes  Werk 
über  die  umgekehrte  Fluxionsmethode,  welches  ein  Schotte,  George 
Cheyne^)  (1671 — 1743),  im  Jahre  1703  herausgab,  bietet  weniger, 
als  man  von  einem  Werke  dieses  Titels  erwarten  mochte.  Hat  doch 
De  Moivre  1704  ein  eigenes  Buch  gegen  jenes  veröffentlicht,  und 
wenn  Cheyne  1705  neuerdings  in  grobem,  von  ihm  selb.st  später 
missbilligten  Tone  antwortete,  so  erhöht  das  den  Werth  seiner  Fluxio- 
iiuni  mctJiodus  inversa  ebensowenig,  als  es  die  darin  vorkommenden 
Irrthümer  airfhebt.  Wir  nennen  das  Werk  überhaupt  nur,  weil  es 
Johann  Beruoulli  Anlass  zu  Bemerkungen  gab,  welche  von  Wichtig- 
keit sind,  aber,  da  sie  erst  1742  an  die  Oeflentlichkeit  gelangten,  hier 
noch  nicht  wiedergegeben  werden  dürfen.  Cheyne  war  ursprünglich 
zur  Theologie  bestimmt,  wurde  dann  Arzt  und  gab  1705  und  1715 
zwei  Bände  Plülosophical  Principles  of  MeVujion  hei*aus,  in  welchen  er 
Theologie,  Naturwissenschaften  und  Mathematik  in  toller  Weise  ver- 
quickte, wenn  er  auch  früher  im  Aerger  über  den  Streit  mit  De  Moivre 
die  Mathematik  unfruchtbar  und  luftig -j  genannt  hatte. 

Cotes  hat  dagegen  Namhaftes  für  die  Integralrechnung  geleistet. 
Der  2.  und  3.  Abschnitt  seiner  Harmonia  Mensurarum  enthält  Inte- 
grale, welche  nach  heiitiger  Schreibart  besondere  Fälle  von 

/(«i  +  h,x"y"(a,  H-  h.,x"y'dx 

oder  von  ähnlich  gebauten  Ausdrücken  sind,  und  Anwendungen  dieser 
Integrale.  Die  Herleitung  der  verschiedenen  Formeln  hat  Cotes  unter- 
drückt.    Das  letzte  Integral,  welches  bei  ihm  vorkommt,  ist 


')    National    Bioyraphy    X,   217—219    (London    1887,    edited    Ijy    Leslie 
Steijben).         -)  these  harren  and  airy  studies. 
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/ 


{k  +  Ix")  Ye  +  fx^  +  gx^" 
mit  ganzzahligem  f  und  beliebigem  n. 

Wir  kommen  zu  den  Fortschi'itten ,  welche  die  Geometrie  seit 
17(J0  gemacht  hat.  An  der  Spitze  der  zu  erwähnenden  Persönlich- 
keiten steht  Antoine  Parent')  (1666 — 1716).  In  Paris  geboren 
wurde  er,  noch  bevor  er  3  Jahre  alt  war,  einem  LandpfaiTer,  dem 
Oheime  seiner  Mutter,  anvertraut,  der  ihm  die  erste  nothdürftige  Er- 
ziehung gab,  so  gut  er  selbst  dazu  im  Stande  war.  Wo  sein  Wissen 
nicht  ausreichte,  z.  B.  beim  Rechenunten-ichte,  gab  er  dem  Knaben 
ein  Lehrbuch  in  die  Hand,  dessen  Rand  bald  mit  Bemerkungen  an- 
gefüllt war.  Aehidicherweise  erfand  sich  der  Knabe  später  eine  eigene 
Geometrie,  und  so  wuchs  seine  Neigung  zm-  Mathematik,  der  er  sich 
mehr  und  mehr  zuwandte,  auch  nachdem  er  nach  Paris  ziu-ückgekehrt 
dort  das  Rechtsstudium  begonnen  hatte.  Er  gab  bald  selbst  mathe- 
matischen tinten-icht  imd  erhielt  1699  Zutritt  zur  Academie  des 
Sciences  unter  dem  damals  noch  vorhandenen  Titel  eines  Eleven  des 
wirklichen  Mitgliedes  Herrn  von  Billettes.  Diese  Akademiker  zweiten 
Grades  wurden  erst  bei  einer  Umgestaltung  der  Satzungen  1716  be- 
seitigt, so  dass  Parent  in  seinem  Todesjfikre  wii-klicher  Akademiker 
wui-de.  Er  schi-ieb  eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlvmgeu  über  die 
verschiedensten  Gegenstände,  die  zum  Theil  in  Sitzungen  der  Academie 
des  Sciences  vorgelesen  wurden  und  als  Essais  et  JRecJwrdtes  de  matM- 
Diafique  et  plujsique  erst  1705,  dann  stark  vei-mehrt  1713  in  di-ei 
Duodezbänden  im  Drucke  erschienen.  Das  Fonnat  stiess  die  Gelehiien, 
der  Inhalt  und  die  ziemlich  schwierige  Dai-steUungsweise  die  Un- 
gelekrten  ab.  Parent's  Leistungen  wurden  weit  weniger  bekannt  und 
hatten  geringere  ^^'irkung,  als  sie  beanspruchen  durften.  Dazu  trag 
noch  ein  anderer  Umstand  bei,  den  uns  der  Verfasser  seines  akademi- 
schen Nachrufes,  welchem  wir  alle  diese  Einzelheiten  entnehmen,  nicht 
verschwiegen  hat.  Parent  war  in  den  Verhandlungen,  welche  sich  an 
einzelne  Voi^träge  anschlössen,  mit  scharfen,  den  Gewohnheiten  guter 
Gesellschaft  nicht  Rechnung  tragenden  Worten  schnell  bereit.  Man 
erkannte  das  Verdienstvolle  des  so  von  ihm  Gesagten  allerdings  an, 
Jiber,  meint  der  Lobredner,  es  gehörte  dazu  etwas  Anstrengung  des 
Billigkeitsgefühls,  und  die  erspare  man  besser  den  Menschen-).  Die 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  wichtigste  Abhandlimg  Parent's 
ist  die  über  die  Eigenschaften  der  Oberflächen,  des  ajfectiotis 


')  Histoire  de  TAcmJemie  des  Sciences.  Annee  1716  (Histoire  pag.  88 — 93). 
*)  II  fallait  quelque  petit  effort  d'equite,  qu'il  vaut  toujoiirs  mieux  epargner  aux 
hommes. 

20* 
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des  superficies'^),  welche  ei-  am  i?4.  Juli  und  23.  August  1700  in  der 
Academie  des  Scieuces  vorlas.  Er  beginnt  mit  der  Untersuchung  der 
Tangentialebene   an    die    Kugel.      Er   bezieht   (Fig.  55)   die   durch   die 

p  Punkte  A,  D,  C,  E  hin- 
durchgehende Kugelober- 
fläche, deren  Mittelpunkt 
sich  in  0  befindet,  auf 
die  Ebene  IQS,  auf  wel- 
cher die  in  Q  beginnende 
Gerade  QI  gegeben  ist. 
0  jjrojicirt  sich  auf  die 
genannte  Ebene  mittels 
0H=  a,  H  auf  die  Ge- 
rade QI  durch  HI  =  c, 
während  4^/=  6  ist.  Kugel- 
lialbmesser  ist  OB  =  r. 
Dabei  ist  B  ein  an  sich  beliebiger  Punkt  der  Kugeloberfläche,  welcher 
durch  die  Strecken  BL  =  z,  LM=y,  MQ  =  x  bestimmt  wird. 
Eine  durch  den  Mittelpunkt  0  der  GriTndebene  IQS  parallel  gelegte 
Ebene  OFG  trifft  die  verlängerte  LB  in  G.  Zieht  man  in  dieser 
neuen  Ebene   0F\  HI  und   GF^  IQ,  welche  in  F  zusammenstossen. 


Fig.  55. 


so  ist  BG  ==  a  —  z,  FG  =  b 


OF=c 


y- 


Weil  aber  OFG 


und  FGB  rechte  Winkel  sind,  muss  das  Quadrat  von  OB  der  Summe 
der  Quadrate  von  OF,  FG,  GB  gleich  sein,  und  man  erhält  die 
Ob  erfläch  engleichung^): 

g2  -^  y-  —  2cy  -f-  ö"  +  a;^  —  '^bx  -\-  ir  -\-  z-  —  2a2  =  r^. 

Diese  Gleichung  differentiirt  Parent  unter  der  Annahme,   dass  y  con- 


stant  sei'),  und  findet 


ds  =  dx,  ein  allerdings  dem  Voi-zeichen 


nach  unrichtiges  Ergebniss.  Das  Constantsein  von  y  giebt  aber,  fährt 
Parent  fort^  der  KiTgelgleichung  die  Bedeutung  des  Kreises  ABC,  der 
sich  auf  der  Grundebene  als  die  Gerade  BLN\\  QI  projicirt,  oder, 
mit  Parent  zu  reden,  der  auf  der  Axe  EIN  aufsitzt*).  Dessen  Be- 
rühruugslinie    in    B   ist    die   BN,   welche    auf  EN  die   Subtaugente 

LN  =  e  -jz    abgrenzt.      Unter    Einsetzung    des    gefundenen   Werthes 

von    ,     ist  also  LN  =  ^ 
dg  0- 


■  z.    Aehnliches  folgt  unter  der  Annahme, 


dass  X   constant   sei.     Erstlich   entsteht   die  Gleichung 


■y 


ds  =  dy; 


')  Essais  et  Secherches  de  mathematigue  et  de  physique  II,  181 — 200. 
-)  011  (iura   l'eqHatio)i  superficielle.         ")  Si  ori  prend  maintenant  hi  di/jerentielle 
de  cette  egalite,  en  laissant  y  constattte.      *)  im  cercle  ABC  assis  sur  faxe  liLN. 
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zweitens  erhält  die  Kugelgleichung  dabei  die  Bedeutung  des  Ki-eises 
DBE,  der  sich  als  MLP  ||  HI  projicii-t;  drittens  ist  BP  die  Be- 
rührungslinie dieses  Kreises  in  B,  und  die  Subtangente  ist 

LP  =  Z    ,== 2. 

Die  Berührungsebene  au  che  Kugel  in  B  dehnt  sich  aber  ersichtlich 
längs  der  BN  und  BP  aus  und  trifft  folglich  die  Ebene  IQS  in 
der  XP^).  So  die  von  uns  nahezu  wörtlich  übernommene  Darstel- 
lung Parent's. 

Parent  bleibt  aber  bei  der  Kugeloberttäche  nicht  stehen.  Er 
geht  in  unmittelbar  sich  anschliessenden  Aufsätzen  auch  zur  Betrach- 
tung  der   Oberflächen  r- ,^  =  1/ und   >i  =  -~.~ —    über,    deren 

'^  h-\-x        V       s  ''         x--\-az  ' 

Schnitte  iiarallel  den  einzelnen  Coordinatenebenen  untersucht  werden, 
wobei  die  Erhöhungen  und  Vertiefungen  der  Oberflächen  erkannt 
werden.  Selbst  gegenwärtig,  wo  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
zu  den  elementaren  Kenntnissen  zu  zähleu  ist,  bieten  diese  Aufsätze 
dem  Verständnisse  manche  Schwierigkeit  und  machen  es,  ganz  ab- 
gesehen von  den  vorerwähnten  persönlichen  Verhältnissen,  leicht  be- 
gi-eiflich,  dass  sie  so  lauge  Jahre  ziemlich  unbeachtet  bleiben  konnten. 

Parent  hat  sich  1702  der  drei  zu  einander  senkrechten  Raum- 
coordinaten  auch  bedient,  um  den  Satz  zu  beweisen,  dass  das  Crlin- 
droid,  wie  er  das  Umdrehungshyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 
nennt,  durch  Umdi-ehung  einer  Geraden  erzeugt  werden  kann-),  wäh- 
rend er  in  einem  Zusätze^)  den  gleichen  Satz  geometrisch  erläuterte. 
Neu  war  übrigens  der  Satz  auch  1702  nicht,  denn  Wren  hatte  ihn 
1669  in  den  P.  T.  ausgesprochen*). 

Ferner  verdient  noch  eine  andere  Arbeit  Parent's  von  1702  er- 
wähnt zu  werden''),  in  welcher  die  Schraubenlinie  mit  Hilfe  von 
drei  Coordinaten  untersucht  ist. 

Jedenfalls  hat  also  Parent  die  ersten  Gleichungen  von 
Oberflächen  in  drei  zu  einander  senkrechten  Raumcoordi- 
naten  x,  y,  z  im  Drucke  herausgegeben,  mag  die  (S.  235j  an- 
gedeutete Möglichkeit,  dass  Johann  Bernoulli  schon  1698  Aehnliches 
insgeheim  besass,  oder  gar  mündlich  bekannt  gegeben  hatte,  Gnuid 
haben  oder  nicht.  Wir  persönlich  zweifeln  daran  und  stützen  unsere 
Zweifel  auf  Folgendes.    Parent  hat  an  den  Pendeluntersuchungen  von 


')  //  est  evident  que  le  plan  tangetd  ä  1a  surface  de  la  Sphere  en  B  s'etend 
le  long  des  tangentes  BX,  BI'  et  qu'il  coitpe  paj-  eonsequent  le  plan  IQS  dans 
la  ligne  de  rencontre  NP.  -)  Essais  et  Becherches  de  nmthematiqiie  et  de  phy- 
sique  II,  (USflgg.,  besonders  G53.  ^,i  Ebenda  Hl,  473.  'j  P.  T  111,  'J61— 062. 
')  Essais  et  Becherches  de  mathenudiqM  et  de  phyfique  II,  684. 
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Huygens  Ausstellimgen  gemaclit,  und  Johauii  Bernoulli  iiiiter- 
uahm  in  den  A.  E.  vom  Juni  1715  Huygens'  Vertlieidignng^).  Er 
geht  dabei  mit  Parent  nichts  weniger  als  glimpflich  nm.  Er  nennt 
ihn  einen  Menschen,  dessen  Lebenszweck  zu  sein  scheine  Andere  zu 
rupfen^).  Wir  glauben  kaum,  dass  Johann  Bernoulli,  der  über  sein 
geistiges  Eigenthum  mit  peinlicher  Sorgfalt  Wachende,  die  Gelegen- 
heit hätte  vorbeigehen  lassen,  Parent  auch  als  Sünder  an  seinen 
Raumcoordinaten  hinzustellen,  wenn  er  irgend  Veranlassung  dazu  ge- 
habt hätte.  Wir  geben  allerdings  zu,  dass  dieser  Beweis  hinfällig 
würde,  wenn  Johann  Bemonlli  jenes  Sammelwerk  der  Essais  et 
Recherches  nicht  gekannt  hätte,  als  er  so  beleidigend  über  Parent 
sich  äusserte.  Ist  das  aber  anzunehmen?  Am  11.  September  1715 
hat  Bernoulli  die  Essais  et  Recherches  jedenfalls  gekannt,  denn  unter 
diesem  Datum  schrieb  er  an  Leibniz'),  Parent  suche  Streit  mit  be- 
rühmten Gegnern  iind  habe  in  den  Essais  et  Recherches  auch  ihn 
(Leibniz)  angegriffen.  Dazu  kommt  noch  Eines.  Wieder  1715  und 
zwar  am  6.  Februar  schrieb  Johann  Bernoulli  an  Leibniz*):  Ich  ver- 
stehe unter  einer  gegebenen  kiiimmen  Obei-fläche  eine  solche,  deren 
einzelne  Punkte,  wie  die  Punkte  einer  gegebenen  Curve,  durch  drei 
Coordinaten  x,  y,  z  bestimmt  sind,  zwischen  welchen  durch  eine  Glei- 
chung ausgedi'ückte  Beziehungen  bestehen.  Jene  drei  Coordinaten 
sind  aber  nichts  Anderes,  als  senkrechte  Gerade  aus  irgend  einem 
Oberflächenpunkte  auf  drei  der  Lage  nach  gegebene  und  ixnter  ein- 
ander senkrechte  Ebenen.  Als  Beisj)iel  wird  xyz  =  a^  genannt.  Das 
klingt  nicht,  als  wenn  von  allgemein  bekannten  Dingen  die  Rede 
wäre.  Wenn  dann  Leibniz  antwortete^),  er  hal)e  ehemals  angefangen, 
an  die  Lehre  von  Orisgleichungen  mit  di-ei  Coordinaten  heranzutreten; 
wer  darauf  Mühe  verwende,  werde  leisten,  was  der  Arbeit  lohne,  so 
sehen  wir  auch  in  dieser  Antwort  nur  so  viel,  dass  der  Gegenstand 
damals  in  der  Luft  lag.  Parent's  Erstlingsrechte  erscheinen  uns  davon 
nicht  berührt. 

Der  nächste  Schriftsteller,  mit  welchem  wir  es  zu  thun  halben, 
Jacob  Le  Poivre^),  ist  wahrscheinlich  in  Mons  in  Belgien  geboren, 
jedenfalls  im  December  1710  dort  gestorben,  wo  er  als  städtischer 
Bauaufseher  seit  1706  angestellt  war.  Im  Jahre  1704  erschien,  von 
ihm  in  Paris  ein  wenige  Bogen  starkes  Büchelchen  Traue  des  secfiotis 
du  eylindre  et  du  cöne  considerees  dans  le  solide  et  dans  le  plan  avec 
des  demonstrations  simples  et  nouvellcs.     Eine  zweite  Auflage  erschien 


>)  Job.  Bernoulli  Opera  II,  187 — 204.  -)  Jtomo  ad  carpciidion ,  uti  ri- 
detw,  nätus.  ^)  Leibniz  III,  946.  ■•)  Ebenda  III,  938.  "■)  Ebenda  lU,  939. 
*)  Chasles,  Apmxu  hist.  130—134  (deutseh  126—130).  —  Quetelet,  Histoire  des 
Sciences  mathcmatiques  et  phijsi(iues  cheg  les  Beiges  pag.  271 — 273. 
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1708  in  Mons,  welche  dem  Titel  der  ersten  Ausgabe  noch  die  Worte 
hinzufügte  plus  simples  d  plus  gcmralcs  que  cellcs  de  l'c'difion  de  Paris, 
also  gewissermasseu  eine  verbesserte  und  gekiü-zte  Auflage  sein  wiU'). 
Schon  die  ei-ste  Auflage  hat  genügendes  Aufsehen  en-egt,  um  einen 
ausführlichen  etwas  nörgelnden  Berieht  in  dem  Journal  des  S9avans 
von  17(-)4,  eine  kurze  aber  sehr  anerkennende  Besprechimg  in  den 
A.  E.  von  1707  hervorzunifen.  Als  Verfasser  der  letzteren  nennt 
eine  handschriftliche  Randbemerkung  Christian  Wolf. 

Le  Poivre  nahm  in  der  YoiTede  deu  Mund  etwas  voll.  Er 
habe  die  Absieht  gehegt  und,  wie  er  glaube,  auch  durchgeführt,  ebenso 
für  Gelehi-te  wie  für  Nichtgelehiie  zu  schreiben.  Den  Ersten  habe 
er  sich  bemüht  gerecht  zu  werden,  indem  er  sie  eine  neue  Projection, 
neue  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  neue  Beweise  dafür  kenneu 
lehrte,  den  Letzteren,  indem  er  die  Dinge  so  leicht  machte,  dass  zu  dereu 
Verständniss  einige  wenige  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  der  Geometrie 
ausreichen  mnssten.  Ihm  selbst  aLs  Verfasser  seien  dadurch  allerdings 
erhebliche  Schwierigkeiten  erwachsen,  so  dass  die  wenigen  Druck- 
bogen eine  Ai-beitszeit  von  drei  Jahren  beanspruchten.  Den  Marquis 
De  L'Höpital  nannte  er  als  seinen  Gönner,  ohne  dessen  Am-egung 
das  Büchelchen  möglicherweise  gar  nicht  entstanden  wäre.  Der  Kri- 
tiker des  Journal  des  S^avans  ist  der  Ansicht,  Le  Poivi-e  habe,  ohne 
dass  man  ihm  jedes  Verdienst  absprechen  woUe,  doch  der  Hauptsache 
nach  nur  wiederholt,  was  De  la  Hire  in  seinen  Planiconiqiies  (S.  120 
— 121)  schon  gelehrt  habe.  Ganz  so  schlimm  scheint  es  mm  nicht 
gewesen  zu  sein,  wenn  auch  De  la  Hii-e  Einfluss  auf  Le  Poivre  geübt 
haben  mag.  Der  Kegelschnitt  erfolgt  durch  eiue  Ebene,  deren  Lage 
im  Räume  gegeben  sein  muss.  Sie  ist  theilweise  bestimmt,  wenn  man 
den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  kreisförmigen  Grundfläche  des 
Kegels  kennt,  aber  doch  nur  theilweise,  denn  die  Neigung  gegen  die 
GiTindfläche  ist  mit  jener  Durchschnittsgeraden  nicht  gegeben.  Diese 
wird  bekannt,  sobald  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  zweite  Ebene 
der  Schnittebene  parallel  gelegt  wird,  deren  Spur  in  der  Grundfläche 
ebenfalls  gegeben  ist.  Die  beiden  genannten  Parallelen  in  der  Grund- 
fläche nebst  der  Spitze  des  Kegels  müssen  folglich  genügen,  um  den 
Kegelschnitt  selbst  zeichnen  zu  können^). 

„Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  nur  durch  einen  Punkt  31  des 
Kreises,  der  die  Basis  des  Kegels  bildet  und  erzeugender  Ki-eis  (cercle 
yenerateur)  genannt  wird,  irgend  eine  Transversale  ziehen  darf,  welche 
die  Durchschnittslinie  der  schneidenden  Ebene  und  ihre  Parallele  in 


')  H.  C.  Wins  hat  1854  einen  Neudruck  besorgt.  -)  Wir  folgen  der 
Darstellung  von  Chasles,  welcher  wir  die  nun  folgenden  zwischen  Gänsefüsschen 
stehenden  Sätze  wörtlich  entnehmen. 


404  99.  Kapitel. 

zwei  Punkten  schneiden  wird;  darauf  den  zweiten  dieser  Punkte  mit 
dem  Scheitel  S  des  Kegel  durch  eine  Gerade  verbinden  und  durch 
den  anderen  Punkt  eine  Parallele  mit  dieser  Geraden  ziehen.  Diese 
Parallele  wird  offenbar  in  der  schneidenden  Ebene  liegen  und  die 
Seitenlinie  SM  des  Kegels  in  einem  Punkte  3£'  treffen,  welcher  der 
gesuchten  Curve  angehört.  Für  einen  anderen  Punkt  des  erzeugenden 
Kreises  wird  man  einen  anderen  Punkt  des  Schnittes  erhalten.  Diese 
Construction  ist  allgemein,  welches  auch  die  Lage  des  Punktes  S  im 
Räume  sein  mag,  und  sie  besteht  selbst  dann  noch,  wenn  dieser  Punkt 
in  der  Ebene  des  Kreises  liegt.  In  diesem  letzteren  Falle  hat  man 
zwar  keinen  Kegel,  aber  die  durch  den  Punkt  gebildete  Curve  ist 
doch  noch  ein  Kegelschnitt." 

Jedenfalls  hat  Le  Poivre's  Büchelchen,  wenn  auch  von  Fach- 
männern gelesen  und,  wie  wir  gesehen  haben,  öffentlicher  Besprechung 
gewürdigt,  nicht  entfernt  die  fruchtbare  Wirkiing  ausgeübt,  welche 
man  einer  ebensowenig  iimfangreichen,  aber  von  überraschenden  neuen 
Wahrheiten  erfüllten  Schrift  aus  dem  Jahre  1706  nachrühmen  miiss. 
Wir  reden  von  Newton's  Emimeratio  Unearum  terUi  ordinis^).  Curven 
3.  Grades  waren  auch  vor  Newton  schon  oft  untersucht.  Auch  auf 
Durchschnittspunkte  von  Curven  mit  anderen  Curven  war  oft  genug 
die  Aufmei-ksamkeit  gelenkt  worden,  und  Jakob  Bernoulli  hatte 
(S.  119)  den  Grad  der  Curve  ins  Quadrat  erhebend  gefunden,  dass 
Curven  wten  Grades  ausreichen,  um  Wurzeln  einer  Gleichung  vom 
Grade  n^  zu  finden.  Aber  den  Grad  der  Curve  durch  die  Anzahl 
von  Durchschnittspunkten  mit  einer  Geraden  zu  bestimmen  und  dann 
die  so  definirten  Cvirven  dritten  Grades  in  Gruppen  zusammen- 
zufassen, das  hatte  unseres  Wissens  vor  Newton  Niemand  versucht. 
Wir  wollen  und  müssen  demnach  Newton's  Enumeraiio,  mit  welchem 
abkürzenden  Namen  wir  die  Abhandlung  hinfort  bezeichnen,  genauer 
besprechen. 

Wir  beginnen  mit  der  woi'tgetreuen  Uebersetzung  des  I.  Kapitels 
von  der  Ordnung  der  Linien^).  „Geometrische  Linien  werden  am 
besten  nach  der  Dimensionszahl  der  Gleichung,  durch  welche  die  Be- 
ziehung zwischen  Ordinateu  und  Abscissen  bestimmt  ist,  oder  (was 
das  Gleiche  ist-*)  nach  der  Anzahl  von  Punkten,  in  welcher  sie  von 
einer  geraden  Linie  geschnitten  werden  können,  in  Ordnungen  unter- 
schieden. Eine  Linie  erster  Ordnung  ist  solcher  Weise  die  einzige 
Gerade;  Linien  zweiter  oder  quadratischer  Ordnung  werden  die  Kegel- 
schnitte und  der  Kreis  sein,  und  dritter  oder  kubischer  Ordnung  sind 


')   Opuscula  Newtoni  I,  245 — 270.         *)  Linearwn  ordines.         ')   qnod  per- 
inde  est. 
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die  kubische  Parabel,  die  Xeil'sche  Parabel,  die  Cissoide  der  Alten 
und  die  übrigen,  deren  Aufzählung  wir  zu  unserer  Aufgabe  gemacht 
haben.  Eine  Curve  ersten  Geschlechtes  wird  das  Gleiche  sein  wie 
eine  Linie  zweiter  Ordnung  (da  die  Gerade  nicht  zu  den  Cui'ven  zu 
zählen  ist),  eine  Ourve  zweiten  Geschlechtes  das  Gleiche  wie  eine 
Curve  dritter  Ordnung.  Eine  Linie  tou  der  Ordnung  unendlich  ist 
eine  solche,  welche  eine  Gerade  in  unendlich  vielen  Punkten  schneiden 
kann,  wie  die  Spirale,  die  Cycloide,  die  Quadratrix  und  jede  Linie, 
welche  durch  unendlich  viele  Umdrehungen  eines  Strahles  oder  eines 
Rades  ei-zeugt  wird." 

Die  Curven  der  verschiedensten  Grade  haben,  behauptet  Xewton, 
Eigenschaften,  welche  denen  der  Cm-ven  zweiten  Grades  ungemein 
ähnlich  sind.  Bei  den  Kegelschnitten  —  das  sind  die  Cunen  zweiten 
Grades  oder  ersten  Geschlechtes  —  stösst  man  auf  Durchmesser, 
d.  h.  auf  gi-ade  Linien,  welche  einander  parallele  Seimen  halbiren, 
auf  einen  Mittelpunkt,  in  welchem  alle  Durehmesser  zusammen- 
treffen, auf  zwei  Asymptoten  der  Hypei'bel,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  jede  Secante  zwischen  einem  Curvendurchschnittspuukte 
und  der  einen  Asymptote  die  gleiche  Länge  besitzt  wie  zwischen  dem 
zweiten  Ciu-vendurchschnittspunkte  und  der  anderen  Asymptote.  Bei 
der  Curve  diitteu  Grades  oder  zweiten  Geschlechtes  treffen  zwei 
parallele  Sehnen  die  Curve  in  je  drei  Punkten.  Mögen  dieselben  zur 
Verdeutlichung,  welche  sich  Newton  wenig  angelegen  sein  lässt,  auf 
der  einen  Sehne  M^M^^M^,  auf  der  anderen  M^'3I.,'M.^'  heissen.  Nun 
existirt  auf  der  ersten  Sehne  ein  Punkt  Mg,  auf  der  anderen  ein 
solcher  M^,  von  der  Eigenschaft,  dass  M^M^  =  M^M^  -\-  M^M.^  und 
Mg' M^' ^  Mq  31.,' -{- Mg  M.J .  Alsdann  ist  die  Gerade  M^Mg  ein 
Durchmesser  der  Curve,  d.  h.  sie  schneidet  auch  jede  andere 
Sehne  M^'M^'M^"  in  einem  Punkte  Mg"  von  der  in  der  Gleichung 
Mg"M"=  3Ig"M,"-{-  Mf^'3I^'  ausgesprochenen  Eigenschaft*).  Treffen 
alle  Durchmesser  einer  Curve  zweiten  Geschlechtes  in  einem  Punkte 
zusammen,  so  ist  dieser  der  Mittelpunkt  der  Curve  im  Allgemeinen. 
Die  Zahl  der  Asymjitoten  überschreitet  den  Grad  der  Curve  nicht, 
deshalb  kann  die  Cui-ve  ersten  Geschlechtes  nui-  2,  die  zweiten,  dritten 
Geschlechtes  nur  3,  4  Asymptoten  besitzen  und  nicht  mehr  u.  s.  w. 
üeber  die  Zwischenräume,  welche  auf  einer  Sekante  zwischen  der 
Curve  und  den  Asymptoten  abgegi'enzt  sind,  gelten  Sätze,  die  denen 
von  den  Abschnitten  einer  Sehne,  die  durch  den  Durchmesser  hervor- 


')  Opuscula  Netftoni  I,  248.  Ueber  diesen  auf  Curven  jeden  Grades  aus- 
dehnbaren Satz  vergl.  z.  B.  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der 
höheren  ebenen  Curven.  II.  Auflage.   Leipzig  1882  Nr.  128,  S.  142. 
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gebracht  sind,  entsprechen^).  Ein  weiterer  Satz,  den  Newton  von 
den  Ciirven  zweiten  Geschlechtes  ausspricht-),  heisst  folgendermassen, 
indem  wir  wieder  Buchstaben  zm-  Verdeutlichung  einführen:  Werden 
zwei  parallele  Sehnen  L^^L,L..,  L^^fj.^!,^  durch  zwei  andere  parallele 
Sehnen  J/jJ/.Jl/,.,  M^M.^M.^  in  den  Punkten  0,  0'  geschnitten,  wo 
0  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  unbestriehelten,  0'  den  der 
beiden  bestrichelten  Sehnen  bezeichnet,  so  ist 

J)L^^L^_J)L^  _    O'L^.  O'L:.  O'L^ 
OM^  .  OiL  .  OM,  ~  O'Mj.  O'MTTOÜI^  ' 

In  die  Unendlichkeit  sich  erstreckende  Curvenzweige  sind 
entweder  hyperbolisch  oder  parabolisch.  Sie  heissen  hyperbolisch, 
wenn  sie  eine  Asymptote  besitzen,  parabolisch,  wenn  sie  eine  solche 
entbehi-en,  und  das  zeige  sich  bei  Aufsuchung  der  Berüknangslinie 
an  den  unendlich  entfernten  Punkt  des  betreffenden  CuiTenzweiges. 
Die  Berührangslinie  an  den  unendlich  fernen  Punkt  eines  hyperboK- 
schen  Zweiges  falle  nämlich  mit  der  Asymptote  zusammen,  während 
die  Berühmngslinie  au  den  unendlich  fernen  Punkt  eines  parabolischen 
Zweiges  in  die  Unendlichkeit  zurückweicht,  verschwindet,  nirgend  zu 
finden  ist^). 

Hierauf  werden  vier  Hauptfälle  der  Gleichung  o.  Grades  hei-vor- 
gehoben:  xy'^  +  ^ 2/  ^  c^^  +  ^^"  +  ex  -|-  d;  xy  =  ax^  -\-  hx^  +  ^^  ~l~  '^i 
//-  =  ax^  -\-  ix-  -\-  ex  -\-  d;  y  =  ax^  ■\-  ix^  +  ex  +  d,  deren  erster 
wieder  11  UnterfäUe  unterscheiden  lässt.  Die  UnterfäUe  zerfallen 
ihrerseits  wieder  in  Formen,  von  welchen  im  Ganzen  72  augegeben 
sind.  Bei  den  Benennungen,  deren  sich  Newton  zur  Schildernnsr  der 
einzelnen  Formen  bediente,  kommen  die  Ausdrücke  einer  mit  Spitzen 
versehenen  Cui-ve  (cusjyidafa) ,  eines  conjugirten  Punktes  [quae  con- 
jugatam  habet  ovalem  infinite  parvam,  id  est  punctum)  vor*). 

So  vielfältig  die  Curven  sein  mögen,  können  sie  nach  Newton's 
Behauptung^)  stets  durch  optische  Benutzung  einfachster  Ge- 
bilde hervorgebracht  werden.  Fallen  auf  eine  unbegi'enzte  von  einem 
Lichtpunkte  aus  beleuchtete  Ebene  die  Schatten  von  Figuren,  so 
sind  die  Schatten  von  Kegelschnitten  stets  wieder  Kegelschnitte,  die 
von  Cui-ven  zweiten,  diitten  Geschlechtes  sind  immer  wieder  Ciu'ven 
zweiten,  dritten  Geschlechtes  und  so  fort  in's  Unendliche.  Wie  aber 
der  Kreis  beim  Schattenwerfen  jeden  Kegelschnitt  zu  erzeugen  ver- 
mag, so  werden  alle  Curven  zweiten  Geschlechtes  von  den  fünf  diesem 


')  OjMsctila  Newtoni  I,  249.  —  Salmon-Fiedler  1.  c.  Xr.  129,  S.  143. 
')  Opuscula  Neutoni  I,  250:  De  Batiotie  contentorum  sub  Parallelorum  segmentis. 
—  Salmon-Fiedler  1.  c.  Nr.  124,  S.  137.         *)  in  infinitHtn  recedet,  evanescet 
et  mdlibi  reperietur.        *)  Opuscula  Newtoni  I.  253.        *)  Ebenda  I,  264:  Genesis 
Curcarum  per  Umbras. 
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Fig.  56. 


Geschlechte  angehörenden  (livergirenden  Parabeln  als  Schatten  erzeugt, 
und  auch  bei  höherem  Curvengesehleehte  können  einfache  Formen  er- 
mittelt werden,  deren  Schatten  alle  Curven  ihres  txeschlechtes  erzeugen. 
Es  ist  ei-sichtlich,  dass  man  den  neueren  Anschauungen  sich  näher 
anbequemt,  wenn  man  das  Newton'sche  Wort  Schatten  stets  durcli 
Centralprojection  ei-setzt. 

Auch  Cm-venerzeugungen,  welche  man  gegenwärtig  projectivische 
nennt,  lehrt  Newton^)  imter  dem  Namen  organischer  Zeichnung 
kennen.  Seien  (Figur  5())  zwei  Winkel  PÄD,  FBD  von  gegebener 
Grösse  um  ihre  Scheitelpunkte  A,  S,  welche 
Pole  heissen  sollen,  in  Drehung  versetzt,  und 
zwar  so,  dass  der  Dui'chschnittspunkt  P  ihrer 
Schenkel  AP,  BP  eine  Gerade  beschreibt, 
alsdann  beschi-eibt  der  Durchschnittspuntt  D 
der  beiden  anderen  Schenkel  AD,  BD  einen 
durch  die  Pole  A,  B  hindurchgehenden  Kegel- 
schnitt, der  aber  in  eine  Gerade  ausartet,  wenn 
jene  von  P  beschriebene  Gerade  durch  einen 
der  Pole  A,  B  hindurchgeht,  oder  wenn  die  Winkel  BAD,  ABD 
gleichzeitig  verschwinden.  Der  gleiche  Satz  ist  schon  in  Nevrton's 
Principien  als  XXI.  Lemma  des  ersten  Buches  ausgesprochen  und 
hätte  daher  (S.  200)  erwähnt  werden  sollen. 

Ein  zweiter  Satz  lässt  (Figur  57)  den  Dnrchsehnitt.spunkt  P  der 
beiden  Schenkel  AP,  BP  einen  Kegelschnitt  durchlaufen,  dem  einer 
der  beiden  Pole,  etwa  A,  angehört. 
Alsdann  beschreibe  der  Durch- 
schnittspunkt D  der  beiden  anderen 
Sehenkel  AD,  BD  eine  Curve  zwei- 
ten Geschlechtes,  auf  welcher  der 
andere  Pol  B  liegt,  während  der 
erste  Pol  A  ihr  sogar  als  Doppel- 
pimkt  angehört.  Eine  Ausnahme 
Kefert  das  gleichzeitige  Verschwin- 
den der  beiden  Winkel  BAD,  ABD, 
indem  alsdann  D  einen  anderen 
durch  den  Pol  A  hindurchgehenden 
Kegelschnitt  beschreibt. 

Ein  dritter  Satz  verlangt  (Figur  58),  dass  der  von  dem  Durch- 
schnittspunkte P  der  Schenkel  AP,  BP  durchlaufene  Kegelschnitt 
keinen    der   beiden   Pole    A,  B   enthalte.     Der  Pimkt  D   durchlaufe 


Fig.  57. 


')  Opuscula  KeKtoni  I,  265 flg.:  De  curvarum  descriptione  organica. 
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Fig.  58. 


alsdann    eine    Curve    zweiten    oder    di-itten    Geschlechtes    mit    Doppel- 
punkt.     Die    Curve    ist    zweiten    Geschlechtes    in    dem    Ausnahmefall 

gleichzeitigen  Verschwindens  derAVinkel 
BAD,  ABD,  in  allen  anderen  Fällen 
ist  sie  dritten  Geschlechtes  und  hat 
._  drei  Doppelpunkte,  zu  welchen  die 
beiden  Pole  A,  B  gehören. 

Die  di'ei  Sätze  führen  zu  einer 
punktweisen  Darstellung  eines 
Kegelschnittes,  von  welchem  5,  einer 
Curve  zweiten  Geschlechtes  mit  Doppel- 
punkt, von  welcher  7  Punkte  gegeben 
sind,  Aufgaben,  von  welchen  ein  Theil 
auch  Aufnahme  in  die  Arithmetica 
universalis  (S.  387)  gefunden  hat.  Die  in  der  Enumeratio  gelehrte 
Zeichnung  des  Kegelschnittes  ist  folgende.  Newton  nennt  die  fünf 
Punkte,  welche  dem  Kegelschnitte  angehören  sollen,  A,  B,  C,  B,  E. 
Nun  seien  A,  B  Pole  der  Figur  und  CAB,  CBA  die  zur  Drehung 
bestimmten  Winkel,  wobei  C  denjenigen  Diu-chschnittspunkt  zweier 
Schenkel  vorstellt,  der  in  Figur  56  mit  J)  bezeichnet  war.  Auch  die 
Punkte  D,  E  werden  als  ähnlich  mit  C  hervorgebrachte  Punkte  des 
Kegelschnittes  betrachtet,  vmd  ihnen  entsprechen  Durehschnittspunkte 
P,  Q  der  beiden  anderen  Winkelschenkel,  Punkte  P  der  Fignr  56 
hervorbringend.  Die  Pimkte  P,  Q  gradlinig  verbunden  liefei'n  nun 
diejenige  Gerade,  welche  in  der  wiederholt  genannten  Figur  56  deren 
Punkt  P  durchläuft,  und  dadurch  werden  noch  beliebig  viele  Punkte 
7)  des  zu  zeichnenden  Kegelschnittes  ermittelt. 

Eine  kubische  Curve  durch  7  Punkte  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  zu 
legen  geht  man  ähnlichei-weise  von  dem  Dreiecke  ABC  aus,  lässt 
CA  und  CB  sich  drehen,  bis  sie  in  D,  E,  F,  G  einander  schneiden, 
Punkte,  denen  die  Durchschnittspunkte  P,  Q,  B,  S  der  gedrehten  BA 
und  AB  entsprechen.  Der  durch  A,  P,  Q,  R,  S  hindurchgelegte 
Kegelschnitt  erzeugt  die  verlangte  Curve  zweiten  Geschlechtes. 

Man  kann,  fährt  Newton  fort^),  nach  gleicher  Methode  Curven  3., 
4.  und  noch  höheren  Geschlechtes  beschreiben,  allerdings  nicht  alle, 
aber  doch  die,  so  viele  es  sein  mögen,  welche  bequemer  Weise  mittels 
einer  Bewegung   erzeugt    werden    können.     Eine    doppelp  unkt  lose 


')  Opitscida  Newtoni  I,  267:  Eadem  methodo  Curvas  tertii,  qttatii  et  superio- 
rum  Genermn  deseribere  licet,  non  omnes  quideni,  sed  quotquof  ratione  aliqua  com- 
moda  per  motitm  localem  describi  jiossioit.  Xam  Curvam  aliquam  sccundi  vel 
superioris  yeneris  PioictKm  duplex  >w))  habentem  commode  deseribere  Problema 
est  inter  difficiliora  numerandum. 
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Curve  zweiton  oder  höheren  Geschlechtes  bequem  zu  be- 
schreiben, gehört  unter  die  schwierigeren  Aufgaben. 

Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  bespricht  Newtcui  die  Möglichkeit, 
Gleichungen  höheren  Grades  durch  Curveudurchschnitte  zur  Auflösung 
zu  briiigen^)  und  benutzt  dabei  den  Ausdruck  Hyperbolismus,  den 
er  schon  früher  dahin  erklärt  hat"),  er  verstehe  unter  Hyperbolismus 
das  Ersetzen  der  Ordinate  einer  gegebenen  Curve  durch  das  Product 
eben  dieser  Ordinate  in  die  Abscisse.    Ist  also  beispielsweise  xy  ==  1 

die  Gleichung  einer  Hyperbel,  so  ist  x  .  xy  =  1  oder  */  =  -j  deren 
Hyperbolismus.     Nun  sei  etwa  die  Gleichung 

a  +  cx^  +  dx""  +  ex*  +  faf'  +  (r/  +  m)x''  +  hx"'  +  hx^  +  ?a:^  =  0 
gegeben^).     Division  durch  x^  verwandelt  sie  in 

^  +  |i  +  $+A  +  g  +  i/  +  m  +  hx  +  J^x'  +  Ix'  =  0, 

und  ersetzt  man  -j  durch  y,  so  erscheint  die  Curve 
«7/-'  -\-  cy-  -\-  dxy-  -\-  ey  -\-  fxy  -\-  y  -\-  m  -\-  hx  -\-  lex-  +  Ix'  =  0 

neben  der  Curve  X'y  =  1.  Das  sind  zwei  (.'urven  zweiten  Geschlechtes, 
und  die  Abscissen  ihrer  Durchschnittspunkte  müssen  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  sein.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese 
letzten  Paragraphen  unter  dem  Einflüsse  von  durch  Fermat  veröffent- 
lichten Untersuchungen  (Bd.  H,  S.  747)  entstanden,  aber  das  Meiste, 
was  wir  aus  der  Enumeratio  mittheilten,  war  wesentlich  neu  und 
überraschend,  wurde  auch  in  der  (S.  281)  erwähnten  von  Leibniz 
heiTÜhrenden  Besprechung'*)  unter  Anführung  von  einzelnen  als  neu 
gerühmten  Sätzen  höchst  anerkennend  beurtheilt.  Bemängelt  wurde 
nur,  dass  keine  Theorie  von  Brennpunkten  höherer  Curven  vorkomme, 
deren  Wichtigkeit  aus  den  Arbeiten  Tschirnhausen's  hervorgehe; 
vielleicht  entschliesse  sich  dieser   die  Lücke  selbst  auszufüllen. 

Newton  gab  die  neuen  Sätze  ohne  auch  nur  einen  Beweis  an- 
zudeuten. Er  überliess  es  Anderen,  die  Wahrheit  der  von  ihm  aus- 
gesprochenen Gesetze  zu  prüfen  und  zu  sichern.  Doch  bevor  wir  zu 
solchen,  Xewton's  Enumeratio  ergänzenden  Schriften  gelangen,  nöthigt 
uns  die  Zeitfolge  von  anderen  Ai'beiten  zu  reden,  welche  theils  vor 
dem  Erscheinen  der  Enumeratio  schon  fertig  gestellt  waren,  theils 
zeigen,  dass  die  wunderbare  Abhandlung  auf  dem  Festlande  Europas 
zunächst  noch  keine  Wirkung  ausübte. 


')  Opuscuhi  Neivtoni  I,  -267—270.        ^)  Ebenda  I,  261.        ")  Ebenda  I,  269. 
*)  Ä.  E.   170i5  pag.  30—34. 
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Der  Marqiiis  De  L'Hospital  war  1704  gestorben  (S.  105).  In 
seinem  NacUasse  fand  sich  ein  Traite  analyfique  des  sections  coniques 
et  de  leur  usage  pour  Ja  rcsolution  des  rquafions  dans  les  problhues 
tant  dcterminez  qtcindeterminez  in  di-uckfertigem  Zustande  vor.  Nur 
eine  Vorrede  fehlte  noch,  und  da  eine  solche,  wie  der  Verleger  in 
einer  Vorerinnerung  bemerkt,  nicht  wohl  von  Jemand  anderem  als 
dem  Verfasser  eines  Werkes  geschrieben  werden  kann,  so  wurde  das 
Vorhandene  unergänzt  1707  der  Oeflentlichkeit  übergeben  und  zwar 
mit  solchem  Erfolge,  dass  1720  ein  zweiter  unveränderter  Abdnick 
sich  als  nothwendig  envies.  Das  Werk  besitzt  die  gleichen  Eigen- 
Schäften,  welche  auch  De  L'Hospital's  Analyse  des  infiniments  petits 
(S.  235flgg.)  nachzurühmen  sind,  eine  ungemeine  FassUchkeit  bei 
grosser  Sorgfalt  zahlreiche  Einzelsätze  zu  geben.  Bahnbrechende 
Neuerungen  sind  fi-eilich  nicht  gar  viele  zu  erwähnen.  Wir  dürfen 
vielleicht  im  III.  Buche  von  der  Hyperbel  auf  den  Namen  der  ent- 
gegengesetzten Hyperbeln')  aufmerksam  machen,  der  den  beiden 
Zweigen  dieser  Curve  beigelegt  ist.  Wir  dürfen  auf  das  VH.  Buch 
hinweisen,  welches  die  Uebei-schrift:  Geometrische  Oerter-)  trägt,  und 
in  welchem  eine  Art  von  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  durchgeführt  ist.  Wir  düi-fen  im  VIII.  Buche  von 
den  unbestimmten  Aufgaben  des  11.  Beispiels  gedenken"').  Dort  ist 
folgende  Aufgabe  gestellt:  Zwei  unveränderliche  Winkel  KAM,  KBM 
sind  um  die  festen  Punkte  A,  B  drehbar,  der  Durchschnitt  K  der 
Schenkel  AK,  JBK  durchläuft  eine  gerade  Linie;  welche  Linie  be- 
schreibt der  Dui-chschnitt  M  der  beiden  anderen  Schenkel  AM,  £M? 
De  L'Hospital  zeigt  nicht  bloss,  dass  ein  Kegelschnitt  entsteht,  son- 
dern auch  welche  besondere  Bedingimgen  erfüllt  sein  müssen,  damit 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  eine  Hy^ierbel,  eine  Parabel  sei.  Er 
geht  mithin  über  das  hinaus,  was  Newton  (S.  407)  in  seinen  Prin- 
cipien  ausgesprochen  hatte. 

Die  Kegelschnitte  De  L'Hospital's  gehören  der  ersten  oben  er- 
wähnten Klasse  an.  Fertiggestellt  vor,  gedruckt  nach  dem  Erecheiuen 
der  Enumeratio  konnten  sie  ebensowenig  von  Newton  benutzt  werden, 
als  die  Ergebnisse  seiner  Forschungen  in  sich  aufnehmen;  beide  Ver- 
fasser können  nur  wesentlich  unabhängig  von  einander  sein.  Anders 
verhielt  es  sich  mit  Josef  Saurin,  dem  Freunde  De  L'Hospital's 
(S.  241).  Als  dieser  am  29.  Juli  und  am  1.  August  171()  der  Pariser 
Academie   des   Sciences  zwei    geometrische  Abhandlungen    vorlegte*). 


')  De  L'Hospital,  Sections  cmiiques  Livre  HI,  pag.  47:  Hyperholes  ojiposees. 
*)  Des  lieux  geometriques.  ')  Ebenda  pag,  281  flgg.  ■*)  Histoire  de  V Academie 
des  Sciences.  Annee  1716  pag.  ö9 — 79  und  psig.  275 — 289:  Hemarqiies  sur  ttn  cas 
singtilier  du  Prolileme  general  des  Tangenten. 
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hätte  er  Newton's  Untei-suchungen  kennen  und  berücksichtigen  müssen, 
und  deshalb  vordient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  davon  keine 
Spur  entdecken  lässt.  Eine  leise  Entschuldigung  dafür  kann  vielleicht 
in  dem  Umstände  gefunden  werden,  dass  Saurin's  Abhandlungen  sich 
selbst  nur  als  Ergänzungen  und  Erweiterungen  von  bereits  am 
3.  August  1702  und  am  15.  Januar  1703  im  Journal  des  Scavans 
verött'entlichten  Bemerkungen  bezeichnen,  und  1702  sowie  1703  war 
die  Enumeratio  noch  nicht  vorhanden.  Saurin  erklärt  sich  auch  in 
den  Abhandlungen  von  171()  als  bewundernden  Freund  De  L'Hospital's. 
Seine  Absicht  sei,  die  Schwierigkeit  aus  dem  Wege  zu  räumen,  welche 

entstehe,  wenn  man  die  auf  der  y-Axe  auftretende  Subtangente  x--^ 

für  einen  vielfachen  Punkt  einer  Curve  suche,  eine  Schwierig- 
keit, welche  darin  sich  zeige,  dass  jene  Subtangente  unter  die  unbe- 
stimmte Fonn  -—  sich  verberge. 

Das  erste  Beispiel  Saurin's  in  seiner  Abhandlung  gehört  der  Curve 
y»  —  Sj/ä  +  (16  —  12x)>f  +  4><xti  +  {ix^  —  G4x)  =  0 
mit  dem  Doppelpunkte   bei   x  =  2,  //  =  2   an.     Die  Curvengleichung 
kann  auch 

(j/ä  —  4//  +  2?/yT+2^  —  4y4  +  2x  —  2a;  +  8)  X 
(j/ä  —  4(/  —  22/1/4  + 2a;  +  4]/4  +  2x  —  2x  +  S)  =  0 
geschrieben  werden   imd  zerfällt  in  dieser  Gestalt  von  selbst  in  zwei 
Factoren,  die  einzeln  gleich  Null  gesetzt  zwei  Curven  bedeuten,  welche 
beide   durch   den  Punkt  x  =  2,  y  =  2   hindurchgehen,   und  in   deren 
jeder    die    Auffindung    der    Subtangente    keiner    Schwierigkeit    mehr 
unterworfen  ist,  während  bei  der  ursprünglichen  Curvengleichung 
dy        —  3.ry'  -|-  lixy  +  ix'  —  16a: 


X 


dx         y'  —  6y'-\-Sy  —  6xy  -{-lix 


durch  a;  =  2,  y  =  2  in  -—  übergeht. 

Ein  allgemein  giltiges  Mittel,  diese  Schwierigkeit  aus  dem  Wege 
zu  räumen,  ohne  eine  Zerlegung  der  Curvengleichung  in  Factoren  zu 
versuchen,  welche,  wenn  sie  überhaupt  gelingt,  jedenfalls  grosse  Mühe 
verursacht  und  nicht  als  Methode  gelten  kann,  hat  Saurin  in  der 
zweiten  Abhandlung  angegeben.  Er  benutzt  dabei  die  schon  erwähnte 
Curve  4.  Grades  mit  dem  Doppelpunkte  bei  x  ^  2,  y  =  2.  Der  dem 
Pimkte  X  I  y  benachbarte  Punkt  der  Curve  hat,  so  drückt  er  sich 
ungefähr  aus,  die  Coordinaten  x  -f-  dx  \  y  -\-  dy,  und  setzt  man  diese 
Werthe  statt  x  und  y  in  die  Curvengleichung  ein,  so  muss  wieder 
eine  richtige  Gleichimg  erscheinen  Nach  Gruppen  geordnet,  deren 
Unterscheidungsmerkmal  die  Dimensionszahl  der  auftretenden  DiÜeren- 
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tiale  ist,  wird  die  neue  Gleichung  I -\- II -\-  III -\-  I V -\- V  =  0 
lieissen,  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  GiiiiDpenzeichen  ist: 

I=if—  S7/  —  12xir  +  löif  +  48xy  +  4x^  —  64a:, 

//=  Afdy  —  24y-(hi  —  12y-dx  —  24:Xydy  +  o2yJy 

+  Aiydx  +  A%xdy  +  'lixdx  —  64f7.r, 

///=  6y^-dy^  --  24ydy^-  —  2Aydxdy  —  I2xdf  +  10(7^/^ 

+  48f7a;<7f/  +  Adx^ 

IV  =  Aydy^  —  8dy^  —  \2dxdy\ 

r=dy\ 

Die  einzelnen  Grujipen  entstehen,  ausser  durch  jene  Einsetzung  von 
X  -f-  dx  und  y  -\-  dy  in  die  ursprüngliche  Curvengleichung,  auch  durch 
fortgesetzte  Differentiation  aus  einander,  wenn  dx  und  dy  als  Con- 
stante  betrachtet  werden  und  Division  einer  ganzen  Gruppe  durch 
eine  Zahl  gestattet  wird.  Saurin  erklärt  weiter,  die  gewöhnliche  Art 
die  Berührungslinie  zu  finden  sei  folgende.  Die  Gruppe  J,  als  das 
ursprüngliche  Gleichungspolynom  werde  gestrichen,  dann  bleiben  die 
Gruppen  II  bis  V  übrig,  von  welchen  ///  -\-  IV  -{-  V  abermals  weg- 
gelassen werden  können,  weil  höhere  Potenzen  unendlich  kleiner 
Differentiale  gegen  niedrigere  verschwinden.     So   bleibe  nur  11=  0 

übrig,  woraus  j-   sich   ermitteln  lasse  u.  s.  w.     Dieses   Verfahren 

höre  aber  auf  statthaft  zu  sein,  wenn  II  identisch  ver- 
schwinde,   was    äusserlich    dadurch    ersichtlich    werde,    dass 

der    aus   11=0    hervorgehende   Werth    von    -y^    die    Form    — 

°  dx  0 

besitze.     Dann   bleibe   aber  von  der   durch  Einsetzung   von   x  -f-  dx 

und  y  -\-  dy  statt  x  uud  //  entstandenen  Gleichung  nur  ///  -|-  IV -\-  V=  0 

übrig.     In   ihr  fallen  IV  und  V  weg,  weil  sie  höhere  Potenzen  der 

Differentiale    als    III  enthalten,    und    III  =  0    liefert   eine   nach    -r^ 

'  dx 

quadratische  Gleichung,  welche  zwei  Werthe  von  -~  ermitteln  lasse, 

d.  h.  mau  habe  einen  Doppelpunkt  der  Curve  7=0  untersucht. 
Lässt  das  gleiche  Werthepaar  für  x  und  y,  welches  J=  Ö  und  11=  0 
identisch  erfüllte,  ebenso  auch  III  identisch  verschwinden,   so  liefert 

die  nach  -~   kubische    Gleichung    IV  =0   drei   Werthe    von  ■—  als 

dx  °  dx 

Merkmal  dafür,  dass  man  es  mit  einem  dreifachen  Punkte  zu  thun 
hatte  u.  s.  w.  Damit  war  die  Lehre  von  den  vielfachen  Curven- 
p unkten  endgiltig  abgeschlossen,  hatte  sie  die  Gestalt  angenommen, 
welche  sie  in  den  Lehrbüchern  behalten  sollte. 
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Wir  kehren  nach  England  zurück,  wo  1717  eine  eigene  Schrift 
zur  Erläuterung  der  Newton'schen  Enumeratio  die  Presse  verliess. 
James  Stirliug  war  ihr  Verfasser  (S.  372),  der  Titel  Lhieae  tertii 
ordinis  Keukmianae,  sive  illKstrufio  tradaius  D.  Neutoni  de  cnumera- 
tione  lineanim  tertii  ordinis,  ad  subjungitur  solutio  triuni  prohlematum. 
Das  nur  8  Druckbogen  starke  Büchlein  ist  seinem  ganzen  Inhalte 
nach  ein  beredtes  Zeugniss  für  die  Fähigkeit  seines  Verfassers,  sich 
in  Newton's  Denkweise  hineinzuversetzen.  Wüsste  man  nicht,  dass 
Stirling  in  Venedig  und  unabhängig  Ton  Newton  gearbeitet  hat,  so 
wäre  man  geneisjt  anzunehmen,  er  habe  seine  Erläi^terungen  im  tag- 
liehen  Verkehre  selbst  emj) fangen  und  nur  niedergeschrieben,  nicht 
ersonnen.  Es  ist  ja  naturgemäss  nicht  möglich,  gradezu  zu  behaupten, 
die  von  Stirling  ergänzten  Beweise  seien  diejenigen,  welche  der  Er- 
finder der  Sätze  im  Sinne  hatte,  aber  sie  können  es  sehr  wohl  sein. 
Sie  machen  durchgängig  von  Methoden  der  Reihenentwicklung  Ge- 
brauch, welche,  wie  wir  mssen,  Newton  in  für  die  damalige  Zeit  un- 
eiTeichter  Weise  beherrschte,  vielleicht  in  etwas  übertriebener  Weise 
bevorzugte.  Da  Stirling's  Lineae  tertii  ordinis,  wie  das  Büchlein  mit 
abgekürztem  Titel  heissen  mag,  eine  fast  unentbehrliche  Ergänzung 
zur  Enumeratio  bilden,  so  haben  wir  näher  darauf  einzugehen. 

Stirling  beginnt  mit  der  Erklärung  einer  rationalen  Curve  als 
einer  solchen,  zwischen  deren  Abscisse  und  Ordinate  eine  algebraische 
Gleichung  stattfinde,  imd  mit  der  Feststellung  des  Begriifes  der 
Asymptote,  die  gradlinig  oder  krummlinig  sein  könne^).  Die 
rationalen  Cui'ven  zerfallen  in  Ordnungen,  und  die  Gleichung  der 
Cui-ve  nter  Ordnung  heisst  y"  -)-  (ax  -\-  b)y"~^  -\-  •  •  •  =  0  mit  Coeffi- 

cienten  a,h, ...,  deren  Anzahl       J^     ist^).  Eine  durch  ununterbi'ochene 

Bewegung  eines  Punktes  erzeugte  Curve  kehrt  in  sich  zurück  oder 
erstreckt  sich  in's  Unendliche.  Wegen  der  ununterbrochenen  Be- 
wegung des  erzeugenden  Punktes  muss  er  von  einem  unendlichen 
Curvenzweige  unmittelbar  zu  einem  anderen  gleichfalls  unendlichen 
Curvenzweige  gelangen.  Folglich  können  unendliche  Curvenzweige 
nur  in  gi-ader  Zahl  vorhanden  sein.  Alle  gradlinigen  Parallelen 
schneiden  eine  Curve  in  gleich  vielen  reellen  oder  imaginären 
Punkten").  Aus  der  die  Veränderlichen  x  und  y  gemischt  enthal- 
tenden Curvengleichung  kann  nach  Methoden,  welche  dem  Newton- 


')  Lineae  tertii  ordinis  pag.  1.  -)  Ebenda  pag.  3 — 4  und  wiederholt 

pag.  69,  wo  der  Schluss  gezogen  ist,  dass  7~  Punkte  die  Curve  «ter  Ord- 
nung bestimmen.  ^)  Ebenda  pag.  5:  Omnes  rectae  parallelae  seeant  cumim 
aliquam  in  iisdem  nuniero  punctis  redlibus  ei  imaginariis. 
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scheu  Parallelogramme  (S.  102 — 103)  nahe  verwandt  sind,  die 
Ordinate  in  eine  Reihe  entwickelt  werden,  die  nach  Potenzen  der 
Abscisse  mit  abnehmenden  Exponenten  fortschreitet,  also  eine  Ent- 
wicklung von  der  Gestalt  y  =  Ax"  +  Bx"-''  -\-  Cx"-^''  +  •  ■  ■ .  Je 
grösser  x  wird,  um  so  genauer  stimmt  die  Curve  mit  der  von  der 
einfacheren  Gestalt  y  =  Äx"  überein.  Eine  gradlinige  Asymptote  hat 
mit  der  Curve  nten  Grades,  zu  der  sie  als  Asymptote  gehört,  zwei  in 
der  Unendlichkeit  liegende  Punkte  gemein,  kann  sie  mithin  im  End- 
lichen nur  noch  in  n  —  2  Punkten  schneiden^).  Da  eine  Berührung 
überdies  aus  dem  Zusammenfallen  mehrerer  Durchschuittspunkte  her- 
vorgeht, so  kann  keine  Curve  2.  oder  3.  Grades,  wohl  aber  eine 
solche  4.  oder  5.  Grades  von  ihrer  Asymptote  auch  noch  im  End- 
lichen berührt  werden^). 

Von  hervorragender  Wichtigkeit  ist  der  Satz"*),  dass  die  Wahl 
eines  Coordinatensystems,  dessen  Ordinatenaxe  einer  Asymptote  parallel 
läuft,  den  Vortheil  mit  sich  bringt,  dass  alsdann  kein   Glied  y"  in 

Sei  der 
Punkt  IT  (Figur  59)  ein 
unendlich  ferner  Punkt 
der  Curve  HLA  und 
KHB  die  die  Curve  in 
H  berührende  Asym- 
ptote. Ihr  parallel  sei 
von  dem  endlichen 
Punkte  L  aus  die 
LB  gezogen,  welche  v 
heissen  soU,  während 
die     zugehörige     Ab- 


der    Gleichung    der    Curve   «teu    Grades    vorkommt 


J3 


CD  E  F 

Fig.  69. 

scisse  AB  durch  den  Buchstaben  z  bezeichnet  wird.  Die  ursprüng- 
lichen Coordinaten  von  i  sind  LC  =^  y,  AC  =  x.  Aehnlich  heissen 
auch  im  unendlich  fernen  Punkte  AE  =  x,  EH  ^  y,  AD  =  z, 
DR=v.  Ebendort  ist  HG  =  EF  =  dx,  KG  =  dy,  wie  wir  zu 
schreiben  vorziehen,  während  Stirling  unter  Anwendung  der  Fluxions- 
punkte  HG  =  x,  KG  =  y  schreibt.  Aus  der  Curvengleichuug  er- 
mittle man  y  als  Reihe  von  der  Gestalt 

y  =  Ax  -f  Bx'-"  +  CV-2"  +  Da-1-3"  -| , 

welche  um  so  rascher  convergirt,  je  grösser  x  ist.  Das  Anfangsglied 
wird  die  erste  Potenz  von  x  enthalten,  damit  die  Ordinate  HB  mit 
der  ihrer  Richtung  nach  bekannten  Asymptote  KHB  zusammenfalle. 


')  Lineae  terfii  ordinis  pag.  41.     -i  Ebenda  pag.  43.     ^)  Ebenda  pag.  44— 45. 
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Wird  die  Entwicklung  vou  ij  ilifferentiirt,  oder,  mit  Stirliug  zu  reden, 
benutzt,  um  zur  Fluxion  tiberzugehen,  so  erhält  man 

'hL^A^il-  n)Bx-'  +  (1  -  2n)Cx-^-'  +  ■  •  ■ 
und  wegen    der  Aehnlichkeit   der  Dreiecke  KSG  und  HDE  ist  zu- 
gleich auch  p-  =  ~.     Mithin  ist  DE  =^  HE:  y'  oder 
°  dx        DE  (Ix 

„TP  Ax  +  Bx^-"-j ,    nB     ,     „    , 

DE  = ' =  ^  -j — 7-  X       +  •  •  •  • 

A  +  {l—n)Bx-"-\ ^ 

Aber 

AD  =  s  =  AE  —  DE=x  —  [x+'^x^-''-i----]  =  ~'^x^—' 

und   für  a;  =  oo   wird   genau  s  = ^-  x^~".     Nun  ist  n  nach   der 

Natur  der  Curveugleichung  jjositiv,  also  AD  unendlich  viel  kleiner 
als  AE  oder  auch  als  EH,  beziehungsweise  als  DH,  welches  zu  EH 
in  einem  durch  den  Asymptotenwinkel  gegebenen  endlichen  Verhält- 
nisse steht.  Mit  anderen  Worten:  s  ist  unendlich  klein  gegen  v, 
und  folglich  kann  in  der  Cui-vengleichung  v  nicht  von  gleich  hoher 
Dimension  mit  z  sein,  beziehungsweise  nicht  von  der  Dimension,  die 
dem  Grade  der  Curve  entspricht. 

Daraus  folgt  weiter^),  dass  jede  Cui-ve  3.  Grades  bei  richtiger 
Wahl  der  Ordinatenaxe  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

(x  -\-  fl^-  =  {bx-  -j-  ex  -\-  d)\j  -\-  ex^  -\-  fx-  -\-  (jx  -\-  h 
besitzen  muss,  d.  h.  die  von  Newton  angenommenen  Gleichungsformen 
(S.  406)  sind  im  Allgemeinen  gei-echtfertigt.  Unendlich  ferne  Punkte 
aber  müssen  immer  angenommen  werden,  auch  bei  Ovalen.  Bei  diesen 
hat  man  sich  imaginäre  in  der  Uuendlichkeit  liegende  Doppel- 
punkte-) vorzustellen. 

Wie  es  bei  Aufsuchung  der  Asymptote  auf  die  Gleichungsglieder 
höchsten  Grades  ankam,  so  ist  ganz  allgemein  das  der  Dimension  der 
Veränderlichen  nach  höchste  Glied  einer  Reihe  ausschlas'ffebend  für 
das  Vorzeichen  der  Reihensumme'*),  ein  Satz,  den,  wie  wir  uns  er- 
innern (S.  374),  De  Lagny  im  Jahi-e  1722  abermals  aussprach.  Aus 
ihm  folgt  eine  wesentliche  Verschiedenheit*)  der  Cui"ven 

y  =  a-\-bx  ^ -\-  kx^'"     und     y  =  a  -^  hx  -{- 1-  lx^"'+^. 

Bei  der  ersten  Gleichung  findet,  sofern  x  gi'oss  genug  gewählt  wird, 
Zeichengleichheit  zwischen  y  und  J:  statt,  bei  der  zweiten  unter  gleicher 
Voraussetzung  zwischen  y  und  Ix,  bei  der  ersten  Gleichimg  ist  daher 


')  lAneae  tertii  ordinis  pag.  46.  -)  Ebenda  pag.  46 — 47 :  imo  hoc  in  ipsis 
Oialibus  ohtinet;  nam  cancipiendum  est  eas  habere  puncta  duplicia  imaginaria  ad 
dialantiam  mfinitam.         ')  Ebenda  pag.  59.         *)  Ebenda  pag.  58 — 59. 
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das  Vorzeichen  von  y  unabhängig,  bei  der  zweiten  abhängig  von  dem 
von  X.  Geometi-isch  ausgedi-iickt  heisst  das,  die  erste  Curve  habe 
zwei  unendliche  Zweige,  welche  beide  über  oder  beide  unter  der  Ab- 
scissenaxe  in  die  Unendlichkeit  sich  erstrecken,  während  bei  der  zweiten 
Curve  ein  Unendlichkeitszweig  über  und  einer  unter  der  Abscisseuaxe 
sich  befinde. 

Stirliug  beweist  den  von  Newton  (S.  405)  ausgesiDrochenen  Satz 
über  Durchmesser^).     Sei  eine  Curvengleichung 

r  +  («a;  +  &)r-' +  •••  =  <-», 

wobei  (Figur  60)  AB  =  x,  CB  =  y.    Man  verlängere  AB  nach  rück- 
wärts um  AF  = ,  ziehe  von  A  nach 

unten  (aber  parallel  zu  C-B)  die  AE^ 

und  verbinde  F  mit  E.  Nunmehr  soll 
EJ)  =  2,  CD  =  V  heissen,  oder  es  hat 
eine  derartige  Veränderung  des  Coordi- 
natensystems  stattgefunden,  dass  bei  Ver- 
legung des  Anfangspunktes  die  Abscisseu- 
axe einer  Drehung  unterworfen  wurde, 
die  Ordinatenaxe  ihre  Richtung  beibehielt. 
Vermöge  der  bekannten  Lage  von  BF 
^'8  '""■  Segen    FD,    welche    der    ebenerwähnten 

Drehung  der  Abscissenaxe  entspricht,   ist   ^^    d.  h.  -^*eine  gegebene 

Constante  A,  oder  es  ist  x  =  As.     Femer  ist 

AF :  AE  =  —  ^  :  —  -l^  =  n  :  a  =  BF :  BD  =  (As  -{-  ^)  :  BD, 
an  \  '     « /  ' 

also 


n  \  '     a  /  n 


Aber  BC  =  y  =  CD  —  BD  =  v 

der  Binomialentwicklung 


ciAz+b 


und   unter  Anwendung 


y 


(„  _  "^;  +  y  =  V"  -  {aAz  +  b)v"'^  + 


Daneben  ist  y"-^  ^  v''^^  -\-  ■■■  und 

{ax  -f  h)ij"-'-  =  {aAz  +  6)»/"-i  =  (aAs  +  b)v"-^  -\ . 

Demnach  verwandelt  sich  che  Curvengleichung 

y"  +  {ax  +  h)y"-'^  _)_...  =  0 
in  die  neue  Form  v"  -j-  Zv"~-  -|-  •  •  •  =  0,  wo  Z  eine  ganze  rationale 
Function  von  s  bezeichnet.     In  der  neuen  Gleichung  fehlt  das  Glied 


')  Lineae  tertii  ordinis  pag.  71 — 72. 
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v"~^,  dessen  Coefficient  <>  daher  nach  der  Gleichungslehre  die  Summe 
sämmtlicher  Gleichuiigswurzeln  t\,  v^,  .  .  .  v„  sein  muss,  d.  h.  die  v 
heben  einander  auf,  oder  die  von  D  aus  nach  oben  und  nach  unten 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Curve  gezeichneten  Ordinaten  heben 
einander  auf.  Bei  den  Curven  zweiten  Graden  muss,  wenn  das  Glied  v 
fehlt,  V'  =  as-  -{-  hz  -\-  c  übrig  bleiben'),  und  es  hängt  von  a  ab,  ob 
diese  Gleichung  eine  Hyperbel,  eine  EUipse,  eine  Parabel  bedeutet'-); 
die  Hyperbel  erfordert  a  >  0,  die  Ellipse  a  <  0,  die  Parabel  «  =  0. 
Mau  kann  auch  algobi-aische  Folgerungen  und  geometrische  Deutungen 
dei-selbeu  vei-suchen,  wenn  nicht  das  Glied  v""''-,  sondern  v"~-  oder 
noch  ein  späteres  zum  Wegfalle  gebracht  wurde  ^). 

Auch  der  Newton'sche  Satz  von  den  Producten  der  Abschnitte 
einander  schneidender  Sehnen  (S.  406)  findet  seinen  Beweis,  und  zwar 
zunächst  bei  der  Curve  zweiten  Grades*).  Sei  (Figur  61)  AB  als 
Abscissenaxe  gewählt 
mit  A  als  auf  der  Curve 
selbst  liegendem  An- 
fangspunkt, so  dass  in 
der  Curvengleichung  ein 
constantes  Glied  nicht 
vorkommt,  dieselbe  viel- 
mehi- 
if  +  {ax  +  l)y 
+  cx^  —  dx  =  i) 
heissen  muss,  während  '*" 

die  Ordinaten  irgend  eine  Richtung  gegen  die  AS  besitzen,  z.  B.  der 
DE  parallel  laufen.  Die  Längen  CE,  CD,  welche  von  C  aus  bis  zur 
Curve  erscheinen,  sind  die  Werthe  von  y,  welche  aus  der  Gleichung 
ij-  -\-  {ax  +  &)y  +  cx^  —  dx  =  Q  unter  der  Annahme  x  =  AC  hei-- 
vorgehen,  und  ihr  Product  muss  folglich  =  cx^  —  dx  sein,  d.  h. 
CD  .  CE  ^  c  .  AC^  —  d  .  AC.  Die  Länge  AB  erhält  man  aus  der 
mehrbenutzten  Curvengleichung  mittels  y^O,  dann  wird  diese  nämlich 
cx^  —  dx  =  0,  beziehungsweise 

x  =  AB=  '^  =AC-{-CB  und   CB  =  -  —  AC, 
ACCB=--AC  —  AC-=—  ^-[cAC-—dAC]  =  —  ^CDCE. 
Folglich  ist  der  Bnich  -Arr-pji  seiner  absoluten  Grösse  nach  constant 


')  Liiieae  tertii  ordinis  pag.  73.       *)  Ebenda  pag.  79.       ')  Ebenda  pag.  75. 
Ebenda  pag.  76 — 77. 


418  99.  Kapitel. 

und  zwar  =  c.     In  ähnlicher  Weise  erläutert  Stirling  auch  den  Pro- 
ductensatz  bei  Curven  dritten  Grades^). 

Eine  Erörterung  der  verschiedenen  Formeu  von  Curven  dritten 
Grades  büdet  etwa  ein  Drittel  des  kleinen  Buches').  Statt  Newton 's 
72  Arten  (S.  406)  gelangt  Stirling  zu  deren  76. 

Vielleicht  darf  noch  auf  eine  gelegentliche  Aeussel•l^ng  Stirliug's 
hingewiesen  werden^),  in  welcher  eine  Spitze  als  unendlich  kleine 
Schleife  erklärt  wird. 

Der  nächste  Schriftsteller,  dem  wir  uus  zuzuwenden  haben,  ist 
Colin  Maclaurin*)  (1698 — 1746),  Sohn  eines  Geistlichen  in  Kilmodau 
in  Schottland;  vaterlos  seit  er  6  Wochen  alt  war,  ganz  verwaist  in 
seinem  10.  Lebensjahre,  kam  er  in  die  Fürsorge  eines  gleich  seinem 
Vater  dem  geistlichen  Stande  angehörenden  Oheims,  der  ihn  wiederum 
zu  derselben  Laufbahn  bestimmte.  Er  bezog  schon  1709  die  Hoch- 
schule zu  Glasgow  und  entwickelte  dort  ein  so  hervorragendes  mathe- 
matisches Talent,  dass  er  mit  15  Jahren  bereits  viele  der  Sätze  ent- 
deckt hatte,  welche  nachmals  in  einem  Werke  erschienen,  von  dem 
wir  bald  zu  reden  haben.  Schon  im  September  1717  im  Alter  von 
noch  nicht  20  Jahren  bewarb  er  sich  um  eine  in  Aberdeen  frei  ge- 
wordene mathematische  Professur  und  erhielt  sie.  Fünf  Jahre  später 
verliess  er  Aberdeen  ohne  Urlaub,  um  einen  jungen  Edelmann  nach 
Frankreich  zu  begleiten.  Nach  dessen  Tode  entschuldigte  er  sich 
zwar  im  Aprü  1725  vor  der  ihm  vorgesetzten  Schulbehörde  wegen 
seiner  eigenwilligen  Abwesenheit,  aber  nach  Ablauf  des  Jahres  erhielt 
er  im  Januar  1726  und  uahm  er  ziemlich  gleichzeitig  im  Februar 
seine  Entlassung.  Thatsächlich  war  er  schon  seit  November  1725  in 
Edinburg  als  Ersatzmann  für-  den  dortigen  altersschwach  gewordenen 
Mathematiker  eingetreten,  eine  Stellung,  welche  er  dem  Einflüsse 
Newton's  verdankte.  Nun  verblieb  er,  ein  hochbeliebter  Lehrer  und 
Rathgeber  auf  zahlreichen  Gebieten,  in  Edinburg  bis  1745.  Er  stand 
in  letzterem  Jahre  an  der  Spitze  der  Vertheidiger  Ediuburgs  gegen 
Aufständige,  und  als  die  Stadt  in  deren  Hände  fiel,  floh  Maclaurin 
nach  Yoi-k  zu  dem  ihm  befreundeten  Erzbischof  Dort  starb  er  im 
folgenden  Jahre.  In  den  ersten  Jahren  seines  Aufenthaltes  in  Aberdeen, 
1718  und  1719,  veröffentlichte  Maclaurin  zwei  Abhandlungen  in  den 
P.  T.  In  der  ersten  Abhandlung^)  ist  von  folgender  Entstehung  der 
Curven  die  Rede.  An  eine  gegebene  Curve  werden  in  allen  ihren 
Punkten  Berührangslinien  gezogen,  und  auf  jede  Berührungslinie  wird 

1)  Lineae  tertii  ordinis  pag.  78—79  -)  Ebenda  pag.  83—120.  ^  Ebenda 
pag.  89:  ut  enim  punctum  est  ovalis  infinite  parva,  sie  cuspis  est  nodus  infinite 
parvtis.  *)  National  Biograiilnj  XXXV,  196—198  (London  1893,   edited  by 

Sidney  Lee).        =)  P.  T.  XXX,  803— Sli. 
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von  emem  gegebenen  Punkte  aus  eine  Senki-echte  gefällt,  deren  Durch- 
schnittspimkt  mit  der  Berühruuijslinie  die  neue  Curve  zum  geometri- 
schen Orte  liat,  worauf  durch  die  Berühningslinien  an  lUese  und  ihe 
auf  sie  von  dem  wiederholt  in  Anwendung  tretenden  festen  Punkte 
aus  gefällten  Senkrechten  eine  abermalige  CuiTe  hervorgebracht  wird 
u.  s.  w.  Maclaurin  hat  damit  die  Fusspunktcurven  verschiedener 
Ordnung  erfunden,  hat  zugleich  die  ihrer  Länge  nach  in  Rechnung 
tretenden  Entfernungen  eines  festen  Punktes  von  den  Ciu-venpunkten, 
also  das,  was  man  bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  Leitstrahlen 
genannt  hat,  einer  Benutzimg  unterzogen.  Die  zweite  Abhandlung') 
lehrt  Cm-venzeichuungen  kennen,  bei  welchen  nichts  anderes  in  An- 
wendung tritt,  als  ausschliesslich  Drehungen  gegebener  Winkel  um 
feste  Scheitelpunkte.  Diese  Abhandlung  ist  in  so  weit  eine  Ergänzung 
von  Newton's  Enumeratio,  als  nicht  wie  dort  vorausgesetzt  wird,  dass 
die  den  zweiten  Grad  übersteigenden  Cui-ven  Doppelpunkte  besitzen 
müssen.  Legend  einen  Beweis  theilte  Maclaimn  in  dieser  Abhandlung 
ebensowenig  mit,  als  es  Newton  in  seiner  Enumeratio  that.  Die  beiden 
Abhandlungen  mögen  schon  auf  ihren  jugendlichen  Verfasser  aufmerk 
sam  gemacht  haben,  und  als  Maclaurin  sich  1719  nach  London  begab 
vmd  dort  Newton  besuchte,  wurde  er  als  Mitglied  in  die  Royal  Society 
aufgenommen.  Im  folgenden  Jahre  1720  erschien  Maclaurin's 
Geometria  organka  sive  descriptio  linearum  curvarum  universalis,  welche 
ihm  mit  einem  Male  einen  Platz  unter  den  Geometern  allerersten 
Ranges  sicherte.  In  dem  ersten  Abschnitte'-')  handelt  es  sich  um  die 
Newton'sche  Construetion  von  Kegelschnitten  mittels  zweier 
um  ihre  Scheitelpimkte  di-ehbarer  Winkel,  deren  eines  Schenkelpaar 
sich  auf  einer  Geraden  schneidet.  Maclaurin  beweist  die  Richtigkeit 
dieser  Consti-uction^) 
(Fig.  62).  Die  Win- 
kelFCO,KSH  seien 
die  um  C  und  S  dreh- 
baren Winkel.  Der 
Durchschnittspuukt  ^ 
Q  von  CF  und  SK 
bleibt  auf  der  Gela- 
den ÄE,  alsdann  soU 
P,  als  Durchschnitts- 
punkt von  CO  und 
SS,  einen  Kegelschnitt  beschreiben.  Von  Q  und  P  aus  werden  die 
Senkrechten    QN,  PM  auf   die  Verbindungsgerade    CS   der   beiden 

')  P.  T.  XXS,  939—945.        »)  Geometria  organica  pag.  1—11.        ^)  Ebenda 
pag.  1—2. 
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Scheitel  C  und  S  gefällt,  ausserdem  werden  Q8,  QU  und  PR,  FT 
so  gezeichnet,  dass  /.  CUQ  =CEP  =  FCG  und  SL  Q  =  STP  =  KSD. 
Ersichtlich  ist 

LFCG  +  QCU+BCP=  180«-=Cf/«?  +  QCU  +  CQU, 

also  LRCP=CQU,  und  unter  Berücksichtigung  von  LCBP=CUQ 
erkennt  man  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CUP,  QUO.  Mittels  ganz 
ähnlicher  Schlüsse  folgert  man  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  SLQ, 
PTS,   und   so   gelangt   man   in    den   Besitz   der   beiden   Gleichungen 

p^  =  -^-jj  und  py  =  ~j  ■  Nun  sei  CS  =  a,  CA  =  l.  Die  Winkel 
FCO,  KSH,  CAE  seien  durch  ihre  trigonometrischen  Tangenten  ge- 
geben i):  igFCO  =  ^,  tg  KSH=-^,  tg  CAE  =  ~-  Weiter  sei 
CM  =  X,  PM  =y,  QN=z.    Weil 

LFCO=QCU-\-RCP  =  BPC-\-RCP  =  MEP, 

muss  auch  —  =  tg  MRP  =  ^.-^  sein  oder  MB  =  —•     Ferner 
a  °  31 B  d 

GB  =  CM -MB  =  x-'^-  =  ^^-^. 

d  d        ' 


PB = ypM'  +  MW  =yf  +  y  =  ^^'^; + "'  • 

Wegen 

iCUq=CBP  ist  auch  LQUN=PBM  und  LQNU=90'>=PMB, 

also  A  QUN^  PBM,  also  ^=p^,  QU  =  ^jf-  =    ^    -^ 

neben  NU='^-    Da  überdies  ~ri=  tff  C'^4-£^=  -  uns  mit  ..•liV"=  — 
bekannt  macht,  so  besitzt  man  jetzt  den  Werth  von 

CU=CA-AN-NU=h-~'''-^  =  h-  '^^-ßl. 

c  d  cd 

Die  Werthe  von  CB,  PB,  QU,  CU,  welche  erhalten  wurden,  geben 

p  -Q  OTT 

der  früheren  Gleichung    ^^  =  ^|j  die  neue  Gestalt 


dx  —  ay  _  y'^d^-\-  a' z'\/d^  -\-  a^  _  hcd  —  a{c-\-ti)z 

d        '  d  d  '  cd  ' 

und  aus  ihr  folgt  ^  =  .— , i      \(l!^ — *    Aehnliche  Betrachtungen 

gestatten  es,  auch  in  die  andere  oben  gefundene  Gleichung  -p^  =  w 

Werthe  der  vorkommenden  Strecken  einzusetzen,  und  zwar 


')  Bei  Maclaurin  ist  die  Ausdi'ucksweise  etwas  anders.  Er  sagt,  der 
Sinus  des  betreffenden  Winkels,  z.  B.  FCO,  verhalte  sich  zu  seinem  Cosinus 
wie  d  zu  o. 
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e  '  e         ' 

SL  =  ÄN—ÄS—NL  =  a—      , 

ce 

Dann  findet  man  aber  einen  zweiten  AVertli  von  g,  nämlich 

(a  —  h)c{ae  —  ex  —  ay) 
(a--\-  ce)y  +  (e  —  c)ax-\-  a-(e  —  e) 

Gleichsetzung  beider  Werthe  von  z  führt  endlich  zu  einer  Gleichung, 
welche  ausser  coustanten  Grössen  nur  noch  x  und  y  enthält  und  nach 
WegschaflPimg  der  Brüche  die  Form  besitzt: 

[(«  —  b)ce  +  d{ae  —  hc)'\x-  -\-  \tr{c  -\-  d  —  e)  +  cde\xy 

+  [a{cd  —  (^)  —  bc(d  +  e)]y^  +  [abc(d  +  e)  —  a-e{c  +  d)']x 

—  \bc{a^  —  de)  +  ne(dc  —  n')]y  =  0, 
und   das  ist   die  Gleichung   eines   Kegelschnittes.     Die   DiU'chschnitts- 
punkte    des  Kegelschnittes    mit    der   CS   finden    sich   mittels   y  ==  0. 
Die  Gleichung  wird  dadurch 

[(a  —  b)ce  +  d(ae  —  bc)]x-  +  [ahc{d  +  e)  —  «-e(c  +  d)]x  =  0 

oder  [«e(c  +  d)  —  bc{d  -)-  e)](a;  —  a)x  =  i\  und  ist  augenscheinhch 
bei  X  =  0  und  x  =  a  in  den  Punkten  C  und  S  erfüllt,  welche  somit 
der  Curve  angehören,  und  zwai-,  setzt  Maclaurin  hinzu,  als  einfache 
Punkte,  denn  keine  Linie  von  niedi-igerem  als  dem  dritten  Grade 
besitzt  einen  Doppelpunkt^). 

Der  zweite  Abschnitt-)  lehrt  die  Construction  von  Linien  dritten 
Grades  mit  einem  Doppelpunkte.  Auch  hier  war  Newton  Maclaui-in's 
Vorgänger,  aber  Maclaurin  hat  sich  nicht  damit  begnügt,  Newton's 
Vorschriften  zu  beweisen,  er  hat  ganz  neue  Vorschriften  gegeben^). 
Freilich  sind  es  auch  wieder,  wie  bei  Newton,  zwei  bewegliche 
Winkel,  deren  Schenkel  durch  ihren  Diu-chschnittspunkt  die  Linie 
dritten  Grades  hervorbringen,  aber  (Figur  63)  während  der  eine 
Winkel  FCO  um  seinen  Scheitelpunkt  C  als  Pol  gedreht  wird,  be- 
schreibt der  Scheitelpunkt  N  des  anderen  Winkels  LNQ  eine  Gerade 
ÄE,  und  sein  einer  Schenkel  NQ  geht  dabei  fortwährend  durch  den 
festen  Punkt  S.  Bleibt  bei  diesen  Bewegunsren  der  den  Schenkeln 
CF  imd  SN  gemeinsame  Durchschnitt.spunkt  Q  auf  der  Geraden  BQ, 
so  beschreibt  der  Dm-chschnittspunkt  P  der  anderen  Schenkel  CO 
und  NL  eine  Linie  dritten  Grades.  Zur  Beweisfühiimg  wird  der 
feste  Punkt  S  mit  dem  Scheitelpunkte  C  des  nur  um  diesen  Scheitel 
drehbaren    Winkels     gi-adlinig     verbunden    und    werden    die     Durch- 


')  nee  Litiea  quaevis  Ordinis  tertio  inferioiis  inmctum  habet  duplex. 
')  Geometria  organica  pag.  11 — 45.        ')  Ebenda  pag.  11 — 13. 
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schnittspiiukte  A  und  B  dieser  Geraden  mit  den   der  Lage  nach  ge- 
gebenen AE  und  BQ  bemerkt.     Es  sei   SC  =  a,  BC=h,  SA  =  e. 


Fig.  63. 

Ausserdem  werden  PM,  NU,  QK  senki-eclit    zu    SA   gezogen    und 
PM  =  y,  C3I  =  X  genannt.     Femer  werden  die  Winkel 

iPRC=QVC  =  FCO  und  LSTN^SXP 
gemacht.    Auf  NT  wird  die  Senki-echte  Sg  errichtet,  welche  verlängert 
die  NH  in  J  schneidet;  endlich  ist  Pe  \\  CS.    Was  die  vorkommenden 
Constanten  Winkel  betrifft,  so  sind  sie  durch  ihre  Tangenten  gegeben: 


tgi^C0  =  4,  tg  QBC=^,  tg  EAS=-^,  tg  SNL 


Nun  werden  Dreieckähnlichkeiten  nachgewiesen  und  aus  ihnen  Pro- 
portionen gebildet  ganz  in  der  Art,  wie  wir  bei  der  Beweisführung 
für  che  Erzeugung  des  Kegelschnittes  mittels  zweier  Winkel  berichtet 
haben.  Es  ist  eine  umständliche,  um  nicht  zu  sagen  langweilige 
Rechnerei,  welche  schliesslich  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

Alf  -f  Bxf  +  Cx-y  +  Da;3  +  Ey'-  +  Fxy  -f  G^a;^  =  0 
führt.  Diese  Form  lässt  nicht  bloss  erkennen,  dass  man  es  mit  einer 
Linie  dritten  Grades  zu  thun  hat,  sondern  auch,  dass  C  ein  Doppel- 
punkt der  Curve  ist.  Setzt  man  nämlich  ?/  ^  0,  so  geht  die  Glei- 
chung in  (Dx-\-  G)x^  =  0  über,  welche  zwei  gleiche  Wui-zeln  x  =  0 
besitzt.  Die  weiteren  dem  zweiten  Abschnitte  angehörenden  Sätze 
berücksichtigen  zum  Theil  besondere  Fälle  der  erzeugten  Curve,  zum 
Theil  betreffen  sie  deren  Asymptoten,  die  Umwandlung  der  Curven- 
gleichung  in  eine  der  Newton'schen  Gleichungsformen  mittels  CoorcU- 
natenveränderung  \i.  s.  w. 

Der  dritte  Abschnitt^)  giebt  seinen  Inhalt  dui-ch  die  Uebcrschrift 
dahin  zu  erkennen,  dass  er  der  Erzeugung  der  Linien  vierten  Grades 
und  doppelpunktloser  Linien  dritten  Grades  gewidmet  sei.    Die  beiden 

')  Geometria  organica  pag.  46 — 60. 
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gegebenen  Winkel  durchlaufen  hier  mit  ihren  Scheiteln  gerade  Linien, 
während  der  eine  Schenkel  eines  jeden  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht.  Schneiden  die  beiden  anderen  Schenkel  einander  auf  einer 
geraden  Linie,  so  bildet  der  Dui-chschnittspunkt  der  der  erwähnten 
Bedingung  unterworfenen  Schenkel  eine  Linie  vierten  Grades.  Die 
Gleichung  wird  wieder  nach  ähnlichen  Gnindgedanken,  wie  wir  sie 
wiederholt  in  Wirksamkeit  treten  saheu,  abgeleitet.  Sind  die  beiden 
festen  Punkte  um  a  von  einauder  entfernt,  wird  ihre  Verbindungs- 
gerade zur  Abscissenaxe,  einer  der  Punkte  selbst  zum  Coordinaten- 
anfangspunkt  gewählt,  so  heisst  die  Gleichung^): 

Äa^  +  Bx^y  +  CxY-  +  Bxi/  +  Ei/ -\-  Fx'  +  Gx'y  +  Hxy'- 

+  Jy'  +  Kjr  +  L.ry  +  3Iy'  =  0, 
und  setzt  man  y^O,  so  bleiben  nur  die  Glieder  Aoi^  -{-  Fx^  +  Kx-  =  0 
übrig,  welche,  wenn  man  die  Constanten  Ä,  F,  K  ausrechnet  und  eine 
neue  Constante  N  einfühi-t,  sich  in  die  Gestalt  Nx'(x  —  «)"  =  0 
bringen  lässt.  Die  Punkte  x  =  0,  x  =  a,  d.  h.  die  beiden  festen 
Punkte,  sind  folglich  Doppelpunkte  der  Curve.  Fallen  die  beiden 
Winkelschenkel,  deren  Dui-chschnittspunkt  die  Curve  erzeugt,  zu 
gleicher  Zeit  auf  die  als  Abscissenaxe  gewählte  Gerade,  so  verlieren 
die  mehrgeuannten  festen  Punkte  ihre  Eigenschaft  als  Doppelpunkte 
und  wei-den  einfache  Punkte  der  Curve,  deren  Gleichung  aber  auch 
die  Glieder  vierten  Grades  einbüsst,  so  dass  eine  Linie  dritten  Grades 
ohne  Doppelpunkt  entsteht^).  Auch  schon  fi-üher  war  gelegentlich^) 
eine  CiuTe  dieser  letzteren  Art  als  Ausnahmefall  erwähnt  worden.  Eine 
Linie  vierten  Grades  mit  di-eifachem  Punkte  wird  ebenfalls  erörtert*) 
und  zugleich  bemerkt,  es  gebe  auch  Linien  vierten  Grades  mit  drei 
Doppelpunkten.  Maclaurin  knüpft  daran  Untersuchungen^)  über  die 
Anzahl  und  Lage  vielfacher  Punkte,  welche  wir  uns  nicht  ent- 
halten können  in  Uebersetzung  wiederzugeben:  „Ich  habe  gesagt,  eine 
Linie  4.  Grades  könne  3  Doppelpunkte  besitzen,  aber  dieselben  können 
nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  weil  diese  Gerade  sonst  die  Linie 
4.  Grades  in  6  Punkten  schnitte,  was  unmöglich  ist.  Die  Anzahl  von 
5  Doppelpunkten  kann  eine  Linie  4.  Grades  nicht  besitzen,  denn  hätte 
sie  deren  5,  so  hesse  sich  ein  Kegelschnitt  durch  diese  hindurchlegen, 
und  der  Kegelschnitt  hätte  10  Durchschnittspimkte  mit  der  Linie 
4.  Grades,  während  nach  der  Xatiu*  dieser  Linien  nur  8  Durchschnitts- 
punkte möglich  sind.  Die  Linie  4.  Grades  kann  sogar  nicht  mehr  als 
3  Doppelpunkte  besitzen.  Wären  deren  4  vorhanden,  so  würde  ein 
durch    sie    hindurchgelegter    Kegelschnitt    in    8    Punkten    geschnitten 


')  Geometria  organica  pag.  47.        *)  Ebenda  pag.  49.        ')  Ebenda  pag.  36. 
*)  Ebenda  pag.  59.         ')  Ebenda  pag.  60. 
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Fig.  G4. 


werden,  weil  jeder  DoppeliJunkt  als  zwei  einfache  Punkte  gilt.  Aber 
ein  Kegelschnitt  kann  dm-ch  5  Punkte  hindurchgelegt  werden.  Man 
wählt  also  noch  einen  beliebigen  einfachen  Punkt  der  Linie  4.  Grades, 
dann  könnte  ein  Kegelschnitt  durch  die  4  Doppelpunkte  und  den 
fünften  einfachen  Punkt  hindurchgehen,  und  der  Kegelschnitt  hätte 
unter  dieser  Voraussetzung  9  Punkte  mit  der  Linie  4.  Grades  gemein- 
schaftlich, was  uiunöglich  ist.  Folglich  kann  eine  Linie  4.  Grades 
keine  4  Doppelpunkte  besitzen." 

Der  vierte  Abschnitt^)  geht  in  allgemeinerer  Weise  zu  Linien 
höherer  Grade  über,  welche  mittels  gegebener  Geraden  und  gegebener 

^^'inkel  erzeugt  werden. 
Der  Hauptsatz  ist  der-), 
dass,  wenn  (Figur  (54) 
n  Gerade  BN,  ER, 
FT  . .  .  einerseits  und 
m  Gerade  BM,  GL, 
HK. . .  andererseits  ge- 
geben sind,  wenn  ferner 
die  der  Grösse  nach  un- 
veränderlichen Winkel 
CNB,  NBT,  BTQ...,  sowie  SML,  MLK,  LKq .  .  .  mit  ihren 
Scheitelpunkten  die  genannten  Geraden  durchlaufen,  wenn  endlich  Q 
auf  der  Geraden  QA  verbleibt,  der  Schnittpunkt  P  der  CN  und  SM. 
eine  Linie  vom  Grade  n  -\-  m  -\-  2  beschreibt. 

Diese  vier  Abschnitte  bilden  gemeinschaftlich  den  ersten  Theil 
der  Geometria  organica,  in  welchem  seiner  allgemeinen  Ueberschrift') 
zufolge  Linien  jeden  Grades  unter  ausschliesslicher  Benutzung  von 
Winkeln  und  Geraden  beschrieben  werden  sollten.  Im  zweiten  Theüe^) 
sollen  irgend  Linien  niedrigeren  Grades  bei  der  Erzeugung  von  solchen 
höheren  Grades  in  Anwendung  kommen. 

Sein  erster  Abschnitt^)  behandelt  Newton's  Erzeugung  einer  Linie 
dritten  Grades  mit  Doppelpunkt  als  Ort  des  Durchschnittes  von  Schen- 
keln zweier  um  ihre  Scheitelpunkte  sich  drehenden  Winkel,  während 
das  andere  Schenkelpaar  sich  auf  einem  Kegelschnitte  trifft.  Seien  S 
imd  C  die  Scheitelpunkte  der  sich  di-eheudeu  Winkel  HSK,  FCO. 
Die  Schenkel  CF  und  SK  schneiden  sich  in  Q,  und  der  Ort  von  Q 
ist  ein  durch  S  hindurchgehender  Kegelschnitt,  den  man  uns  gestatten 
möge  ^j  zu  nennen,  um  das  Nachfolgende  leichter  aussprechen  zu 
können.    Um  den  Ort  von  P,  dem  Durchschnittspuukte  der  Schenkel 


')   Geometria  wganica  pag.  61 — 78.  -"i  Ebenda  pag.  < 
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CO  imd  SH.  zu  bestimmen,  imtersucht  Maclaurin,  wie  oft  eine  dureli 
P  hindurchgeheude  Gerade  D£  diesen  Ort  schneiden  kann?  Würde 
P  eine  Gerade  DE  stetig  durchlaufen,  und  man  unter  dieser  Voraus- 
setzung nach  dem  Orte  von  (^  fragen,  so  wäre  derselbe,  wie  im  ersten 
Satze  des  ei-sten  Abschnittes  ei-sten  Theiles  der  Geometria  organica 
(S.  419)  bewiesen  ist,  ein  durch  S  hindurchgehender  Kegelschnitt,  der 
ßj  heissen  mag.  Nun  schneiden  einander  ßj  und  St.,  als  Kegelschnitte 
in  4  Punkten,  also  ausser  in  S  etwa  noch  in  M,  N,  T.  Gelangt 
folglich  Q  bei  der  wirklich  von  diesem  Punkte  durchlaufenen  Bahn  i^j 
nach  M,  N,  T,  dann  und  nur  dann  bekommt  P  eine  Lage,  welche 
der  Geraden  DE  angehört.  Das  besagt  ims  aber,  dass  DE  den  Ort 
von  P  in  3  Punkten  und  niemals  in  mehr  als  o  Punkten  schneidet. 
Der  gesuchte  Ort  muss  also  vom  dritten  Grade  sein. 

Der  zweite  Abschnitt^)  ist  eine  Erweiteiiing  des  zweiten  Ab- 
schnittes des  ersten  Theils.  Dort  ('S.  421 — 422)  wurde  ein  Winkel  xun. 
seinen  Scheitelpunkt  gecbeht,  ein  anderer  verschob  sich  mit  seinem 
Scheitelpimkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  und  sein  einer  Schenkel 
ging  dabei  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  und  traf  den  einen 
Schenkel  des  gedrehten  Winkels  auf  einem  vorgeschriebenen  Raum- 
gebilde. Das  Alles  bleibt  genau  ebenso,  nur  wird,  was  wir  eben  ein 
vorgeschriebenes  Raumgebilde  nannten,  imd  was  im  ersten  Theile  eine 
Gerade  war,  jetzt  eine  Linie  nien  Grades.  Sie  mag  C„  heissen,  wenn 
auch  Maclaurin  diese  Bezeichnung  nicht  kennt.  Der  geometrische  Ort 
des  Durchschnittspunktes  P  der  anderen  Winkelschenkel  ist  dann  vom 
Grade  3  m.  Das  traf  ja  auch  in  dem  Sonderfalle  des  ersten  Theiles 
zu,  wo  H  =  1  war  und  P  eine  Linie  3.  Grades  beschrieb.  Der  Beweis 
ist  dem  vorher  aus  dem  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Theils  berich- 
teten durchaus  ähnlich.  Wüi-de  P  eine  Gerade  DE  stetig  durch- 
laufen, so  müsste  Q  eine  Linie  3.  Grades  Cj  beschreiben.  C^  und  (7„ 
schneiden  einander  in  3«  Punkten  M-^,  M.,.,  .  .  .  Mi„.  Sowie  also  Q 
bei  dem  Durchlaufen  von  C„  zu  den  Punkten  3Iy,  JC,  .  .  .  M^n  ge- 
langt, und  nur  dann,  liegt  P  auf  der  DE,  welche  folglich  den  Ort 
von  P  in  3  k  Punkten  schneidet,  d.  h.  dieser  Ort  ist  eine  Linie  Swten 
Grades.  Verfolgt  der  Scheitel  des  sich  verschiebenden  Winkels  auch 
keine  Gerade,  sondern  eine  Linie  wteu  Grades-),  so  steigt  die  Glei- 
chung des  Ortes  von  P  auf  die  3»M«te  Potenz.  Auch  die  Entstehung 
der  Linie  4.  Grades,  wenn  die  Scheitel  der  beiden  erzeugenden  Winkel 
und  ebenso  der  Durchschnitt  eines  Schenkelpaares  jene  eine  Gerade 
beschreiben,  die  (S.  423)  im  dritten  Abschnitte  des  ersten  Theils  ge- 
lehi-t    worden   war,    findet  Verallgemeinerung^).     Sobald    Linien    vom 


')  Geometria  organica  pag.  87 — 94.     *)  Ebenda  pag.  89.     ^  Ebenda  pag.  90. 
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Grade  in,  n,  r  an  die  Stelle  der  drei  genannten  Geraden  treten,  wird 
ilie  durch  den  Durchschnittspunkt  des  zweiten  Schenkelpaares  erzeugte 
Linie  vom  Grade  4m7ir.  Die  Beweisführung  dieser  und  noch  einiger 
ähnlicher  Sätze  beruht  stets  auf  der  gleichen  Grundlage.  Maclauriu 
fragt  regelmässig  nach  dem  Orte  von  Q,  wenn  P  eine  Gerade  be- 
schriebe. Jener  Ort  sei  eine  Cy,  so  giebt  g  vervielfacht  mit  rn,  mit  n, 
mit  r  u.  s.  w.  che  Anzahl  der  Punkte  auf  der  von  Q  thatsächlich 
durchlaufenen  Curve,  bei  deren  Erreichen  durch  Q  der  Punkt  P  auf 
der  Geraden  sich  befindet,  und  die  Anzahl  gmnr  .  .  .  dieser  Durch- 
schnittsj)unkte  bestimmt  den  Grad  der  von  P  erzeugten  Curve. 

Der  dritte  Abschnitt^)  von  den  i;nendlichen  Reihen  von  Curveu, 
welche  aus  einer  gegebenen  Curve  mit  Hilfe  von  Berührungslinieu 
abgeleitet  werden,  behandelt  che  Fusspunktscurven,  steht  also  zur 
ersten  Abhandlung  Maclaurin's  von  1718  (S.  419)  in  ähnlicher  Be- 
ziehung, wie  die  vorhergehenden  Abschnitte  der  Geometria  orgauica 
zu  seiner  zweiten  Abhandlung  von  1719. 

Der  vierte  Abschnitt -J  hat  es  mit  Curven  zu  thun,  deren  Ent- 
stehimg auf  Anziehungskräfte  zurückzuführen  ist,  welche  i-eciprok  zu 
gewissen  Potenzen  der  Entfernung  wirken. 

Der  fünfte  Abschnitt^)  endlich  von  der  Beschreibung  geometri- 
scher Linien,  von  welchen  eine  Anzahl  von  Punkten  gegeben  ist,  be- 
gründet zuerst  mittels  eines  Eliminationsverfahrens  den  Satz,  dass 
Curven  vom  Grade  n  und  vom  Grade  2  (beziehungsweise  3)  einander 
höchstens  in  2n  (beziehungsweise  3m)  Punkten  schneiden.  Sind  die 
Curven  vom  Grade  m  iind  vom  Grade  n,  so  scheint,  sagt  Maclauriu, 
mn  die  Zahl  der  Durchschnittspuukte  zu  sein,  aber*)  einen  allgemeinen 
Beweis  dafür  habe  er  vergeblich  gesucht,  weil  es  schwierig  sei,  bei 
hoch  ansteigenden  Gleichungen  die  Divisoren  zu  finden.  Aus  dem  als 
wahr  angenommenen  Satze  werden  alsdann  wichtige  Folgerungen  ge- 

zogen  ^).     Eine   Curvengleichung  liten  Grades  enthält         7^       Coeffi- 

cienten  (S.  413),  welche  durch  Angabe  von  ebensovielen  Punkten, 
durch  welche  die  Curve  hindurchgehen  soll,  berechnet  werden  können, 

und  folglich  macheu  diese   "   \7"       Punkte   die    Curve   zu    einer   ganz 

bestimmten.  Andererseits  schneiden  sich  zwei  Curven  wten  Grades  in 
11?  Punkten,  folglich  bestimmen  m^  Punkte  die  Curve  nicht,  da  zwei 
Curven  gleichen  Grades  jene  n"  Punkte   enthalten.     Wird  n  =  3  an- 


')  Geometria  organica  pag.  94—120.  °)  Ebenda  pag.  120—135.  ")  Ebenda 
pag.  135 — 139.  ')  Ebenda  pag.  136:  Universalem  vero  cujus  rei  demonstrationem 
adhuc  frustra  quaesivimus  propterea  quod  difficüe  Sit  divisores  in  arduis  aeqim- 
tionibus  invenire.         ')  Ebenda  pag.  137. 
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genommen,  so  ist  -     J^       =  9  und  >r  ==  9,  also  bestimmen  neun 

Punkte  eine  Curve  o.  Grades  und  bestimmen  sie  auch  nicht. 
Machuiriu  beruhigt  sich  bei  dem  Ausspruche  dieser  Schwierigkeit, 
ohne  eine  Lösung  derselben  auch  nur  zu  versuchen.  Eine  andere 
Folgenmg  gilt  der  Anzahl  möglicher  Doppelpunkte.  Die  Glei- 
chung n  —  2ten  Grades  enthält  ^"-y+i)'^  n'--3u  +  -2  _|_  „  _  9 
Cofficienten,  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  wten  Grades  nicht 

mehr  als  ^ — ^^^  Doppelpunkte  besitzen  kann.    Besässe  sie  nämlich 

;^ — ^!—  -f-  1  Doppelpunkte,   so   könnte   mau   durch   sie   und   noch 

M  —  3  einfache  Punkte  eine  Curve  (n  —  2)ten  Grades  hindurchlegen 
und  diese  hätte  mit  der  Cui-ve  «ten  Grades 

2[ ^--^  +  Ij  -(-,;  —  o  =  n-  —  2n  -f  1 

Punkte  gemeinsam,  während  doch  nur  ii{ii  —  2)  =  n-  —  '2n  gemein- 
same Punkte  möglich  sind.  Daran  knüpfen  sich  noch  eimge  weitere 
Bemerkungen  über  Punkte  von  noch  höherer  Yielfachheit  als  Doppel- 
punkte. 

Wir  hoffen  in  diesem  Berichte  über  die  Geometria  organica  nicht 
Allzubedeutendes  weggelassen  zu  haben,  wenn  auch  selbstverstäniUich 
Kürzungen  unerlässlich  waren.  Man  wird  das  von  uns  (S.  410)  zum 
voraus  ausgesprochene  Urtheil,  dass  Maclanrin  sich  mit  diesem  Werke 
in  die  Reihe  der  allerersten  Geometer  stellte,  wohl  nicht  ungerecht 
finden.  Maclaurin  musste  von  da  ab  Grosses  leisten,  wenn  seine 
späteren  Schriften  den  ersten  Veröffentlichungen  ebenbürtig  bleiben 
sollten,  und  er  hat  es  gethan.  Wir  dürfen  diesen  Wechsel  auf  seine 
Zukunft  hin  schon  ausstellen,  wenn  wir  ihn  auch  im  nächsten  Ab- 
schnitte erst  einlösen  können. 

Wir  haben  in  diesem  Kapitel  nur  noch  eine  Persönlichkeit  zu 
nennen,  welche  uns  wieder  nach  Frankreich  hinüberfühi-t.  Henri 
Pitot')  (1695 — 1771\  im  südlichen  Frankreich  geboren  und  in  seinen 
späteren  Lebensjahren  seit  1740  ebendort  mit  grossem  Erfolge  als 
Wasserbaumeister  thätig,  verbrachte  einen  Theil  seines  Mannesalters 
in  Paris,  wo  er  mit  wissenschaftlichen  Untersuchungen  sich  beschäf- 
tigte. Er  gehörte  seit  1724  der  Academie  des  Sciences  an.  Seine 
wichtigsten  Arbeiten  gehören  der  Hydraulik  au,  einige  auch  der 
Geometrie.  Mit  einer  von  letzteren  haben  wir  es  zu  thim,  welche 
der  Academie  des  Sciences  am  12.  Juli  1724  vorlag.  Ein  Nachtrag 
folgte  am   17.  Februar  1725.     Beide  Beiträge  vereinigt  sind  in   dem 


')  Poggendorff  II,  459.  —  Chasles,  Apercu  hist.  139  (deutsch  136). 
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Pig.  65. 


Bande  dei-  Aiademieveröffeutlicliungeu  abgedmckt,  der  für  die  Arbeiten 
Tou  1724  bestimmt  bezeichnet  ist,  aber  erst  1726  erschien*).  Es 
handelt  sich  um  Roberval's  Compagne  de  la  cyclöide  (Bd.  II,  S.  803) 
und  deren  von  Pitot  in  mehi-facher  Weise  abgeleiteten  Quadi-atur. 
Die  eine  Ableitung  lässt  die  Sinuslinie,  denn  eine  solche  ist  bekannt- 
lich jene  Gefährtin  der  Cvcloide,  als  Abwicklung  der  Ellipse  ent- 
stehen, welche  auf  einem  gradeu  Kreiscylinder  durch  eine  schneidende 
Ebene  gebildet  wird,  die  gegen  die  Grundfläche  unter  einem  Winkel 
von  45"  geneigt  ist  und  diese  in  einem  Durchmesser  schneidet  (Fig.  65). 

In  der  Nachschrift  zeigte 

Pitot,  dass  ebendieselbe 
Gefährtin  der  Cyclöide 
auch  dui'ch  Projection  von 
auf  dem  gleichen  Cylinder 
gezeichneten  Schraubeu- 
windungen  auf  eine  mit 
der  Axe  des  Cylinders 
parallelen  Ebene  entstehe. 
Bei  dieser  Gelegenheit  bediente  er  sich  eines  Ausdrackes,  um  dessen- 
willen  wir  eigentlich  den  ganzen  Aufsatz  erwähnt  haben.  Die  Alten, 
sagt  Pitot,  haben  diese  Curve  Spii'ale  oder  Schneckenlinie  genannt, 
weil  ihre  Gestaltung  auf  dem  Cylinder  eine  Aehnlichkeit  mit  der  ge- 
meinen Spirale  in  der  Ebene  erkennen  lässt,  aber  sie  ist  sehr  ver- 
schieden von  der  gemeinen  Spirale,  indem  sie  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  ist^),  oder  eine  Linie,  welche  man  sich  auf  der  knimmen 
Oberfläche  eines  Körpers  gezeichnet  denkt.  Vielleicht  werden  diese 
Arten  von  Curven  doppelter  Krümmung  oder  auf  Obei-flächen  befind- 
lich eines  Tages  den  Gegenstand  von  Untersuchungen  der  Geometer 
bilden. 

Das  ist  das  erste  gedruckte  Vorkommen  des  Ausdnickes  Curven 
doppelter  Kiäimmung,  welches  nachgewiesen  ist,  und  wenn  auf  der 
einen  Seite  die  weder  begründende  noch  besonders  betonende  Art,  in 
welcher  Pitot  sich  seiner  bedient,  an  ein  Bekanntsein  glauben  macheu 
könnte,  so  ist  auf  der  anderen  Seite  die  ahnungsvolle  Schlussäusserung 
dazu  angethan,  in  Pitot  den  vermuthen  zu  lassen,  der  zuerst  über 
Curven  auf  krummen  Oberflächen  als  solchen  nachdachte  und  ihnen 
vielleicht  insofern  doppelte  Krümmung  zusprach,  als  sie  erstens  Curven 
sind  und  zweitens  an  der  Krümmung  der  Oberfläche  tbeilnehmen;  so 
glauben  wir  wenigstens  die  oben  wiedergegebenen  Worte  Pitot's  ver- 
stehen  zu  müssen. 


')  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences.  Annfe  1724,  pag.  107 — 113. 
')  Ebenda  pag.  113:  etant  nne  des  courhes  ä  douhle  courbure. 
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100.  Kapitel. 
lUltcreiitialgleicliuiigeii. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  manclierlei  geometrische  Auf- 
gaben au  unseren  Blicken  vorübergehen  lassen,  solche,  deren  Auf 
lösun«!'  strentj'  üfonommen  auch  vor  Erfiuduncj  der  Infinitesimalrechnung 
möglich  gewesen  wäre,  sowie  solche,  die  erst  nach  dieser  Erweiterung 
des  mathematischen  Gebietes  eine  Inangriffnahme  gestatteten.  Aber 
unter  letzteren  haben  wir  eine  eigene  (lattung  von  Untersuchungen 
bisher  ausgeschlossen:  solche,  welche  zunächst  auf  eine  Differential- 
gleichung führen,  deren  Integration  alsdann  eine  neue  Aufgabe  für 
sich  darstellt.  Indem  wir  diesen  Untersuchungen  uns  zuwenden,  lösen 
wir  zugleich  eine  (S.  232)  gegebene  Zusage  ein,  auf  das  isoperi- 
metrische Problem  zurückzukommen,  dessen  Geschichte  mit  dem 
Jahre  1G99  keineswegs  abgeschlossen  war  und  daher  im  XVI.  Ab- 
schnitte  nicht  zu  Ende  erzählt  werden  konnte. 

Wir  erinnern  daran,  dass  Jakob  BernouUi  den  Mathematikern 
die  isoperimetrische  Aufgabe  gestellt  hatte,  dass  insbesondere  Johann 
Bernoulli  zur  Lösung  der  Aufgabe  aufgefordert  war,  dass  dieser 
der  Aufforderung  so  weit  entsprach,   als   er   die  Differentialgleichung 

dv  =  ,- ,       ,   ,  veröffentlichte.     Er  bemerkte  dazu,   er  fasse  dt,   oder 
dt-  —  dy-  '  ' 

das  Cui'venelement,  als  constant  auf),  er  hätte  also  eigentlich  schreiben 

müssen  -j-  =  ^-^ — ^  »;    doch  legte  man   damals  auf  solche  formale 
dt         dt'—dy-^  '^ 

Richtigkeit  kein  sehr  grosses  Gewicht.  Jene  Differentialgleichimg, 
sagte  Johann  Beraoulli  also,  ohne  seine  Behauptung  genauer  zu  be- 
gründen, gehöre  der  gesuchten  Curve  an.  Wir  erinnern  weiter  daran, 
dass  Leibniz  den  Streit  der  Brüder  entscheiden  sollte,  nachdem  er 
erst  von  der  Lösung  Jakobs,  dann  von  der  Johanns,  die  selbstver- 
ständlich mit  Beweisen  zu  versehen  seien,  genaue  Kenntniss  genommen 
haben  wüi-de. 

In  den  A.  E.  vom  Juni  1700  gab  Jakob  Bernoulli')  zunächst 
eine  Anzahl  von  Beispielen,  in  den  A.  E.  vom  Mai  1701  folgte  die 
Amdysis  mafjni  probleiiiaiis  isopcrimetrici^).  Diese  Analyse  des  iso- 
perimetrischen Problems  war  allerdings  schon  im  März  1701  bei 
Gelegenheit  der  Disputation  von  Johann  Jakob  Bischof*)  als 
Sonderschrift   erschienen.     Sie   war    gewidmet   dem    unvergleichlichen 


')  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  219:  en  prenaiit  dt  ou  l'element  de  1a  courhe 
ponr  constant.  ■)  Jac.  Bernoulli  Ojtera  U,  874—887.  ")  Ebenda  II,  895— 
920.         *;  Episcopius  hei.sst  der  lateinische  Name. 

Castob,  Geschichte  der  Mathematik.    III,  ä,  28 
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Viergespanne  von  Männern:  De  L'Hospital,  Leibuiz,  Newton,  Fatio 
de  Dnillier,  den  Fürsten  unter  den  Mathematikern,  eine  Zusammen- 
stellung von  Namen,  welche  uns  heute  geradezu  unmöglich  erscheint, 
welche  aber  im  Jahre  1701  bei  Niemand  Verwunderung  eiTegen  konnte. 
Die  Abhandlung  beginnt  mit  ganz  allgemeinen  Betrachtungen,  welclie 
dahin  gerichtet  sind,  die  Ordnung  der  Differentialgleichungen,  zu 
welchen  man  gelangen  müsse,  zu  ermitteln.  Die  Ziehung  'einer  Tan- 
gente bedürfe  eines  Bogenelementes,  also  2  consecutiver  Punkte,  be- 
ziehungsweise 1.  DiffÄ-eutiale  von  Abscisse  und  Ordinate.  Die  Auf- 
findung des  Krümmungskreises  Ijedürfe  des  von  zwei  Bogenelementen 
gebildeten  Winkels,  also  3  consecutiver  Punkte,  beziehungsweise  2.  Diffe- 
rentiale von  Abscisse  und  Ordinate.  Damit  von  Isoperimetrie  die 
Rede  sein"  könne,  müsse  ein  drittes  Bogenelement  in  das  Bereich  der 
Untersuchung  gezogen  werden,  die  alsdann  auf  4  consecutive  Punkte 
sieh  beziehend  die  3.  Differentiale  von  Abscisse  und  Ordinate  ein- 
schliessen  werde.  Das  ist  der  eine  Grundgedanke,  während  als  zweiter 
der  Satz  erscheint,  von  welchem  Jakob  Bernoulli  auch  1G97  in  seiner 
Abhandlung  über  die  Brachistochrone  schon  Gebrauch  gemacht  hatte 
(S.  226),  dass  eine  Ci;rve,  welche  als  Ganzes  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum darstelle,  auch  in  ihren  noch  so  kleinen  Theilen  die  gleiche 
Eigenschaft  besitzen  müsse.  Wir  wollen  nunmehr  üljer  die  entwickelten 
Lehrsätze  ihrer  Reihenfolge  nach  berichten^),  wobei  wir  uns  die  ein- 
zige wesentliche  Abweichung  gestatten,  dass  wir  das  Differentialzeichen 
mit  Zahlenindex  versehen  statt  der  Wiederholung  des  (7,  also  nicht 
ddx,  dddx,  sondern  drx,  d^x  schreiben. 

Der  I.  Satz  lautet,  dass,  wenn  x'  (oder  kürzer  bezeichnet  x), 
x" ,  x'",  x""  vier  auf  einander  folgende  Ordinaten,  y'  (oder  ?/),  y" , 
y'",  y""  die  entsprechenden  Abscissen,  z'  (oder  z),  z",  z'"  die  zwischen 
der  X  und  den  anderen  genannten  Ordinaten  abgegrenzten  Curven- 
stückchen  bezeichnen,  cUese  Grössen,  je  nachdem  fortwährendes  An- 
wachsen oder  fortwährendes  Abnehmen  vorausgesetzt  wird,  den  Glei- 
chungen gehorchen  müssen: 

x"=  x  +  dx,   x"'=  a;"+  dx"  =  x  +  2dx  -\-  d'-x, 

x""=  x"'-\-  dx"'=  X  +  3(7a;  +  '^d'^x  +  d^x, 
ebenso 

y"=  y  -j-  (ly^    //'"=  IJ  +  ^'^2/  +  '^' !h    11""=  V  i  Sc/»/  +  'od'y  +  d^y, 

ebenso 

s"=  z  +  dz,  z"'=  z  +  2dz  -\-  d-z. 


')  Vergleiche  ausser  der  Originalabhandlung  selbst  auch  F.  üiesel, 
Geschichte  der  Variatioiisrechnuiig.  Erster  (einziger)  Theil.  Programm  tles 
Gymnasiums  zu  Torgau  für  Ostern  1857.     S.  8 — 10. 
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Fig.  66. 


Der  U.  Satz  behauptet  (Figur  Oli)  die  Proportion 
df:  —  dg  =  (rst  —  qsu)  :  (qsu  —  ptu). 
Die  Bedeutung  der  vorkommenden  Buchstaben  ist  folgende:  p  =  FX, 
q==G Y,  r  =  CZ,  s  =  BF,   f  =  FG,  u  =  GC,  f  =  KF=  HB  +  p, 
g  ^  LG  =  KF  +  3  =  HB  -\-  p  +  q-      Fernere    Abkürzungen    sind 
h  =  HB,  i  =  BX,  m  =  FY,  n  =  GZ. 
Betrachtet    man    nun    b,    d.  h.   HB   als 
coustant,  so  zeigt  sich 

df  =  dp,   dg-==^dp-{-  dq. 
Nun  mögen   die  Punkte  B  und  C  fest- 
gehalten   sein.     Die    Punkte   F  und    G 
werden  als  auf  KF  und  L  G  verschiebbar 
gedacht,    während    die   Bogenlänge   zwi-  ji;^ 
sehen  B  und  C,  also 

BF+FG-i-  GC=s-\-t+u, 

unverändert  bleiben   soll.     In  den  rechtwinkligen  Dreieckchen  BXF, 

FYG,  GZC  ist  P  +  ir  =  s-,  m^  +  <?'  =  f,  n-  +  r-  =  «tl    Zugleich 

ist,   da  F  und  G  ihi-e  Lage  nur  in  der  Weise  veränderten,   dass   die 

Entfernungen  ihrer  Ordinaten  unter  einander  und  von  denen  der  fest- 
et 

gehaltenen  B  und  V  die  gleichen  blieben,  durch  diese  Bedingungen 
festgestellt,  dass  neben  s  -f-  ^  -|-  "  auch  l  -\-  m  -\-  n  und  p  -\-  q  -\-  >' 
constante  Summen  sind^).  Durch  Differentiation  der  aus  rechtwink- 
ligen Dreiecken  gefolgerten  Gleichungen  und  der  constanten  Summen, 
unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  ?,  w(,  n  auch  einzeln 
constant  sind,  erhält  man: 

1.  ji  .  dp  =  s  .  ds, 

2.  q  .  dq  =  f .  dt, 

3.  r  .  dr  =  u  .  du, 

4.  dp  +  dq  +  (7/-  =  0, 

5.  ds  +  dt  +  du  =  0. 

Aus  4.  und  5.  werden  dr  und  du  entnommen   und  in 
r .  dp  -\-r  .dq  —  u  .ds 


Man    erhält    so    (7^  = 


welches   in   2. 


eingesetzt, 
eingesetzt 


ds  = 


rtdp-\-  rtdq  —  qudq 


tu 


liefert.    Diesen  Werth  führt  man  wieder  in 
1.  ein,  so  entsteht  (ptu  —  rst^dp  =  (rst  —  qsu)dq  oder 

<72> :  dq  =  (rst  —  qsu)  :  {ptu  —  rst), 
beziehungsweise   dp  :  (f7j>  +  dq)  =  {rst  —  qsu)  :  {ptu  —  qsu).     Oben 


')Jac.  Bernoulli  schreibt  geradezu  ?  -)-  m  -\-n  =  const.,  j)-\-q-\-T^=coiist., 
s-\-t-\-u  =  const. 

28* 
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war  aber  dp  =  df,  dp  -\-  dq  =  dg,  und  somit  verwandelt  sich  die 
gefundene  Proportion  in  die  vorher  aufgestellte. 

Ein  Ul.  Satz  macht  die  Annahme,  die  Bewegung  von  F  und  G 
finde  auf  kleinen  Kreisbögen  statt,  deren  Mittelpunkte  B  und  C  sind. 
Bei  dieser  Annahme  nehmen  die  Ordinaten  FK,  GL  an  der  Bewegung 
Theil,  d.  h.  /,  m,  n  sind  einzebi  veränderlich,  während  .•>,  t,  n  constant 
erscheinen.  Diiferentiation  derselben  Gleichungen  wie  oben  führt  hier 
zu  den  fünf  Differentialgleichungen: 

1.  ldl+pdp  =  0, 

2.  mdm  -{-  qdq  =  {), 

3.  ndn  -\-  rdr  =  0, 

4.  dl  +  dm  +  dn  =  0, 

5.  dp  +  dq  -\-dr  =  0. 

Hier  werden  d>i  und  dr  aus  4.  und  5.  in  3.,  dm  aus  dem  verä.ndeiien 
3.  in  2.,  dl  aus  dem  veränderten  2.  in  1.  eingeführt.  Dann  wird 
wieder  d}}  =  df,  dp  +  dq  =  d(j  gesetzt.  Das  Ergebniss  dieser  Rech- 
nung ist:    df :  —  d(j  =  (J)iir  —  Inq)  :  (Inq  —  mnp). 

Der  IV.  und  V.  Satz  sind  nur  andere  Schi-eibweisen  des  IL  und  III. 
Die    aufeinander    folgenden    Ordinaten,    Abscissen    und    Citrvenstücke 
sollen  nämlich  IIB  =  x,  KF==x",  LG  ^^  x"',  AI[=y,  AK=y", 
AL  =  y"',   AB  =  z,   AF=z",   AG  =  z"   heissen.     Alsdann  ist 
BX  =  1  =  tj" —  y  =  dy,   FY  =  m  =  y'" —  y"^  dy"^  dy  -\-  d'-y, 
GZ  =  n  ^  AI—  y"'=  dy"'=  dy  +  2d^y  +  cPy 
und  entsprechend 

p  =  dx,   q  =  dx  +  d'^,    >'  =  '^^  +  2d'-x  -j-  d^x, 
sowie 

s  =  ds,   t=dz-i-  cl's,    u  =  dz  +  2d-z  +  d'z. 

Es  kommt  auf  die  Berechnung  der  Wei-the  rsf  —  qsit  und  qsu — ptu 
einer.seits,  auf  che  der  Werthe  liiir  —  Inq  und  Inq  —  mnj)  anderer- 
seits an.     Zunächst  würde  erscheinen: 

rst  —  qsu  =  dz{dzd^x  —  dxd^z)  +  dz{dzd^x  —  dxcPs) 

-i-  dz{d^gd^x  —  d^xd^e) 
und 

qsu  — j(j<«  =  dz{dzd^x  —  dxd'-z)  +  2(Pz{dz^x  —  dxdrz) 

+  d^z(dzd^x  —  dx^z). 
Die  Glieder   G.  Ordnung   werden   gegen   die   4.  und  5.  Ordnung   weg- 
gelassen.     Dann  heisst  es  nur  noch 

rst  —  qsu  =  dz[{dzd^x  —  dxdrz)  -\-  {dzd^x  —  dxd^z)^ 
und 

qsu  — ptu  =  dz{dzi¥x  —  dxd-z)  +  2d'-z{dzd'-x  —  dxd'z). 
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Es  ei-scheint  wüiischeusvverth  (P;:  iiiul  (Pz  wegzuschaffen.  Das  ge- 
schieht mittels  ds-  =  dx^  +  dy^  unter  Berücksichtigung  des  Um- 
standes,  dass  die  Wahl  von  HK ^  KL  =  LI,  welche  vorherging, 
dij  zu  einer  Constanten  gemacht  hat.  Dann  liefert  die  wiederholte 
Differentiation  jener  Gleichung 

dzdrs^dxdrx    imd    dzd's -{- ^z"  =  dxd^x -{- d:'x^. 
Durch    Benutzung    dieser    Gleichungen    sowie    von    dz"  —  dx-  =  dy- 

erhält  man                                                                   dxdv'd'-x' 
mt  —  qsu  =  dy^d^x  +  dy-d^x ^3 

qsu  —  2)tti  =  dy^iPx  -\ j^ 

Jetzt  nifen  wir  die  Proportion  des  II.  Satzes  in's  Gedächtniss  zurück 
und  unterwerfen  sie  folgender  Umformung: 
df:  —  dy  =  {rst  —  qsu)  :  (qsu  — j;^«) 

=  (dz-(Px  +  ds-d^'x  —  dxct-x^)  :  {dz-d'x  +  2dxd'x''). 
Das  aber  ist  der  IT.  Satz.  Der  aus  dem  III.  Satze  entstehende  V.  Satz, 
dessen  Ableitung  wir  übergehen  düi-fen,  da  sie  der  eben  geführfen 
Rechnung  mit  dem  einzigen  Untei-schiede,  dass  jetzt  bei  der  wieder- 
holten Differentiation  von  dx'-  +  dy-  =  dz'-  das  Bogenelement  dz  als 
constant  gilt,  durchaus  nachzubilden  ist,  kleidet  sich  in  die  Proportion 
df:  —  dy  =  (dy-d^x  +  dy'-d^x  +  dxd'x-) :  {dy-<r-x  —  2dxcr-x^). 
Ein  VI.  allgemeiner  Satz  folgt.  Seien  zwei  Grössen  f  und  g 
gedacht,  deren  zweite  y  die  erste  /'  um  unendlich  wenig  übertrifft; 
sei  ausserdem  F  genau  so  aus  f  gebildet  wie  G  aus  g^),  sei  ferner 
adF  =  lidf,  adG  =  idg,  so  wird  behauptet  i  =  h  -\-  dli.  Jakob 
Beruoulli  fühi-t  den  Beweis  an  eiuem  besonders  gewählten  Beispiele 
F  =  ya-"+7~-,  G  =  y(trf^.    Mithin  ist 

,JF=^M-,    dG  =  -M^- 

Die  Annahmen  adF  ^  hdf,  ndG  =  idg  liefern 

h  = -<-_     i  =  ^JUL^ . 

Va'+r'  Va'  +  g'- 

Denkt  man  sich  eine  Cm-ve,  deren  Abscisse  /"  einer  Ordinate  h  ent- 
spricht, so  wird  der  von  /"  unendlich  wenig  vei-schiedenen  Abscisse  g 
die  Ordinate  i  entsprechen,  und  diese  kann,  weil  sie  der  Ordinate  h 
unendlich  nahe  liegt*),  von  ihr  nur  imendlich  wenig  verschieden  sein. 

')  rursumque  aliae  diiae  per  has  simiUter  expressae  vel  datae  F  et  G. 
*)  contigiia  et  proxinui. 
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Man  würde  heute  sagen:  wenn  die  Gleichung  y  =  (p{x)  die  einer 
Curve  ist,  auf  welcher  zwei  nächstliegende  Punkte  M^  und  J£,  heissen, 
so  ist  die  Richtung  der  Berührungslinien  M^  T^  und  M.^  T.^  nur  unend- 
lich wenig  verschieden,  ein  Aus.spruch,  der  allerdings  den  stetigen 
Verlauf  der  Curve  an  der  fraglichen  Stelle  voraussetzt. 

Der  VII.  Satz  ist  der,  den  wir  (S.  4.'50)  in  Erinnerung  gebracht 
haben,  da.ss  eine  Curve,  welche  als  Ganzes  ein  Maximum  oder  Minimum 
darstelle,  auch  in  ihren  noch  so  kleinen  Theilen  die  gleiche  Eigen- 
schaft besitzen  müsse. 

An  diese  Einleitung  schliesst  sich  die  eigentliche  Auflösung  der 
gestellten  Aufgaben.  Deren  erste  lautet:  Seien  AT  xuid  A3I  zwei 
aufeinander  senkrechte  Axen,  AN  eine  ganz  beliebige  Curve.  Es  soll 
von  allen  zwischen  A  und  D  gelegenen  isoperimetrischen  Curven  die- 
jenige ABD  gesucht  werden,  welche  bewirkt,  dass,  wenn  von  den 
einzelnen  Punkten  B  derselben  auf  jene  Axen  Lothe  BHP  und  BMN 
gefällt  werden,  wo  N  der  Durehschnittspunkt  der  BM  mit  der  Curve 
AN  ist,  und  wo  HB  stets  ^  31N  angenommen  wird,  die  von  der 
so  entstehenden  Curve  APV,  der  Abscisse  AT  und  der  Ordinate  TV 
eingeschlossene  Fläche  ein  Maximum  oder  Minimum  werde.  Die 
Abscissenstückchen  HK,  KL,  LI  werden  als  unter  einander  gleich 
gedacht  und  durch  h  bezeichnet.  Die  in  den  Punkten  H,  K,  L,  I 
fussenden  Ordinaten  heissen  HB  =  b,  KF  =  f,  LG  =  g,  IC  =  c. 
Aus  ihnen  leiten  sich  stets  auf  die  gleiche  Weise  die  Ordinaten 
HP  =  B,  KR  =  F,  LS=  G,  IQ  =  C  ab.  Dem  VII.  Satze  gemäss 
muss,  wie  der  ganze  Flächenraum  ATV,  auch  der  sehr  kleine  Flächen- 
raum BHIQ  der  Eigenschaft  eines  Maximums  oder  Minimums  theil- 
haftig  sein,  analytisch  ausgedrückt,  sein  Differential  muss  verschwinden. 

^^^"^  PHIQ  =IB+IF+IG. 

Sind  also  l,  B,  C  constant,  F,  G  veränderlich,  so  ist 

dPHIQ=ldF-\-ldG, 
und  dieses  verschwindet,  wenn  dF  -\-  dG'=Q.    Nimmt  man  niui  an, 
es  sei  dF=  — - ,  dG  =  — -,  wodurch  die  Bedingung  in  hdf-\-  idij  =  0 

oder  in  df :  —  dg  ^  i :  h  übergeht,    so   ist   vermöge   des  VI.  Satzes 

i  =  h  -\-  dh,  mithin  df:  —  dg  =  Qi-\-  dh)  :  h.     Ausserdem  ist  wegen 

der  gedachten  Verschiebung  der  Punkte  F  und  G  auf  ihren  Ordinaten 

der  im  IV.  Satz  vorgeschriebene  Fall  vorhanden,  also 

df:  —  dg  =  {ds^dH  -f  dshl'x  —  dxd\v^) :  {dz^d^x  +  2dxd^x^) 

und  sonach 

h-\-  dh  dz^d'x-\-  dz'd'x  —  dxd'x' 

h       ~~  dJ'll'x+YdicdV         ' 

beziehungsweise 
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dh  _  d3-(Px  —  3dxd*x' 
h   ~  dz'd-x  +  idxd'x-' 
also  auch 

lnh-d\i  —  3hdx(Px-  =  dhdz^tPx  +  2dhdxd'-x\ 

In  dieser  Gleichung  sind  die  beiden  Glieder  links  vom  Gleichheits- 
zeichen sowie  d;is  ei-ste  Glied  rechts  von  ö.,  das  zweite  Glied  rechts 
von  0.  Ordnung  der  Kleinheit.  Letzteres  lallt  daher  fort,  und  die 
Aufgabe  ist  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

hdz-dH  —  Mdx(Px-  =  dhdz-d^x 
zurückgeführt,  deren  Integi-ation  noch  zu  vollziehen  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  nimmt  Jakob  Bernou^lli  zunächst  noch  eine  Umformung  vor. 
Er  wendet  die  bei  Ableitung  des  Satzes  IV  (S.  433)  begründete 
Gleichimg  dxd^x  =  dz(Pg  an,  welche  das  zweite  Glied  links  in 
—  'Alidzd^xdrz  überführt,  dividirt  dann  durch  dz,  bringt  alle  Glieder 
nach  links  imd  erhält 

hdzd^x  —  3hd^xd-z  —  dhdzd-x  =  0. 
Die  Form  der  einzelnen  Glieder  mag  für  Jakob  Bemoulli  Ver- 
anlassung gewesen  sein,  das  Integi'al  versuchsweise  in  der  Gestalt 
h"'dz''d-x^  =  const.  anzusetzen,  indem  er  sich  die  nachträgliche  Be- 
stimmung von  m,  n,  r  vorbehält.  Die  Differentiation  der  Versuchs- 
gleichung ergiebt  ihm 

r]i;"dz''draf-^d^x  +  nh"'dz—hl-zd-xr  -f  mh"—^dhdz''d-x'-  =  0. 

Er  dividirt  durch  h"'~^dz"~^d^x''~^  und  erhält  dadurch 

rlidzd^x  -\-  nhd'xd-z  +  mdhdzd-x  =  0, 

also  eine  Gleichung,  welche  mit  der  vorgelegten  identisch  wird,  wenn 
r  =  1,  n  ^  —  3,  m  =  —  1  ist.     D.  h.  die  erste  Integi-atiou  liefert 

d^x  1 

,— 7—,  =  const.     Als  Constaute   wählt  Jakob  Bemoulli   H — . ,- ■    Dazu 

ndz^  —  a-dy 

ist  die  Berechtigung  vorhanden,  denn  dy  ist  eine  constante  Länge 
(früher  l  genannt),  ar  eine  willkürliche  Constante,  und  das  Doppel- 
zeichen +  liefert  die  erforderliche  Allgemeinheit  des  Vorzeichens. 
Ein    erste    Integration    hat    mithin    die    Differentialgleichimg    zweiter 

Ordnung  hervorgebracht: 

d'x         |_     1 


lidz'        —  a'dy 

Eine  zweite  Integration  unternimmt  Jakob  Bernoulli  durch  einen 
abermaligen  Versuch,  zu  welchem  er  adx  =  tdij  wählt.  Da,  wie 
schon  bemerkt,  dy  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation 

a 
Daneben    ist   a'dx-  =  t-dy-,    a'-dx'-  -f-  a'-dy-  =  (a-  -\-  t')dy'-   und    zu- 
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rfy 


gleich  (hr  +  dif  =  dz-,  also  a-dz'=  in'  +  t-\dy\  dz  =  ^ya-+  t\ 
Die  Werthe  von  d'-.c  und  ds  werden  nun  in  die  zu  integrireude  Diffe- 
rentialgleichung  ^^^3  =  +  -r^j-y   eingeführt   und   liefern  nach  leichter 

TT    !•  "*''*  I    fidy         1    hdx         , 

Umformung  ^^,  _^  ^^  y^^:^,  =  ± -^  =  ± -^ ,  nuhm  man  von  der 

Annahme  adx  =  tdy  erneuten  Gebrauch  macht.     Das  giebt 

a-tdt  hdx 


+ 


{a^-\-t^)-\/a--\-t'' 


Nun  war  aber  dx  =  df  und    =  dF.     Andererseits  ist 

I aHdt  _   ,  /—        g'       \ 

und  die  Integration  der  zur  Bestimmung  von  t  führenden  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  liefert   F  =  A^  —Jl •    Statt  F,  worunter 

die  Ordinate  KR  verstanden  war,  kann  auch  die  benachbarte  Ordinate 
HP  oder  das  ihr  gleiche  Stück  UN  gesetzt  werden,  für  welches  von 
nun    an    der   Buchstabe   jj    zur   Bezeichnung    dient.     Mithin    ist    nach 

Jakob  Bernoulli  entweder  p  =  —==  oder  p  =  a ,  indem 

er,  allerdings  ohne  dass  eine  bestimmte  Veranlassung  dazu  vorläge, 
die  lutegrationsconstante  in  dem  einen  Falle  =  0,  in  dem  anderen 
=  a  wählt.    Die  den  Ijeiden  Annahmen  entsprechenden  Werthe  von  t 

sind  t  =  -^ ^  und  t  =     '~     — —  ■     Nun  war  aber  ad.r  =  td>i 

p  a  —  p  •' 

als   Differentialgleichung   der   Curve   angenommen,   welche   die  Fläche 
ATV  =  f pdij  als   ein   Maximum   oder   als   ein   Minimum   erscheinen 
lässt.    Setzt  man  die  beiden  vorher  gefundenen  Werthe  von  t   ein,  so 
gewinnt  man  die  beiden  Diffei'entialgleichungen  erster  Ordnung 
7  pdx  ■,      ,  (a  —  p)dx 

ya-  —  })^  yiaj) — P' 

von  welchen  die  erste  dem  Falle  des  Maximums,  die  zweite  dem  des 
Minimums  entsprechen  muss,  wie  noch  auseinander  gesetzt  wird. 

Die  zweite  Aufgabe,  welcher  Jakob  Bernoulli  sich  alsdann  zu- 
wendet, unterscheidet  sich  in  ihren  Bedingungen  dadurch  von  der 
ersten  Aufgabe,  dass  die  Ordinaten  HP,  KB,  LS  nicht  aus  den  Ordi- 
naten  HB,  KF,  LG,  sondern  aus  den  Bogenstücken  AB,  ÄF,  ä(t 
in  gleicher  Weise  entstehen.  Die  Auflösung  verfolgt  einen  ganz  ähn- 
lichen Gang,  wie  die  soeben  ausführlich  geschilderte  Auflösung  der 
ersten  Aufgabe.  Sie  stützt  sich  auf  die  Sätze  \TJ,  VI,  U,  I  und  führt 
zu  einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.    Aber  diesmal  begnügt 
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sich  Jakob  BeruoiiUi  damit,  das  Ergebniss  zweimaliger  Integnitiou  in 
Gestalt  einer  Difterentialgleichung  erster  Orcbiung  sofort  hinzuschreiben. 
Er  ersetzt  die  Herleitung  durch  nachmaligen  Beweis  der  Richtigkeit, 
welchen  er  mittels  wiederholter  Diiferentiation  liefert. 

Als  dritte  Aufgabe,  die  ebenfalls  wieder  auf  eine  Differential- 
gleichimg  dritter  Ordnung  fuhrt,  ist  endlich  die  allgemeinste  Ketten- 
linie behandelt,  d.  h.  dje  Ciu-ve,  welche  eine  an  beiden  Enden  auf- 
gehängte biegsame  Linie  imter  der  Voraussetzung  büdet,  dass  die 
einzelnen  Theile  mit  beliebigen  Gewichten  belastet  sind. 

So  der  grundlegende  Aufsatz  im  Maihefte  1701  der  A.  E.,  dem, 
wie  wir  schon  erzählt  haben  (^S.  429),  Jakob  Bernoulli  im  Juni- 
hefte 170()  einzelne  Beispiele  vorausgeschickt  hatte.  Durch  letztere 
aufgerüttelt  gab  Johann  Bernoulli  seine  lateinisch  geschriebene 
Behandlung  des  isoperimetrischen  Problems  am  1.  Febniar  1701  in 
versiegeltem  Umschlage  an  Varignon  zui-  Einreichung  bei  der  Aca- 
demie  des  Sciences,  beziehungsweise  zur  Eröfihung,  nachdem  die  Ab- 
handlung des  Bmders  mit  dessen  theoretischer  Auseinandersetzung 
werde  veröffentlicht  worden  sein.  Nim  scheinen  sich  Zwischenfälle 
zugetragen  zu  haben,  von  welchen  wir  nicht  genau  vmterrichtet  sind*). 
Das  Packet  blieb  vei-siegelt  und  wurde  erat  am  17.  Aprü  1706,  mithin 
fast  genau  acht  Monate  nach  dem  am  16.  August  1705  erfolgten  Tode 
des  Jakob  Bernoulli  eröffnet.  Dann  wurde  der  Inhalt  ins  Französische 
übersetzt  und  in  den  Abhandlungen  der  Academie  des  Sciences  für 
1706  gednickt").  Johann  Bernoulli  bedient  sich  des  'schon  1697 
durch  Jakob  Bernoulli  laxndgegebenen  Principes  (S.  226),  welches  als 
Vn.  Einleitungssatz  in  die  Abhandlimg  von  1701  übergegangen  war, 
ohne  freilich  den  Urheber  desselben  zu  nennen.  Er  nennt  FO(p  ein 
Bogenelement  der  gesuchten  Curve,  welche  zur  Entstehung  der  einen 
Maximal-  oder  Minimalraum  begrenzenden  zweiten  (Jurve  Anlass  giebt, 
Fa(f!  ein  Bogenelement  der  zwischen  den  Punkten  F  und  qp  isoperi- 
metrisch verlaufenden  Cm-ve,  so  liegt,  da  wegen  der  Isoperimetrie 
FO  -\-  Oq>  =  Fa  -\-  aq)  sein  muss,  imd  da  wegen  der  Kleinheit  der 
Abmessungen  FO,  Otp,  Fa,  atp  sämmtlich  als  gradlinig  betrachtet 
werden  können,  in  der  erwähnten  Gleichung  die  Aufforderung,  0  und 
w  als  Punkte  einer  Ellipse  zu  betrachten,  während  FO  -\-  Oq>  die 
Länge  der  grossen  Axe  angiebt.  So  geisti-eich  dieser  Grundgedanke 
ist,  leidet  er  an  dem  wesentlichen  Mangel,  dass  nur  zwei  consecutive 
Bogenelemente  statt  deren  drei  in  Erwägimg  gezogen  werden,  und 
daher   stammen   die    Umichtigkeiten,    zu    welchen    Johann    Bernoulli 


')  Joh.  Bernoulli   Opera  I,  424  in  der  Fnssnot«  heisst  es  niir:   Comme  il 
y  eut  dts  difficultis  »ur  cette  publicaiion.         *)  Ebenda  I,  424 — 4.35. 
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gelangte.  Nur  in  der  ersten  Aufgabe,  deren  Auflö.sung  er  kannte, 
fand  er  das  Ei'gebniss,  zu  welchem  er  gelangen  wollte,  und  er  Hess 
sich  dadurch  über  die  Zuverlässigkeit  des  eingeschlagenen  Weges 
täuschen. 

Zwei  formal  wichtige  Dinge  möchten  wir  aus  dem  das  eigent- 
liche Ziel  verfehlenden  Aufsatze  hervorheben.  Wir  erinnern  uns 
(S.  233),  dass  Jakob  BernouUi  sich  1698  dßs  Wortes  Functions- 
linie  bedient  hatte,  ein  Ausdruck,  von  welchem  er  1701  in  der  Ab- 
handlung, über  welche  oben  ausführlich  berichtet  wurde,  keinerlei 
GebraiTch  machte,  wiewohl  er  dort  sehr  passende  Verwendung  hätte 
finden  können.  Noch  4  Jahre  früher  als  1G98  lässt  .sich  indessen  das 
Wort  Function  sowohl  bei  Leibniz  als  bei  Jakob  BernouUi  nach- 
weisen ■■■).  Leibniz  nannte  im  Julihefte  1694  der  A.  E.  Function 
dasjenige  Stück  einer  Geraden,  welches  abgeschnitten  wird,  indem 
man  Gerade  zieht,  zu  deren  Herstellung  nur  ein  fester  Punkt  und 
ein  Curvenpunkt  nebst  der  dort  stattfindenden  Krümmung  in  Gebrauch 
treten^).  Jakob  BernouUi  hat  alsdann  im  Octoberhefte  1694  der 
A.  E.,  auf  den  Leibnizischeu  Aufsatz  Bezug  nehmend,  des  gleichen 
Wortes  im  gleichen  Sinne  sich  bedient^).  Die  Zeitfolge  führt  sodann 
zu  dem  zwischen  Johann  BernouUi  und  Leibniz  im  Jahre  1698 
geführten  Briefwechsel.  Schon  im  Juni  1698  spricht  Johann  Ber- 
nouUi von  irgend  welchen  Functionen  der  Ordinaten  beim  isoperi- 
metrischen Probleme*).  Leibniz  antwortet  Ende  Juli,  er  sei  entzückt, 
dass  BernouTli  das  Wort  Function  grade  so  gebrauche  wie  er  selbst^). 
Im  August  schlägt  BernouUi  vor,  eine  Function  von  x  durch  X  oder 
durch  I  zu  bezeichnen'').  Leibniz  billigt  diesen  Vorschlag'),  meint 
aber  zugleich,  man  könne  Verschiedenheiten  der  vorkommenden  Func- 
tionen dadurch  andeuten,  dass  man  den  Buchstaben  §  mit  einem 
Zahlenindex  versehe;  er  selbst  bechene  sich,  und  zwar  hauptsächlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Functionen,  anderer  Zeichen. 
Ihm  seien  x\l\  und  x\2\  Functionen  von  x,  x;y\l\  und  X]y\2\ 
Functionen  von  x  und  y,  x\rl  \  und  x  |  r2  \  rationale,  endlich  x\ril  ' 
und  X  I  ri2  |  ganze  rationale  Functionen  von  x.   In  den  Abhandlungen 


')  Diese  Bemerkung  dürfte  zuer.st  von  Klügel  (Wörterbuch  II,  272)  ge- 
macht worden  sein,  wurde  vielfach  übersehen  und  von  A.  Brill  in  dem  von 
ihm  und  M.  Noether  1894  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  erstatteten 
Bericht  „Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  in  älterer 
und  neuerer  Zeit"  S.  126,  §  15  neuerdings  an's  Licht  gezogen.  ')  Leibniz  V, 
3U6:  Functionem  voco  portionein  rcctac,  quae,  ductis  oik  sola  piincti  fixl  et  puncti 
ciirvae  cum  curvedine  stia  dati  rectis,  ahscinditur.  ^)  Jac.  BernouUi    Opera 

1,618.         ■■)  Leibniz  III,  .507.         ^)  Ebenda  III,  .525.         «)  Ebenda  III,  531. 
')  Ebenda  III,  537. 
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der  Acadeiuie  des  Sciences  von  170(5  trat  jetzt  Johann  BernouUi  mit 
dem  Worte  an  die  Oeffentlichkeit.  Gleich  im  Wortlaute  der  ersten 
Aufgabe  sjiracli  er')  von  den  foiuiions  cßwUvnqKCs  de  ces  ajiplirßiccs, 
während  Jacob  BernouUi  (^S.  433,  Anm.  1)  denselben  Sinn  durch  die 
Wortverbindung  aliae  diiae  per  has  similifer  expressae  ausgedrückt 
hatte.  Eine  Definition  des  AVortes  gab  Johann  BernouUi  freilich  erst 
in  den  AbhancUungen  der  Academie  des  Sciences  von  ITlS.  Dort 
heisst  es-),  er  verstehe  unter  Function  einer  veränderlichen  Grösse 
einen  Ausdruck,  der  auf  irgend  eine  Weise  aus  der  veränderlichen 
Grösse  und  Constanten  zusammengesetzt  sei.  Erst  von  da  an  war 
der  neue  Kunstausdruck  der  Wissenschaft  erworben,  und  noch  12  Jahre 
später,  in  den  Aljhandlungen  der  Academie  des  Sciences  für  1730, 
unterschied  wieder  Johann  BernouUi  zwischen  algebraischen  und 
transceudenten  Functionen^),  wenn  er  auch  mit  letzterem  Namen 
nicht  den  weiten  Sinn  verband,  der  ihm  nachmals  beigelegt  wurde, 
sondern  ihn  niu"  auf  Integrale  algebraischer  Functionen  bezog. 

Noch  eine  zweite  Bemerkung  haben  wir  an  die  1700  gedruckte 
Abhandlung  zu  knüpfen.  In  ihr  erscheint^)  das  Dilferenzenzeichen  z/, 
ohne  freiUeh,  wie  wir  (S.  358)  bemerkt  haben,  damals  schon  Nach- 
ahmung zu  finden. 

Die  Abhandlungen  der  lieiden  Brüder  waren  nunmehr  der  Oeffent- 
lichkeit übergeben.  Jakol)  BernouUi  war  todt  und  konnte  nichts 
mehr  sagen.  Johann  BernouUi  hatte  die  Drucldeguug  seiner  Abhand- 
lung, sei  es  unabsichtlich,  sei  es  absichtlich,  .sich  verzögern  sehen  oder 
verzögern  lassen;  er  wünschte  jedenfalls  nicht  ihr  eine  Selbstberich- 
tigung auf  dem  Fusse  nachzuschicken,  mochte  das  Studium  der  liiiider- 
lichen  Auflösung  ihn  auch  misstrauisch  gemacht  oder  gar  überzeugt 
haben.  Da  kam  1715  die  Methodus  Incrementorum  von  Brook 
Taylor  und  in  ihr,  wie  (S.  369)  im  Vorübergehen  bemerkt  worden 
ist,  eine  BehancUung  der  isoperimetrischen  Aufgabe'').  In  Hilfssätzen, 
welche  der  eigentlichen  Auflösung  vorangehen*),  ist  das  Princip  des 
Statthabens  in  kleinsten  Curventheilchen,  was  von  der  ganzen  Curve 
verlangt  wurde,  und  die  Berücksichtigung  von  vier  gleich  weit  von 
einander  abstehenden  Punkten  der  Abscissenaxe  und  den  zugehörigen 
Ordinateu  beim  Uebergang  zu  unendlich  kleinen  Abmessungen  erörtert. 


')  Job.  BernouUi  Opera  I,  424  und  \viederholt  im  ganzen  Aufsatze. 
*)  Ebenda  ü,  241:  On  uppelle  ici  fonction  d'une  yrandeur  variable,  unc  quantite 
composee  de  quelque  maniere  que  ce  soit  de  cette  grandeur  variable  et  de  constantes. 
')  Ebenda  HI,  174.  *)  Ebenda  I,  426:  en  prenant  J  pour  h  signe  oii  la  caracte- 
ristique  des  differences  des  fonctions.  '')  Methodus  Incrementorum  Propositio 
XVII,   Problema  XII,  pag.  68 — 70.  °)  Ebenda  Lemma  III   und  Lemma  IV 

pag.  67—68. 
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Sodann  ist  die  Aufgabe  auf  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zurückgeführt.  Keiner  der  beiden  Brüder  Bernoulli  ist  mit  Namen 
erwähnt,  aber  man  kann  wohl  sagen,  Taylor  wiederhole  die  Auflösung 
Jakobs  in  zusammengezogener,  wenn  auch  kaum  weniger  durchsich- 
tiger Form  und  widerlege  dadurch  Johann.  Das  war  eines  von  den 
Dingen,  durch  welche  Taylor  den  Aerger  von  Johann  Bernoulli  er- 
regte, und  welche,  wie  wir  wissen  (S.  •JßO),  einen  leidenschaftlich  ge- 
fühlten Streit  zwischen  beiden  entfachten.  Bezüglich  der  BernouUi- 
schen  Reihe  war  ja,  wie  wir  damals  hervorhoben,  der,  nach  welchem 
sie  nachmals  benannt  wurde,  im  Recht,  nicht  so  bezüglich  der  iso- 
perimetrischen  Aufgabe,  und  das  wurmte  den  überaiTS  empfindlichen 
Gelehrten  auf's  Schmerzlichste. 

Jetzt  gab  er  in  den  Abhandlungen  der  Academie  des  Sciences 
von  1718  eine  neue  Arbeit  über  den  Gegenstand  in  die  Oeffentlich- 
keit^),  dieselbe  Arbeit,  aus  welcher  wir  oben  die  Definition  des  Wortes 
Function  erwähnt  haben,  dieselbe  Arbeit,  von  welcher  schon  (S.  232) 
ankündigend  die  Rede  war.  Johann  Bernoulli  erklärte  hier,  er 
habe,  durch  einen  Freund  darauf  aufmerksam  cremacht,  dass  seine  erst 
nach  des  Bruders  Ableben  erfolgte  Veröfl:entlichung  seiner  eigenen 
Auflösung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  missdeutet  werden  könne, 
als  habe  er  sie  nur  aus  Angst  vor  sachgemässer  Beurtheilung  zurück- 
gehalten, diese  Auflösung  noch  einmal  gründlich  geprüft.  Bei  genauer 
Ueberlegung  habe  er  einen  Fehler  darin  entdeckt.  Diesen  einzugestehen 
sei  Ehrensache  für  ihn,  und  somit  übergebe  er  jetzt  die  verbesserte 
Methode  der  Oefl'eutlichkeit.  Man  werde  seine  Darstellung  kürzer  und 
klarer  als  die  Jakob  BernouUi's  von  1701  finden,  sicherlich  auch 
klarer  als  die  Taylors,  der  im  Bestreben  zu  kürzen  und  deutlich  zu 
sein,  so  viel  Dunkelheit  über  den  Gegenstand  verbreitet  habe,  dass 
man  glauben  soUte,  diese  mache  ihm  Vergnügen. 

Hier  schliesst  sich  sehr  naturgemäss  der  Bericht  über  einen 
anderen  von  Taylor  behandelten  Gegenstand  an,  dessen  wir  (S.  367) 
vorgreifend  mit  kurzer  Ankündigung  gedachten.  In  einem  Lemma  ^) 
macht  Taylor  die  Bemerkung,  der  Difierentialgleichung,  che  in  heutiger 

Schreibweise  Ax^  —  4a;^  =  (l+  «^)^  (j  )    heisst,  entspreche  das  Inte- 

gral  X  =  -, y         -g-    Eine  Begründung  dieser  Behauptung  giebt 

er  an  der  betreffenden  Stelle  nicht. 

Heute  würde  man  die  Integration  etwa  folgendermassen  vollziehen. 

Man  würde  zunächst  — == =  -— , — ^  folgern  und  daraus 

2a;l/a;  — 1         1 -f  S"        ° 

')   Job.  Bernoulli   Oi^era  II,  235 — 269.  *)   3Iethodus  Incrementorum 

pag.  17  Lemma  I.  ■ 
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arctg  (+  yx  —  i)  =  arctg  z  -\-  arctg  C. 
Geht  man  dann  untei-  Benutzung  der  Formel 

tg(«  +  ^)  =  J^4±M_^ 

ov       '     f^'         1  —  tga.tg|3 
auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  zxir  Tangente  über,  so  ent- 
steht +  Vx  —  1  =         f^  und  dtireh  Quadiürung 

—  1  —  C  Z 

Giebt  man  aber   der   Constanten  die  neue   Gestalt    C  =    ,  ,   so 

geht  die  Gleichung  in  die  von  Taylor  angegebene  über. 

Taylor  selbst  integriii  an  einer  späteren  Stelle^)  mittels  eines 
Kunstgiiffes,  der  einigermassen  an  den  erinnert,  dessen  sich  Johann 
Bernoulli  1(397  bei  der  BemoiiUi'schen  Differentialgleichung  (S.  ■223), 
dessen  sich  auch  Jakob  Bernoulli  1701  (^S.  430)  bediente.  Er  setzt 
nämlich  x  =  i"'  .  if-  und  hält  die  beiden  Constanten  %  und  A,  sowie 
die  VeränderKche  v  zu  freier  Verfügung.  Benutzen  wir  zur  Abkür- 
zung bestrichelte  Buchstaben,  um  die  Differentiirung  nach  z  anzu- 
deuten, so  ergiebt  sich 

und  in  Folge   davon    auch   x'-  =  v-^''-if^~-{%yv'  -\-  kvy'y-.     Setzt 
man  diesen  Werth  ebenso  wie  \:c'  =  ^v^^xf''-  und  4a;^  =  A:V^^y^^  in 

ein,  so  entsteht 

4^.3.-»y3;.  _  4^ä*j,2i  =  (1  -f  zfv^»-'-xf'-'\^yv'  +  Iv^jJ. 
Division  durch  ^-»—iy'H—i.  bringt  dann 

(1  +  rfK^yv  +  XvyJ  =  4(;*+^y +  2  -  \^f 
hervor.  Taylor  macht  nunmehr  drei  Annahmen.  Er  setzt  erstens 
V  ^\  -\-  Z-.  Diese  Annahme  gestattet  ihm  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen dm-ch  i",  links  durch  (1  -|-  5'-)-  zu  dividiren  und  ausserdem 
das  links  auftretende  v'  durch  '2z  t?\  ersetzen.  Er  gelansrt  also  zu 
{2&yz  -\-  kvy'Y  =  4ü''y'+-  —  -iy^.  Die  zweite  Annahme  ist  X=  —  2. 
Diese  verwandelt  die  Gleichung  weiter  in  t;*  —  y~  =  (ß'yz  —  ''?/')" 
oder  in  »*  =  «/"-{-  %-z-y-  —  '2&yzvy'  -j-  v-y"-.  Endlich  di-ittens  wird 
9-  =  1  gesetzt.     Die   ursprüngliche  Substitution  x  =  v^y'-   heisst  also 

1  -t-s- 
eigentlich  x  =       ,"    und  ihi-  Ergebniss  ist 

V  =  (1  +  Z')y-  —  2yzvy'  +  vY'  =  ry^  —  2yziy'  +  r-y'-. 


')  Methodus  Incrementorum  jing.  2C — 27 
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Hier  wird  wieder  durch   r  dividirt,  so  dass  endlich 

1  =2/ä_  2yzy'  -\r  vy"- 
entsteht,  mit  der  einmaligen  Abkürzung  f  =  1  -(-  z"-.  Die  ganze 
Rechnung  hat  mithin  keine  Integration  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung, sondern  nur  eine  Umformung  derselben  bewirkt.  Jetzt 
kommt  Taylor,  man  begreift  nicht  wieso,  auf  den  Gedanken,  die 
umgeformte  Differentialgleichung  neuerdings  nach  z  zu 
differentiiren,  wobei  er  wiederholt,  wie  schon  oben,  v' =  2z  setzt. 
Er  erhält 

und  diese  Gleichung  erfüllt  sich  unter  zwei  Voraussetzungen,  Die 
erste  ist  vy' — zy  =  0,  y'=~—-     Einsetzung  dieses  Werthes  in 

l=if  ~2yzy'  +vy"- 
bringt 

1=2/' 1-  «  •  "^     oder     v  =  inf  —  z^y'^  =  (r  —  z-)y-  =  y-, 

-y  ^  —     und     a;  ==  ^r  =  1 , 

y         *'  y 

eine  singulare  Lösung,  wie  Taylor  sich  ausdrückt').  Die  zweite 
Voraus-setzung  ist  y"=  0,  y'  ^  a.  Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in 
die  vorgelegte  Differentialgleichung  bringt  1  =  «/-  —  2yza  -\-  va^ 
hervor,  oder,  da  r  =  1  -|-  z',  auch 

1  —  a'  '^  y^  —  2azy  -f-  arz''  =  (y  —  azy. 
Mithin  ist 

y  =  az  -\-yi  —  a-     und     x  =  —  =  — ,  -  =  -. 

y-         y-         (a«  +  yT^a*)" 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  früher  Behaupteten.    Bei  Taylor  heisst 

es  allerdings  an  beiden  Stellen,  wo  das  Integral  genannt  ist, 

^  1+2* 

(a  +  yi  — a*.2)* 
in  Folge  eines  offenbaren  Rechenfehlers,  und  wir  nehmen  keinen 
Anstand,  das  richtige  Ergebniss  als  seinen  Absichten  entsprechend 
hineinzuverbessern.  Einen  Rechenfehler  wird  man  freilich  annehmen 
müssen,  da  zweimaliges  durch  viele  Seiten  getrenntes  Auftreten  ein 
und  desselben  Druckfehlers  kaum  zu  vermuthen  sein  dürfte.  Aber 
gleichviel!  Wichtiger  als  das  bei  Taylor  irrig  angegebene  Integral 
ist  das  andere  x  ^\.  Wenn  auch  Taylor  sich  über  die  ganze  Trag- 
weite dieser  seiner  Bemerkung  kaum  klar  gewesen  sein  wird,  da  er 
sie  sonst  stärker  betont  hätte,  so  hat  er  doch  das  unzweifelhafte  Ver- 


')   J^ethodus  Incrementorum  pag.  27:    quae   est  singularis   quaedam   solutio 
Prohlematis. 
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dienst  sich  erworben,  die  singnUiren  Lösungen  und  deren  Ermittelung 
durch  abermalige  Diiferentiation  einer  Differentialgleiehiiug  entdeckt 
zu  haben. 

Das  nächste  Problem,  mit  dessen  Geschichte  wir  uns  zu  beschäf- 
tigen haben,  ist  das  der  Trajectorien.  Die  Aufgabe  stand  (S.  222) 
seit  1097  auf  der  Tagesordnung  der  Yeröifeutlichungen  Johann  Ber- 
noulli's.  Im  darauf  folgenden  Jahre  gab  er  ihr  zwar  erst  in  den 
A.  E.  ihren  Namen,  aber  1697  hat  er  schon  ausgesprochen,  was  er 
1G98  wiederholte,  diese  Aufgabe  finde  eine  wichtige  Anwendimg  bei 
der  Bestimmung  der  Bahn  des  Lichtes  in  einem  ungleich  dichten 
Mittel,  wenn  man  mit  Huygens  voraussetze,  der  Lichtstrahl  sei 
nichts  anderes  als  eine  Linie,  welche  Wellen  rechtwinklig  durch- 
schneide^). Wir  rafen  weiter  in's  Gedächtniss  zurück  (S.  233),  dass 
Jakob  Bernoulli  1G98  die  Aufgabe  der  rechtwinkligen  Trajectorie 
für  logarithmische  Cujrven  löste  ^),  aber  er  Hess  sich  daran  genügen, 
eine  Construction  der  ge.suchteu  Curve  kennen  zu  lehren,  ohne  die 
Aufgabe  auf  eine  Differentialgleichung  zurückzuführen.  Das  that 
Johann  Bernoulli  in  dem  erwähnten  Aufsatze  von  1698.  Er  be- 
lief  sich  dabei  auf  Briefe  an  und  von  Leibniz.  Letzterer  habe  die 
Auffindung  der  Trajectorie  eine  Eliminationsaufgabe  zwischen  zwei 
Gleichungen  genannt.  Die  eine  Gleichung  sei  die  der  geschnittenen 
Curvenschaar  und  enthalte  eine  Grösse  h,  welche  in  jeder  einzelneu 
Curve  constant,  von  einer  Ciu-ve  der  Schaar  zur  anderen  verändei-lich 

sei.     Die  andere  Gleichung  gebe  -r^   für  die  Trajectorie  mittels   der 

Bedingung,  dass  diese  auf  irgend  einer  der  geschnittenen  Curven  senk- 
recht stehe.  Eliminire  man  h  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  erhalte 
man   die  Differentialgleichung   erster  Ordnung   der  Trajectorie.     Aus 

dx 

pendicularität  entspreche,  und  dieser  Werth  von  6  in  die  Parabel- 
gleichung eingesetzt  gebe  y'  =  —  2xy  -^  als  Differentialgleichung 
der  Trajectorie.    Deren  Integi-al  sei  a"  —  x^  =  -^  y^,  folglich  genügen 

unendlich  viele  Ellipsen  der  Aufgabe^).  Johann  Bernoulli  erweiterte 
dann  im  weiteren  Verlaufe  seines  Aufsatzes*)  die  Aufgabe  dahin,  dass 
er  verlangte  die  Trajectorie  zu  finden,  welche  irgend  eine  Curve,  die 
in  ihrer  Ebene  um  einen  gegebenen  Punkt  in  Drehung  versetzt  sei, 
stets  unter  irgend  einem  gegebenen  Winkel  schneide.  Von  da  an 
trat  die  Aufgabe  bis   1715  in  den  Hintergrund. 


y'^2hx  z.B.  finde   ei-,    dass    h  =  —  2/ y^   der   Bedingung   der   Per- 


')  Job.  Bernoulli   Opera   I,  193  und  267.  -)  Jac.  Bernoulli    Opera 

n,  806—813.         ^)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  268.         ")  Ebenda  I,  272. 
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Wir  erinnern  uns  (S.  309)  des  Briefes,  welchen  Leibniz  damals 
im  Eifer  des  Prioritätsstreites  an  Conti  richtete.  In  der  Nachschrift^) 
bat  Leibniz  jenen  eigenthümlichen  Vermittler,  er  möge  den  englischen 
Analysten,  um  ihnen  einmal  an  den  Puls  zu  fühlen,  die  Aufgabe  vor- 
legen, eine  Curve  zu  finden,  welche  eine  bestimmte  Schaar  anderer 
Curven,  z.  B.  alle  Hyperbeln  von  gleichem  Mittelpunkte  und  gleichem 
Scheitel,  rechtwinklig  schneide,  und  zwar  solle  dabei  ein  allgemein 
genügender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Die  englischen  Analysten  überhaupt  waren  von  Leibniz  genannt, 
aber  Newton  war  unzweifelhaft  sremeint,  und  diesem  stellte  Conti 
die  ganze  Nachschrift  mit  der  in  ihr  enthaltenen  Aufgabe  zu.  Man 
erzäJblte  sich  in  England,  und  Fontenelle  hat  die  Erzählung  1727 
in  seine  Lobrede  auf  den  Verstorbenen  aufgenommen-),  dass  Newton 
die  Aufgabe  um  4  Uhr  erhielt,  als  er  ermüdet  aus  der  Münze  nach 
Hause  kam,  und  dass  er  sie  noch  vor  Schlafengehen  gelöst  habe. 
Jedenfalls  ist  Newton's  Auflösung  ohne  Verfassernamen  bereits  in 
den  P.  T.  von  1716  gedruckt'). 

Auf  Leibnizens  briefliche  Aufforderung  geht  Newton  dabei  mit 
keiner  Silbe  ein.  Es  ist,  als  wenn  sie  für  ihn  nicht  vorhanden  wäre. 
Dagegen  spricht  er  in  der  Einleitung  des  kurzen  Aufsatzes  von  Johann 
Beruoulli's  Veröffentlichung  in  den  A.  E.  vom  October  1G98,  von 
welcher  Kenntniss  genommen  zu  haben  er  damit  eingesteht.  Er 
kannte  also  auch  das,  was  dort  aus  einem  Leibnizischen 
Briefe  abgedruckt  war.  Diesen  Umstand  im  Auge  behaltend 
übersetzen  wir,  was  Newton  als  seine  Auflösung  der  Aufgabe  ver- 
öffentlichte, ein  allgemeines  Verfahren  anzugeben,  nach  welchem  eine 
Reihe  von  Curven  gefunden  werden  könne,  welche  eine  andere  Reihe 
von  Curven  in  einem  entweder  constanten  und  gegebenen  oder  nach 
einem  gegebenen  Gesetze  veränderlichen  Winkel  schneide.  Wir  er- 
lauben uns  bei  der  Uebersetzung  die  einzige  Veränderung,  dass  wir 
die  zu  schneidenden  Curven  kurzweg  als  Curven,  die  durch  sie  hin- 
durchgehenden als  Trajectorien  benennen.  Wir  glauben  dadurch  an 
Kürze  und  Deutlichkeit  zu  gewinnen. 

Die  Natur  der  Curven,  sagt  also  Newton,  giel)t  ihre  Tangenten 
in  den  Schnittpunkten.  Die  Winkel  beim  Durchschnitte  geben  die 
Normalen  zu  den  Trajectorien.  Das  Zusammentreffen  zweier  nächsten 
Normalen  giebt  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Trajectorie  in  jedem 
Schnittpunkte.  Man  ziehe  nun  eine  passend  gewählte  Abscissenaxe 
und  wähle  ihre  Fluxion  als  Einheit.    Die  Lage  der  Normalen  au  die 


')  Beciieil  Den  Maizeanx  II,  11.  *)  Histoire  de  VAcademie  des  Sciences. 
Ann^e  1727  (Histoire  pag.  KiS).  ')  Sie  ist  auch  abgedruckt  iu  Opuxcula  New- 
toni  I,  293—294. 
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Ourve  giebt  die  erste  Fhixion  der  Ordinate  der  Trajectorie.  Deren 
Ki-ümmungshall)iuesser  giebt  die  zweite  Fluxion  derselben  Ordinate, 
und  so  wird  die  Aufgabe  immer  auf  eine  Gleichung  zurückgeführt. 

Wenn  zwischen  dieser  Schilderuntr  des  einzuschlagenden  Ver- 
fahrens  und  dem,  was  Johann  Bernoulli  aus  Leibnizens  Brief  abdrucken 
Hess,  verglichen  wird,  .so  finden  wir  zwischen  beiden  Verfassern  erstens 
den  Unterschied,  dass  Newton,  ohne  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  er- 
örtern, sich  in  allgemeinen  Redensarten  ergeht,  während  Leibniz 
wenigstens  das  eine  Beispiel  der  EUipsen  angab,  welche  alle  Parabeln, 
deren  Scheitel  im  gemeinsamen  Mittelpunkte  der  Ellipsen  liegen,  und 
deren  Axe  mit  der  grossen  Axe  der  Ellipsen  zusammenfällt,  senkrecht 
schneiden,  beigefügt  hat.  Ein  zweiter  Unterschied  besteht  darin,  dass 
Leibniz  die  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  zu  schneidenden 
Curven  in  endlicher  Form  gegeben  ist,  unzweifelhaft  richtige  Behaup- 
tung aussprach,  die  Aufgabe  der  Trajectorie  führe  zu  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  während  Newton  an  eine  Dift'erentialgleichung 
zweiter  Ordnung  gedacht  zu  haben  scheint,  wenn  nicht  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt und  die  zweite  Fluxion  au.sschliesslich  zu  dem 
Zwecke  erwähnt  wurden,  um  nicht  gar  zu  wörtlich  mit  Leibniz  zu- 
sammenzutreffen. 

Die  Meinung,  Newton  habe  an  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gedacht,  ist  indessen  nicht  ganz  von  der  Hand  zu  weisen. 
Fatio  de  Duillier  hat  (S.  279)  auf  Krümmungshalbmesser,  d.  h.  auf 
zweite  Fluxionen,  zurückgeführt,  was  mit  ersten  Fluxionen  zu  bewäl- 
tigen war.  Fatio  war  vielleicht,  wie  wir  im  94.  Kapitel  sahen,  damals 
nicht  unbeeinflusst  durch  Newton.  Sollte  Newton  überhaupt  die 
Neigung  besessen  und  in  ihm  nahe  stehenden  Gelehrten  die  gleiche 
Neigung  angeregt  haben,  zum  Krümmungshalbmesser  seine  Zuflucht 
ZU  nehmen,  auch  wo  die  Aufgabe  nicht  von  selbst  darauf  hinwies? 
Sollte  Taylor  unter  diesem  Einflüsse  gestanden  haben,  als  er  (S.  442) 
die  Differentiation  einer  Differentialgleichung  versuchte  und  ftist  zu- 
fällig die  singulären  Lösimgen  entdeckte?  Wir  halten  diese  Fragen 
für  gestattet,  wenn  auch  deren  Beantwortung  nicht  in  unserer  Absicht 
liegt,  und  wenn  wir  auch  eine  andere  Erklärung  für  Newton's  Aus- 
drucksweise noch  vei-muthen,  auf  die  wir  später  zurückkommen. 

Nevrton  hat  noch  einen  kleinen  Zusatz  bei  seiner  Veröffentlichung, 
dem  zu  Liebe  wir  abermals  zu  dem  Aufsatze  von  Johann  Bernoulli 
von  1698  zurückkehren  müssen.  Nachdem  dieser  die  schon  von  uns 
berücksichtigte  allgemeine  Auffassung  Leibnizens  nebst  dessen  Beispiel 
von  den  durch  Ellipsen  geschnittenen  Parabeln  mitgetheilt  hat,  fügt 
er  hinzu,  er  selbst  habe  die  Aufgabe  erweitert  und  sei  zu  deren  all- 
gemeinen  Differentialgleichung  gelangt.     Ob   in   dieser   die  Veränder- 

Cahtob,  Geschichte  der  Mathematik     lU,  2.  29 
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liehen  sicli  trennen  lassen  oder  nicht,  sei  eine  andere  Aufgabe  und 
nicht  in  dem  Rahmen  dieser,  sondern  einer  anderen  Untei-suchung' 
zu  besprechen').  Fast  in  wöi-tlicher  Uebereinstimmung  damit  sagt 
Newton  in  einem  den  Schluss  bildenden  Scholium:  „Die  Umformung 
der  Gleichungen  und  die  Trennung  der  Veränderlichen  womöglich  in 
geschlossener  Gestalt"),  wo  nicht  durch  unendliche  Reihen,  bildet 
eine  andere  Untersuchung.  Die  hier  behandelte  Aufgabe  blieb,  da 
sie  kaum  irgend  welchen  Nutzen  besitzt,  mehrere  Jahre  unbeachtet 
und  ungelöst  in  den  A.  E.  Aus  dem  gleichen  Grunde  verfolge  ich 
ihre  Auflösung  nicht  weiter." 

Hier  ist  die  letzte  Gelegenheit,  bei  welcher  wir  die  Namen  der 
beiden  grossen  Nebenbuhler  Leibniz  und  Newton  gemeinschaftlich 
in  Beziehung  auf  eine  und  dieselbe  wissenschaftliche  Leistung  zu 
nennen  haben,  imd  hier  werden  wir  deshalb  vielleicht  am  zweck- 
mässigsten  unser  Urtheil  über  beide  einschalten.  Wir  beabsichtigen 
selbstverständlich  keine  Abschätzung  von  massgebender  Giltigkeit. 
Wir  erheben  nicht  den  Anspruch,  unsere  Leser  zu  dem  genau  gleichen 
Urtheil  bestimmen  zu  wollen,  welches  wir  fäUen,  wir  wollen  nur 
nicht  den  Anschein  haben,  ein  vergleichendes  Urtheil  vermieden  zu 
haben.  Vielleicht  wäre  zwar  ein  solches  Vermeiden  das  Klügste. 
Newton  und  Leibniz  sind  so  hoch  über  den  gewöhnlichen  Menschen- 
schlag sich  erhebende  Geister  gewesen,  dass  man  sich  die  Freude 
darüber,  dass  sie  beide  lebten,  nicht  durch  ängstliches  Gegeneinander- 
halten dessen,  was  jeder  von  ihnen  leistete,  verkümmern  sollte.  Beide 
haben  so  viel  in  che  Wagschalen  menschlicher  Fortschritte  eingeworfen, 
dass  es  kaum  darauf  ankommt,  welche  Seite  die  schwerer  belastete 
erscheint.  Und  dann  wieder  sind  ihre  Leistungen  so  ungemein  ver- 
schiedenartig gewesen,  dass  auch  daran  das  Urtheil  zu  scheitern  droht. 
Wer  wagt  es  zu  entscheiden,  ob  Michel  Angelo  oder  Beethoven  der 
titanischere  Künstler  gewesen  ist?  Weit  getrennt,  wenn  auch  nicht 
ganz  so  weit  wie  bildende  Kunst  und  Musik,  liegen  die  Gebiete,  auf 
welchen  Leibniz  und  Newton  ihre  Lorbeeren  jitiückten.  Wir  haben 
hier  nicht  von  dem  Physiker,  dem  Astronomen  Newton  zu  reden, 
nicht  von  dem  Philosophen,  dem  Geschichtsforscher,  dem  Diplomaten, 
dem  alles  menschliche  Wissen  gierig  und  nie  erfolglos  in  sich  auf- 
nehmenden Leibniz,  wiewohl  auch  die  Grösse  der  bearbeiteten  Felder 
neben  der  Tiefe,  bis  zu  welcher  eingedi'ungen  wurde,  in  Betracht  ge- 
zogen werden  darf,  wir  reden  nur  von  den  mathematischen  Leistungen 
des  Einen  wie  des  Anderen,   und  wir  müssen  suchen,   uns  dabei  von 


')  Job.  BernoulH  Opera  I,  269:   non  enim   hiijus,  scd  aUus  est  vtethodi 
intUterminatas  separare.         ')  uhsohite. 
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eiuom  EinHusse  frei  zu  halten,  der  geschichtlich  für  die  Höher- 
schätzung Newton's  unzweifelhaft  gewirkt  hat,  von  dem  Einflüsse  der 
Zeitfolge.  Newton's  bahnbrechende  Arbeiten  erschienen  später  als 
die  Leibnizens.  Sie  wirkten  begeisternd,  als  man  jenen  gegenüber 
sohon  zu  vergessen  anfing,  dass  es  eine  Zeit  gab,  wo  man  ohne  sie 
sich  behelfen  musste,  und  auch  unsere  Leser  haben  sich  vielleicht 
diesem  Eindrucke  nicht  zu  entziehen  vermocht.  Ferner  war  Newton 
mathematisch  vielseitiger  als  Leibniz.  In  der  Reihenlehre  steht  er 
kaum  von  diesem  en-eicht,  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  und 
der  Geometrie  überhaupt  unerreicht  über  allen  seinen  Zeitgenossen. 
Leibnizens  Grösse  ist  die  analytische  Form,  beginnend  mit  der  Com- 
binatorik,  gipfelnd  in  der  Erfindung  des  Diflerential-  und  Integral- 
zeichens, ohne  welche  keine  Differential-  und  Integralrechnung  ent- 
standen wären.  Newton  hat  diese  Bedeutung  der  Form  nie  verstanden. 
Man  möchte  sich  dafür  grade  auf  seine  Versuche,  das  inverse  Tan- 
gentenproblem zu  lösen,  berufen.  Integration  durch  Reihen  war  für 
Nevrton  der  Stein  der  Weisen,  das  allgemeine  Lösungsmittel,  während 
Leibniz  als  höchstes  Ziel  die  Integration  in  geschlossener  Form  vor 
sich  sah.  Es  ist  ja  wahr,  dass  unsere  Zeit  sich  mehr  auf  Newton's 
Seite  zu  stellen  gewöhnt  hat,  aber  die  heutigen  und  die  damaligen 
Forschungswege  sind  so  grundsätzlich  verschieden,  dass  man  es  einem 
damals  betretenen  Pfade  nicht  als  Verdienst  anrechnen  kann,  dass  er 
den  heutigen  Weg  kreuzt.  Die  Integration  in  geschlossener  Form 
musste  geschichtlich  vorausgehen,  und  Leibniz  hat  den  Zuscans'  dazAi 
geebnet.  Newton  hat  Schriften  hinterlassen,  an  welche  da  und  dort 
nach  fünf  Vierteljahrhundei-ten  wieder  angeknüpft  werden  konnte. 
Leibniz  hat  es  möglich  gemacht,  dass  überhaupt  Mathematiker  da 
waren,  welche  diese  Anknüpfung  versuchten. 

Wir  kehren  zu  den  Trajectorien  zurück.  Leibniz  hat  (S.  444) 
jene  Aufgabe  für  Newton  nicht  ganz  ohne  befreundeten  Rath  gestellt. 
Ende  December  1714  schrieb  Leibniz  an  Johann  Bernoulli,  er  denke 
daran,  mit  etwas  herauszurücken,  wobei  Newton's  Quelle  verstopft 
sein  werde ^).  Bernoulli  billigte  dieses  Vorhaben  am  (3.  Februar  1715 
und  schlug  vor^),  etwa  solche  Curven  zu^  wählen,  bei  welchen  die 
Differentiatio  de  curva  in  curvam  (S.  222)  in  Betracht  komme;  auch 
die  Complanation  krummer  Oberflächen  liefere  Brauchbares,  und 
hier  ist  die  Stelle,  auf  welche  (S.  402)  hingewiesen  wurde,  um  das 
Vorkommen  der  rechtwinkligen  Raumcoordinaten  bei  Johann  Ber- 
noulli mit  einem  Beispiele  zu  belegen.    In  einem  anderen  Briefe  vom 


')  Leibniz  III,  934:    Daho   etiani  opermn,   ut  quaedam   edam,   in   quibus 
Newtono  uquam  hacrere  sein.         -)  Ebenda  III,  937 — 938. 
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23.  November  1715  .schlug  Bernoulli  die  Trajectorienaufgabe  als  ge- 
eignet vor'),  und  im  December  1715  theilte  Leibniz  dem  Freunde 
endlich  mit,  in  welcher  Form  er  die  Trajectorienaufgabe  an  Conti 
schicke^).  Kaiim  war  der  Brief  in  Johann  Bernoulli's  Händen,  so 
beantwortete  er  ihn  am  15.  Januar  1716  unter  Einsendung  einer  Auf- 
lösung des  besonderen  Beispiels  von  den  Hyperbeln-''),  welche  von 
seinem  damals  Sljährigen  Sohne  Niclaus  II.  Bernoulli  herrührte. 
Er  machte  zugleich  auf  die  Nothwendigkeit  aufmerksam,  ein  schwie- 
rigeres  Einzelbeispiel  auszuwählen  als  das  der  Hyperbeln,  wozu  er 
alsdann  am  11.  Mäi'z  Vorschläge  machte'').  Der  Aufsatz  von  Niclaus  IL 
Bernoulli  erschien^)  im  Maihefte  1716  der  A.  E.  und  kommt  auf 
Folgendes  hinaus. 

Sei  (Figur  67)  0  der  Mittelpunkt,  A  der  Scheitel  der  Hyperbeln 
AC,  AD,  AG,  welche  durch  die  Trajectorie  CDG  senkrecht  ge- 
schnitten werden,  d.  h.  das  Trajecto- 
rienelement  CD  steht  senkrecht  auf 
der  Hyperbel tangente  CF,  und  das 
unendlich  kleine  Dreieckchen  CSD 
mit  den  Katheten  CS  =  —  dy, 
SD  =  dx  ist  ähnlich  dem  Dreieck 
FEC  mit  den  Katheten  FE  =  x 
und  EC=y.  Dabei  wurde  CS=  —  dy  gesetzt,  weil  die  Ordinate 
der  Trajectorie  abnimmt,  während  ihre  Abscisse  wächst.    Daher  muss 


FE 

y 

und 


dy        .         1^-^  dy 

OF=OE-FE  =  x-^y'^  =  '^'^''  +  y^y 

'    •'  dx 


dx 


OF    OE  =  x^dx  +  xydy 
dx 


Bei  der  Hyperbel  findet  aber  die  Proportion  statt  OF:  0A=  OA:  OE. 
Demnach    ist     OF .  OE  =  0A~  =  a-    und    die    Differentialgleichung 

der  Trajectorie  ist  — '- — "T"''         =  a^,  beziehungsweise 


~  dx  =  a' xdx. 

X 


ydy==- 

Die  Integration  liefert 

y-  -(-  Z/^  =  2  a-  log  X  —  x^    oder  auch    x'^  -j-  y^  ^h'  =  log  (x-"') 
und  mit  n  als  Grundzahl  des  Logarithmensystems  M-^'+y"!'"  =  x^"'. 

Nach    dem  jungen   Niclaus  IL  Bernoulli   trat   Jakob  Hermann 
im  Auffust  1717    in   den  A.  E.  mit   einem   Aufsatze    über   rechtwink- 


')  Leibniz  III,  949.      ')  Ebenda  III,  952.     ^)  Ebenda  III.  954.      ")  Ebenda 
III,  958.         ■■)   Er  i.st  auch  abgedruckt  in  Job.  Bernoulli    Opcia  II,  270—272. 
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lige  Trajectorien  hervor,  und  schickte  1718  und  1719  noch  Nachträge 
nach').  Er  stellte  eine  Regel  auf,  welche  er  zwar  nicht  ableitete, 
deren  Begründung  aber  sehr  nahe  liegt.  Sei  F{x,  y,  c)  ^  0  die 
Schaar  der  zu  schneidenden  Ciu-ven,  welche  durch  die  von  einer  Curve 
zur  anderen  ihren  Werth  ändernde  Constante  c  sich  kennzeichnen. 
Hermann  nannte  dieses  c  den  Modulus  der  Curveu,  während  Leibniz 
es  einst  (S.  204)  als  Parameter  der  Curven  benannt  hatte.  Die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Berührungslinie  an 
eine  geschnittene  Curve  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  ist  die  ent- 
gegengesetzt genommene  Cotangente  des  Winkels,  den  die  Beinihi-ungs- 
linie  an  die  Trajectorie  im  Schnittpunkte  mit  der  Abscissenaxe  bildet. 

Ist  daher  y'  ^  —  --p  die  ersterwähnte  trigonometrische  Tangente,  so 

hat   der  zweitgenannte  Winkel  g-^   als  seine  Tangeute.     Anders  aus- 

cx 
gesprochen  besagt   dieses:   aus  der  Differentialgleichung  der  geschnit- 
tenen   Curve   4 —  dx  -4-  ^^—  du  =  0    folge    die    Differentialsjleichuug 
c  X  '     c  y       "^  o  o  o 

cF  cF 

-TT—  dx  =  ^^—  dy  der  Trajectorie,  sofern  die  Gleichung  F{x,  y,c)  =  0 

der  geschnittenen  Curven  noch  Beachtung  findet,  um  c  zu  eliminiren. 
Hermann  drückte  nun  diese  Vorschrift  folgendermassen  aus.  Man 
solle  die  Differentialgleichung  der  geschnitteneu  Curven 

O  OD 

i^j:dx+^J^dy  =  0) 
\cx  '    cy     ^  I 

bilden;  man  solle  in  ihr  dx  durch  dy  und  dy  durch  —  dx  ersetzen 
\-7i —  dy  —  -;r—  dx  =  Q)\\  man  solle  aus  der  letzteren  Gleichung  c  er- 
mitteln und  in  die  Curvengleichung  {Fi;c,  y,  &<  =  0)  einführen,  alsdann 
habe    man    die    Differentialgleichung   erster   Ordnung   der   Trajectorie. 

In  dem  Hyperbelbeispiele  ist  die  Ausführung  folgende:   -j  —  ^  =  1 

oder  a^y^  =  c^(x-  —  o^);  a-ydy  =  c'xdx;  —  a-ydx  =  c-xdy. 

^  ^  _  a'-ydx  _    ^2   2  ^  _  a'-ydx  ,3  _  ^^. 
xdy    '        "^  xdy    ^  ^ 

oder  ydy  =  a^ xdx,  beziehungsweise  durch  Integi-ation 

x^  -\-  y^  ^b^  =  '2(1-  log  X, 
wie  Xiclaus  U.  Bemoulli  gefunden  hatte. 


')  Hermann's    Aufsätze  sind    abgedruckt   in   Job.  Bernoulli   Opera  ü, 
275—279;  279—281;  299—305. 
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Die  Regel  drückt  unzweifelhaft  viel  klarer  Leibuizens 
Meinung  aus,  als  dessen  eigene  Worte  (S.  443)  es  thateu,  aber  es 
blieb  und  bleibt  die  Leibniziscbe  Kegel.  Daher  hat  es  geschichtlich 
keine  gi-osse  Bedeutung,  dass  neben  Hermann,  Tvahrscheinlich  sogar 
vor  Hermami,  auch  Niclaus  I.  BernouUi  zu  derselben  Formulining 
gelangte,  die  er  zwar  nicht  sogleich  veröffentlichte,  aber  doch  seinem 
Oheim  Johann  Bernoulli  mittheilte.  So  erzählt  Niclaus  H.  Ber- 
nouUi in  einem  die  Geschichte  der  Trajectorienuntersuchuugen  aus- 
führlich erörternden  Aufsatze  im  Junihefte  1718  der  A.  E.-') 

Hermann  rechnete  noch  drei  weitere  Beispiele,  auf  deren  letztes 
er  durch  De  Montmort  hingewiesen  worden  war.  Es  stammte  aber 
nicht  von  diesem  selbst  her,  sondern  hatte,  was  Hermann  nicht  wusste, 
einen  anderen  Ursprung.  Johann  Bernoulli  hatte  (S.  448)  unter 
dem  11.  März  1716  Leibniz  eine  schwierigere  Trajectorienaufgabe  zur 
Verfügung  gestellt,  um  die  Engländer  sich  daran  ihre  Zähne  ausbeissen 
zu  lassen,  und  diese  Aufgabe  war  in  der  That  nach  London  abge- 
gangen, wenn  wir  auch  nicht  wissen  durch  wessen  Yermittelung,  war 
nicht  minder  Niclaus  I.  Bernoulli,  damals  Professor  iu  Padua,  mit- 
getheilt  worden,  und  durch  diesen  an  De  Montmort  gelangt. 

Die  Aufgabe  selbst  ist  folgende  (Figur  68).  Ueber  ÄCt  als 
Abscissenaxe  sind  Curven  ABD  gezeichnet,  welche  alle  diu-ch  Punkt  A 

hindurchgehen  und  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  ihre  Krümmungshalb- 
messer, z.  B.  BO,  durch  die  Axe  in 
constantem  Verhältnisse  geschnitten 
werden,  d.  h.  so,  dass  BO:BC=\:n. 
Man  sucht  die  Trajectorie  EBF  jener 
Curven.  Sollte  Newton  auch  diese 
Aufgabe  gekannt  haben,  als  er  1716 
seine  kurze  Notiz  in  die  P.  T.  gab? 
Das  ist  die  Vermuthung,  auf  welche 
wir  (S.  445)  anspielten,  und  welche 
das  Betonen  von  Ki-ümmungshalb- 
messe)-n  in  seiner  Notiz  rechtfertigen  würde,  ohne  fi-eilich  den  Vor- 
wurf zu  entkräften,  er  sei  über  allgemeine  Redensarten  nicht  hinaus- 


Wohl  aber  that  dieses  Brook  Taylor,  der  ungefähr  gleichzeitig 
mit  Hermann  sich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  und  da  in  seiner 
VeröifentLichuug   in  den  P.  T.  von  171 7-)   die  Gleichung  der  Curven 

')  Der  Aufsatz  ist  abgedruckt  in  Joh.  Bernoulli  Opera  II,  286—298. 
Die  hier  angeführte  Stelle  auf  11,  297.  *)  Taylor"s  Aufsatz   ist  abgedruckt 

in  Joh.  Bernoulli  Opera  H,  281—285. 
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ÄBD,  deren  Trajectorie  nachher  gesucht  werden  muss,  hergeleitet 
ist,  während  Hermann  sich  damit  begnügte,  sie  einfach  hinzuschreiben, 
so  folgen  wir  hier  Taylor  mit  dem  wiederholt  ausgesprochenen  Vor- 
behalte, von  seiner  Bezeichnung  der  Fluxionen  keinen  Gebrauch  zu 
machen.    Die  einzelnen  Stücke  der  Figur  heissen  AH=z,  HB  =  x, 

Bogen  ÄB='V.    Dann  ist,  sagt  Taylor,  BC=^~j~  und  B0=     ,y  - 

o  '      "        •'      '  dz  d-z 

unter  der  Voraussetzung  gleichförmiger  Veränderung  von  v,  oder,  wie 
wir  heute  sagen,  wenn  r  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Das 
waren  damals  allbekannte  Formeln,  imd  che  für  den  Ki'ümmungshalb- 
messer  z.  B.  konnte  Jeder  aus  De  L'Hospital's  in  allen  Händen 
befindlichen  Analyse  des  infiniment  petits  entnehmen^).  Um  unseren 
Lesern  die  Prüfung  zu  erleichtern,  leiten  wir  den  heute  wenig  üblichen 

3 

Werth   in  Kürze  ab.     Die  gewöhnliche  Fonnel   p  =  ,,  '      kann 

/f?s\'  rfy  dY 

mau  doch  auch  schreiben  p  =  ^— t--     Aber  y'=^-   und    ."^^-j— • 

^  dy  •'         dx  dx        dx 

dx  ds                         ds 

Xun  ist 

dx    d-y       dy     d^x  dx    d'y  dy     d^x 

du'         ds     rfs-        ds     ds-        p  i    ,•  i  dy'         ds     ds^  ds     ds' 

->     f^lgl^^^    7^:^  = TdÄ^ 


ds 


©■ 


<ds) 


/ds     dxsr' 
\dx     ds) 


^        dx    d'y       dy     d'x        dx    d'y       dy     d'x 
ds     ds'        ds     ds'         ds     ds'        ds     ds' 

Ferner   folgt   aus   der   bekannten    Gleichung    l-^j  -(-  (-^^)  =  1,    dass 

dx 

dx    d'x    1^  dy    d'y ^        d'y ds  d'x 

ds     ds'    '     ds     ds'  '      ds'  dy  ds' 

ds 

und 

/rfa;\  *      /dy\'  d'x 

dx    d'y        dy    d'x ydsj       \ds}    d'x ds' 

ds     ds'         ds     ds'  dy  ds'  dy 

ds  ds 

dy 

ds 
Mithin  ist  p  ^  —  3,-  oder  unter  Anwendung  von  Differentialen  statt 
^  d-x  ° 

dJ' 
der   DifiFerentialquotienten    p  = .,"  Schreibt 


')  Analyse  des  infiniment  petits  pag.  78  vorletzte  Zeile. 
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Stelle  von  x,  y,  s  und  zieht  einzig  den  absoluten  Werth  des  Kriim- 
mungshalbmessers  in  Betracht,   so  erscheint  das  von  Taylor  benutzte 

(1  IT      fl  t) 

BO  ^      „^    ■   Die  gegebene  Bedingung  n.BO  =  BC  nimmt  dadurch 

die  Gestalt  an  ndxds  =  xd'^s,  und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 
(immer  unter  der  Voraussetzung  von  v  als  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen) x~'^ds  =  a~'"dv  mit  cc'^dv  als  Integrationsconstante, 
wovon  man  sich  durch  Differentiation  überzeugen  kann.  Taylor 
wünscht  dv  aus  der  Gleichung  zu  entfernen.  Er  quadrirt  diese  des- 
halb imd  ersetzt  alsdann  dv"  durch  dx^  -\-  dz^.  So  gelangt  er  zur 
Differentialgleichung    x~'^^ds^  =  a~-"{dx^  -|-  dz'-)    der    geschnittenen 

x"dx 
Curven,  welche  sich  leicht  umformt  in  dz  =  =  •    Der  zweite 

Theil  der  Aufgabe  sucht  die  Trajectorie  zu  den  Curven,  dei-en  Diffe- 
rentialgleichung im  ersten  Theile  ermittelt  worden  war.  Aus  der  noch 
nicht  von  dv  befreiten  Gleichung  x~"dz  =  a~"dv  folgt  die  Proportion 

dv  :  ds  =  a'^ :  x".     Nun  war  BC  ='—u ,  BH=x,   mithin  ist  auch 

dv:dz  =  BC:  BH  und  B  C :  BH=  cc" :  x" .  Betrachtet  man  AH=  z, 
BS  =  X  als  Coordinaten  der  Curve  EBF,  deren  Bogen  EB  =  r 
heissen  mag,  und  welche  die  BC  als  Berührungslinie  besitzt,  so  ver- 
hält sich  dr  :  —  dx  =  BC :  BH,  und  —  =  —  3—  ist   eine   Dififeren- 

tialgleichung  der  Trajectorie  mit  r  als  unabhängiger  Veränderlichen. 

x''dx 
Oben  war  dz  ^=  ,  und  eine  Reihenentwicklung  (so  behauptet 

Taylor,  ohne  der  Art  der  Entwicklung  ein  weiteres  Wort  zu  widmen) 

ds           x"           x^" 
führt  zu  -^==Ä \-  B  -i — I .    Durch  Integration  entsteht  daraus 

Ax    x"           Bx     x^" 
8  =  — T-^ h  -^ — Hr  -; — I •    Eine  Integrationsconstante  erscheint 

nicht,  weil  die  Voraussetzung  gemacht  wurde,  dass  sämmtliche  Curven 

durch  A  hindurchgehen,  dass  also  zugleich  mit  x  =  0  auch  z  =  Q  sein 

muss.    In  die  durch  Integration  gewonnene  Gleichung  wird  der  vorher 

x"  dx     . 

gefandene  Werth  —  =  —  y^  eingeführt,  so  dass 


z  = 


dr 
Äx    dx  Bx      dx^ 


«-fl  dr         3«  +  l  dr'' 


entsteht.     Ohne   dem   r  seine   Stellung  als  unabhängige  Veränderliche 

zu  verkümmern,  führt  Taylor  eine  weitere  Veränderliche  s  mittels  der 

dx        s"' 
Annahme  —  t-  =  —   ein,  wobei  a  constant  ist.     Diese  Substitution 
dr         a»  ' 
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4x     s"  Bx      s^" 

brinfft  zunächst  z  =  -^-r— h  5 — TT  -5„  +  '    '    liei"^'or,   daim  (IuitIi 

Multiplication  mit        die  zweite  Gleichung 

•^         (11  +  1)0"        (3  k +l)tt^'' 
Diese  letztere  differentiirt  Taylor  und  gelangt  zu 

Die   hier  auftretende  Reihe   sieht   der   vorher  benutzten   Entwicklung 

Glied   für   Glied   ähnlich,   muss   daher  =   als   Summe   haben, 

oder  es  muss  sein 

xzds-\-  xsdz  —  szdx  s"ds 


X- 


V^ 


Um  das  mittels r^  =  —  eingeführte  s  wieder  wegzuschaffen,  muss 

ebendieselbe   Definitionsgleichung  Anwendung  finden.     Sie   liefert  zu- 
nächst 

dx 
s"  dr  dx  dx 


|/a^»_s2»        -|  /        dx-  ydr^  —  dx»  '^^' 

V  dr' 

also  * 

xzds-\-xsds  —  ssdx dxds 

X-  dz    ' 

beziehungsweise    (xdx  +  zdz)xds  -\-  {xdz  —  zdx)sdz  =  0    und 

ds        zdx  —  xdz    dz 


s         xdx-\-  zdz      X 
d 
dr 


dx        s" 
Eine  fernere  Anwendung  der  Gleichung tT  =  ^   besteht  in  deren 


Differentiation  nach  r.     Man  erhält  dadurch 

d'^x  ns"~^  ds n    s"  ds ndxds  -,    ds d'x 

dr'  d"      dr         s    a"  '^''  *'''■*  *         "^^ 

ds 
So  hat  man  zwei  Werthe  von  —  erhalten,  deren  Gleichsetzung  zu 

mdzdx^  —  xzdzd^x  —  nxdxdz^  —  x^dxdrx  =  0 
führt.  Die  unabhängige  Veränderliche  war  r.  Nach  ihr  darf  man 
daher  dx'  -\-  dz^  =  dr^  differentiiren  und  erhält  dxd'x  -\-  dzd'-z  =  0, 
beziehungsweise  —  X'dxd'x  ==  x-dzd'Z,  welcher  Wei-th  in  der  gefun- 
denen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  an  Stelle  des  letzten 
Gliedes  links  vom  Gleichheitszeichen  eingesetzt  wird.  Dividirt  man 
dann  durch  x'"^^dz,  so  entsteht  als  neue  Form 
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dx"  ■ d-x dxds  -4 -"-  ^  d dx  -\ ~ 

-,."  y  '    7-''-i  ,■«  '     ,."-1 


X  X  X 


dz 


X-  X' 


=  0. 


Integrirt  mau  und  wühlt  unter  fortwühreuder  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  dass  dr  als  constaut  gilt,  ^^_^  als  Integrationsconstante, 
so  gewinnt  man 

"^dx  -\ — ^^  =  — :n;    beziehungsweise    (xdz  —  zdx')a^~^  =  x''dr 

als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  Trajectorie,  deren  Inte- 
gration, meint  Taylor,  ohne  bestimmte  Annahmen  für  n  zu  machen 
eine  keineswegs  leichte  Aufgabe  sei-'). 

Im  gleichen  Jahre  1717  hat  auch  Stirliug  in  dem  Anhange  zu 
seinem  Bändchen  Liiieae  tertii  ordinis  (S.  413)  die  Hvperbeltrajeetorie 
besprochen").  Er  gelangte  unter  Anwendung  der  Flnxionszeiehen, 
welche   wir  wieder   durch   Differentialzeichen   ersetzen,   zur  Gleichung 

ydy  = ^-; — — —  dx,   Ton   der  er  behauptet,   sie   könne  nicht 

integriri  werden,  weil  offenbar  der  Ausdr-uek  rechts  die  Fläche  einer 

Hyperbel  von  der  Gleichung  y  = ^^ ~ —  darstelle.    Er  will 

damit  offenbar  nur  sagen,  eine  Integration  durch  algebraische  Func- 
tionen sei  unmöglich  und  lässt  y-  -\-  (a  —  xy  -\-  Je  =  2(?  log  («  —  x) 
nicht  als  ein  wirklich  ermitteltes  Integral  gelten. 

Wir  würden  der  Trajectorienaufgabe  eine  uuverhältnissmässig 
grosse  Bedeutung  verleihen,  wenn  wir  in  gleicher  Ausführlichkeit  weiter 
berichten  wollten,  wie  Niclaus  I.  Bernoulli  und  Niclaus  IL  Ber- 
noulli  in  den  A.  E.,  Taylor  in  den  P.  T.  sich  fortgesetzt  heriim- 
stritteu.  Sämmtlichen  Abhandlungen  ist  Scharfsinn  nachzurühmen, 
insbesondei'e  kommen  da  und  dort  geistreiche  Versuche  vor,  eine 
erste  Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zu  voll- 
ziehen, aber  methodisches  Vorgehen  ist  grade  in  letzter  Beziehung 
am  wenigsten  zu  erwähnen. 

Johann  Bernoulli  hat  sich  ebenfalls  mit  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  abgequält  und  z.  B.  in  einem  unter  dem  20.  Mai  1716 
an  Leibniz  gerichteten  Briefe')  von  dem  Integrale  einer  besonderen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  einer 
Weise  gesprochen,  welche  sicherstellt,  dass  er  es  gekannt  haben  muss, 
aber  wie  er  dazu  gelangt  war,  sagt  er  nicht.  Es  handelt  sich  um 
z'-^x  =  2xds^.     Die   heutisje  Integralrechnung   lehrt  ihr  Integral  als 


')  Haud  prodive  est  aeqiiationem ,  manente  n  in  tcniiinis  gt>teialihus,  revo- 
care  ad  aequationcm  Fhientcs  tuntum  im-ohenteui.  ')  Stirling,  Lineae  tertii 
ordinis.     Appendix  pag.  15 — 19.         ^)  Leibniz  III,  961. 
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x=  - — 1~  5^  kennen,  mit  «  luul  h  als  Intcgrationsconstanten.    Mittels 

b  =  0  entsteht  ax  =  0',  d.  h.  eine  Parabel;  mittels  n  =  oü  entstellt 

xz  =  -^ ,  d.  h.  eine  Hyperbel;  ist  h  von  0  und  a  von  tx)  verschieden, 

so  ist  eine  Curve  dritten  Grades  vorhanden.  Dem  entspricht  voll- 
ständig, vras  Johann  Bernoulli  behauptet,  wenn  er  sagt,  drei  Gattungen 
von  Curven  steckten  in  der  Gleichung  z^drx  =  2xdz',  Parabeln, 
Hyperbeln  und  gewisse  Curven  dritten  Gi-ades. 

Eine  Abart  der  Trajectorienaufgabe  ist  die  der  reciproken 
Trajectorien'),  d.  h.  solcher  Curven,  die  mit  ihren  Trajectorien  von 
dei-selbeu  Axt  sind.  Nielaus  H.  Bernoulli  stellte  die  Aufgabe  am 
Schlüsse  einer  langen  Abhandlung  über  Trajectorien,  welche  theils  in 
den  A.  E.  von  1720,  theils  im  VH.  Supplementbande  der  A.  E.  er- 
schien^) und  bemerkte  dabei,  sein  Vater,  Johann  Bernoulli,  habe  die 
Aufgabe  bereits  bewältigt.  Eine  lange  Polemik  knüpfte  sich  auch  an 
dieses  Problem,  welche  von  einem  englischen  Anonymus  eröffnet 
wurde.  Johann  Bernoulli  scheint  unter  diesem  seinen  alten  Gegner 
Taylor  vermuthet  zu  haben,  was  ihn  wohl  anregte,  den  Streit 
in  noch  bissigerer  Weise  zu  führen,  als  es  ohnedies  in  seiner  Ge- 
wohnheit lag.  Später  erst  erfuhr  er,  dass  Pemberton,  der  Mitarbeiter 
Newton's  an  der  diitten  Ausgabe  der  Principien  (S.  198),  jener  Ano- 
nymus gewesen  war.  Der  abschliessende  Aufsatz  von  Johann  Ber- 
noulli^) von  1727  erschien  erst  im  IX.  Supplementbande  der  A.  E. 
und  würde  hier  nicht  mehr  genannt  werden  dürfen,  wenn  wir  nicht 
beabsichtigten,  die  Bemühungen  Johann  BernouUi's  um  die  Trajecto- 
rien nicht  in  den  folgenden  Abschnitt  mit  hinüber  zu  nehmen.  Als 
einfachste  algebraische  reciproke  Trajectorie  hat  Johann  Bernoulli  die 
semicubische  Parabel  (/'  =  ax'-  erkannt. 

Mit  der  Betrachtung  einer  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung 
begann  ein  italienischer  Gelehrter  seine  Untersuchungen,  welche  aber 
bald  eine  andere  Richtung  einschlugen.  Es  war  Graf  Jacopo 
Riccati*)  (167tj — 1754).  In  Venedig  geboren  wurde  der  mit  zehn 
Jahren  vaterlose  Knabe  dem  JesuitencoUegium  in  Brescia  anvertraut, 
wo  er  überraschende  Fortschritte  machte.  Von  1693 — 1696  stndirte 
er  in  Padua  und  kehrte  dann  nach  Venedig  zurück,  von  wo  ihn 
weder  eine  Berufung  nach  Padua,  noch  eine  solche  nach  Wien,  auch 
nicht  eine  dritte  an  die  Spitze  der  Petersburger  Akademie  einem 
glücklichen    und    dem    Studium    geweihten    FamiKenleben    entreissen 


')  Klügel  V,   113-1.36.  -)  Der  Aufsatz  ist  abgecü-uckt  in  Job.  Ber- 

noulli Opera  II,  423—472.       ')  Ebenda  II,  600— 61G.       ■*)  Nomelle  Biographie 
universelle  XLII,  131—132  (Paris  1863). 
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konnte.  Ziemlich  spät,  1747  siedelte  er  nach  Treviso  über,  wo  er 
starb.  Er  führte  mit  zahlreichen  Gelehrten  aller  Länder  Europas 
einen  so  ausgedehnten  Briefwechsel,  dass  er  ihn  nicht  allein  bewäl- 
tigen konnte,  vielmehr  auf  die  Mithilfe  seiner  beiden  Söhne,  Vin- 
cenzo  Riccati  (1707 — 1775)  und  Giordano  Riccati  (1709 — 1790) 
sich  verlassen  musste.  Von  1720  bis  1722  befand  sich  Niclaus  IL 
Bernoulli  als  Hauslehrer  in  einer  italienischen  Adelsfamilie  in 
Venedig^).  Dort  erneuerte  er  die  Bekanntschaft  mit  Riccati,  welche 
er  schon  bei  einem  früheren  Aufenthalte  17 IG  gemacht  hatte,  dort 
trat  er  auch  bei  fünftägigem  Zusammensein  in  nähere  Beziehung 
zu  Christian  Goldbach,  wovon  nachher  noch  die  Rede  sein  muss. 
Jacopo  Riccati  theilte  Niclaus  IL  Bernoulli  einen  Aufsatz  mit, 
damit  dieser  ihn  seinem  Vater  Johann  Bernoulli  zur  Begutachtung 
einsende.  Von  letzterem  sollte  es  dann  abhängen,  ob  er  den  Aufsatz 
zum  Drucke  geben  wolle.  Die  A.  E.  brachten  den  Aufsatz  ziemlich 
bald"^).  Wie  schon  bemerkt,  nimmt  Jacopo  Riccati  seinen  Aus- 
gangspunkt von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  zu  deren 
Integration  er  es  für  uoth wendig  erklärt,  dass  ein  erstes  Diiferential 
als  constaut  gegeben  sei,  oder  dass  man  ein  solches  annehme.  Er 
versteht  daninter,  man  müsse  eine  unabhängige  Variable  annehmen, 
wenn  sie  nicht  schon  im  Wortlaute  der  Aufgabe  selbst  enthalten  sei. 
Riccati's  Verfahren  an  der  Gleichung  x"'d-x  =  (Py  -j-  diß  geprüft 
ist  folgendes,  wobei  wir  uns  nur  gestatten,  zur  grösseren  Deutlichkeit 
DifiTereutialquotienten  zu  benutzen,  wo  Riccati  sich  nur  der  Diiferen- 
tiale  bedient.  Er  denkt  sich  irgend  ein  p  als  unabhängige  Veränder- 
liche, wodxirch  die  vorgelegte  Gleichung  die  Gestalt 

d^_<Vy        idyy 
■*    Ap^  ~~  dp'  ^  \(1p/ 

annimmt.  Wie  freilich  x  und  y  von  p  abhängen,  ist  unbekannt.  Man 
setze  ferner  -^  =  q'~  ^  u,   wo   q  und  u  irgendwie   aus  x,  y  und 

d2>         ^'   dp  '  -^  '^  '   ^ 

Constanten  bestehen.  Um  unseren  Lesern  Riccati's  Ausdrucksweise 
einmal  vorzuführen,  bemerken  wir,  dass  die  hier  erörterten  Annahmen 

dx 
SO   ausgespi'ochen  sind:    Riccati   sagt,    er  wolle    —    als    constant  be- 
trachten, ferner  —  =  dp  setzen,  welches  hiernach  auch  constant  sei, 

*)  Vergl.  den  von  Daniel  Bernoulli  verfassten  Nekrolog  von  Niclaus  ü. 
Bernoulli  in  Correspondance  mathematique  et  piJ"Jf^'i"e  de  quelques  celebres  Ge'o- 
mctres  du  XVIII.  Siecle  edUee  pur  P.  H.  Fuss  11,  20S— 2G0  (Petersburg  1843). 
Wir  citiren  dieses  wiclitige  Quellenwerk  als   Corresp.  math.  (Fuss).  -)  A.  E. 

Supplementa  VIII,  66—73.  Dieser  Supplementband  ist  von  1724  datirt,  aber 
Riccati's  Aufsatz  ist  jedenfalls  früher  in  die  Oeft'entlichkeit  gelangt,  da  im 
Novemberhefte  1723  der  A.  E.  schon  von  ihm  die  Rede  ist. 
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ausserdem  nehme  er  (hj  =  u(}p  an,  wo  dji  fortwährend  constant  bleibe. 
Fortsetzung  der  Ditferentiation  nach  j;  bringt    7^s=  j^7     rf*  ^^  T~ 

hervor,  und  die  gegebene  Differentialgleichung  nimmt  die  Gestalt  an 

dq d  u 

dp         dp 

dq   dq  _  dp        du d u  _  dp 

dp         dx  '  dx'      dp         dx  '  dx 

und    vervielfacht   die   dadurch   neuerdings   umgeformte  Gleichung  mit 


a:"' '—-  ^  j—  -i-  U-.     Setzt  man 
dp         dp' 


o 


~  =  — ,    SO    entsteht   3f"  -ß-  =  ^—  -\ ,    eine   Differentialgleichung, 

dx  q  '  dx         dx    '      q  '  °  °' 

welche  zwar  erster  Ordnung  ist,  bei  welcher  aber  die  Trennung  der 
Veränderlichen  imter  den  ganz  allgemeinen  Voraussetzungen,  welche 
für  q  und  u  gemacht  werden  mussten,  nicht  gelingt.  Riccati  versucht 
es  mm  mit  der  weitaus  engeren  Annahme,  dass  q  nur  von  x  allein 
abhänge  und  zwar  eine  Potenz  x"  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung 
schliesst  er  seinen  Aufsatz  mit  der  Aufgabe:  Werthe  von  7i  zu  er- 
mitteln, welche  die  Trennung  der  Veränderlichen  gelingen  lasse,  wäh- 
rend der  Werth  des  Exponenten  m  keiner  Beschränkung  unterworfen 
sein  soU. 

Unmittelbar  hinter  Riccati's  Aufsatz  sind  Bemerkungen  des  damals 
etwa  22jährigen  Daniel  Bernoulli  (S.  86)  abgednickt,  aus  welchen 
hervorgeht,  dass  Niclaus  L,  Xiclaus  U.,  aber  auch  Johann  und 
Daniel  Bernoulli  sich  mit  der  Riccatischen  Gleichung,  welche 
in  etwas  anderer  Schreibart 

a;»  ^'  +  u^  =  Maj^+ä  — 1 
dx    ' 

heisst,  beschäftigt  haben,   und  dass  sie  alle  unabhängig  von  einander 

arbeitend    zu    dem    gleichen   Werthe    von    n    gelangten,    welcher    die 

Trennung  der  Veränderlichen  gestattet^).    Daniel  gab  seine  Auflösung 

in  der  damals  so  beliebten  undurchsichtigen  anagrammatischen  Fonn. 

Im   Xovemberhefte    1723   der  A.  E.  kam   Riccati   wiederholt   auf 

seinen  Aufsatz  zurück').    Er  gab  seiner  Gleichung  jetzt  die  einfacher 

aussehende  Gestalt 

af"dx  =  du  -\ , 

X 

fügte  aber  die  von  ihm  selbst  ennittelten,  die  Trennung  der  Ver- 
änderlichen ermöglichenden  Bedingungen  für  ii  nicht  bei,  während  er 


')  A.  E.  Supplementa  VIII,  74:  Fraescribit  f rater  meus,  se  iUtid  solvisse;  sed 
praeter  ipsum  alii  quoqite  existunt  sohttores,  soJutionem  enim  eruerunt  Pater  et 
Patruelis  Nicolatis  BenioulU  pariter  ac  egomet;  eorum  vero  analyses  ncnidiim  vidi, 
excepta  illa  a  Parenie  excogitala,  quae  Ratione  operationis  et  in  procedendi  modo 
a  nie  dicersa  est.         *)  A.  E.  17-23  pag.  502 — ülO. 
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sich  laut  dagegen  verwalirte,  als  habe  er  eine  Herausforderung  oder 
gar  eine  Verletzung  der  Ton  ihm  hochgeschätzten  Familie  Bernoulli 
beabsichtigt. 

Daniel  Bernoulli  wartete  noch  zwei  Jahre  mit  der  Veröffent- 
lichung seiner  Methode.  Als  aber  kein  anderer  Mathematiker  in  den 
A.  E.  die  Ricca tische  Gleichung,  wie  sie  nun  schon  genannt  wvirde, 
um  einen  Schritt  weiter  führte,  gab  er  im  Novemberhefte  1725  heraus, 
was  er  der  Hauptsache  nach  seit  1722  besass^).  Die  Form  der  frag- 
lichen Gleichung,  Ton  welcher  er  ausgeht,  ist 

I.     ax"dx  -\-  u'-dx  =  bdu 
und  nun  behauptet  er,  wenn  irgend  ein  Werth  n  =  m  die  Trennung 
der  Veränderlichen   gestatte,    so    sei   diese   noch   möglich    erstens    bei 

n  = 7-^  und  zweitens  bei  n  =  —  m  —  4. 

m  -\- 1 

Setzt  man  erstens  y<  =  —  ,   du  = i,  so  geht  I.  in 

.7       ,    dx              bdy 
aafdx  4-     ,  = ^r- 

I  y-  y. 

über,  oder  in  dx  -\-  ax"y^dx  =  —  bdji.     Nun  sei 

7t 

X  =  s"+\    dx  =  — r-—  ds. 
'  -»  -[- 1 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  entsteht 


— p—  ds  +  fls"+'  M*  — r— -  ds  =  —  bdy 
oder 

n 

H.     —^^  ds  +  y-ds  =  —      ^       dy, 

eine  Form,   welche   mit   I.  die   grösste  Aehulichkeit  besitzt.     Ist  also 
I.   in   seinen  Veränderlichen   trennbar  bei  n  =  m,    so    muss   Gleiches 

für  IL  stattfinden  bei ^,  ^»>,  d-  h.  bei  n  = 7~-    Zweitens 


kann 


man 


X  X-  X-  X  X    ' 

du  =  -^  dx  —  "^  dx  -\ i  dij 

x^  x-^  '     X-     •' 

setzen.     Dadurch  geht  I.  über  in 

ax^dx  +  ';dx-'^y-dx  +  px^'^_dx-'^dx  +  ^^dy. 
Das  2.  und  3.  Glied  links  streichen  sich  gegen  das   1.  und  2.  Glied 


')  A.  E.  1725,  pag.  473—475. 


Differentialgleichungen.  459 

rechts,  und  wird  die  imcli  ans  drei  erhalten  bleibeiuleu  Gliedern  be- 
stehende Gleichung  mit  ./'-'  vervielfacht,  so  entsteht 

ax''+-dx  +  K  d.c  =  hdi/. 

1                            ds 
Eine    abernialiue    Verändernn<j;    brinat    x  == — ,    dx  = ^    hervor. 

Diese  Substitution  liefert  niinilieh 

111.     —  rtS-"— *r/s  —  fds  ==  hdy 

mit  wieder  in  die  Augen  fallender  Aehnlichkeit  mit  I.  Hilft  also  bei 
I.  der  Werth  n  =  m  die  Trennung  der  Veränderlichen  zu  vollziehen, 
so  muss  bei  III.  genügen,  wenn  —  n  —  4  =  m,  d.  h.  «  =  —  m  —  4. 
So  sind  die  beiden  Ililfssätze  bewiesen,  und  es  bedarf'  zu  deren 
Anwendung  nur  eines  besonderen  m.  Aber  augenscheinlich  ist  0  ein 
solches  m,  denn  bei  «  ^  0  verwandelt  einfache  Division  durch  a  -J-  u"^ 

die  Gleichung  I.  in  dx  =  -  ,     .   mit   getrennten  Veränderlichen.     In 

°  a  +  w  ° 

Folge  abwechselnder  Anwendung  erst  des  zweiten,  dann  des  ersten 
Hilfssatzes,  dann  wieder  des  zweiten,  des  ersten  u.  s.  w.  ist  also  die 
Trennung  der  Veränderlichen  ferner  möglich  bei  j?  =  —  0  —  4  =  —  4, 

4  4.4  8 

bei  n  ^ i—rr:  = s  ,    bei  '*=  "s 4  = —    u.   s.    w. ,    all- 

—  4  -)-  1  ä  '  A  ä  ' 
4c 

gemein  bei  n  =  .^  voTi  »  ^'^  ^  irgend  eine  ganze  jjositive  oder  nega- 
tive Zahl   bedeutet.     Die  Verallgemeinerung  bewies   Daniel  Bernoulli 

allerdings  nicht.    Er  überliess  es  vielleicht  dem  Leser,  sich  durch  An- 

4ß 

Wendung  vollständiger  Induction  zu  überzeugen,  dass  von  n  =  - — r-— 

die  Veränderuug  des  ersten  Hilfssatzes  zu 

—  4c 


2c  4- 1  —  4e 


4c 


2c+l 

4c        ■ 

führt,  und  von  diesem  n  =  ^ri — 7  die  Veränderung:  tles  zweiten  Hilfs- 
satzes zu   11  =  s 7  —  4  ; 

2c  —  1 

Dagegen  fügte  Daniel  Bernoulli  noch  einige  Bemerkuncjen  hinzu. 
Alle  ermittelten  Werthe  von  n,  sagt  er,  seien  innerhalb  der  Grenzen 
n  =  0,  w  =  —  4  gelegen.  Bei  c  =  co  entstehe  n  =  —  2,  ein  Fall, 
der   besonderer    Betrachtung   werth   sei.     Die   Differentialgleichung   I. 

hiesse  nämlich  alsdann   — i- +  m-(7,i:  =  ?/f7«  und  verwandle  sich  mittels 
«=        in  -  ,    H — ,' = ;  ,   bei   welcher   die   Trennung   der  Ver- 
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änderlichen  möglicli  sei,  wie  daraus  hervorgehe'),  dass  die  Veränder- 
lichen in  den  einzelneu  Gliedern  gleiche  Ex^ionentensumme  besitzen. 
Diese  Bemerkung  lässt  erkennen,  dass  damals  schon  Daniel  Bernoulli 
von  der  Integrabilität  homogener  Differentialgleichungen 
in  einer  Weise  spricht,  als  wenn  es  sich  um  eine  ganz  allgemein  be- 
kannte Thatsache  handelte,  und  doch  war,  so  viel  wir  wissen,  noch 
nichts  darüber  im  Drucke  erschienen.  Erst  im  Jahre  1726  brachten 
die  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  die  Integration 
jener  besonderen  Klasse  von  Differentialgleichungen.  Das  ist  grade 
das  Grenzjahr,  welches  von  diesem  Abschnitte  zum  folgenden  führt. 
Wir  beabsichtigen  erst  in  jenem  von  dem  Gegenstande  weiter  zu 
reden. 

Die  Riccatische  Gleichung  war  ein  Gegenstand  steigenden  Inter- 
esses geworden  und  wurde  auch  in  dem  Briefwechsel  zwischen 
Niclaus  II.  Bernoulli  und  Christian  Goldbach  viel  besprochen.  Von 
Christian  Goldbach^)  (1690 — 1764)  aus  Königsberg  in  Preussen 
wissen  wir  kaum  irgend  etwas  vor  seiner  Reise,  welche  er  um  1720 
nach  Italien  machte,  und  auf  welcher  er  (S.  456)  in  Venedig  mit 
Niclaus  IL  Bernoulli  bekannt  wurde.  Die  angeknüpften  Be- 
ziehungen führten  zu  einem  über  die  Jahre  1721 — 1725  sich  er- 
streckenden Briefwechsel,  der  allerdings  erst  1843  in  die  Oeffentlichkeit 
trat,  vorher  also  ebensowenig  eine  allgemeine  Wirksamkeit  ausüben 
konnte,  als  ein  anderer  gleichfalls  1843  gedruckter  in  den  Jahren 
1723 — 1730  zwischen  Goldbach  und  Daniel  Bernoulli  geführter 
BriefwechseP).  Aus  dem  erstgenannten  Briefwechsel  geht  hervor, 
dass  Jacopo  Riccati  die  Einzelfälle,  welche  die  Trennung  der  Ver- 
änderlichen in  seiner  Differentialgleichung  gestatten,  sehr  gut  kannte. 
Goldbach  suchte  solche  durch  Reihenentwicklung').  Um  nämlich 
ax'"dx  -j-  hy"xPdx  =  dy  zu  behandeln,  setzte  er 

y  =  cx<'  -{-  fx'+^  +  gx'+''^  +  /«.r'+ä*  -| , 

entwickelte  daraus 

y"  =  ax^"  +  j3x^"+>-'  +  yx''"  +  -'-'  +  (Jx'"'  +  "'  -j-  •  •  •, 
sowie 

dy  =  [cex"-'  +  f(e  -f  k)x'+''-'  -\ ]dx 

und   erhielt   nach   Division   durch   dx   auf  beiden    Seiten    des    Gleich- 


')  in  qua  constat  indetmninatas  separationem  admittere  eo,  qtiod  in  singulis 
terminis  indetenninatae  eandem  hahent  exponentium  sunimam.  ')  Allgemeine 

deutsehe  Biographie  IX,  330 — 3.^1.         ■'')  Der  Briefwechsel  zwischen  Goldbach 
und   Niclaus  II.   Bernoulli    findet    sich    Correapond.  matli.  (Fuss)  II,  97 — 170, 
der  zwischen  Goldbach  und  Daniel  Bernoulli  ebenda  11,  173 — 400. 
')  Correspoiid.  math.  (Fuss)  II,  106  flgg. 
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heitszeichens  Reihen,  deren  tTÜeder  er  der  Ordnung  ihres  Auftretens 
nach  mit  einander  verglich.     Er  setzte  also 

nx""  =  ccx"-^,  hax"'+''  =  f(e  +  k)af+''-^    u.  s.  w. 
Aus  der  ersten  Gleichsetzung  fand  er  e  =  m  -\-  l,  c  =  —•     Aus  der 

zweiten  ergab  sich  en  -\-  j)  =  c  ~\-  l-  —  1 ,  sowie  ha  =  fic  -\-  h),  und 
en  -\-  p  =  e  -^  Ti  —  1  liess  sich  aucli  m  n  -f-  n  +_/'  ^  m  -f- 1  +  A-  —  1 
schreiben,  woraus  Ic  =  (m  -\-  l)n  -j-  p  —  »i  folgte,  nebst  andererseits 

/"  ==  ,  .  als  Folgerung  aus  hu  =  f(e  -\-  A")  u.  s.  w.  Die  vorher  will- 
kürlich angesetzte  Reihe  für  (/  wiu-de  dadurch  zu  einer  ganz  be- 
stimmten. Niclaus  II.  BeruouUi  dagegen  brachte  die  Riccatische 
Gleichung  auf  andere  Formen  zurück^),  welche,  abgesehen  von  der 
Gestalt  gewisser  in  ihr-  auftretender  Exponenten,  der  ursprünglichen 
Rieeatischen  Gleichung  durchaus  ähnlich  waren,  so  dass,  wenn  nicht 
die  (S.  457)  erwähnte  Aeusserung  Daniel  Bernoulli's  schnurstracks 
entgegenstände,  man  sich  fragen  müsste,  ob  letzterer  bei  dem  oben 
erörterten  Aufsatze  von  1725  ganz  unabhängig  verfuhr  und  nicht 
Anregung  von  seinem  Bruder  erhielt,  der  ihn  schon  als  Kind  in  die 
Mathematik  eingeführt  hatte,  und  mit  dem  er,  so  lange  Niclan.s  IL 
Bernoulli  lebte,  in  engster  Bruderliebe  vereint  blieb,  eine  grade  in 
dieser  Familie  auf's  Angenehmste  berührende  Erscheinung. 

Zum  Schlüsse  des  Kapitels  sparten  wir  uns  die  Erwähnung  einer 
Arbeit  wieder  eines  italienischen  Adligen  auf,  welche  uns  zugleich 
Gelegenheit  giebt  etwas  nachzutragen,  was  im  XVI.  Abschnitte,  wo 
es  eigentlich  hingehört,  übersehen  wurde.  Wir  können  das  Gebiet, 
über  welches  wir  zu  berichten  haben,  mit  einem  freilich  ganz  der 
Neuzeit  angehörenden  Namen  als  das  der  Additioustheoreme  be- 
zeichnen. Tschirnhaus  hat  im  November  1695  einen  solchen  Satz, 
wenn  auch  unbewiesen  und  unbeweisbar,  ausgesprochen,  indem  er 
(S.  149)  behauptete,  er  sei  im  Besitze  eines  Verfahrens,  welches  ihm 
ermögliche,  bei  jeder  Curve  ein  Bogenstück  zu  ermitteln,  welches  zu 
einem  anderen  auf  ihr  gegebenen  Bogenstücke  in  gegebenem  Ver- 
hältnisse stehe.  Tschimhaus  woUte  vielleicht  damit  übertrumpfen, 
was  die  Brüder  Bernoulli  wirklich  schon  geleistet  hatten. 

Jakob  Bernoulli  brach  che  neue  Bahn  mit  einem  Aufsatze  im 
Januarhefte  1691  der  A.  E.,  über  welchen  (S.  212)  hätte  berichtet 
werden    müssen-).     Jakob   Bernoulli    will   (Figur  69),   man    solle    die 


')  Correspmid.  math.  (Fuss)  11,  140 — 143.  ')  Ueber   den  in  Jac.  Ber- 

noulli's Opera  I,  431 — 442  abgedruckten  Aufsatz:  Specimen  calculi  difj'erentialis 
in  dimensione  paralioUie  helicoidis  vergl.  G.  D.  E.  Weyer,  Ueber  die  parabolische 
Spirale.    Kiel  und  Leipzig  1894. 

C.isT0ii,Ge3chicbte  der  Mathematik.    111,2.  30 
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Axe  einer  gewölinlicheu  Parabel  in  Gestalt  eines  Ki-eises  BCDM 
zusammenbiegen.  Die  Ordinaten  sollen  senkrecht  zur  Axe  gerichtet 
sein,  wie   z.  B.  DG  =  y,  während  BD  =  x.     Die  EudjDunkte  G  der 

Ordinaten,  welche  mit  Hilfe  der  Gleichung 
y-  =  Ix  bestimmt  sind,  bilden  die  Ci;rve, 
welche  parabola  lielicoidis  oder  auch  spiralis 
paraholica  genannt  werden  könne.  Der  Name 
der  parabolischen  Spirale  ist  der  Curve 
geblieben.  Schon  hier  kann  Zweierlei  be- 
merkt werden.  Erstens  hat  Jakob  BernouUi 
hier  an  einem  besonderen  Beispiele  das  be- 
nutzt, was  Leibniz  ein  Jahr  später  (S.  204) 
krummlinige  Coordinaten  nannte,  und  zwei- 
tens sind  hier  wahre  Polarcoordiuaten 
vorhanden.  Jede  auf  die  Kreisperipherie  BCD3I  in  irgend  einem 
Punkte  D  senkrecht  gezogene  DG  muss  verlängert  dui-ch  den  Kreis- 
mittelpunkt Ä  hindurchgehen,  kann  mithin  auch  als  von  dort  aus- 
gehender Polarleitstrahl  gedacht  werden,  und  der  Kreisbogen  BCD 
ist  dem  Drehungswinkel  des  Leitstrahls  aus  seiner  Anfangslage  pro- 
portional. Würde  man  AB  =r,  äG  =  q,  DG^r  —  q,  LS  AD  =  &, 
arc.  BC'B  =  rd-  nennen,  so  würde  als  Gleichung  der  jiarabolischen 
Spirale  (r  —  q)'=  '>'^  entstehen,  während  Benioulli  allerdings  es  bei 
Ix  =  tß  bewenden  lässt.  Die  Bogenlänge  wird  vermöge  des  bei  £ 
rechtwinkligen  Dreieckchens  FEG  gefunden.  In  diesem  Dreieckchen 
ist   FG-  =  FF-'  -f  FG'-.     Aber   FE  =  dy;    EG  :  CD  =  AG:  AD, 


Fig.  C9. 


also    FG  = 


CD.  AG 
AD 


dx(y  —  y) 


id      FG'  =  dif  +  ^^^'  dx-. 


2y 


Aber  die  Gleichung  Ix  =  y'^  liefert  dx  =  -"-  dy,  mithin 
j^Q-2  ^  ^y2  .  r-l--\-ir'-y^-8ry'>  +  iy> 

und 

FG 


rH' 


dy 
7/ 


|/,.sp  _^  4rhf  —  8r?/3  +  4?/* 


Könnte  man,  sagt  Jakob  Bernoulli^),  das  Integral  dieses  Ausdruckes 
finden,  so  hätte  mau  die  Länge  der  Curve  BFG.  Hier  tritt  also, 
so  weit  uns  bekannt  ist,  das  erste  Integral  auf,  in  welchem  eine 
Quadratwurzel  aus  einem  Ausdnicke  4.  Grades  vorkommt,  mit  anderen 
Worten  ein  elliptisches  Integral.  Das  wäre  schou  von  Wichtig- 
keit, wenn  wir  darin  auch  nur  ein  zufälliges,  durchaus  unbewusstes 
Verdienst  Jakob  Bernoulli's  erkennen  dürften,  einem  Integrale  begegnet 


BFG. 


-)  eiijtis  quantitatk  integrale,  ■•>!  dari  posset,  exhiheret  longitudinent  airrae 
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zu  sein,  das  dazu  bestimmt  war,  später  eine  Kolle  zu  spielen.  Aber 
Jakob  Bernoulli  gins^  weiter  als  das. 

Seit  Vau  Heuraet  (^Bd.  II,  S.  842 — 843)  wurde  die  Aufgabe  der 
Kectification  nicht  selten  auf  eine  solche  der  Quaclratiu-  zurückgeführt, 
d.  h.  mau  zeichnete,  wenn  I  Xdx  eine  Curveulänge  darstellte,  eine 
llilfscurve  »/  =  X,  dereu  Fläche  jener  Länge  als  Maasfs  diente.  Für 
die  Integration  als  solche  war  damit  natürlich  gar  nichts  gewonnen, 
denn  das  Integi-al  behielt  seine  Fonn,  während  es  die  Bedeutung 
wechselte.  Ein  sehr  gi-osser  Vortheil  ergab  sich  aber  durch  Zeich- 
nung der  Hilfscurve  in  dem  besonderen  Falle  der  parabolischen  Spirale. 
Hier  zeigte  uämlich  die  Hilfscurve  einen  vollkommen  symmetrischen 
Verlauf,  wodurch  sich  beim  blossen  Augenschein  die  Gleichheit  ge- 
wisser Flächenstücke,  beziehungsweise  verschiedener  Curveuläugen, 
welchen  jene  Flächenstücke  als  Maass  dienten,  ergab,  und  Jakob  Ber- 
nouUi  durfte  den  Satz  aussprechen^),  es  offenbare  sich  dadurch  auch 
für  Curven,  deren  Länge  nicht  bestimmt  werden  könne,  eine  Gleich- 
heit von  einander  unähnlichen  Bögen.  In  Zeichen  moderner  Integral- 
rechnung lautet  der  Satz  für  die  parabolische  Spirale 

—  4-  — 

fy^Är^  ,,j  ^/Vi  +  ^7^  äy. 

r  r 

Setzt  man  nämlich  in  dem  links  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen 
Integrale  y  =  .y  -{-  s,  in  dem  rechts  vom  Gleichheitszeichen  befind- 
lichen y  =  —, s,  so  nehmen  beide  die  gleiche  Gestalt 


//.,i(izi(w 


ds    an  -). 

0 

Johann  Bernoulli,  damals  noch  auf  dem  besten  Fusse  mit 
seinem  Bruder  stehend,  warf  im  Augustheft  1695  der  A.  E.  die  Frage 
auf*),  ob  man  nicht  im  Stande  sei,  Curven  zu  finden,  deren  Summe 
oder  Differenz  sich  durch  einen  Ki-eisbogen  darstellen  lasse,  und  be- 
antwortete sie  bejahend.  Sei  (Figur  70)  eine  Curve  ABC  gegeben 
mit  DE  als  Berühr-ungslinie  im  Punkte  A.  Diese  DE  wird  als  Be- 
rührende in  Bewegung  gesetzt,  so  dass  sie  nach  und  nach  die  Lagen 
LBM,  IBiH,  zuletzt  GCF  (als  Berührende  an  die  ABC  im  Punkte  C) 

')  unde  patet,  quod  in  curvis  etiam  Ulis,  quac  rectißcationem  nondnm  accepe- 
runt,  vonnumquain  ixirie.s  aequalcs  dissimilares  assicjtmri  pnssunt.  -)  Diese  Foi-m 
der  Beweisführung  benutzte  Enneper  in  Note  VII  seines  Werkes:  Elliptische 
Functionen,  Theorie  und  Geschichte.         ')  Joh.  Bernoulli  O^jero  I,  14i — 144. 

30* 
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annimmt.     Die  Endpunkte  der  DE  beschreiben  bei  dieser  Bewegung 
die   Curven  DLIG  und  EMmF.     Um  D  als  Mittelpunkt  wird   mit 

DE  als  Halbmesser  ein  Kreisbogen 
ENnO  beschrieben,  dessen  End- 
punkt 0  durch  die  Gleichheit  der 
Winkel  EDO  =  EPF  bestimmt 
ist.  Dann  wird  behauptet,  die  Curven- 
längen  DG  und  EF  glichen  zusam- 
men dem  Kreisbogen  EO.  Zum  Be- 
weis werden  zwei  zunächst  auf  ein- 
ander folgende  Lagen  der  bewegien 
DE,  nämlich  LBM  und  IBm  in's 
Auge  gefasst  und  DiV  L3I,D)i  Im 
gezogen.  Die  doppeltrechtwinkligen 
Dreiecke  LBl,  MBm,  NDn  sind  der 
Construction  nach  einander  ähnlich. 
Folglich  ist 


Fig.  70. 


oder  wegen  BL  -(-  B3I  ■■ 


LM  auch 
,    und  daraus 


L3I 

-Ti^r  —  Ti ,    unci  ciaraus    ^  ^  ,    t.^ 

BL  LI        '  Ll-\-Mm 

oder,  wegen  LM  =  DN,  auch  -jy  =  ^.      .., 

BL 


BL 

TT' 


Wegen  der  hervor- 


DN 


gehobenen  Dreiecksähnlichkeiten  ist  aber  auch  -yy  =  -jir^  "ud  folg- 
lich Nn  =  LI  -\-  Mm.  Dasselbe  Gleichheitsverhältniss  findet  über 
den  ganzen  Bogen  EO  statt,  d.  h.  es  ist  EO  =  DCi  -\-  EF,  während 
DG  und  EF  zwei  Evolventen  von  ABC  sind.  Voraussetzung  war, 
dass  der  Punkt  Ä  sich  zwischen  D  und  E  befand.  Liegt  dagegen  E 
zwischen  D  und  A,  so  findet  ein  ganz  ähnlicher  Satz  .statt,  bei 
welchem  nur  statt  der  Summe  zweier  Curven  deren  Differenz  auftritt. 
Im  Octoberhefte  1698  der  A.  E.  kam  Johann  Bernoulli  in 
dem  Aufsatze  Tfieorenia  universale  rectificotioni  Litiearum  Curvarum 
inserviens^)  auf  den  Gegenstand  zurück  und  fragte  nunmehr,  ob  nicht 
der  Ki-eisbogen  der  früheren  Untersuchung  durch  eine  Gerade  ersetzt 
werden  könne,  ob  es  also  nicht  Curven  gebe,  deren  Summe  oder 
Differenz  eine  geradlinig  herstellbare  Länge  besitzen?  Er  beant- 
wortete die  Frage  dahin,  jede  parabolische  Curve  (('"yf  =  h".!'',  wo 
m  +  i'  =  «  +  2)  ^^i  entweder  für  sich  oder  mit  einer  anderen  jjara- 
bolischen    Curve    vereinigt   rectificirbar.     Die   erste   cubische   Parabel 


')  Job.  Bernoulli    Opera  I,  249—253. 
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mit  dvr  Gleichung  oa'-y  =  x^  habe  die  Eigenseh.aft,  sich  selbst  in  der 
Art  zugeordnet  zu  sein,  dass  auf  ilir  z\yei  Curvenstücke  angegeben 
werden  können,  deren  Unterschied  rectificirbar  sei').  Einen  Beweis 
des  so  Ausgesprochenen  gab  Johann  Bernoulli  nicht. 

Nun  trat  eine  17jährige  Pause  ein,  bis  ein  italienischer  Gelekrter 
sich  an  den  Gegenstand  wagte.  Graf  Giulio  Carlo  de'  Toschi  di 
Fagnano")  (1082 — 1766),  gewöhnlich  kürzer  als  Graf  Fagnano 
bezeichnet,  gehörte  einem  alten  Adelsgeschlechte  in  Sinigaglia  an.  Im 
CoUegio  Clementino  in  Korn, .wo  er  erzogen  wurde,  zeichnete  er  sich 
in  allen  Fächern  aus  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Mathematik.  Erst 
später  beim  Lesen  der  Bcchcrclie  de  la  verifr  von  Malebranche  er- 
kannte er  die  Nothwendigkeit  mathematischer  Bildung  und  warf  sich 
voll  Eifer  und  ohne  Lehrer  auf  die  früher  vernachlässigten  Studien, 
die  er  bald  beherrschte.  Er  war  Consul  der  Könige  von  Spanien 
und  Sieilien  in  seiner  Vaterstadt  und  pflegte  die  Wissenschaft  nur  so 
nebenbei.  Hatte  er  seinen  Schreibtisch  verlassen,  so  hörte  er  ohnedies 
mit  jedem  Nachdenken  auf.  Dieser  eigenthümliche  Geist  hat  nun 
zahlreiche  mathematische  Arbeiten  hervorgebracht,  welche  meistens 
zuerst  in  dem  Griornale  de'  letterati  d'Italia  erschienen,  dann  in  zwei 
Bänden  Produzioni  mafematiche  (Pesaro  1750)  gesammelt  wurden. 
Auf  dem  Titelblatte  eines  jeden  der  beiden  Bände  findet  sich  eine 
Lemniscate  mit  der  Ueberschrift  Deo  veritatis  gloria,  und  Figur  wie 
Ueberschrift  wurden  Fagnano's  ausdrücklicher  Anordnung  gemäss  auf 
seinem  Grabsteine  wiederholt'').  Wir  erkennen  daraus,  dass  Fagnano 
das  grösste  Gewicht  auf  seine  Untersuchungen  über  die  Lemniscate 
legte.  Die  Zeitfolge  wie  die  Gedankenfolge,  welche  uns  zu  Fagnano 
geführt  hat,  verlangen  indessen,  dass  vorher  über  andere  Arbeiten 
berichtet  werde  ^). 

Im  XIX.  Bande  des  Giornale  de'  letterati  d'Italia,  welches  abge- 
kürzt G.  L.  I.  heisseu  mag,  stellte  Fagnano  1714  unter  ausdrück- 
licher Berufung  auf  Johann  Bernoulli  und.  dessen  Aufsatz  in  den 
A.  E.  von  1698  die  Aufgabe,  man  solle,  wenn  auf  einer  biquadrati- 
schen Parabel  erster  Art  von  der  Gleichung  x*  =  y  ein  Curvenstück 
abgegrenzt   sei,   auf  derselben   Parabel   ein   anderes    Stück   abgrenzen, 

')  adeoqxie  est  Parahola  cubicalis  primaria,  qiiae  cum  se  ipsa  comparata  recti- 
ficari  j)Otest,  seu  in  qua  assiynari  possunt  duo  arcus  quorum  diff'erentia  est  recti- 
ficahilis.  °)  Memorie  concernenti  il  Marchese  Giulio  CarJo  de'  Toschi  di  Fagnano 
fino  al  Mese  di  Fehhraio  delV  anno  1752  inviate  dal  Padre  Bon  Angelo  C'alogera 
abate  Benedettino  Camaldolese  al  Conte  Giovanni  Maria  Mazzuchelli  abgedruckt 
in  Bulletino  Boncompagni  III,  37 — 46.  ')  Bald.  Bonoompagni  im  Bidletino 
Boncompagni  III,  31.  ')  F.  Siacci,   Sul  teorema  del  Conte  di  Fagnano  im 

Bidletino  Boncompagni  III,  1 — 26.. —  Enneper,  EUiptisohe  Functionen,  Note 
VI  und  Yll. 
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so  dass  beide  Curvenstücke  einen  gradlinig  darzustellenden  Unter- 
schied besitzen.  Im  folgenden  Jahre  1715  gab  Fagnano  im  G.  L.  I. 
XXTT  die  Auflösung  seiner  Aufgabe  unter  Yerallgemeinerung  denselben 
auf  Parabeln   verschiedener   Art,  sofem  dieselben  nur   der   Gleichung 

m  +  2 

■2       x'^ 


y 


m  -f-  ■ 


genügen,    wo   m   beliebig  postiT  oder  negativ,  ganz 


oder  gebrochen  gewählt  werden  darf.  Wird  ä  für  die  Länge  des 
Bogens,  t  für  die  Länge  der  Berühnmgslinie  vom  Berührungspunkte 
bis  zur  Abscissenaxe  gesetzt,  und  bedeutet  Bestrichelung  die  Differen- 
tiation nach  X,  so  ist  s^jYl  -\-  y-  dx  und  t  =  -r"l/l  +  y"-.   Die  ge- 

tii 

gebene  Parabelgleichung  liefert  y  =  — ;^   und    t  =  — -^  1/  1  +  ( — ) 
nebst 

I        m         r"        dx 

wie  sich  durch  nachträgliche  Differentiation  leicht  als  wahr  erkennen 
lässt.     Demziifolge  ist 


/^        dx 


m       ^ 


0- 


Die  Einsetzung  der  Grenzen, 
um  von  dem  unbestimmten 
Integi-ale  zu  dem  bestimmten 
überzugehen,  ei-folgt  in  der 
Weise,  dass,  wenn  (Figiu-  71) 
P,  Pj,  Q,  ^j  Cui-venpunkte 
bedeuten,  denen  die  Abscissen 
Xf„  x^,  ^0,  ^1  angehören,  und 
bei  welchen  die  entsprechen- 
■^  den  Längen  der  Berührungs- 
Unien  FE,  P,E„  QS,  Q,S, 


sind,  die  beiden  Gleichungen  stattfinden 


j«         /^         dx 


=  (arc  AI\  -  arc  AP)  -  {P,B,  -  PE) 
=  arcPPi  — (Pi2?i  — Pi?) 
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und  j, 


(^)- 


Kann  man  die  Differentialgleichung 


da;  I  dz 


>^,+(if    "l/,  +  (^)- 


integi'iren,    so   dass    die   aus   ilirer   Integralgleichung   folgende   Trans- 


formation von  z  nach  x  das  Integral 


n         dz  .  n         dx 


übergehen  lässt,  so  müssen  auch  die  diesen  beiden  bestimmten  Inte- 
gi'alen  gleichen  Werthe  einander  selbst  gleich  sein,  d.  h.  es  muss  sein 
arc  PP,  —  arc  C^V,  =  (Pi^i  —  ^^)  —  {Q,S,  —  QS).  Bei  ni  =  4 
integrirt  sich  /.  B. 

dx  _,  dz  „ 

m-t-2 
X        Z 

a  " 

alsdann  dcry  =  x^.    Bei  W(  =  B  heisst  die  Ausgangsgleichung  4a^?/^a;*, 

stellt   also    den   Fall    der  Aufgabe   von   1714  her,   ebenso   wie   m  =  4 

der    Behauptung    Johann    Bernoidü's    von    1698    (S.  465)    entspricht. 

Die  Gleichung 

dx  dz 


mittels   —  ■  —  =  1 .     Die   Ausgaugsgleichuug    ?/  =  — r— heisst 


.)    -I-  1  =  ■  .  -| — T  integi-irt.     Auch  der  Fall 
a- 1      '  a-     '    a-  ° 

m  =  3,  d.  h.  die  Ciu-ve   2i')a°'y^  =  4x"  wird   von   Fagnano   behandelt 
und  ( 1  +  -  )  (l  +  —  ]  =  3  als  Integi-al  von 


dx  dz 


iMir  y'H^ 


erkannt.  Andere  Einzelfälle  übergehen  wir  und  erörtern  auch  nicht 
genauer,  wie  die  Gleichungen,  welche  wir  Integralgleichungen  genannt 
haben,  dazu  dienen  s  aus  x,  beziehungsweise  g^  aus  a*,  zu  finden. 

Wieder  ein   Jahr   später,    1716   im    G.  L.  I.  XX YI,    erschien   das 
Teorema  da  cui  si  deduce  nnii  nnova  misura  deyli  Archi  Elittici,  Iper- 
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bolici  e   CicloidalL     Mit   Fagnano's    eigener   Bezeichnimg,   in   welcher 
7*,  1,  f,  (j  beliebige  Constanten  bedeuten  und 


~    ^^fx^^   '         ~~    Vfz^Tg 
ist,  heisst  der  Fagnano'scbe  Satz,  dass  unter  der  Voraussetzung 

F)     (fhx'0j  +  (flx^y  +  iflzj  +  {gly  =  0 
und  s  =  +  1  f^^s  Integral  von  X-{-  Z=0  im  ersten  Falle  (s ^^  1)  durch 

^^=^ ,  im  zweiten  Falle  (s  ^  —  1)  durch    "  "'^^ —  dargestellt  werde. 

Bei  s  =  1  ist 

F)    fhx^s^  +  flx^-  +  fls'-  +  gl  =  0 
und  daraus 

».2  _  —fix^  —  gi     „2  _  —flz'-—9l 

^  fhx^+fl  >  fhz--\-fl 

Mithin  ist 

hx-^l  _  —l  ,    hz--\-l  _  —l 

fx'  +  g  —  fz'-     """    ß^  +  g  —  fa,'-> 
und  daraus 

^_äxv^    ^^cizv^     d.h.  x  +  z=('^  +  '^)VEi. 
zYf  '  xyf  '  \z    '    xj  Yf 

Differentiation    von    F)    giebt    nach    Division    durch    2fxsy —  f'l    die 
Gleichung 

bezi  ehungs  weise 


Yf   \z   ^   x I      y—fi.  ]/—  fi 

— dixs).     Integra 


und  folglich  X  -{-  Z  =  — d{xs).     Integration  bringt  daher 

—  lixz 

hervor. 

Bei  s  =  —  1  ist 


^^     fhx-z''  ^  fix-  ^  flz'-  ^  Ijl 

Daraus  erhält  man 

2  __  —(jhz^  —  gl       ^2  ^  —ghx-  —  gl 

•^    ~~'     fhz-^ijli    >      "  fll.r-+<}h 

Mithin  ist 

h.x-  +  l        —hz^  -,     hz-  +  l        —hx- 

,.  .   —  = und    -^^ —  = , 

1x-  +  g  g  fz^  +  9  9      ' 

und  daraus 

„        zdxY—h        ry xäz^—h 
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X  +  Z=  ^zdx  +  x'dz)  ^  =  d  (^^V- A)  . 

Hier  bringt  die  Integration  f  X  4-  j  Z  ^  xzy—  i  j^gj^^j. 

V9 

Der  so  in  seiner  allgemeinen  Form  bewiesene  Lehrsatz  entwickelt 
seine  eigentliche  Wirksamkeit  bei  der  Anwendimg  ai;f  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel. 

Sei   (Figur  72)   die  Ellipse  AIHG  gegeben,  deren   Gleichung 

"-.  -f- j-T  =  1    sein   soll.     Ihr   Bogenelement    ist    dx\/- t^ — =-v^ 


Fig.  72. 

Fagnano    setzt,    um    die    von    ihm    gewünschte    Form    zu    erhalten, 

ar  —  h- ^ ,  ,  so  dass  das  Bogenelement  dx\/ — i—       "        ^'^-'^ 

oder  X,  sofern  l  =  2  er',  f  -- 
mittlimgsgleichung 


2a'  — 2a'rr* 


la,  ^  =  2o^  gewählt  wird.    Die  Yer- 
=  —j^ — ■  ,  J,    zwischen  z"  und  x-  heisst  alsdann 
^^  =  ""  3  i^r  ^    ^^^  gestattet,  wie  im  allgemeinen  Falle,  z  zu  finden, 
wenn   x   gegeben    ist.     Aus   a;  ^^  0    zum  Beispiel    folgt    z  ==  a,   und 

,  wird  —  —-. ,  was  auch  für  x  angenommen  werden  mag.    Sind 

i/ZTfi  2«-'  °  ° 

CD  =  X,   CE  =  z  zwei   zu  einander  gehörende  Abscissen,  so   stellt 

fX  den  EUipsenbogen  AB,    f  Z  den  EHipsenbogen  ÄF  vor,  und  der 

Fagnano'sche  Lehrsatz  spricht  aus:  arc  AB  -{■  arc  AF  =  — s^s—  +  -2^ 

wo  K  eine  Integi-ationsconstante  ist.  Zu  deren  Be.stimmung  dient, 
dass,  wie  wir  hervorgehoben  haben,  x  =  0  mit  z  =  a  zusammen 
stattfindet.  Zugleich  fällt  aber  bei  x  =  0  der  Punkt  B  auf  A  und 
bei  z  =  a  der  Punkt  F  auf  G,  d.  h.  es  ist  0  -\- nva  AG  =  0 -\-  K. 
Setzt  man  den  Werth  K  =a.rc. AG  in  die  als  Ausdruck  des  Fagnano- 
schen  Lehrsatzes  angegebene  Gleichung  ein,  so  entsteht 
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luvz 


arc  AB  -\-  arc  ÄF  —  arc  AG  =  —  t-s- , 

'  "In.-  ' 


■2  a'- 


hxz 


oder  endlich  arc  AB  — ■  arc  GF  = 

an- 

Die  Hyperbel  dient  Fagnano  als  Beispiel  des  zweiten  Falles,  in 

welcHein  -^, — ^-^  ==  -rr^  +  ipr^  H ;  =  0  ist,  und 

flix-z-        fix-     '    flz-    'gl-  > 


fx+fz^-^ 


l'j" 

nach  sich  zieht.     Sei  (Fignr  73)  ABF  die  Hy|3erbel  mit  der  Glei- 


chung   - ,  —  7^ 


1 .      Ihr    Bogenelement    ist    dx  1/        .  ,  ' — -, 


all 


Fagnano  setzt  «-  +  &'  =^  -^  ^^^^  erhält  dadurch  das 


K—n — V^'  welche 
mit    X   übereinstimmt,    sofern    J  ^  —  2«^,   f  =2a, 

g  =  —  2a^    gewählt    wird.      Das    Integral    '  "    _ — 

yg 

nimmt   also   hier    den   Werth    xz\/^   ,  =  — ^=    an, 

und  rechnet  man  die  Hjperbelbögen  von  A  an,  nimmt 
CD  =  X,  CE  =  z,  -wo  X  und  z  mittels 

^  =    ,-,    .  I — r-    d.  h.   mittels    z^  =  -r-^ — ^-^^— 
fhx'-j-gli  nx-  —  a-li 

xz^h 
zusammenhängen,    so    wird    arc  .41?  +  arc  ^4i^=  ^^^4=  +  iT.      Zur 
°  aY^a 

Ei-mittelung  der  Integrationsconstante  K  wählt  Fagnano  diesmal  zwei 


Fig.  73. 


andere  Abscissen  Cd  ■■ 


r,  Ce  =  H,  wo  u-  =  -r-r^ TT^—  und  erhalt  so 


eine  zweite   Gleichung   arc  Ah  -\-  arc  Af  =  — ==  -\-  K. 

ayia 


ht-~a-h 

Durch    Ab- 
ziehen der  zweiten   Gleichung  ron   der  ersten  fällt  K  weg,  und  es 

bleibt  arc  Ff —  arc  Bb  =  (xz  —  tu)  -~=  ■    Er  fügt  die  Bemerkung 

ay^a 

hinzu,   der  eine  der  beiden  Hyperbelbögen,  etwa  Ff,  könne  ganz  be- 
liebig angenommen  werden,  worauf  dai-  andere  bestimmt  sei. 

In  -späteren  Aufsätzen  ron  1717  G.  L.  I.  XXIX  und  1720  G.  L.  I. 
XXXni  hat  Fagnano  noch  weitere  Differentialgleichungen  mit  Quadi-at- 

wurzeln  behandelt   und  gezeigt,   dass     ,_  '        -J — ,  =  0    mittels 


a;2  -f  ..2  _f-  a,-2„^2  _  i  ^^jj(i 


yi—x* 

-^=^^  -\ — ,  =  0  mittels 

yi  -f-  X*  —  yi  +  z* 
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X-  +  --•  —  xh-  ±  2xs  1/2  =  1 
integrirt  werde,  dadurch  eine  Bahn  zu  neuen  Entdeckungen  eröffnend. 
Wir  haben  (S.  405)  von  Fagnano"s  Untersuchungen  über  die 
Lemniscate  gesprochen.  Dieselben  ziehen  sich  durch  mehrere  Ab- 
handlungen, deren  älteste  aus  dem  Jahre  1718  zu  stammen  scheint^). 
Die  gewöhnliche  Gleichung  der  Lemniscate  (x-  -j-  y^)"  =  2a^(a^  —  y-) 

kann  durch  das  Gleichungspaar   '    =  Yu  -\-  »'■',  —  =  Yii  —  ?r  ersetzt 


werden.     Dann  ist  dx-  =  ^  ^^^^^^  du;  dy  =  -  ~^^-J- 


ds-  =  dx-  +  dy-  =  ^—"zr;^)  ''"'     "1"^ 


Der  Bogen  CS  (Figiir  74) 
soll  von  C  an  gerechnet 
werden,  wo  a;  =  0  sowie 
y=0,  mithiu  auch  m  =  0 
ist.  Im  Punkte  L  ist 
x-  =  «l/2,  y  =  0, 
mithin  i(^l.  Im  Punkte  S 


du^ 


Fig.  74. 


mag  X  =  a  Ym  -{-  nr,  u  =  m  sein.     Man  hat  alsdann 

in 

rici  n      r         du 

arc  CS  =  — -  /     ,  • 

y2  J  yu(i  —  M*) 

u 
Xuu  wird  eine  neue  Veränderliche   v   mittels   v, 


-—, —    eingeführt. 
Diese  Substitution  macht,   dass   bei   u  =  0,   v  ^  1   und  bei   u  =  m. 


1  —  m       .    , 
V  =  — -,  -     Wird. 
1  -f-  m 

du  =  — 


Mau  erhält  so 

arc  CS  ■■ 


Ausserdem  wird 

■idv  , 

-TT—, — T    und     —= 

^1  +  v)  yM(i  _  itä) 

1  — »I 


Tr^~      2      \  v{\-v) 


a      {'        dv  a      /' 

y2j  ]/«(!- «-)  ~  y^J  yv 


dv 


{1-v^) 


l+m 


1  +  m 


c    r     dv  "'    C     '^^ 

YiJ  yv{i — v'}     y^J  yv{i—v^) 


')  Poggendorff  I,  715.  —  Wir  geben  unseren  Auszug  nach  Enneper, 
Elliptische  Functionen,  Note  VII,  da  uns  Fagnano's  Werke  und  ebenso  das 
G.  L.  I.  nicht  zur  Verfügung  standen,  Dass  allerdings  Enneper  sich  nicht  genau 
an  Fagnano  angeschlossen  haben  kann,  geht  aus  der  geführten  Rechnung  hervor. 
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In  den  beiden  rechts  stehenden  Integralausdrücken  kann  man  ohne 
Weiteres  den  Integrationsbuchstabeu  v  wieder  durch  ti  ersetzen.  Sie 
bedeuten  augenscheinlich  wieder  Lemniscatenbögen,  und  zwar  beginnen 
beide  bei  C,  wo  m  ^  0  war.  Der  erste  derselben  endet  bei  L,  wo, 
wie  wir  bemerkten,  u  =  1  ist,  der  zweite  etwa  in  31,  wenn  dort 
1  —  m     1      .  1  .  a 


M=— -1 — ,  beziehungsweise  x  = -—. — 1/2  —  2m  ist.    Die  gefimdene 

1  -|-  »l  '  °  1  +  OT  '  ° 

Gleichung  heisst  demnach  arc  CS  =  arc  CL  —  arc  CM  =  arc  ML. 
Zwei  Lemniscatenbögen  vou  gleicher  Länge  sind  gefunden,  deren  einer 
in  C,  der  andere  in  L  beginnt,  während  die  anderen  Endpunkte  durch 

«  =  m  und  u  =  — -, —  bestimmt  sind.    S  und  M  fallen  beide  in  einen 
1  +  m 

Punkt  T  zusammen,  wenn   m  =  ,    , — ,  d.  h.  7n  =  l/2  —  1  ist.    Dazu 
'  1  -j-  ?/i  ' 

gehört  der  Wert  x  =  aV2  — "f/2  und  der  über  diesem  Abscissenpuukt 
liegende  Lemniscatenj)uukt  T  halbii-t  den  Lemniscatenquadranten  CTL. 
Fagnano  wusste  aber  ausser  der  Halbirung  des  Lemniscaten- 
quadranten auch  dessen  Drittheilung  und  Fünftheiluug  zu  vollziehen, 
worauf  wir  nicht  näher  eingehen,  und  er  zog  die  Folgerang,  der 
Lemniscatenquadrant  lasse  sich  algebraisch  «-theilen,  wenn  n  in  einer 
der  Formen  2  .  2'",  3  .'2'",  5  .  2'"  enthalten  sei,  wo  m  eine  ganze  j^osi- 
tiye  Zahl  bezeichnet.  Dieses  ist,  ruft  er  aus,  eine  neue  und  eigen- 
thümliche  Eigenschaft  meiner  Cixrve^). 


')  Questa  i-  vna  miova  e  singolare  proprietä  ddla  mia  citrvo. 


XVIII.   Die  Zeit  von  1727—1758. 


Caittob,  Geschichte  der  Mathematik.     IH,  3.  31 


101.  Kapitel. 
Geschichte  der  Matliemafik.    Klassikerans^aheii.    Wörterhücher. 

Die  Geschichte  der  Mathematik  als  Gegenstand  wissenschaftlicher, 
Forschung  nahm  in  dem  Zeitabschnitte,  zu  dessen  Behandlung  wir 
uns  wenden,  einen  gewaltigen  Aufschwung.  Wir  begegnen  Schrift- 
stellern, deren  Absicht  auf  die  Beai-beitunsr  des  ganzen  Gebietes  ge- 
richtet  war,  wie  solchen,  welche  au  Einzeluntersuchimgen  sich  genügen 
Hessen,  und  wir  werden  von  ihnen  in  dieser  Reihenfolge  reden. 

Johann  Christoph  Heilbronner^)  (1706 — 1747  etwa),  ein 
Schlossei-ssohn  aus  Ulm,  widmete  sich  nach  der  Theologie  der  Mathe- 
matik, über  welche  er  in  Leipzig  mehrere  Jahre  lang  Vorlesungen 
hielt.  Er  bezeichnet  sich  auf  dem  Titelblatte  seiner  ersten  Schrift: 
Versuch  einer  )nnfhe»iatisehen  Higtorie.  Erster  TheU.  Darinnen  eine 
AhliumUinui  von  dem  Nutzen  der  Mathematih  üherhcuqtt,  und  die  Historie 
der  Bechenhinst  etithalten  sind  (Franckf'urt  und  Leipzig  verlegts  Samuel 
Wolder.  Buchhändler  in  Ulm  1739)  als  Theol.  et  Mathem.  Studios., 
während  er  auf  dem  Titel  der  1742  bei  Johann  Friederich  Gleditsch 
in  Leipzig  erschienenen  Historia  mathescos  univcrsae  a  mundo  condito 
ad  secuhim  p.  C.  n.  XVI  praecijniorum  mathematicorum  vitas,  dogmata, 
scripta  et  manuscrij)!»  complexa.  Accedit  reeensio  elementorum,  com- 
peiuliorum  et  operum  mathematicorum  atcßie  historia  arithmetices  ad 
nostra  tempora  nur  Jo.  Christoph.  Heilbronner  schlechtweg  und  ohne 
jeden  Zusatz  heisst.  Heilbronner  ist  bald  über-,  bald  unterschätzt 
worden.  Zur  richtigen  Würdigung  ist  eine  Vergleichung  mit  dem 
etwa  hundert  Jahre  älteren  Vossius  [Bd.  U,  S.  600)  unei-lässHch. 
Ihn  hat  Heilbronner  als  hauptsächliche  Quelle  benutzt,  allerdings 
äusserst  kritiklos  benutzt,  so  dass  der  Sinn  des  von  Vossius  Behaup- 
teten unter  Umständen  zur  Unkenntlichkeit  entstellt  ist.  Am  deut- 
lichsten zeigt  folgendes  Beispiel,  wie  wir  das  meinen.  Vossius  spricht^) 
von  der  vor  86  Jahren  durch  Vertranius  Maurus  verfassten  Lebens- 
beschreibung   des    Terentius    Varro.     Deren    Datum    kommt    dadurch 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XI,  31.^.        -)  Vossius  pag.  39. 

31* 
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ungefähr  auf  das  Jahr  1560.  Heilbronner  sagt  demnach  in  dem 
deutschen  Versuch  u.  s.  w.  ganz  richtig'),  das  Zeugnis  des  Yertranius 
Maurus  sei  noch  nicht  200  Jahre  alt.  In  der  lateinischen  Historia  u.  s.  w. 
dagegen  heisst  es:  hacc  ntm  ille  anno  86  scripserit^).  Die  86  Jahre 
des  Vossius  sind  also  ohne  Umrechnung  wiederherorestellt,  und  kein 
Leser  wird  jetzt  dem  Wortlaute  entnehmen  können,  wann  eigentlich 
die  schi-iftstellerische  Thätigkeit  des  Vertranius  Maurus  stattfand. 
Wo  Heilbronner  anderen  Gewährsmännern  als  Vossius  folgt,  ist  er 
nicht  selten  unglücklich  in  seiner  Wahl.  Vossius^)  hat  Hypsikles 
etwas  mehr  als  100  Jahre  vor  Christi  Gehurt  angesetzt,  was  der  ge- 
schichtlichen Wahrheit  entsprechen  dürfte.  Heilbronner*)  setzt  den- 
selben mit  Fabricius  auf  160  nach  Christi  Gebui-t.  Eudemus,  der 
ausdi-ücklieh  als  Schüler  des  Aristoteles  bezeichnet  ist-'),  soll  im 
4.  nachchristlichen  Jahrhunderte  gelebt  haben,  Leonardo  von  Pisa  im 
15.  Jahrhundert,  wofür  Blancanus  als  Quelle  angeführt  ist^).  Und 
dennoch  ist  neben  den  grossen  Mängeln  und  groben  Fehlem  eine 
Fülle  von  Gelehrsamkeit  in  dem  deutschen  wie  in  dem  lateinischen 
Bande  Heilbronner 's  aufgestapelt.  Es  ist  auch  an  einzelnen  Stellen 
wenigstens  versucht  den  mathematischen  Inhalt  der  genannten  Schriften 
zu  schildern,  so  z.  B.  wenn  der  Beweis  des  Pythagoräischen  Lehr- 
satzes aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  hergeleitet  wird,  welche  bei 
Ziehung  der  Senkrechten  von  der  Spitze  des  rechten  Winkels  auf 
die  Hypotenuse  entstehen'),  wenn  die  Arithnicfica  hifiiütonmi  von 
John  Wallis  als  die  Darstellung  einer  neuen  Methode  die  Quadi-atur 
von  Curven  und  schwierigere  Aufgaben  der  Mathematik  zu  unter- 
suchen bezeichnet  wird,  wenn  hinzugesetzt  ist,  sie  laufe  darauf  hinaus, 
dass  die  Summe  der  natürhcheu  Zahleni-eihe,  dann  die  Summe  der 
Quadi-atzahlen,  der  Kubikzahlen  u.  s.  f.  erforscht  werde*).  Heübronner 
hat  ferner  das  Verdienst,  auf  mathematische  Handschriften  aufmerksam 
gemacht  zu  haben.  Bernhard  von  Montfaucon  gab  1739  seine 
Bibliothrcd  hihJiothecanini  heraus,  ein  grossartig  angelegtes  Hand- 
schriftenverzeichniss.  Heilbronner  hat  es  durchgearbeitet  und  was 
mathematischen  Inhaltes  schien,  seinem  lateinischen  Geschichtswerke 
einverleibt.  Die  Angaben  sind  nichts  weniger  als  stets  zutreffend  oder 
gar  vollständig,  wie  man  heute  weiss,  aber  brauchbar  sind  sie  immer 
noch,  wie  Heilbrunners  ganze  Historia  mathcseos  es  ist,  wenn  man 
nur  bei    der   Benutzung   die   uöthige   Vorsicht  walten    lässt  und   ins- 


')  Heilbronner,     Versuch    S.    115     am    Schlüsse    der    Anmeikung    nn. 
^  Heilbronner,  Historia  pag.  291,  Anmerkung  m.  *)  Vossius  pag.  328, 

§7.        *)  Heilbronner,  Historia  pag.  342.         ')  Ebenda  pag.  370:   Eudemus 
Shodius,  Aristotelis  diseipuhis.         °)  Ebenda  pag.  497.  ')  Ebenda  pag.  108, 

Anmerkung  kk.         *)  Ebenda  pag.  C99,  §  91,  Nr.  5. 
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besondere  stets  auf  die  ersten  Quellen  zurückgeht,  eine  Vorschrift, 
welche  mau  eigentlich  bei  geschichtlichen  Untersuchungen  nicht  nöthig 
haben  sollte  besonders  einzuschärfen. 

Johann  Friedrich  Weidler^)  (1691  oder  1692—1755)  gehörte 
mit  seiner  Thätiorkeit  der  Universität  AVittenberg  an.  Wir  finden  ihn 
dort  1712  als  Assessor  der  philosophischen  Facultät,  1719  als  ordent- 
lichen Professor  der  höheren  Mathematik,  beziehungsweise  der  Stern- 
kunde, 1733  (nachdem  er  1727  zu  Basel  die  juristische  Doctorwürde 
erworben  hatte)  als  ausserordentliches  Mitglied  der  juristischen 
Facultät,  1746  als  ordentlichen  Professor  der  Rechte,  ohne  dass  jedoch 
anscheinend  die  Verpflichtung  juristische  Vorlesungen  zu  halten  von 
ihm  gefordert  oder  erfüllt  worden  wäre.  Sein  geschichtliches  Haupt- 
werk ist  die  HIstoria  cn^tronomiae  sive  de  oiiu  et  progrcssu  a^froiiomiae 
von  1741,  welcher  er  1755  noch  eine  jBihliograpliia  astronomica  etc. 
Accedunt  historiae  astro)i07niae  supplemenia  nachfolgen  Hess.  So  wenig 
wir  die  Astronomie  in  den  Kreis  unserer  Berichterstattung  eingezogen 
haben,  so  wenig  gehört  deren  Geschichte  in  das  Bereich  dieses  Werkes, 
und  wir  nannten  Weidler's  Buch  nur  gelegentlich,  weil  wir  nachher 
eine  Sonderuntersuchung  des  gleichen  Verfassers  zu  erwähnen  haben, 
der  uns  alsdann  keine  unbekannte  Persönlichkeit  mehr  ist. 

Wir  haben  ( S.  26")  für  Christian  von  Wolfs  Elementa  mafJie- 
seos  universae  auf  den  XVIII.  Abschnitt  verwiesen.  Wenn  wir  in 
diesem  Kapitel  die  gegebene  Zusage  noch  nicht  vollständig  erfüllen, 
berichten  wir  doch  über  den  fünften,  letzten  Band  des  grossen  Hand- 
buchs. Er  ist  1741  in  erster,  1752  in  zweiter  Auflage  erschienen-) 
und  bezeichnet  seinen  Inhalt  auf  dem  Titelblatte  als  Tomus  qiiintus, 
qui  commentationcm  de  praecipuis  scriptis  mathematicis,  commentationem 
de  studio  mathematico  rede  insfituendo  . . .  continent.  Dessen  zweiter, 
grösserer  Abschnitt^)  ist  eine  Gesammtübei-sicht  aller  Theile  der 
reinen  Mathematik,  wie  sie  nacheinander  erlernt  werden  sollen.  Wolf 
greift  dabei  vielfach  auf  Dinge  der  formalen  Logik  über  und  beruft 
sich  nicht  selten  auf  sein  Wörterbuch,  von  dem  weiter  oben  (S.  260) 
die  Rede  war.  Der  erste  Abschnitt^)  ist  eine  Zusammenstellung  der 
Literatur  der  reinen  wie  der  angewandten  Mathematik  und  besitzt 
insofern  auch  heut«  noch  eine  gewisse  geschichtliche  Bedeutung,  als 
man  entnehmen  kaim,  welche  Werke  Wolf  empfehlenswerth  erschienen. 
Ausser  dieser  allgemeinen  Bemerkung  möchten  wir  noch  auf  zwei 
Stellen  besonders  hinweisen. 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XLI,  453 — 455.  Artikel  von  S.  Günther 
*)  Uns  liegt  diese  zweite  Auflage  vor,  und  auf  sie  beziehen  sich  unsere  An- 
führungen. ')  Wolf,  Elementa  math.  V,  129—408.  *)  Ebenda  V,  1—128. 
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Das  melirgenanute  Wolf'sche  Wörterbuch  war  vergrifi'en.  Der 
Verleger  bat  Wolf^)  eine  neue  Auflage  nach  seinem,  des  Verlegers, 
Sinne,  of/  mcnfem  ipshts,  zu  bearbeiten  oder  zu  gestatten,  dass  der 
Titel  wenigstens  unverändert  Wolfs  Namen  zeige,  während  die  Um- 
arbeitung durch  einen  Anderen  vollzogen  wüi-de.  Wolf  nennt  die 
Zumuthuug  abgeschmackt,  iusulsnm  petitum,  imd  konnte  \md  wollte 
sich  nicht  darauf  einlassen,  weil  seine  Feder  nicht  käuflich  sei.  Der 
Verleger  veranstaltete  nichtsdestoweniger  1732  eine  neue  Auflage-), 
mit  welcher  in  Verbindung  gebracht  zu  werden  Wolf  sich  öffentlich 
verwahrt. 

Wir  wissen  aus  dem  95.  Kapitel,  dass  Wolf  in  dem  Prioritäts- 
streite zwischen  Newton  und  Leibuiz  auf  des  Letzteren  Seite  stand 
und  ihm  manche  Dienste  leistete.  In  dem  geschichtlichen  Abschnitte, 
von  dem  wir  reden,  erzählt  Wolf  jenen  Streit^).  Er  begnügt  sich 
damit,  die  nackten  Thatsachen  zu  erwähnen,  d.  h.  zu  sagen  in  dem 
und  dem  Jahre  habe  in  der  und  der  Zeitschrift  der  und  der  Aufsatz 
gestanden  oder  sei  der  und  der  Brief  geschrieben  worden.  Er  teilt 
mit,  dass  er  dem  damals  in  Wien  befindlichen  Leibniz  das  Erscheinen 
des  Commercium  epistolicum  angezeigt  und  ihn  gefragt  habe,  ob  er 
eine  Besprechung  in  den  A.  E.  wünsche.  Zuletzt  sagt  Wolf:  „Dieser 
Streit,  wer  Erfinder  der  Differentialrechnung  sei,  ist  nachher  mit 
grosser  Erregung  der  Gemüther  insbesondere  zwischen  Keill  und 
Johann  BernouUi  geführt  worden,  worüber  in  erster  Linie  die  Leip- 
ziger A.  E.  nachzulesen  sind.  Unsere  Aufgabe  ist  es  nicht,  den  Streit 
zum  Abschlüsse  zu  bringen,  da  hier  nicht  Raum  für  eine  Erörterung 
ist,  ohne  welche  ein  Abschluss  nicht  möglich,  und  wir  uns  eine  solche 
auch  nicht  vorgenommen  haben.  Zudem  ist  es  unnöthig,  aus  der 
erwähnten  Zeitschrift  abzuschreiben,  was  dort  gelesen  werden  kann. 
Wir  selbst  verehren  die  Verdienste  Newton's,  wir  verehren  die  Ver- 
dienste Leibnizens,  Bernoulli's  und  Anderer.  Wir  halten  es  für  billig, 
dass  Jedem  das  Seine  zugewiesen  werde,  und  dass  grosse  Talente 
durch  den  Ruhm,  der  die  Kraft  zu  glänzenden  Leistungen  verleitet, 
angespornt  werden.  Wir  sind  bereit,  die  Verdienste  Anderer  zu  er- 
heben, aber  wir  erachten  es  als  einen  Verstoss  gegen  die  Grund- 
gesetze  der   Moral,   über   das   Lob   in  Streit  zu  gerathen,   und  kein 


')  Wolf,  Elementa  math.  "V,  10,  §  21.  ^)  Die  Heidelberger  Universitäts- 
bibliothek besitzt  ein  Exemplar  der  II,  Auflage  des  Wörterbuchs  in  altem  Ein- 
bände, auf  dessen  Rücken  der  Titel  Johann  Hübner  Lexicon  matheniaticum  ge- 
druckt ist.  Wir  haben  nicht  ermitteln  können,  ob  der  dem  Verleger  willfährige 
neue  Herausgeber  wirklich  Johann  Hübner  hiess.  Sein  Name  kommt  weder 
auf  dem  Titelblatte  noch  in  einer  Vorrede  vor.  Wolfs  Name  ebensowenig. 
")  Wolf,  Elemcnta  math.  V,  51—53,  §§  34,  35,  36. 
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Beispiel  wird  uns  veranlassen,  einen  Stein  zu  solchem  Streite  bei- 
zutragen." 

Ein  hierher  gehörendes  Werk  aus  dem  Jahre  1750  ist  die 
Historica  et  dogmatica  ad  Mathesin  infroductio  qua  succinda  matJieseos 
histi>ria  ciiin  crtcris  rjusdrm  j^i'necoffnifis.  iicc  iioii  si/sfoiiatis  matliemniici 
dcliiicatio  co)itiiie)ifiiy  von  Frobesius').  Ihr  Verfasser,  mit  deutschem 
Namen  Johan  Nikolaus  Frohes  (1701 — 1756),  studierte  in  Helm- 
städt,  dann  als  enger  Schüler  Wolfs  in  Halle  und  Marburg.  Seit 
1726  las  er  in  Helmstiidt  über  Wolf 'sehe  Philosophie  zuerst  als 
Privatdocent,  später  als  Professor.  Im  Jahre  1741  wurde  er  über- 
dies zum  Professor  der  Physik  und  Mathematik  ernannt,  und  uun 
lehrte  er  alle  diese  Fächer  durch  10  Jahre,  bis  er  1751  die  philo- 
sophischen Vorlesungen  abgab.  Das  erwähnte  historisch -mathe- 
matische Werk  verleugnet  die  Abhängigkeit  seines  Urhebers  von 
Wolf  keineswegs.  Auch  Frobesius  hat  zwei  grosse  Abschnitte  unter- 
schieden,  dei-en  zweiter  die  Umrisse  der  gesammten  Mathematik  zeichnet, 
während  der  erste  nach  einer  Schilderung  der  Natur  und  des  Wesens 
der  Mathematik,  also  nach  einer  philosophischen  Einleitung,  sich  in 
den  §§  X — XX  auf  pag.  62 — 136  der  Geschichte  zuwendet-).  Nach 
einer  Auseinandersetzung  des  Nutzens  der  Geschichte  folgt  §  XI  eine 
Literatur  der  Biographien  der  Mathematiker,  §  XTT  Literatur  der 
mathematischen  Bibliographien,  §  XIII  Literatur  der  Geschichte 
der  Mathematik,  alle  drei  recht  brauchbar,  wenn  auch  nicht  ganz 
vollständig.  Von  §  XIV  an  folgt  die  Geschichte  selbst,  welche  Fro- 
besius in  fünf  Perioden  theilt:  1)  barbarica  sive  Orientalis  (Inder, 
Chinesen,  Chaldäer,  Phönizier,  Aegypter).  2)  graecanica  vel  graeca, 
von  Thaies  bis  zur  Stiftung  der  Alexandrinischen  Schule.  3)  Alexan- 
drino-romana  bis  zum  siebenten  christlichen  Jahrhundert.  4)  arabica. 
5)  occidentaUs.  Eigene  Forschungen  sucht  man  auch  hier  vergebens, 
indess  giebt  der  Verfasser  genau  seine  Quellen  und  Gewährsmänner 
an.  Die  Geschichte  selbst  ist  eine  ziemlich  compendiarische  Auf- 
zählung der  einzelnen  Mathematiker  und  ihrer  Erfindungen.  Die 
Bearbeitung  der  4.  Periode  ist  ein  blosses  numerirtes  Namenverzeich- 
niss,  die  5.  Periode  fehlt  ganz. 

Johann  Friedrich  Stockhausen^)  (1718 — 1776)  war  Prediger 
in  Kirdorf  in  Oberhessen  und  verfasste  verschiedene  theologische 
Schriften.  Mit  mathematischen  Studien  hat  er  sich  daneben  aus 
Liebhaberei  beschäftigt  und   Geschichtliches  über  diese  Wissenschaft 


•)  Allgemeine  deutsche   Biographie   VIÜ,  1-29 — 130.  *)  Wir  berichten 

von  hier  an  wörtlich  nach  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen  §  17,  da 
wir  selbst  das  Werk  von  Frobesius  nie  gesehen  haben,  ')  Allgemeine  deutsche 
Biographie  XXXVI,  292—293. 


480  101.  Kapitel. 

gesammelt  und  1752  in  Berlin  bei  den  bekannten  Verlegern  Hau  de 
und  Spener  herausgegeben.  Der  Titel  lautet:  Historisclic  Aiifhiigs- 
grümle  der  Maihemutil;,  icoriiinen  der  Ursprung.  Wadisthum.  mancherley 
Veränderung  tind  heutiger  Zustaml  sowohl  der  Mathematik  überhaupt, 
als  auch  aller  und  jeder  Theile  derselben  insonderheit  mit  Begfügung 
eines  ^Registers  der  vornehmsten  Sachen  und  Scribeiiten  gezeiget  nird. 
Das  Bücbelcben  hat  dadurch  ein  gewisses  Interesse,  dass  in  ihm  von 
Berühmtheiten  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  die  Rede  ist,  die  heute 
kein  Mensch  mehr  kennt,  während  wirklich  hervorragende  Mathe- 
matiker nur  ganz  obenhin  genannt  sind.  Eine  gelungene  Verwechs- 
lung^) ist  die  des  John  Newton,  des  Verfassers  der  1658  gedruckten 
Trigonomefria  Brituiinifo  (Bd.  11  S.  682),  mit  Isaac  Newton.  Da  des 
Letzteren  Geburtsjahr  1642  ausdrücklich  angegeben  ist,  so  meinte 
Stockhauseu  offenbar,  Newton  habe  jene  Trigonometrie  mit  16  Jahren 
veröffentlicht. 

Jean  Etienne  Montucla-)  (1725 — 1799)  wurde  als  Sohn  eines 
Kaufmanns  in  Lyon  geboren.  In  dem  dortigen  Jesuitencollegium 
erhielt  er  einen  ausgezeichneten  Unterricht  und  erwarb  sich  ebenso- 
wohl reiche  Sprachkenntnisse  als  er  tief  in  die  Mathematik  eindrang, 
beides  gleich  unentbehrlich  für  das,  was  später  seine  Lebensaufgabe 
sein  sollte.  Zunächst  studierte  er  zwar  in  Toulouse  Rechtsgelehrsam- 
keit, dann  aber  ging  er  nach  Paris,  um  seine  allgemeinen  Bildungs- 
bedürfnisse zu  befriedigen.  Das  Haus  des  Buchhändlers  Jombert 
bildete  dort  einen  Vereinigungspunkt  für  zahlreiche  Schriftsteller, 
namentlich  für  Mathematiker,  deren  Schriften  einen  Verlagsartikel 
ihres  Wirthes  bildeten.  Dort  verkehrte  auch  Montucla,  dort  lernte 
er  D'Alembert,  dort  De  Gua  de  Malves,  den  Architekten  Jacques 
Fran^ois  Blondel")  (1705 — 1774),  den  Ästronomen  Joseph  Je- 
röme  le  Fran^ois  de  Lalande*)  (1732 — 1807),  welcher  gleichfalls 
ein  Zögling  des  Lyouer  Jesuitencollegiums  gewesen  war,  Guillaume 
Le  Blond  =)  (1704 — 1781),  den  Mathematiklehrer  der  königlichen 
Pagen,  später  der  königlichen  Prinzen  kennen,  und  er  befreundete 
sich  mehr  und  mehr  mit  dem  Gedanken,  das  Werden  der  so  ver- 
schiedenartigen wissenschaftlichen  Richtungen,  die  er  bei  den  Männern 
seines  täglichen  Verkehrs  vorfand,  zu  ergründen  und  es  darzustellen. 
Eine  Sondenintersuchung,  auf  welche  wir  zurückkommen  werden, 
bahnte    1754    den  Weg   vmd   lenkte    die  Aufmerksamkeit   auf   deren 


•)  Stockhausen  1.  c.  S.  14U.  -)  Montucla  IV,  ü(j2— 672  (Sur  Ja  vie 

et  les  ouvrages  de  Montucla,  extrait  de  Ja  JVotice  historique  lue  par  Auguste  Sa- 
vinien  Le  Blond  ä  la  Societe  de  Versailles  le  15  Janvier  ISOO  avec  des  additions 
par  Jeröme  Be  Lalnnde).  ')  Poggendorff  I,  213.  ')  Ebenda  I,  1349—1351. 
')  Ebenda  I,  1398— 13'J'J. 
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Verfasser.  Dsinn  erschien  1758  die  Hisfoire  des  Matlic»iati(p<cs  in 
2  Bänden  und  brachte  ihm  neuen  Kuhm  und  Beförderung.  Montucla 
begleitete  17154  Turgot  als  königlicher  Astronom  nach  Cayenne,  wurde 
1766  Oberaufseher  der  königlichen  Gebäude  in  Paris,  zog  sich  1792 
nach  Versailles  zurück.  Jetzt  drang  De  Lalande  in  ihn,  eine  neue 
Auflage  des  ^rossen  Geschichtswerkes  zu  veranstalten  und  es  bis  auf 
die  Gegenwart  fortzuführen.  Der  schon  67jälirige  Montucla  Hess  sich 
bewegen.  Am  7.  August  1790  erschienen  die  beiden  ersten  Bände 
der  neuen  Auflage,  aber  am  IS.  December  des  gleichen  Jahres  starb 
Montucla,  ohne  die  Fortsetzung  druckfertig  haben  machen  zu  können. 
Dieser  Aufgabe  unterzog  sich  De  Lalande,  und  der  Abstand  des 
o.  und  4.  Bandes  von  dem  1.  und  2.  ist  ein  Zeugniss  für  die  Vor- 
trefflichkeit von  Montucla's  eigener  Arbeit.  Sein  Nekrolog,  welchem 
wir  die  lebensgeschichtlichen  Angaben  entnehmen,  rührt  von  Auguste 
Savinien  Le  Blond^)  (1760 — 1811)  her,  einem  Grossneffen  von 
Guillaume  Le  Blond.  Wir  entnehmen  ihm  auch,  dass  Montucla  Mit- 
glied der  Akademien  von  Paris  und  Berlin  war.  Wir  haben  den 
hohen  W^erth  der  Geschichte  der  Mathematik  aus  Montucla's  Feder 
nicht  bloss  hier  durch  den  Vergleich  mit  De  Lalande's  Fortsetzung, 
sondern  an  den  verschiedensten  Stellen  unseres  eigenen  Werkes,  wo 
immer  wir  Montucla  benutzen  konnten,  theils  ausdrücklich,  theils  da- 
durch anerkannt,  dass  wir  ihm  folgten.  Allerdings  stand  uns  überall 
nur  die  zweite  Auflage  zu  Gebot,  welche  gegen  die  erste  wesentlich 
verbessert  und  fast  um  die  Hälfte  vermehrt  sein  soll,  die  zweite 
Auflage,  welche  durch  das  Jahr  ihres  Erscheinens  erheblich  jenseits 
der  Grenze  dieses  Abschnittes  liegt.  Aber  wenn  uns  die  erste  Auf- 
lage auch  nicht  bekannt  ist,  die  Möglichkeit,  dass  sie  sich  zu  der 
mit  Recht  weit  und  breit  berühmten  zweiten  Auflage  auswachsen 
konnte,  schliesst  ihr  Lob  in  sich.  Zweifellos  ist  Montucla  in  zahl- 
reichen Einzelheiten  heute  überholt,  allein  man  darf  nicht  vergessen, 
dass  es  dazu  eines  vollen  Jahrhunderts  und  der  Anstrengung  zahl- 
reicher Forscher  bedurfte,  welche  Neues  entdeckten.  Neues  heraus- 
gaben und  dadurch  Folgerungen  ermöglichten,  welche  Montucla  nie- 
mals hätte  ziehen  können,  weil  ihm  die  Vordersätze  fehlten.  Was 
Montucla  geleistet  hat,  sein  Eindringen  in  den  Geist  der  zahllosen 
von  ihm  gelesenen  Schriftsteller,  sein  Zusammenfassen  der  Haupt- 
gedanken der  Werke,  über  welche  er  berichtet,  sein  besonnenes  Ur- 
theil  über  zahlreiche  Streitfragen,  an  welchen  er  niemals  scheu 
vorüberschleicht,  erheben  ihn  so  hoch  über  alle  seine  Vorgänger, 
dass  seine  Nachfolger  sich  glücklich  schätzen  können,   wenn  nur  ein 


')  Poggendorff  I,  1.399. 
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halb  so  grosser  Fortschritt  von  Moutucla  zu  ihnen  zugestanden  wird, 
als  er  etwa  von  Vossius  zu  Montucla  vorhanden  war.  Man  darf  dabei 
nicht  aus  den  Augen  verlieren,  dass  Montucla  sich  seine  Aufgabe 
zum  Schaden  seines  Werkes  dadurch  ungeheuer  erschwert  hat,  dass 
er  die  ganze  angewandte  Mathematik  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen 
mit  hineinzog.  Es  war,  wie  mit  vollem  Rechte  gesagt  worden  ist^), 
in  der  That  zu  viel  für  einen  Mann,  eine  ganz  neue  Bahn  betretend, 
eine  aus  den  unmittelbaren  Quellen  geschöpfte  Geschichte  der  Geometrie, 
Arithmetik,  Algebra,  Mechanik,  Astronomie,  Optik,  Schiffahrtskunde, 
Geographie,  Chronologie,  Gnomonik,  Diiferential-  und  Integrah-echnung 
zu  schreiben.  Dieses  Streben  nach  extensiver  Vollendung  musste  die 
innere  ersticken. 

Nächst  den  Schriftstellern,  welche  der  Geschichte  der  Mathematik 
im  Allgemeinen  sich  befleissigten,  nennen  wir  solche,  welche  Einzel- 
untersuchungen veröffentlichten,  die  selbst  wieder  nach  zwei  Richtungen 
auseinandergehen,  indem  entweder  die  Mathematik  an  besonderen 
Orten  oder  einzelne  Gebiete  der  Mathematik  in  Frage  kommen. 

Johann  Gabriel  Doppelmayr")  (1671 — 1750)  war  der  Sohn 
eines  Nürnberger  Kaufmanns,  der  sich  aus  Liebhaberei  mit  Physik 
beschäftigte  und  in  Nürnberg  die  erste  aufrecht  stehende  Luftpumpe 
in  Gestalt  einer  Blumenvase  angefertigt  haben  soll.  Der  Sohn  erbte 
die  Neigungen  seines  Vaters,  zu  denen  sich  Freude  an  der  Mathematik 
gesellte,  und  das  Studium  zu  Altdorf  als  Schüler  von  Johann 
Christoph  Sturm  (S.  10)  befestigte  ihn  in  seinem  Vorhaben,  sich 
von  der  Rechtsgelehrsamkeit,  welcher  er  eigentlich  sich  widmen  sollte, 
abzuwenden.  Er  kehrte  ihr  1700  vollständig  den  Rücken,  machte 
zwei  Jahre  lang  Reisen  durch  Deutschland,  Holland,  England  und 
erhielt  nach  weiteren  zwei  Jahren  1704  die  Professur  der  Mathematik 
am  Egidischen  Gymnasium  zu  Nürnberg.  Diese  Stellung  behielt 
Doppelmayr  bis  zu  seinem  Tode,  den  ihm  vielleicht  ein  physikalisches 
Experiment  brachte.  Nach  Versuchen  mit  einer  Leydner  Flasche, 
vermuthlich  infolge  derselben,  befiel  Doppelmayr  eine  rechtsseitige 
Lähmung,  welche  mit  seinem  Tode  endigte.  Von  seinen  zahlreichen 
Schriften  hat  die  Jlistorisclie  Xaclirklif  von  den  nHrnhergisclien  Mathe- 
matids  und  Künstlern.  Nürnberg  1730,  bleibenden  Werth.  Die  Sprache, 
ein  Gemenge  von  Deutsch  und  Latein,  ist  zwar  im  höchsten  Grade 
unerquicklich,  auch  die  LTebermenge  von  Berufungen  erleichtert  das 
Lesen  des  Werkes  keineswegs;  dafür  ist  es  aber  im  höchsten  Grade 
zuverlässig   und    geeignet,  sowohl  auf  anderweitige    Quellenschriften 


')  Nesselmann,    Die    Algebra    der    Griechen    S.    19.  *)   Allgemeine 

deutsche  Biographie  V,  344 — 345. 
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für  die  Geschichte  der  Mathematik  hinzuweisen,  als  auch  dieselben  zu 
ersetzen. 

Wolfgang  Ludwig  Graefenhahn^)  (1718 — 17G7)  veröffent- 
lichte als  Subrector  des  Gymnasiums  zu  Bayreuth  1744  uud  1745 
Schulsehriften  über  die  hervorragende  Bedeutung  deutscher  Gelehrten 
in  der  Mathematik  und  der  Optik,  und  Frobesius  (S.  479)  wid- 
mete 1751 — 1755  mehrere  Abhandlungen  den  Helmstädter  Mathe- 
matikern. Hierher  gehört  auch  die  Erwähnung  des  Grafen  Maruli 
Giovanni  Maria  Mazzuchelli')  (1707  —  1765)  aus  Brescia,  der 
1737  Geschichtliches  und  Kiitisches  über  Archimed  veröffentlicht«, 
später  eine  allgemeine  italienische  Schriftstellerbiographie  herauszu- 
gehen beabsichtigte,  aber  mit  sechs  in  den  Jahren  1753 — 1763  ge- 
druckten Bänden  nicht  über  den  Buchstaben  B  hinauskam. 

Gabriel  Gramer')  (1704 — 1752)  gehörte  einer  ursprünglich 
holsteinischen  Familie  an,  welche  nach  Strassburg  übergesiedelt  war, 
von  wo  aus  in  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  ein  weiterer  Umzug 
nach  Genf  erfolgte.  Zwei  Gramer,  Yater  und  Sohn,  waren  beliebte 
Genfer  Aerzte,  und  auch  der  zweite  Sohn  des  Letzteren,  Gabriel, 
wurde  einer  Gelehrtenlaufbahn  zugeführt.  Er  studirte  an  der  grade 
damals  an  vorzüglichen  Lehrkräften  reichen  L'niversität  Genf.  Der 
Lihalt  seiner  Studien  kann  aus  dem  Titel  der  1722  von  ihm  ver- 
theidifften  Abhandlunsr  über  den  Schall  entnommen  werden.  Schon 
1724  wurde  Gramer  mit  einer  abwechselnd  durch  ihn  und  einen 
Studienfreund  zu  versehenden  Professur  der  Mathematik  beti-aut.  Ln 
Mai  1727  erhielt  er  einen  zweijährigen  Urlaub,  den  er  zu  Reisen 
benutzte.  Er  verweilte  zunächst  fünf  Monate  in  Basel  in  nahem 
Verkehre  mit  Johann  Bernoulli.  Von  da  aus  begab  er  sich  nach 
England,  nach  Holland,  im  December  1728  nach  Paris,  wo  er  bis 
zu  seiner  Heimkehr  verblieb.  Sein  Hauptwerk  über  Curven  von  1750 
wird  uns  im  106.  wie  im  116.  Kapitel  ausführlich  beschäftigen.  Es 
ist  bei  rasch  sinkender  Gesundheit  vollendet  worden.  Ein  schwerer 
Fall  mit  einem  Wagen  trug  dazu  bei,  den  Zustand  zu  verschlimmern. 
Ende  1751  suchte  Cramer  Besserung  auf  einer  Reise  ins  südliche 
Franki'eich,  aber  schon  am  4.  Januar  1752  endete  sein  Leben  in 
Bagnols,  einem  kleinen  Orte  bei  Nismes.  Dass  wir  ihn  hier  als  einen 
Vertreter  geschichtlicher  Forschung  über  localisirte  Mathematik  zu 
nennen  haben,  beniht  auf  einer  Veröffentlichung  Cramers  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1748.  Es  ist  eine  Unter- 
suchung*)   über   Hippokrates    von    Chios,    in    welcher    der  Nachweis 

')  Poggendorff  I,  934.  'i  Ebenda  n,  97—98.  ')  Rud.  Wolf,  Bio- 
graphien zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  III,  203 — 226.  *)  Histoire  de 
l'Academie  de  Berlin.    Änne'e  1748.    pag.  482—498. 
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geführt  wird,  dass  wirklich  Hippokrates  und  nicht,  wie  gelehrte  Philo- 
logen damals  meinten,  Oiuopides  die  Quadratur  der  Mondchen  erfand, 
womit  alsdann  eine  mathematische  Erörterung  der  Frage  sich  ver- 
band, über  welcherlei  Kreissehnen  quadrierbare  Mondchen  herzu- 
stellen seien. 

Zu  geschichtlichen  Untersuchungen  über  einzelne  mathematische 
Gegenstände  uns  wendend  haben  wir  zuerst  einer  (S.  477)  ankündigungs- 
weise erwähnten  Abhandlung  Weidler's  von  1727  zu  gedenken.  Sie 
führt  den  Titel:  De  charaderibus  numeronim  viilfiaribus  et  eorum 
acfatibus  vefenim  monimentamm  ftde  illustratis  Dissertatio  mathematka 
et  critka.  Wallis  hatte  bereits  im  4.  Kapitel  seiner  Algebra  erwähnt, 
es  gebe  alte  Ausgaben  von  Boethius,  von  Beda  und  Anderen,  in 
welchen  Zalilzeichen  vorkommen,  welche  mit  den  sogenannten  ara- 
bischen Zahlzeichen  übereinstimmen,  aber  es  sei  nicht  glaublich,  dass 
dieselben  älteren  Handschriften  entstammen.  Weidler  wurde  in  Alt- 
dorf mit  der  Handschrift  der  Geometrie  des  Boethius  bekannt,  welche 
später  nach  Erlangen  kam,  und  welche  in  den  neuesten  Ausgaben  der 
mathematischen  Schriften  des  Boethius  als  die  Handschrift  e  be- 
zeichnet wird.  Man  nimmt  gegenwärtig  allgemein  an,  sie  stamme 
aus  dem  11.  oder  12.  Jahrhunderte.  Weidler  hielt  sie  für  wesentlich 
älter ■'j,  und  auf  diese  Ansicht  sich  stützend  sprach  er  zuerst  und 
bestimmt  die  seitdem  oftmals  wiederholte,  oftmals  bekämpfte  Be- 
hauptung aus,  die  sogenannten  Apices  des  Mittelalters  seien  nicht 
von  Gerbert  und  seinen  Schülern  eingeführt  worden,  sondern  sie  seien 
bereits  im  6.  Jahrhunderte  etwa  den  Römern  bekannt  gewesen. 
Gegen  die  Meinung  von  altem  jenseits  des  Jahres  1200  hinaufreichen- 
dem Gebrauche  von  Zahlzeichen  mit  Stellungswerth  sind  verschiedene 
Abhandlungen  von  John  Ward  in  den  P.  T.  von  1735  bis  1748 
gerichtet").  Mit  dem  von  Weidler  und  Ward  behandelten  Gegen- 
stande wird  sich  wohl  auch  Gabriel  Gramer's  Abhandlung:  A  qui 
est  (lue  l'invenfion  des  cliiffres  arabes  beschäftigt  haben,  welche  1739 
in  Genf  erschien,  uns  aber  nur  durch  eine  Erwähnung'')  bekannt  ist. 

Nicht  besser  kennen  wir  eine  andere  Schrift  aus  dem  gleichen 
Jahre  1739:  Entwurf  einer  Historie  der  Reche)d-iiiist*)  von  Johann 
Gottfried  Büchner^)  (1695 — 1749),  Archivrath  in  Greiz  und  Schrift- 
steller auf  verschiedenen  naturwissenschaftlichen  Gebieten. 


')  Weidler,  De  chctracteribus  numerorum  pag.  20:  Occurrunt  in  codice pcr- 
vetusto,  cujus  literarum  flgtirae  monstrant,  quod  seculo  minimum  octavo  vcl  nono 
scriptus  Sit.  -)  P.  T.  1735  pag.  120  und  136;  1744  pag.  79;  1745  pag.  283; 

174S  pag.  603.  ')  Poggendorff  I,  493.  *)  Nesselmann,  Die  Algebra 

der   Griechen   S.  15.     Nach  Stockhausen,  Historische   Anfangsgründe  u.  s.  w. 
S.  114 — 115  wäre  das  Buch  schon  1719  erschienen.         ^)  Poggendorff  I,  333. 
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Im  Vorübergehen  uennen  wir  die  1741  von  De  Gnu  de  Malves 
veröftentliehteii  im  Grossen  und  Ganzen  recht  zuverlässigen  Unter 
suchungen  zur  Geschichte  der  Algebra.  Sie  bilden  die  Einleitungen 
zu  eigenen  Arbeiten  über  die  Gleicliungslehre,  über  welche  wir  im 
lOö.  Kapitel  berichten  werden. 

Georg  Wolfgang  Krafft*)  (1701  — 1754)  aus  Tuttlingen,  wurde, 
nachdem  er  durch  verschiedene  Klosterschulen  seiner  Heimath  hin- 
durchjregansen  und  in  Tübiuijen  Magister  geworden  war,  durch  Ver- 
mittlung  des  ffleichfalls  «ins  Württemberg  stammenden  und  von  1725 
bis  17ril  als  Akademiker  in  Petersburg  ansässigen  Georg  Bernhard 
Bilfinger-)  (lOHB — 1750)  gleichfalls  in  die  russische  Kaiserstadt 
gezogen.  Er  folgte  dem  Rufe  an  das  dortige  Gymnasium,  wurde 
1730  Mitglied  der  Akademie,  ging  aber  1744  als  Professor  der  Physik 
und  der  Mathematik  nach  Tübingen  zurück.  Dort  verfasste  er 
In.ititutiones  (jeomefriae  siiUimioris,  deren  erster  und  einziger  Band 
1753  kurz  vor  Kraift's  Tode  erschien.  Kraö't  hatte  ja  offenbar  mehi- 
die  Curvenlehre  selbst  als  ihre  Geschichte  sich  zum  Gegenstände  er 
wählt,  aber,  ihm  vielleicht  unbewusst,  verschob  sich  das  Hauptgewicht 
in  seiner  Behandlung  und,  mag  das  Buch  für  heutige  Leser  sonst 
wenig  Erfreuliches  bieten,  die  zahlreichen  geschichtlichen  Angaben 
bis  auf  die  Zeit  unmittelbar  vor  Krafft  sind  daukenswerth. 

Alexandre  Saverien^)  (1720 — 1805),  Ingenieur  bei  der  Marine, 
später  Litei'at  zu  Paris,  veröffentlichte  1753  eine  Histoire  critique  des 
infhii)iiriits  ptfUs.  Wir  haben  das  Buch  nie  gesehen,  noch  irgend  eine 
Beurtheiluug  desselben  kennen  gelernt.  Der  geringe  Werth  von  jen- 
seits der  Zeitgrenze  unseres  Bandes  erschienenen  Schriften  Saverien's 
machen  uns  indessen  im  höchsten  Grade  misstrauisch. 

Einen  durchaus  befriedigenden  Eindruck  macht  die  letzte  Einzel- 
untersuchung, bei  welcher  wir  zu  verweilen  haben,  ein  schon  (S.  480) 
erwähnter  Voi-läufer  von  Montucla's  grossem  Geschichtswerke.  Wir 
meinen  seine  Histoire  des  recherches  sur  Ja  quadrattirc  du  cerch  von 
1754.  Allerdings  kennen  wir  auch  von  diesem  Buche  ausschliesslich 
die  2.  Auflage,  welche  Sylvestre  Fran^ois  Lacroix  (17G5 — 1843) 
im  Jahre  1831  veranstaltete,  aber  auch  in  diesem  Falle,  und  vielleicht 
mit  gi'össerem  Rechte  als  bei  der  Histoiir  di'S  rnntliänaiiqucs,  können 
wir  aus  der  zweiten  Ausgabe  einen  Rückschluss  auf  die  erste  ziehen, 
da  Lacroix  in  einer  Vorrede  erklärt,  er  habe  sich  damit  begnügt, 
ziemlich  zahlreiche  Druckfehler  zu  verbessern,  welche  namentlich  den 
Anfang  des  Buches  verunstalteten,   uad   eine  Reihe  kurzer  Fussuoten 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XVII,  9 — 10.    Artikel  von  S.  Günther. 
*)  Ebenda  II,  634—635.    Artikel  von  .J.  liartmann.       ')  Poggendorff  II,  761. 
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beizugeben;  einige  wenige  grössere  Ergänzungen  seien  am  Schlüsse 
als  Zusätze  vereinigt.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Erklärung  des  späteren 
Herausgebers  können  wir  die  Geschichte  der  Versuche  zur  Kreis- 
quadratur zu  gelangen  von  Montucla  auch  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  als  ein  Meisterwerk  bezeichnen,  welches  heute  noch  Niemand 
ohne  Nutzen  zu  Rathe  ziehen  wird,  geschweige  denn  zur  Zeit,  als  es 
in  die  Welt  hinausging.  Das  damals  erregte  Aufsehen  war  in  vollstem 
Maasse  gerechtfertigt. 

Abermals  früherer  Gewohnheit  folgend  wollen  wir  nach  den 
eigentlich  geschichtlichen  Arbeiten  die  Ausgaben  bedeutender  mathe- 
matischer Werke  erwähnen,  durch  welche  die  Literatur  bereichert 
worden  ist.  Man  kann  billigerweise  nicht  verlangen,  dass  wir  hierin 
Voltaire 's  Elements  de  la  philosophie  de  Newton  mis  ä  la  porte'e  de 
tout  le  monde  von  1738  und  seine  Bt'ponse  aux  ohjections  principales 
qui  ont  litii  f altes  contre  la  pltilosopliic  de  Neuion  von  1739  rechnen, 
welche  den  Nachweis  liefern,  mit  welcher  Unbefangenheit  der  geist- 
sprühende Verfasser  über  Dinge  schrieb,  die  er  nicht  verstand. 

Der  erste  ernsthaft  zu  nennende  Gelehrte,  der  sich  wiederholt 
der  oft  mehr  arbeitvollen  als  dankbaren  Mühe  unterzog  fremde 
Schriften  herauszugeben,  war  Gabriel  Gramer.  Seine  erste  derartige 
Thätigkeit  widmete  er  den  5  Bänden  von  Christian  von  Wolfs 
Elementa  mathesens  unirersae.  Es  wird  behauptet^),  Gramer  habe 
schon  die  Ausgabe  von  1732 — 1741  besorgt.  Davon  ist  indessen  in 
deren  Vorrede  nicht  die  leiseste  Andeutung  zu  finden.  Die  Vorrede 
der  Ausgabe  von  1743 — 1752  dagegen  nennt  zwar  auch  Gramer's 
Namen  nicht,  allein  Wolf  erklärt  dort  wenigstens,  er  habe  den  in 
Genf  wohnenden  Verleger  ermahnt,  die  Gorrectur  durch  eine  in  der 
Mathematik  erfahrene  Persönlichkeit  lesen  zu  lassen-),  und  damit 
dürfte  Gramer's  Mitwirkung  bestätigt  sein.  Ganz  sichergestellt  ist, 
dass  Gramer  1742  die  4  Bände  der  Werke  von  Johann  BernouUi 
mit  dessen  Einwilligung  herausgab,  und  dass  Johann  BernouUi  aus- 
drücklich erklärte,  keine  andere  etwaige  Ausgabe  anzuerkennen. 
Gramer  hat  alle  Abhandlungen  anderer  Schriftsteller,  auf  welche  die 
vielfach  als  Streitschriften  zu  bezeichnenden  Arbeiten  Johann  Ber- 
noulli's  sich  beziehen,  mit  abdrucken  lassen,  sodass  wir  in  unserem 
Geschichtswerke  sehr  häufig  von  der  Vereinigung  der  auf  den  gleichen 
Gegenstand  sich  beziehenden  Untersuchungen,  die  Gramer's  Verdienst 
ist,  Gebrauch  machen  konnten.    Auf  die  Werke  von  Johann  BernouUi 


')  Rud.  Wolf,  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  III,  215 
Note  üi  mit  Berufung  auf  Senebier,  Histoire  litteraire  de  Geneve.  ')  Editn- 
rem  horlati  sumus,  ut  currevtioneiii  typoriDit  cummitteret  Mathematum  pei'ito. 
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folgteu  1744  in  'J  Bänden,  deren  Seitenzahlen  aber  ohne  Unter- 
brechung durchgezählt  sind,  die  Werke  des  seit  1705  verstorbeneu 
Jacob  BernouUi.  Gramer  schickte  ihnen  eine  Widmung  an  Nie 
laus  1  BernouUi  voraus,  in  welcher  er  sich  G.  C.  G.  (Gabriel  Gramer 
aus  Genf)  nannte,  und  noch  deutlicher  gab  ihn  die  Vorrede  an  den 
Leser  zu  erkennen,  in  welcher  er  die  Herausgabe  der  Gesammtwerke 
von  Johann  BernouUi  für  sich  in  Anspruch  nahm.  Die  Ars  Conjcdandi 
ist  nicht  aufgenommen.  Im  Uebrigen  hat  Gramer  bei  Jacob  Ber- 
noulli's  Werkeu  die  gleichen  Grundsätze  verfolgt  wie  bei  denen 
Johanns.  Schriften  anderer  Mathematiker,  welche  zum  Verständnisse 
unentbehrlich  sind,  sind  mit  abgedruckt,  so  dass  man  verschiedenen 
Abhandlungen  der  beiden  gegnerischen  Brüder  sowohl  in  den  Werken 
von  Johann  Bernoulli  als  in  denen  von  Jacob  BernouUi,  zweimal 
innerhalb  zweier  Jahre,  begegnet.  Jacob  Bernoulli  hatte  auch  Hand- 
schriftliches hinterlassen,  theils  von  seiner  eigenen  Hand,  theils  von 
der  Jacob  Hermann's,  dem  er  iu  die  Feder  dictirt  hatte.  Jacob 
Bernoulli  hatte  als  gemeinsame  Ueberschrift:  Postliitiiin  varia  darüber 
gesetzt  und  dadurch  zu  erkennen  gegeben,  er  wünsche  eine  nach- 
trägliche Veröffentlichung.  Gramer  erfüllte  diesen  Wunsch  und  gab 
noch  20  weitei'e  Nummern  bei,  die  sich  auf  losen  Blättern  aufge- 
funden hatten,  und  zu  welchen  Niclaus  I  Bernoulli  Anmerkungen  ver- 
fasste.  Andere  Anmerkungen  rühreu  offenbar  von  Gramer  her.  Endlich 
wird  versichert^),  Gramer  habe  1745  den  Briefwechsel  zwischen 
Leibniz  und  Johann  Bernoulli  in  2  Bänden  herausgegeben. 
Dass  der  Verleger  Bousquet,  bei  welchem  auch  Johann  BernouUi's 
Werke  erschienen  waren,  sich  Gramer's  zu  bedienen  wünschen  musste, 
dass  Johann  Bernoulli  selbst  mit  dieser  Wahl  sicherlich  einverstanden 
war,  Uegt  auf  der  Hand,  und  so  fehlt  es  jener  Behauptung  nicht  au 
WahrscheinUchkeit.  Anderes  spricht  dagegen,  so  z.  B.  dass  sich  in 
der  Vorrede  keinerlei  Bestätigung  nachweisen  lässt.  Dieselbe  ist  ohne 
Namensunterschrift  Lausanne  am  31.  Januar  1745  gezeichnet,  Gramer 
aber  lebte  in  Genf.  Lausanne  war  in  der  angegebenen  Zeit  der 
Wohnort  eines  anderen  Gelehrten,  zu  welchem  wir  uns  wenden. 

Giovanni  Francesco  Mauro  Melchior  Salvemini-)  (1708 
bis  1791j  aus  Gastiglione  im  oberen  Arnothale,  woher  er  den  Bei- 
namen Gastillioneus  annahm,  der  dann  in  der  Form  De  Castillon 
der  Familie  verblieb,  gehörte  einer  alten  Patricierfamilie  an.  Er  war 
in  Pisa   Student   und   erhielt   dort  17211    die  juristische   Doctorwürde, 


■)  Rud.  Wolf,  Biograi)hien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  III,  215 
Note  35.  ')  Histoire  de  l'Äcfulemie  de  Berlin.  Annees  1792  et  179.3  {Histoire 
p.  38—60).  —  Allgemeine  deutsche  Biographie  IV,  67—69. 
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nach  seiner  eigenen  Aeusserung  ohne   das  Geringste  von  der  Rechts- 

o  o  o 

Wissenschaft  zu  verstehen,  während  er  von  Mathematik  wenigstens 
Etwas  gewusst  habe.  Letztere  Wissenschaft  und  Sprachkenntnisse, 
welche  ihm  zum  Uebersetzen  nützlich  waren,  wurden  seine  Erwerbs- 
quelle, als  er  wegen  gottesleugnender  Aeusserungen  landesflüchtig 
werden  musste.  Er  fand  1737  eine  Lehrerstellung  in  Vevey,  von  wo 
er  zu  Anfang  1745  nach  Lausanne  übersiedelte.  Doi't  bemühte  er 
sich  1748  um  eine  theologische  Professur,  eine  Bewerbung,  welche 
zeigt,  wie  sehr  seine  religiöse  Gesinnung  sich  geändert  hatte.  Ende 
1751  wurde  er  Lector,  1755  Professor  der  Philosophie  und  der 
Mathematik  in  Utrecht.  Im  Jahre  1763,  unmittelbar  nach  Beendigung 
des  siebenjährigen  Krieges,  folgte  De  Castillon  einem  Rufe  nach  Berlin 
als  Mathematiklehrer  des  Ai'tilleriecorps.  Im  nächstfolgenden  Jahre 
17G4  wurde  er  MitgKed  der  Berliner  Akademie,  17s7  Director  ihrer 
mathematischen  Klasse.  Sein  Nachruf  stammt  aus  der  Feder  des 
einzigen  Sohnes,  der  ihn  von  drei  Kindern  überlebte,  und  dessen 
Angaben  wohl  Vertrauen  verdienen.  Er  erzählt,  dass  sein  Vater  in 
Vevey  den  Plan  fasste,  bei  welchem  Gabriel  Gramer  ihn  brieflich 
unterstützte,  die  kleineren  Schriften  Newton's  zu  sammeln.  So  ent- 
standen die  Opuscula  mathematica  Netvtoiii  in  3  Bänden,  1744  bei 
Bousquet  gedi'uckt,  die  Ausgabe,  von  der  wir  in  unserem  Werke  fort- 
während Gebrauch  gemacht  haben,  die  thatsächhch  wenigstens  auf 
dem  Festlande  Europas  die  einzelnen  Originalausgaben  verdrängt  hat. 
Wir  erinnern  daran,  dass  1745  in  dem  gleichen  Verlage  Leihnitii  et 
Johannis  BernouUü  commercium  phUosophkum  et  matliemaiicum  in 
2  Bänden  erschien  (S.  487).  De  Castillon's  Sohn  nennt  seinen  Vater 
ausdrücklich  als  den  Herausgeber^)  und  setzt  hinzu.  Gramer  habe 
ihm  das  Manuscript  verschafft.  In  der,  wie  wir  wiederholen,  aus 
Lausanne  datii-ten  Vorrede  des  Herausgebers  erwähnt  dieser,  mancherlei 
für  die  Wissenschaft  gleichgiltige,  persönliche  Verhältnisse  betreffende 
Stellen  seien  weggelassen  worden;  Leibuizens  Geist  werde  darüber 
nicht  unwillig  sein,  und  Bernoulli  werde,  darauf  rechne  er  und  darum 
bitte  er  inständig,  es  für  angemessen  und  gut  halten-).  De  GastiUou 
übernahm  damit  öifentlich  die  Verantwortung  für  die  stattgehabten 
Kürzungen.  Ob  sie  ihm  nicht  trotzdem  von  Bernoulli  vorgeschrieben 
waren,  mag  dahingestellt  sein.  Noch  bei  einem  weiteren  Werke 
vertrat  De  Castillon  den  vom  Druckorte  weit  entfernten  Verfasser 
als  Herausgeber.     Es  war  bei  Euler's  Introdmtio  m  analysiu  inßni- 


')  Histoire  de  TAeademie  de  Berlin.  Annees  17Ü2  et  1793  (Histoire  pag.  42). 
*)  Hoc  non  aegre  laturos  beatos  Leibnitii  Manes,  et  aequi  honiquc  ducturum  Op- 
timum Bernoullium  confido,  citque  ut  id  faciut  oro  ohtistorque. 
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forum  von  1748.  Euler  selbst  ging,  wie  wir  wieder  aus  dem  mebr- 
erwähnten  Nachrufe  wissen,  von  Berlin  aus  De  Castillon  an,  den 
Druck  zu  überwachen. 

Robert  Simson*)  (1()8T — 1708)  führt  uns  nach  England  hinüber. 
Er  war  Schotte  und  seit  1711  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Glasgow.  Er  legte  schon  1723  eine  erste  Probe  seiner 
Beschäftigung  mit  griechischer  Geometrie  ab,  indem  er  in  den  P.  T.") 
eine  Abhandlung  über  die  Porismen  Euklid's  veröffentlichte.  Im 
Jahre  174S  folgte  eine  Wiederherstellung  der  Ebenen  Oerter  des 
Apollonius,  1750  eine  englische  Uebersetzung  von  Euklid's  Ele- 
menten. In  fast  zahllosen  Abdrücken  und  immer  neuen  Auflagen 
beherrscht  dieses  Buch  den  englischen  Elementarunterricht  in  der 
Geometiüe,  wenn  auch  Augustus  De  Morgan  1840  einen  Sturm- 
lauf gegen  den  ausschliesslichen  und  uneingeschränkten  Gebrauch  der 
euklidischen  Elemente  begann,  an  dem  sich  mehr  und  mehr  Gelehrte 
betheilifften,  so  dass  allmählich  der  Vorschlag  ein  anderes  Schulbuch 
einzuführen  gewagt  werden  konnte^).  Nach  Simson's  Tode  wurden 
1770  aus  seinem  Nachlasse  noch  eine  Wiederherstellung  von  dem 
Bestimmten  Schnitte  des  Apollonius  und  eine  ausführlichere 
Arbeit  über  Porismen  zum  Drucke  gegeben.  Von  beiden  darf  der 
Zeitfolge  nach  hier  keine  Rede  sein. 

In  dem  den  XVII.  Abschnitt  eröfliienden  93.  Kapitel  war  (S.  259 
bis  200)  von  Christian  von  Wolfs  Mathematischem  Wörterbuche 
von  1710  die  Rede,  und  in  unserem  gegenwärtigen  Kapitel  (S.  478) 
von  der  neuen  Bearbeitung  dieses  Werkes  von  1732.  Wo  wir  das 
Wörterbuch  von  1710  das  erste  Werk  dieser  Art  nannten,  war  uns 
entgangen,  dass  es  vielmehr  bereits  zwei  Vorgänger  besass:  Joseph 
Moxon  hat  1080  in  London  ein  englisches  mathematisches  Lexikon 
herausgegeben,  Jaques  Ozanam  (S.  98)  1091  in  Amsterdam  ein 
Dictionnaire  mathcmatique.  Beide  Werke  sind  uns  nur  aus  Beschrei- 
bungen*) bekannt.  Darnach  scheint  Moxon  mathematische  Ausdi-ücke 
und  Redewendungen  erklärt  zu  haben  und  Ozanam  nicht  viel  weiter 
gegangen  zu  sein.  Zudem  ist  Ozanam's  Buch  nicht  alphabetisch 
sondern  den  Gegenständen  nach  geordnet  gewesen,  wenn  auch  ein 
angefügtes  alphabetisches  Inhaltsverzeichniss  das  Aufsuchen  dessen, 
worüber  man  Aufkläining  wünschte,  zu  erleichtern  bestimmt  war.  In 
England  gab  dann  Edmund  Stone"),  ein  1768  verstorbener  Gärtner- 
sohn, der  1725  zum  Mitgliede  der  Royal  Society  erwählt,  1742  oder 


')  Poggendorff  H,  938.  ')  P.  T.  Vol.  40  pag.  .^30.  3)  G.  Loria, 

Hella  Varia  fortuna  di  Eiidide  (Roma  1893)  pag.  •24sqfi.  ')  Heilbronner, 

Historia  mathestos  tmk-ersae  pag.  G89  und  694— GOü.        ")  Poggendorff  11, 1018. 

Caktob,  Geachicbte  der  Mathematik,   lir,  3.  32 
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1743  aus  unbekannten  Gründen  wieder  gestrichen  wurde,  im  Jahre 
1726  Ä  netv  mathematical  (VtcHonary  heraus.  Ihm  folgte  Ephraim 
Chambers^)  mit  seiner  1728  in  2  Foliobänden  gedruckten  Cydopaedia, 
einer  Art  von  al^jhabetisch  geordnetem  Universallexikon,  in  welchem, 
natürlich  nebensächlich  genug,  auch  die  Mathematik  bedacht  war. 
Wir  würden  das  Werk  kaum  zu  nennen  verpflichtet  sein,  wenn  es 
nicht  den  Anstoss  zu  einem  grossartigen  französischen  Unternehmen 
gegeben  hätte.  Französische  Buchhändler  beabsichtigten  nämlich  eine 
Uebersetzung  der  Cyclopaedia  und  übertrugen  De  Gua  de  Malves 
die  Leitung  des  Unternehmens-).  De  Gua  (so  nennt  man  ihn  ge- 
wöhnlich) trat  zu  diesem  Zwecke  mit  zahlreichen  französichen  Ge- 
lehrten, unter  Anderen  auch  mit  D'Alembert  in  Verbindung,  aber 
das  Werk  sollte  nach  seinem  Plane  eine  wesentliche  Veränderung 
erfahren.  Statt  einer  Uebersetzung  dachte  De  Gua  eine  viel  umfang- 
reichere ganz  neue  Bearbeitung  zu  liefern,  und  darüber  kam  es  zum 
Streit  mit  den  Verlegern.  De  Gua  trat  von  dem  Unternehmen  zurück. 
D'Alembert  und  Diderot  übernahmen  die  Führung  ganz  in  De 
Gua's  Sinne,  und  so  entstanden  1751 — 1780  die  32  Bände  der  grossen 
französischen  EnrydoiK'dic,  deren  mathematische  und  philosophische 
Artikel  grossentheils  von  D'Alembert  herrühren.  Wir  benutzen  diese 
Gelegenheit  zu  lebensgeschiclitlichen  Angaben').  Jean  le  ßond 
D'Alembert  (1717  —  1783)  führt  den  Namen  Jean  le  Rond  wahr- 
scheinlich von  der  Kirche  Saint- Jeau-le-Rond ,  auf  deren  Treppen  er 
ausgesetzt  gefunden  worden  sein  soll,  den  Namen  D'Alembert  von 
einem  Glaser  Alembert,  dessen  Frau  das  Findelkind  anvertraut  worden 
sei,  wenn  auch  von  anderer  Seite  die  ganze  Aussetzungsgeschiehte 
angezweifelt  wird.  Sicher  ist,  dass  D'Alembert  die  Frau,  welche  ihn 
auferzog,  für  seine  wirkliche  Mutter  hielt,  dass  er  dagegen  seine 
thatsächliche  Mutter,  eine  Frau  von  Tencin,  niemals  kennen  lernte. 
Sein  Vater  Destouches,  ein  Artilleriecommissär,  setzte  ihn  in  Besitz 
eines  lebenslänglichen  Einkommens  von  1200  Francs,  für  deren  Aus- 
zahlung durch  Frau  Destouches  im  Jahre  1781  der  actenmässige 
Beleg  vorhanden  ist.  Von  der  Encyclopedie  werden  wir  in  verschie- 
denen Kapiteln  zu  reden  haben.  Ein  kurz  nach  dem  Beginne  der 
Encyclopedie  erschienenes  zweibändiges  Didiormaire  universel  de 
mathcmafiqucs  d  de  physiipws  von  Saverieu  aus  dem  Jahre  1752 
kennen  wir  nur  dem  Titel  nach. 


')    National    Biography    X,    1(5 — 17     (London    1887,    editetl     by    Leslie 
Stephen).  *)   Hütoire   <le    l'Acadanic  des  scifuces  de  PtiriK.    Annee   178G. 

{Histoire   pag.   G8 — C9.)  ")    Marie,    Histoire  des  sciencex  mathematiqucs   et 

physiques  VIII,  172—174. 
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Roflicnkuust.  bosoiulcrs  in  Dcufschlaml. 

Das  Zahlen  10 cliuen  kaim  als  die  unterste  Stufe  der  Mathematik 
betrachtet  werden  und  die  Geschichte  der  Mathematik  muss  deshalb 
wenigstens  berühren,  wie  es  geübt  und  wie  es  gelehrt  wurde. 
Wir  können  uns  für  den  Rechenunterricht  in  Deutschland  auf  vor- 
züo-liche  Vorarbeiten')  stützen  und  haben  es  auch  früher  gethan,  wir 
konnten  uns  überdies  mit  manchen  Originalschrifteu  persönlich  be- 
kannt machen.  Für  den  Rechenunterricht  in  den  übrigen  Ländern 
Europas  fehlt  uns  leider  nach  beiden  Richtungen  die  nothwendige 
Grundlage.  Wir  kennen  weder  eine  brauchbare  Zusammenstellung, 
noch  eine  genügende  Menge  von  Schulbüchern  über  Rechenkunst, 
um  selbst  aus  ihnen  zu  entnehmen,  wie  es  mit  dem  Zahlenrechneu 
in  England,  in  Holland,  in  Frankreich,  in  Italien  und  anderwärts 
bestellt  war.  Wir  bitten  deshalb,  es  nicht  als  Ueberhebung  eines 
deutschen  Schriftstellers  betrachten  zu  wollen,  wenn  wir  wesentlich 
über  Deutsches  hier  berichten,  wie  es  auch  an  früheren  Stellen  des 
U.  Bandes  und  in  diesem  III.  Bande  S.  35 — 37  geschehen  ist.  Wir 
geben  uns  vielmehr  der  Hoffnung  hin,  auswärtigen  Fachgenossen 
damit  einen  Anstoss  zu  geben,  dass  jeder  derselben  uns  für  seine 
Heimath  ergänze. 

Die  Art,  wie  der  Rechenunterricht  sich  in  Deutschland  im  zweiten 
Viertel  des  18.  Jahrhunderts  gestaltete,  hängt  aufs  Engste  mit  der 
Entwicklung  des  Schulwesens  in  jener  Zeit  zusammen.  Die  Förderer 
des  öffentlichen  Unterrichtes  waren  besonders  die  Pietisten,  ein 
Name,  unter  welchem  Männer  von  tiefster  werkthätiger  Frömmigkeit 
zu  verstehen  sind.  Sie  fassten  das  Erziehungswerk  im  Geiste  der 
christlichen  Liebe  auf.  Sie  wussten,  dass  in  der  Jugend  der  Samen 
gelegt  werden  muss,  der  später  aufgehen  soll,  und  sie  gründeten,  um 
Kinder  aller  Stände  ihrem  Unterrichte  zu  gewinnen.  Schulen,  welche 
ungleich  den  Lateinschulen  und  besser  geleitet  als  die  seitherigen 
Rechenschulen,  mit  denen  sie  Manches  gemein  hatten,  ihren  Schwer- 
punkt in  den  Realien  besassen  und  deshalb  Realschulen  genannt 
wurden. 

Christoph  Semler-j  (10G9— 1740)  veröffentlichte  schon  1705: 
NiHzliche  Vorschläge  von  Aufrichtung  einer  mathematischen  Handwerker- 
schule bey  der  Stadt  HaUc.    Er  bezeichnete  als  der  Schulen  Endziveck, 

')  ünger,  Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Ent- 
wicklung. (Leipzig  1S88.)  -)  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXXLU, 
Uy-t — üUS.    Artikel  von  F.  Jonas. 
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dass  die  Kinder  in  denselben  zum  (jemeinen  Lehen  praepariret  iverden, 
und  da  die  tcenigsten  Scindkinder  zum  Studieren,  die  meisten  aber  zu 
anderen  Professionen  und  zu  Handtverliern  gelangten,  so  müssten  schon 
während  der  Schulzeit  ihnen  so  viel  als  möglich  Anschauungen  ge- 
geben  werden.  Materialien  und  Instrumente  seien  ihnen  in  natura 
oder  im  Modell  vorzuzeigen,  denn  oculare  Demonstrationen  gäben  am 
besten  deutliche  Vorstellune-en. 

Ein  Gutachten  der  Berliner  Akademie  pflichtete  Semler's  An- 
sichten bei,  und  die  erste  Realschule  wurde  1708  in  Halle  eröffnet. 
Sie  hielt  sich  nur  drei  Jahre  laug.  Semler  liess  nicht  von  seinem 
Vorhaben  und  brachte  es  dahin,  dass  1739  abermals  ein  Versuch 
gemacht  wurde,  der  wahrscheinlich  in  Folge  von  Semler's  baldigem 
Tode  nicht  mehr  Glück  hatte  als  der  frühere. 

Semler's  geistiger  Nachfolger  war  Johann  Julius  Hecker') 
(1707 — 1768),  der,  als  Sohn  und  Enkel  von  Schulmännern  und  nach- 
dem er  als  Student  an  der  Universität  Halle  den  Einfluss  von 
August  Herrmann  Francke,  dem  berühmten  Gründer  der  Waisen- 
anstalt, der  mit  Philip  Jacob  Spener  an  der  Spitze  der  Pietisten 
stand,  auf  sich  hatte  wirken  lassen,  in  doppelter  Beziehung  geeignet 
war,  Semler's  Werk  fortzusetzen.  Nachdem  Hecker  1735  als  Prediger 
und  Schulinspector  an  das  Militärwaisenhaus  in  Potsdam,  dann  1738 
als  Prediger  an  die  Dreifaltigkeitskirche  in  Berlin  berufen  worden 
war  und  in  seiner  Pfarrei  aufs  Thatkräftigste  für  Vermehrung  und 
Verbesserung  des  niederen  Schulunterrichtes  eingetreten  war,  gab  er 
1747  eine  Schrift  heraus,  welche  ihrem  Zwecke  nach  eine  Wieder- 
holung von  Semler's  Vorschlägen  von  1705  genannt  werden  darf 
Sie  führte  den  Titel:  Nachricht  von  einer  öconomisch-tnathematischen 
Bealschde,  welche  bei  den  Schulansf alten  der  Dreifnltiglcitslcirche  am 
Anfange  des  Maimonates  dieses  Jahres  eröffnet  werden  soll.  Sie  ent- 
hielt das  Programm  der  aus  einer  ganzen  Reihe  von  Classen,  unter 
welchen  wir  eine  mathematische,  eine  geometrische,  eine  physikalische 
hervorheben,  geplanten  Schule.  Zu  mehreren  Classen  sollte  das 
Zeichnen  hinzukommen.  Die  Methode  sollte  durchweg  eine  praktische, 
auf  vielfache  Anschauung  und  fortwährende  Anwendung  gerichtete 
sein.  Der  Unterricht  in  den  alten  Sprachen  fiel  nicht  weg,  wurde 
aber  in  neuer  vereinfachender  Weise  ertheilt  und  liess  die  Realien 
zu  weit  ausgedehnterem  Rechte  kommen,  als  es  in  den  Gelehrten- 
schulen der  Fall  gewesen  war. 

,    Schwierigkeiten  aller  Art,  sowohl  mit  Rücksicht  auf  Beschafi'ung 
der  nöthigen  Geldmittel  als  auch  auf  Auffindung  tüchtiger  Lehrkräfte, 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XI,  208 — 211.   Artikel  von  H.  Kriimmel. 
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stellten  sich  der  Hecker'schen  Realschule  nicht  weniger  als  dem 
Semler 'sehen  Unternehmen  entgegen,  aber  glücklicher  als  jenes  fand 
iliese  die  nothwendige  Unterstützung  bei  der  Bevölkerung  und  bei 
den  Königen  von  Preussen  und  konnte  sich  erhalten  und  ausbreiten. 
Ein  Umschwuns;  in  der  öffentlichen  Meinung  gegenüber  den  leitenden 
Grundsätzen  der  Jugenderziehung,  welcher  sich  erst  in  einer  Zeit 
vollzog,  die  jenseits  der  Grenzen  liegt,  die  wir  uns  gesteckt  haben, 
sei  nur  mit  wenigen  Worten  angedeutet. 

Den  Pietisten  traten  die  Philantropen  entgegen,  an  ihrer  Spitze 
Johann  Bernhard  Basedow^)  (1723 — 1790).  Aber  wenn  ihr  aus- 
gesprochenes Bestreben  auf  die  Aufklärung  des  Menschengeschlechtes 
gerichtet  war,  mit  welcher  nicht  früh  genug  begonnen  werden  könne, 
so  mussten  sie  die  realen  Lehrgegenstände  nicht  minder  bevorzugen, 
als  es  die  Pietisten  schon  vorher  gethan  hatten.  Ihr  Ringen  war  ein 
Kampf  um  die  Leitung  der  Schule,  nicht  um  das,  was  in  der  Schule 
gelehrt  werden  sollte,  wenigstens  so  weit  es  sich  um  mathematische 
Dinge  handelte.  Sehr  weit  gingen  ja  die  Anforderungen  nicht,  welche 
man  an  den  Inhalt  des  mathematischen  Schulunterrichtes  stellte,  aber 
die  Lehrart  hob  sich  zusehends. 

In  ihi-  machte  sich  ganz  besonders  der  Einfluss  von  Christian 
von  Wolf  geltend,  der  schon  in  seinem  deutschen  Auszug  aus  den 
Anfangsgründen  edler  medhematischen  Wissenseitaften  sich  dahin  aus- 
sprach^): Es  ist  nicht  genug,  dass  der  Lehrer  die  Wahrheit  sagt, 
sondern  die  Schüler  müssen  auch  begreifen,  dass  es  Wahrheit  sei. 
Es  ist  aber  ohne  Erinnern  klar,  dass  man  den  Nutzen  von  der 
Mathematik  nicht  zu  erwarten  hat,  wenn  nicht  die  von  den  alten 
Geometris  gebrauchte  Lehrart  in  allem  auf  das  sorgfältigste  in  acht 
genommen  wird.  Denn  nicht  die  mathematische  Wahrheit,  sondern 
die  Ordnung,  in  welcher  sie  gründlich  erkannt  wird,  ist  das  Mittel, 
wodurch  der  Verstand  des  Menschen  geändert  wird.  Daher  fällt  der 
Nutzen  der  Mathematik  weg,  wenn  man  ihre  Lehren  auf  gemeine 
Art  vorträgt,  nach  welcher  sie  mehr  in  das  Gedächtniss  als  in  den 
Vei-stand  gefasst  werden.  Man  muss  nicht  allein  in  der  Erklärung 
der  Rechenkunst  die  Regeln  zeigen,  nach  welchen  man  die  verlangten 
Zahlen  finden  kann,  sondern  man  muss  auch  deutlich  begreifen, 
warum  durch  selbige  Regeln  die  verlangten  Zahlen  können  gefunden 
werden.  Die  Schüler  müssen  allezeit  gefragt  werden,  warum  sie 
dieses  so  und  nicht  anders  machen,  damit  sie  nicht  allein  den  Grund 
der  Rechnung  einsehen  und  sie  daher  besser  behalten,  sondern  auch 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  U,  113 — 1-2-1.    Artikel  von  Max  Müller. 
*)  Wir  citiren  nach  Unger  S.  117. 
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gewöhnt  werden,  Nichts  ohne  Grund  von  Jemand  anzunehmen, 
ingleichen  in  Allem,  was  sie  sehen  und  hören,  um  seinen  Grund  sich 
zu  bekümmern. 

Diesen  Grundsätzen  gemäss  ist  auch  die  Arithmetik  in  Wolfs 
Elementa  matheseos  univer'sae  von  1741  behandelt,  doch  vorher  er- 
schienen schon  andere  Werke,  deren  wir  gedenken  müssen. 

Christian  Pescheck^)  (1676 — 1747),  Lehrer  der  mathematischen 
Wissenschaften  am  Gymnasium  seiner  Vaterstadt  Zittau,  reicht  mit 
seinen  zahlreichen  Schulbüchern,  deren  erstes,  Vorliof  zur  ReclienlmHSt, 
schon  1708  erschien,  in  den  vorigen  Abschnitt  zurück,  zugleich  aber 
auch  über  die  Grenzen  dieses  Abschnittes  hinaus,  da  eine  neue  Auf- 
lage seiner  ItaliäniscJien  Tteclienstundai  noch  1762,  eine  ebensolche 
seiner  AUgemrinen  deuisclicii  Reclicusfunden  gar  noch  1790  gedruckt 
wurde.  In  der  1736  veröffentlichten  i>.  Auflage  des  schon  genannten 
Vorhofes  konnte  Pescheck  sich  rühmen,  dass  44  namhaft  gemachte 
Schulmänner  in  allen  Theilen  Deutschlands  sich  .seiner  Schriften  be- 
dienten, und  hat  man  —  sagt  der  zuverlässige  Berichterstatter,  dem 
wir  folgen  —  einige  davon  gelesen,  so  wundert  man  sich  über  den 
Ungeheuern  unverdienten  Beifall,  den  sie  fanden.  Pescheck  besass 
nur  das  besondere  Geschick,  dieselbe  Sache  ein  wenig  abgeändert 
unter  neuem  Titel  immer  wieder  an  den  Mann  zu  bringen.  Aber  er 
hat  die  sehr  bescheidenen  Bedürfnisse  der  Schüler,  des  gemeinen 
Volkes  und  der  ungeschickten  Lehrer  zugleich  zu  befriedigen  gewusst 
und  namentlich  den  letzteren  durch  eingestreute  praktische  Winke 
sich  fast  unentbehrlich  gemacht. 

Ganz  anderen  Werth  besitzt  die  Demonstrative  ReclienJainst  von 
Christlieb  von  Clausberg-)  (1689 — 1751).  Er  war  von  jüdischen 
Eltern  geboren  und  ist  in  wahrscheinlich  schon  männlichem  Alter  in 
Clausthal  getauft  worden.  Er  ertheilte  in  verschiedeneu  Handels- 
städten, in  Danzig  (vielleicht  seinem  Geburtsort),  Hamburg,  Lübeck, 
Leipzig,  Unterricht  im  Hebräischen  und  im  Rechnen  und  war  1733 
bis  1746  in  königlich  dänischem  Finanzdienste,  zugleich  auch  Lehrer 
des  dortigen  Kronprinzen.  Das  von  uns  schon  genannte  Werk  gehört 
dem  Aufenthalte  in  Leipzig  an,  wo  es  1732,  kurz  vor  Claiisberg's 
Berufung  nach  Kopenhagen,  erschien.  Eine  zweite  Auflage')  ist  von 
1748.  Nach  dem  Titel  der  Demonstrativen  EechenJiunst  liess  Claus- 
berg den  Zusatz  folgen:  Wissenschaft  r/riindlich  und  l-nrs  m  rechnen, 
und  er  hat  erfüllt,  was  beide  Ueberschriften  in  Aussicht  stellen.  Er 
hat  Rechnungsvortheile,  welche  ein  zuverlässiges  imd  rasches  Rechnen 

')  Poggenclorff  n,  410.  —  Unger  S.  lüO— 162.  *)  Allgemeine  deutsche 
Biographie  IV,   285.   —  Ungar   S.   149 — 100.  ')  Wir   bedienten  uns   dieser 
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sichern,  7,u  sammeln  mul  .in/.ugcbcn  gewusst,  er  hiit  nirgend  dem  Leser 
zugemiithet,  die  Voi-scbriften  auf  Treu  und  Glaubeu  für  richtig  zu 
halten,  sondern  Beweise  seiner  Sätze  und  seines  Verfahrens  angegeben, 
welche  im  Allgemeinen  befriedigen  können.  Nur  sehr  ausnahmsweise 
finden  sich  ungenügende  Beweise,  wie  z.  B.  für  die  Vertauschbarkeit 
der  Factoren  bei  der  Miiltiplication,  welche  daraus  gefolgert  wird^), 
dass  2  mal  o  mal  4  und  2  mal  4  mal  3  beidemal  das  Product  24 
liefern. 

Von  einzelnen  Vorschriften  erwähnen  wir,  dass  Clausberg  beim 
Subtrahiren  die  dem  Minuenden  zu  borgende  Einheit  nächsthöherer 
Ordnung  dem  Subtrahenden  nach  links  vorrückend  wieder  zulegt^), 
dass  er  das  Abziehen  einer  mit  einer  einzelnen  Ziffer  zu  verviel- 
fachenden Zahl  von  einer  anderen  Zahl  in  einem  einheitlichen  Denkaete 
vollziehen  lässt,  und  dass  von  diesem  das  Anschreiben  der  Rechnung 
wesentlich  vereinfachendem  Verfahren  bei  der  Division  Gebrauch  ge- 
macht wird''').  Von  vielem  Schreiben  ist  Clausberg  überhaupt  kein 
Freund.  So  verpönt  er  als  eine  üble  Gewohnheit '^)  die  Unsitte  neben- 
bei schriftlich  zu  bemerken,  was  bei  Addition  einer  langen  Zahlen- 
reihe oder  bei  Multiplicationen  zu  der  nächst  höheren  Ordnung 
hinüber  zu  ziehen  ist,  wenn  er  auch  andrerseits  Gedächtnissanstrengung 
durcli  Erlernen  eines  über  9  mal  9  hinausgreifeuden  grossen  Einmal- 
eins  für  überflüssig  erklärt'').  Clausberg  lehrt  nach  altem  Muster 
complementare  Multiplication^)  und  Division").  Er  wendet  zwar 
nicht  die  alte  Neunerprobe  an,  empfiehlt  aber  dafür  um  so  dringender 
die  Elferprobe*),  während  er  eine  besondere  Abhandlung  über  die 
verschiedenen  Proben  in  Aussicht  stellt). 

Die  Regeldetri  ist  die  Grundlage  aller  praktischen  Auflösungen, 
sei  es  dass  sie  einfach  geübt  wird,  sei  es  in  mehrfacher  Wiederholung 
oder  in  Zusammenfassung,  wobei  die  Itegel  Quinqiie  ^'' ) ,  beziehungs- 
weise, wenn  noch  mehr  Proportionen  vereinigt  werden,  die  Regd 
Multiplex  oder  Conjointe  ")  ei'scheinen,  also  diejenigen  Regeln,  die  mit 
deutschem  Namen  der  Kettensatz  heissen.  Alles  was  in  der  Welt 
anzutreffen,  hat  seine  Schranken,  sagt  Clausberg ^')  und  zeigt,  dass 
nicht  überall  die  Regeldetri  angebracht  sei,  d.  h.  dass  nicht  immer 
unter   den   in   einer  Aufgabe  vorkommenden  Grössen  eine  Proportion 


')  Clausberg,   Demonstrative  Rechenkunst  >S.  85.  -)  Ebenda   S.  65. 

ä)  Ebenda  S.   109  und  146.  ■•)  Ebenda  S.  60  und  104:    Ich   sehe   nicht  vor 

gut  an,  die  Jugend  in  ihrer  Blüthe  zum  Kriechen  und  Faullenzen  anzugewöhnen, 
da  man  vielmehr  ihre  Sinnen,  so  viel  als  möglich,  aufmuntern  soll.  ^)  Ebenda 
S.  461.  ")  Ebenda  S.  466.  ')  Ebenda  S.  585.  »)  Ebenda  S.  678. 

»)   Ebenda  S.   678   und   704.  '")  Ebenda  S.  722.  ")  Ebenda   S.   763. 

")  Ebenda  S. 
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stattfinde.  Wenu  ein  3  Fuss  tiefer  Brunnen  in  4  Stunden  gearraben 
werde,  so  könne  die  Frage,  in  welcher  Zeit  der  Brunnen  bis  zu 
lOO  Fuss  vertieft  werde,  nicht  nach  der  Regeldetri  beantwortet  werden, 
denn  je  tiefer  man  komme,  um  so  langsamer  gehe  die  Arbeit  von 
statten,  weil  die  Erde  immer  höher  aus  der  Tiefe  heraufgeschaift 
werden  müsse.  Ebensowenig  geniige  die  Regeldetri  zur  Beantwortung 
der  Frage,  in  welcher  Zeit  ein  Gegenstand  aus  einer  72000  Fuss 
hohen  Wolke  zur  Erde  falle,  wenn  in  der  Nähe  des  Erdbodens  in 
einer  Secunde  ein  Raum  von  20  Fuss  durchfallen  werde,  denn  es 
zeigt  die  unleugbare  Erfahrung,  dass,  wenn  ein  schwerer  Köqjer 
herunterfällt,  seine  Bewegimg  oder  Geschwindigkeit  im  Fallen  immer- 
fort je  mehr  und  mehr  zunehme.  Aehnliche  Bedenken  äussert  Claus- 
berg wiederholt,  so  wenn  er  das  Gewicht  des  Brodes  aus  dem  Roggen- 
preise durch  iudirecte  Regeldetri  abgeleitet  hat  und  dann  fortfährt^): 
Jedoch  ist  dieses  Facit  in  der  Praxi  keineswegs  als  eine  ausgemachte 
Sache  anzunehmen,  indem  die  Erfahrung  mich  belehret,  als  ich  in 
einer  berühmten  Stadt  auf  Ansuchen  der  Becker  bei  einem  Hoch- 
edlen Rath  daselbst  ein  Tarif  über  die  Gewichte  der  Kaufbrode  nach 
allerhand  Preisen  des  Getraydes  vertiget,  dass  mir  verschiedene  an- 
dere Umstände  hey  dieser  Sache  berichtet  worden,  welche  das  vorige 
Facit  allerdings  verändern.  Es  ist  mein  Vorhaben  anitzo  nicht,  die 
Ausfertigung  einer  solchen  Tarif  zu  beschreiben.  Jedoch  nur  von 
einem  Umstände  zu  erwehnen,  so  hat  man  zu  consideriren,  wenn  der 
Roggen  theurer,  dass  der  Becker  auch  die  Kleyen  theurer  anbringet, 
welcher  Nutzen  hinwiedenim  der  Schwere  des  Brods  einigermassen 
zufiiesset,  und  solches  demnach  am  Gewichte  schwerer  macht. 

Grössten  Fleiss  hat  Clausberg  auf  die  Zinsrechnung  verwandt, 
imd  bei  ihm  dürfte  zuerst  die  Vereinfachung  der  Rechnung  vor- 
kommen, dass  wenn  Kapitalien  K-^,  K^,  .  .  .  Kn  während  fj,  t.,,  ...  t^ 
Tagen  sämmtlich  zum  gleichen  Procentsatze  p  zinstragend  angelegt 
sind,  die  Summe  K^t^ -\- KJ.^ -\- ■  ■  ■ -\- K„t„  gebildet  werden  soll, 
bevor  man  den  Zinsfuss  berücksichtigt-).  Das  sind  diejenigen  Zahlen, 
welche  man,  nachdem  sie  durch  100  getheilt  sind,  in  späterer  Zeit 
die  Zinszahlen  genannt  hat,  und  Clausberg's  Rechnung  weicht  der 
Hauptsache  nach  nur  darin  von  der  späteren  ab,  dass  das  Jahr  zu 
365  Tagen,  nicht  zu  360  Tagen  gerechnet  wird,  dass  also  der  grosse 

Vortheil   eines  bequemen   Factors      7^     ,   mit   welchem  jene  Summe 

K^t^ -\-  KJ^ -{-■■■  -\-  KJ„  schliesslich  zu  vervielfachen   ist,  mangelt. 
Zu    den    mathematisch    interessanten    Fragen    gehört    die    der 


')  Clausberg,  Demonstrative  Rechenkunst  S.  717.  ^  Ebenda  S.  1139. 
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1-34 
Summirung     der    uuendlichen    Reihe     — h  j--  +  r^ — h  ts^  +  •  •  ■  ■ 

Glausberg')  zerlegte  dieselbe  in  folgende  Unterreilien: 

a     '    fc«     '    h-a  ^  h'>a    ' 

+  -  +  —  +  —  +  ••• 
'    ha  ^  h-a    '    h^a    ' 

^  +   _L 

1 
h^ 


.  ^+  _L  +  ... 


~r  j,3„  + 


+  •••• 
Die  Summen  der  in  den  einzelnen  Zeilen  vorhandenen  geometrischen 

Reihen  sind  yr — ---,    ,, — r^,    -, rvy— ,    :, tvt^-,    •  •  •>    und    sie 

{b—l)a'     {b  —  l)a'     {b  —  l)ha'     (h  —  l)h-a'  ' 

bilden  selbst  wieder  die  geomeh-ische  Reihe 

^       +  ^™  + ^ + ' +  ^' 


(6  — l)a    '    (6  — l)a    '    (6  —  1)  6a    '    (6—1)6^«    '  (6— l)-a 

Von  letzterer  Summenformel  ausgehend  findet  daun  Clausberg-) 
durch  weitere  Zerlesnincr  die  Summen  der  unendlichen  Reihen  von 
Brüchen,  deren  Nenner  in  geometrischer  Progression  ansteigen, 
während  die  Zähler  die  von  1  anfangenden  Dreieckszahlen,  sowie  die 
gleichfalls  mit  1  beginnenden  Quadratzahlen  sind. 

Gleichungen  als  solche  kommen  bei  Clausberg,  der  überhaupt 
nur  sehr  ausnahmsweise  sich  allgemeiner  Buchstabenausdrücke  be- 
dient, nicht  vor,  wohl  aber  die  Begel  Coeci  für  unbestimmte  Auf- 
gaben^) und  die  BcgeJ  fahi  simpUcis  sowie  duplicis  iKisitionis^).  Setzen 
wir  hinzu,  dass  Clausberg  eine  durch  ihn  selbst  auf  32  Decimal- 
steUen  berechnete  Tabelle  der  Briggischen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  100  zum  Abdruck  bringen  liess^i,  so  sind  schon  zahlreiche 
Vorzüge  der  Demonstrativen  Reehenlcunst  erwähnt,  und  dennoch  haben 
wir  zwei  Gegenstände  bisher  vernachlässigt,  deren  erster  die  grosse 
Verbreitung  des  Werkes  wesentlich  veranlasste,  deren  zweiter  uns 
zur  Erwähnung  anderer  Schriftsteller  hinüberführt. 

Wir  meinen  in  erster  Linie  die  sehr  ausführliche  Behandlung  der 
Wechselrechnung,  welche  Clausbergs  dickes  Buch  für  den  Kauf- 
mann geradezu  unentbehrlich  machte.  Gab  es  doch  damals  eine  FüUe 
von  verschiedenen  Maassen,  Gewichten,  Münzen,  zum  Theil  sogar 
Rechnungsmünzen,    die    gar    nie    geprägt    eine    darum    nicht    minder 


*)  Clausberg,  Demonstrative  Rechenkunst  S.  1419.        *)  Ebenda  S.  1422 
bis  1426.  ä)  Ebenda  S.  1331  flg.  *)  Ebenda  S.  1350  flg.  =)  Ebenda 

S.  1431—1434. 
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wichtige  kaufmännisclie  Bedeutung  besassen,  dass  unsere  Gegenwart 
kaum  mehr  im  Stande  ist  sich  hineinzudenken.  Das  segenseitige 
Verhältniss  aller  dieser  verschiedenen  Einheiten,  welches  bald  ein 
bleibendes,  bald  ein  mit  dem  Curs  wechselndes  war,  kam  in  Betracht, 
so  oft  in  Folge  von  Handelsgeschäften  Zahlungen  von  einem  Orte 
nach  dem  anderen  voi-genommen  werden  sollten.  Gerade  die  Ver- 
schiedenheit der  Münzsorten  vermehrte  die  Anzahl  der  Möglichkeiten, 
die  in  Betracht  gezogen  werden  mussten.  Ein  Leipziger  konnte 
beispielsweise  seine  Schuld  in  Hamburg  durch  unmittelbaren  Wechsel- 
verkehr ausgleichen,  aber  auch  so,  dass  ein  Umweg  über  Augsburg, 
über  Amsterdam,  über  London  gewählt  wurde,  und  nun  galt  es,  sich 
darüber  Rechenschaft  zu  geben,  welcher  Zahlungsweg  der  vortheil- 
haftere  sei.  Wechselarbitrage^)  wui-de  eine  solche  Aufgabe  ge- 
nannt, und  der  Name  hat  sich  wie  der  Sinn  desselben  erhalten, 
wenn  auch  die  Gattuug  der  Werthpapiere,  auf  welche  die  Arbitrage 
sich  bezieht,  sich  im  Laufe  der  Zeit  vielfach  verschoben  hat. 

Der  zweite  Gegenstand,  von  welchem  wir  noch  zu  reden  haben, 
ist  die  Berechnung  des  Interusurium.  Wir  haben  (S.  50 — 51) 
erörtert,  wie  Carpzow  sich  mit  der  Aufgabe  abfand,  wie  Leibniz 
in  den  A.  E.  von  li382  als  Baarwerth  der  nach  «  Jahren  zu  zahlen- 
den Schuld  1,  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  mit  —  im  Jahre 
sich  verzinsen  solle,  den  Ausdi-uck  (  J_  j  ermittelte,  beziehungs- 
weise f^j  ,  sofern   ein  Zinsfuss  von   5  Procent  angenommen  wui-de. 

So  klar  und  jeden  Zweifel  ausschliessend  Leibnizens  Darstellung  ge- 
wesen war,  bheb  sie  dennoch  den  ßechtsgelehrten  unverständlich. 
Zwei  derselben,  Barth  und  Caspar  Heinrich  Hörn,  suchten  das 
Abzuziehende,  das  eigentliche  Interusurium,  anstatt  des  Baarwerthes 
der  später  fälligen  Forderung,  und  sie  fassten,  da  Leibniz  bei  5  Pro- 
cent die  Ermässigung  der  nach  1  Jahre  fälligen  Forderimg  um  — 
verlangte,  seine  Meinung  so  auf,  als  solle  das  Interusurium  weiter  im 

2  3 

Verhältnisse  der  Zeit  wachsen,  also  für  2  Jahre  ^,  für  3  Jahre  — 
der  Forderung  betragen. 

Ein  ßechtsKcentiat  Gottfried  August  Hoffmann*)  (1700  bis 
1775)  gab  sich,  wie  es  scheint,  gar  nicht  die  Mühe  Leibnizens  Auf- 
satz zu  lesen,  sondern  fand  die  Berichte  von  Barth  und  Hörn  ge- 
nügend, um  1731  in  einer  Schrift  Klugheit  Iiausziihalteii  oder  Pra- 
dentia  oeconomica  nebst  einem  Anhange  vom  Interusurio  gegen  Leibniz 


')  Clausberg,  Demonstrative  Rechenkunst  S.  968  flg.        -)  Poggendorff 
I,  1127.    Die  Schreibart  Hofmann  scheint  irrig  zu  sein. 
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und  zugleich  auch  gegen  Carpzow  aufzutreten.  Carpzow  rechne  den 
Baarwerth  der  nach  u  Jahren  fälligen  Forderung  K  bei  5  Proceut  als 
K-^,  Leibniz  habe  statt  dessen  Ä^-  ^  empfohlen,  das  richtige 

von   ihm  (Hoffniann)   entdeckte  Ergebniss  sei    ,„„   .   ^ — 
'  ^  ö  100 +  5w 

Gegen    diesen   Schriftsteller   wandte  sich  Clausberg^)   mit  aller 

Entschiedenheit.      Er    hatte    schon    vorher-)    Leibnizens    Rechnung, 

welche  bei   einem   Jahre  die  Rabattirung  auf  hundert,   d.  h.   — ttj- 

°  '  105 

fordert,  genau  erörtert,  hatte  erörtert,  dass  bei  der  Rabattirung  in 
hundert,  d.  h.  nach  Carpzow's  Vorschrift,  der  20jährige  öprocentige 
Rabatt  die  Forderung  vernichten  würde,  hatte  gefragt:  „wie  würde 
es  alsdaim  erst  aussehen,  wenn  es  eine  Schuld  wäre,  die  länger  als 
20  Jahre  noch  zu  laufen  hätte;  da  man  nach  solcher  Rechnung,  von 
jedem  100  mehr  als  100  abziehen  sollte?"  Er  hatte  hinzugefügt, 
dass  trotz  der  theoretischen  Unrichtigkeit  der  Rabattirung  in  100 
dieselbe  in  Leipzig  und  in  Italien  kaufmännische  Uebung  sei,  die 
keine  üebervortheilung  in  sich  schliesse,  weil  es  „eine  recipirte  Sache 
ist,  wornach  jeder  Verkäufer  beim  Accord  des  Preises  sich  reguliret". 
Er  war  dann  zum  /«fov.v.sr  auf  Lih-yesse  übergegangen  und  hatte 
Zinseszins  bei  Rabattirung  über  Zeiträume  von  mehreren  Jahren  in 
Anwendung  gebracht.  So  war  er  bei  Hofftnann's  Angriffen  auf  Leibniz 
angelangt,  und  Clausberg  unterliess  es  nicht  zu  zeigen,  dass  HofFmann 
den  Aufsatz  von  1G82  gar  nicht  verstand,  ihm  vielmehr  einen  ihm 
ganz  fremden  Inhalt  unterschob.  Wir  kommen  auf  den  Streit  zwischen 
Clausberg  und  Hoffmann  noch  zurück.  Vorher  wollen  wir  von  einigen 
anderen  Rechenbüchern  reden. 

Unter  den  Schriften,  von  welchen  man  vielleicht  sagen  kann,  sie 
seien  durch  den  Wunsch  des  Wettbewerbs  mit  der  rasch  ungemein 
beliebt  gewordenen  Demonstrativen  Rechenkunst  hervorgerufen  worden, 
nennen  wir  die  AUgvmeinc  Hegel  der  Bechenhmst  von  Caspar  Franz 
de  Rees')  (geboren  1690).  Das  Buch  kam  in  holländischer  Sprache 
heraus,  wurde  aber  1737  ins  Französische,  1739  aus  dem  Französi- 
schen ins  Deutsche  übersetzt  und  in  dieser  letzteren  Gestalt  mehrfach 
neu  aufgelegt.  Was  ihm  solchen  Beifall  erwarb,  war  die  Rees'sche 
Regel  zur  Auflösung  von  Aufgaben,  bei  denen  Clau.sberg  sich  des 
Kettensatzes  bediente,  das  Unterscheidende  beider  Regeln  bestand 
in  der  Anordnung.  Im  Kettensatze  war  die  kettenartige  Verbindung 
der  Glieder  vorgeschrieben.  Die  Benennung  jedes  Gliedes  in  der 
Columne  rechts  musste  der  des  nächsten  Gliedes  in  der  Columne  links 


')  Clausberg,    Demonstrative    Rechenkunst    S.   12.37  flg.  ')   Ebenda 

S.  1164 flg.       ■'')  Klügel  V,  749—750  (s.  v.  Verhältniss).  —  Ungar  S.  170—171. 
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gleich  seiu,  die  Benennung  des  letzten  Gliedes  rechts  mit  der  des 
Fragegliedes,  welches  die  Columne  links  eröffnete,  übereinstimmen. 
Dadurch  übte  der  Aufbau  der  Glieder  eine  Selbstkritik,  welche  für 
Sicherheit  der  Rechnung  werthvoll  war,  wenn  sie  auch  gewisse 
Schwierigkeiten  in  sich  schloss,  sofern  die  Zeit  bei  Zinsrechnungen 
in  den  Kettensatz  eintreten  sollte,  wovon  uns  allerdings  bei  Claus- 
berg's  Kettensätzen  kein  Beispiel  begegnet  ist.  Bei  der  Rees'schen 
Regel  ist  dagegen  der  Aufbau  der  Glieder  so,  dass  je  zwei  auf  gleicher 
Zeile  stehende  Zahlen  gleiche  Benennung  führen  mussten  und  es  in 
dem  Belieben  des  Rechners  lag,  wie  er  die  Zeilen  aufeinander  folgen 
lassen  wollte.  Denken  wir  uns  beispielsweise  die  Aufgabe:  Wieviel 
Mark  Zins  geben  800  Mark  in  %  Jahren,  wenn  2800  Mark  in  2  Jahren 
280  Mark  Zins  gaben?     Der  Kettensatz  ist 

?  800 

1  % 

2  1 

2800        280 
und    wird    folgendermassen    gelesen:    Wie    viele    Mark    Zins    geben 
800  Mark  Kapital,   1   Mark  Kapital  steht  %  Jahre,    2  Jahre   stand 
1  Mark  Kapital,  damit  2800  Mark  Kapital  280  Mark  Zins  ergaben. 

Die  Rechnung  liefert  —  g  oano —  ^  °^'  ^^^  Rees'sche  Regel  da- 
gegen zeigt  die  Gestalt: 

?  280  Zins 

2800         800  Kapital 

2  %   Jahre 

Johann  Christian  Nelkenbrecher^),  gestorben  17G0,  gab  im 
Jahre  1752  in  Leipzig  und  zwar  im  Selbstverlage  LogarUlmüschc 
TaheUcn  zur  Bercclinnng  derer  Wechselarljitragen  heraus.  Ungleich 
bekannter  wurde  das  nach  des  Verfassers  Tode  erstmalig  1762  und  in 
20.  Auflage  1877  gedruckte  Tasdienhudi  eines  Banlders  und  Kauf- 
mannes, ein  Nachschlagebuch  allerersten  Ranges  insbesondere  für 
Münz-  und  Maassvergleichungen. 

In  diesem  Zusammenhange  nennen  wir  auch  den  1753  gedruckten 
Traife  des  clianges  et  des  arhitrages  von  Pierre  Senebier^)  (1715 
bis  1778),  Rechenmeister  in  Genf 

Martin  Knutzen')  (1713 — 1751),  Professor  in  Königsberg, 
scheint  in  seiner  Ärithmetica  mechanica  oder  Besehreihuny  eines  com- 
pendiösen  ReclteuMstelicns  von  1744  eine  Erleichterung  des  Rechnens 
durch  äussere  Hilfsmittel  beabsichtigt  zu  haben. 

')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXTTT,  417—418.  -)  Poggendorff 

n,  903.         ^)  Ebenda  I,  1285—1286. 
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An  der  Spitze  der  lateinischen  Schulen  in  Deutschland  stand  die 
Fürstenschule  zu  Pforta,  und  an  ihr  wirkte  Johann  Georg  Gott- 
hold Hübsch'»,  dessen  Arithmctitn  pirtrn.^is  von  1748  den  Plan 
und  zugleich  das  Muster  dessen  darstellt,  was  an  seiner  Anstalt  ge- 
lehrt  wurde  und  wie  es  gelehrt  wurde.  Drei  Abtheiluugeu  von 
Schülern  waren  unterschieden.  Bei  den  miteren  wurden  die  ganzen 
Zahlen  und  die  Brüche  nach  dem  langen  Wege  gelehrt,  bei  den 
mittleren  die  Praktik  in  Ganzen  und  Brüchen  nebst  der  Regeldetri, 
bei  den  oberen  die  Decimalrechnung  und  Eegeldetiü.  Offenbar  ver- 
steht  Hübsch  unter  den  „Brüchen  nach  dem  langen  Wege",  man 
soUe  mit  den  Brüchen  als  solchen  rechnen,  ohne  sie  in  eine  Summe 
von  Stammbrüchen  zu  zerlegen,  während  die  „Praktik"  diese  Zer- 
legung   vorschrieb.      Nach     dem    langen    Wege     war    beispielsweise 

Vg  •  3824  =   '-^^  =  —~  =  334G,      nach      der      Praktik      war 

Vs  -  3824  =  (i  +  i  +  i)  .  3824  =  1912  +  ÖÖC.  -f  478  =  334(3. 

Der  Ausdruck  langer  Weg,  der  uns  bei  Hübsch  begegnet,  der  aber 
auch  bei  anderen  SchriftsteUem  der  gleichen  Zeit  vorkommt,  erinnert 
täuschend  an  das  ad  majorem  cjuisam  des  Leonardo  von  Pisa 
(Bd.  II,  S.  14),  und  da  dieser  Schriftsteller  die  Zerlegung  in  Stamm- 
brüche trefflich  zu  handhaben  wusste,  so  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  sie  es  war,  welche  er  miiioris  (juisc  nannte,  die  spätere  wälsche 
Praktik  der  deutschen  Rechenmeister.  Eigenthümlich  genug,  dass 
ein  Schi-iftsteller  des  18.  Jahrhunderts  uns  einen  bisher  unverstan- 
denen Ausdi-uck  des  13.  Jahrhunderts  deutlicher  machen  musste,  ein 
neuer  Beleg  für  die  erhaltende  Kraft  der  Gewohnheit. 

Die  Rechenkunst  war  für  Hübsch  nie  ein  Schleif-  oder  Wetzstein, 
und  man  lernt  disfiiict.  ordentlich  und  vorsic-ldiij  denJcen.  Diesem  Zwecke 
gemäss  ist  weit  mehr  Gewicht  auf  den  Siim  der  Methoden  als  auf 
ihre  Einübung  gelegt,  das  Uebungsmaterial  ist  beschränkt,  die  Er- 
kläiTingen  werden  auf  ihre  Richtigkeit,  die  Rechnungsvortheile  auf 
ihre  Anwendbarkeit,  die  Rechnungsproben  auf  ihre  Zuverlässigkeit 
untei-sucht. 

Hübsch  empfiehlt  das  Kopfrechnen,  welches  allerdings  nach 
und  nach  von  selbst  entstehe,  wenn  man  viel  mit  der  Feder  gerechnet 
habe  imd  fest  darin  sei.  Man  hat  diesem  Ausspruche  entnommen, 
dass  Hübsch  das  Kopfrechnen  der  Zeit  nach  ei-st  später  und  mcht 
gleich  zu  Anfang  des  Unterrichtes  eingeübt  wünschte.  Aber  seine 
Hochschätzung  desselben  spricht  sich  deutKch  in  der  Verwunderung 
aus,  dass  seines  Wissens  in  keiner  Practic  ex  professo  davon  gehandelt 


>)  Ungar  S.  140,  148,  16«,  168. 
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sei,  ungeachtet  es  bei  den  meisten  concurrire;  es  sei  das  aller 
geschwindeste  und  bequemste  Rechnen,  da  es  ohne  allen  Apparat, 
allerwegen  und  zu  allen  Zeiten,  sogar  im  Finstern  geschehen  könne. 
Die  hierin  enthaltene  Anklage  gegen  andere  Werke  ist  allerdings, 
Clausberg  gegenüber,  wie  wir  uns  erinnern  (S.  495),  nicht  gerecht- 
fertigt. 

Hübsch  war  der  Ei'ste,  der  beim  schriftlichen  Rechnen  auf  Sorg- 
falt in  der  äusseren  Darstellung  sah,  der  auf  Reinlichkeit,  Deutlichkeit 
und  Ordnung  Gewicht  legte,  welche  letztere  besonders  bei  dem  Unter- 
einanderschreiben von  Zahlen  die  genaueste  Beachtung  zu  finden  habe. 

Wir  kehren  jetzt  endlich  zu  Christian  von  Wolf  und  seinen 
Elemcnta  tnathcseos  nuiversae  von  1741  zurück  (S.  4'J4).  Die  in  dem 
I.  Bande  enthaltenen  Elcnicuta  aritlinictirae  stellen  sich  als  ein  wissen- 
schaftliches Buch  dar,  aus  welchem  wohl  Niemand  das  Rechnen  ge- 
lernt haben  wird,  der  es  nicht  schon  konnte,  welches  aber  die  Be- 
gründung und  den  Beweis  der  Vorschriften  sich  angelegen  sein  Hess. 

Wir  heben  nur  ganz  Weniges  hervor.  Wolf  steht  in  der  Divi- 
sion zwischen  der  alten  und  der  neuen  Zeit,  indem  er  sowohl  die 
Division  über  sich  als  die  unter  sich  lehrt ').  Er  beweist  die  Ver- 
tauschbarkeit  der  Factoren  bei  der  Multiplication  und  zwar  folgender- 
massen-).  Zwischen  der  Einheit  und  dem  Multiplicator  findet  das 
gleiche  Verhältniss  statt  wie  zwischen  dem  Multiplicandus  und  dem 
Producte,  d.  h.  es  ist  1  :  A  ^  B  :  AB  und  l  :  B  =  A:  BA.  Ferner 
bleibt  ein  Verhältniss,  etwa  das  von  1  zu  A,  ungeändert,  wenn  jedes 
seiner  Glieder  mit  dem  Gleichen,  etwa  mit  B  multiplicirt  wird,  folg- 
lich ist  \  :  A  =  B :  BA.  Die  erste  und  dritte  der  hier  angeschrie- 
benen Proportionen  stimmen  in  den  drei  ersten  Gliedern  überein,  also 
müssen  auch  die  vierten  Glieder  übereinstimmen,  d.  h.  AB  ^  BA 
sein.     Auch  die  Regel  der  Multiplication  von  Brüchen  versieht  Wolf 

A.  C 

mit  einem  Beweise^).     Es  sei  ^  =  A:  B  =^  F  und   ^  =  C  :  I)  =  G, 

dann  ist  auch  B  :  A  =  l  :  F  und  I)  :  C  =  1  :  G.  Proportionen 
dürfen  Glied  für  Glied  mit  einander  vervielfacht  werden,  somit  wird 

BD  :  AC  =  1  :  FG,    beziehungsweise   ^-^  =  ——  =  FG   und   damit 

das  gesuchte  Product  gefunden  sein.  Wir  wollen  diese  Beweisführungen 
keineswegs  als  tadelfrei  bezeichnen,  aber  es  waren  immerhin  Beweise 
und  so  der  höhere  Standpunkt  der  Rechenkunst  gewonnen,  auf  welchen 
wir  oben  hingewiesen  haben. 

Am    Anfange    der    Arithmetik    ist    eine    mindestens    auffallende 


')  Wolf,   Ehmmta   matlmeos   I,  .'J7— 38,  §  117.  *)  Ebenda  I,  .^ü— 50, 

§  207.  ■')  Ebenda  I,  02,  §  28'.». 
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Erklärung  der  Aehnliclikeit  gegebeu\):  Dinge  seien  ähnlich,  bei 
welchen  das  dasselbe  ist,  wodurch  sie  sich  unterscheiden  sollen. 
Wolf  will  seine  Erklärung  Leibniz  nachgebildet  haben.  Dieser  sage 
nämlich"!:  ähnlich  sei,  was  nicht  zu  unterscheiden  sei,  wenn  es  nicht 
gleichzeitig  vorhanden  sei.  Wir  haben  ( S.  33 1  luigefähr  diesen 
Wortlaiit  kennen  gelernt. 

In  einem  anderen  Abschnitte  des  I.  Bandes  der  Elemente,  in  den 
Elemcnta  AnnliffH'os  »latlicmaticae  .spi-icht  sich  Wolf  über  negative 
Zahlen  aus"'l.  Sie  sind,  sagt  er,  das  Nichtvorhandensein  der  wahren 
Grössen,  durch  welche  sie  verstanden  werden,  sind  also  selbst  keine 
wahren  Grössen. 

Es  ist  von  Interesse,  dieser  Aeusserung  dieMeinung  D'Alembert's 
gegenüber  zu  halten.  Wir  haben  (S.  490)  von  seiner  Mitwirkung  an 
der  Encyclopedie  gesprochen.  Unter  dem  Worte  negatif  sagt  er, 
es  sei  nicht  leicht  den  Begriff  der  negativen  Grössen  festzustellen, 
und  einige  geschickte  Leute  hätten  sogar  dazu  beigetragen  ihn  durch 
die  darüber  gegebenen  ungenauen  Mittheilungen  vollends  zu  verwirren. 
Von  der  negativen  Grösse  sagen,  sie  sei  weniger  als  Nichts,  heisse 
etwas  Unbegreifliches  aussprechen.  Weiter  unten  fährt  er  fort,  es 
sei  ziemlich  natürlich  zu  folgern,  dass  die  negativen  Grössen,  denen 
man  bei  Rechnungsverfahren  begegne,  thatsächlich  reelle  Grössen 
seien,  mit  denen  man  einen  anderen  Begriff  zu  verknüpfen  habe,  als 
der  war,  den  man  vorausgesetzt  hatte.  In  den  OjHiscidfS  mathematiques, 
welche  D'Alembert  S  Bände  stark  von  ITlJl — 17G8  herausgab,  über 
welche  wir  aber  nicht  mehr  berichten  dürfen,  hat  er  sich  dann  noch 
viel  bestimmter  ausgesprochen. 

Vielleicht  hing  es  mit  dem  wissenschaftlich  gesteigerten  Ansehen 
der  Rechenkunst  und  der  Mathematik  im  Allgemeinen  zusammen, 
vielleicht  mit  ihrer  nachgei'ade  dem  Widerwilligsteu  sich  aufdrängenden 
Unentbehrlichkeit,  dass  in  Deutschland  Bücher  über  die  mathema- 
tischen Aufgaben  anderer  Wissenschaften,  der  Theologie  und  der 
JurispiTjdenz,  entstanden. 

Johann  Bernhard  Wiedeburg*)  (1687— 17(i6),  seit  1718 
ordentlicher  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Jena,  an 
welcher  er  seit  1739  auch  theologische  Vorlesungen  hielt,  gab  1730 
eine  Maihcsls  hihlka  scptem  spfcim'niihus  coDqu'ehciisa  heraus,  Johann 
Jacob  Schmidt,  Prediger  zu  Peest  und  Balow,  1736  einen  Biblischen 


•)  Wolf,  EUmenta  mathtseos  I,  18,  §  24:  Simüia  sunt,  in  quibus  ea  eadem 
sunt,  per  quae  a  se  invicem  discerni  debehant.  *)  Ebenda  I,  l'J,  §  27:  Similia 

quae  non  ^;o.ss«h<  distiiigui  nisi  per  compraesentiam.  ')  Ebenda  I,  237,  §  17. 

«)  Poggendorff  II,  1316—1317.    Allgemeine  deutsche  Biographie  XLII,  379—380. 
Artikel  von  S.  Günther. 
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Matlmmaticus  oder  Erläntcnnin  der  Heil'Kjcn  Scliriff  aN><  den  Matlie- 
matiscJien  Wissenschaften,  nachdem  allerdings  Samuel  Reylier^j 
(1635 — 1714),  Professor  der  Mathematik  in  Kiel,  den  wir  im  XVI.  Ab- 
schnitte hätten  erwähnen  sollen,  1(579  mit  einer  Mafhesis  mosaica  sive 
Loca  Fentateuclä  matJiematica  mathcmatice  explicata,  cum  appendice 
aliorum  S.  Scrijit.  Locoinm  Mafhematicormn  vorausgegangen  war. 
Wiedeburo-  folgt  in  der  Anordnuncr  der  erklärungsbedürftigeu  Bibeb 
stellen  der  Reihenfolge  der  biblischen  Schriften,  Sclimidt  dem  mathe- 
matischen Inhalte,  so  dass  er  zuerst  von  der  biblischen  Arithmetik, 
dann  von  der  biblischen  Geometi-ie,  von  der  biblischen  Statik,  Archi- 
tektur, Astronomie,  Horographie,  Optik  handelt.  Einen  anderen 
Unterschied  konnten  wir  zwischen  beiden  Werken,  welche  wir  von 
Augenschein  kennen,  nicht  entdecken,  auch  nichts  Erwähnenswerthes 
in  ihnen  finden,  es  sei  denn,  dass  wir  bei  Sj)itzfindigkeiten  verweilen 
wollten,  welche  vielleicht  dem  Theologen,  aber  keinenfalls  dem  Mathe- 
matiker von  Interesse  sein  können. 

Johann  Friedrich  Polack")  (1700 — 1772),  Professor  an  der 
Universität  zu  Frankfurt  an  der  Oder,  wo  er  abwechselnd  Jurisprudenz, 
Mathematik,  dann  wieder  Jurisprudenz,  zuletzt  Oekouomie,  Polizei 
und  Cameralwissenschaften  lehrte,  gab  1734  eine  Mathesis  forensis 
heraus,  von  welcher  1739,  175(),  1770  neue  Auflagen  nöthig  wurden^). 
Auch  Johann  Friedrich  Unger  gab  1743  und  1744  Beiträge  zur 
Mathesis  forensis  heraus,  wodurch  sich  gleichfalls  bestätigt,  dass  die 
Juristen  das  Bedürfniss  nach  dei-artigen  Schriften  besassen,  was  andrer- 
seits wieder  ihre  Anspruchslosigkeit  beweist.  Polack  hatte  aber  seine 
mathematischen  Kenntnisse  in  den  Vorlesungen  Jacob  Hermann's 
in  Frankfurt  erworben,  und  man  gewinnt  einen  trauiügen  Einblick 
in  das,  was  damals  der  Mathematiker  an  einer  deutschen  Hochschule 
lehrte  und  lehren  durfte,  wenn  man  erfährt,  dass  Hermann  durch 
abstracte  Darstellung  der  Regeln  seine  Zuhörer  entmuthigte,  die  sich 
bis  auf  zwei,  unter  welchen  Polack  war,  in  den  ersten  sechs  Wochen 
verliefen,  ehe  Hermann  noch  die  Hälfte  der  Geometrie  abgehandelt 
hatte.  Die  Mathesis  forensis  lässt  vollends  nicht  erkennen,  dass  Polack 
aus  seiner  Ausdauer  grossen  Nutzen  gezogen  hätte.  Mathematisch 
interessant  ist  nur  der  Abschnitt  von  der  Berechnung  des  Interasuriums, 
in  welchem  sich  Polack   in   der  ersten  Auflage  von  1734  vollständig 


')  Allgemeiue  deutsche  Biographie  XXVIII,  354 — 358.  Artikel  von  K. 
')  Ebenda  XXVI,  381,  wo  in  Folge  eines  Druckfehlers  das  Erscheinungsjahr  der 
Mathesis  forensis  1743  statt  1734  heisst.  ^j  Wir  bedienten  uns  der  3.  Auf- 

lage von  1756,  deren  Vorrede  wir  entnahmen,  was  im  Text  über  Unger  gesagt 
ist.  In  der  Vorrede  zur  2.  Auflage  von  1739  steht  das,  was  wir  über  Jacob 
Hermann's  Vorlesungen  mittheilen. 
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auf  die  Seite  von  Gottfried  August  Hoffmann  gegen  Carpzow 
sowohl  als  gegen  Leibuiz  stellte  (S.  499).  Es  bedurfte  des  Ein- 
griffes einer  einflussreiclien  Persönlichkeit,  um  Polack  wenigstens 
einigermassen  anders  zu  stimmen.  Georg  Bernhard  Bilfinger 
war,  wie  wir  wissen  (^S.  485),  1725 — 1731  in  Petersburg,  von  wo  er 
als  Professor  der  Theologie  nach  Tübingen  zurückkehrte.  Seit  1735 
war  er  in  Regierungsgeschäften  in  Stuttgart  thätig.  Bilfinger  also 
schickte  Polack  eine  Abhandlung  zu,  in  welcher  er  Leibnizens  Rech- 
nung vertheidigte  und  aufdeckte,  wie  sehr  man  sie  missverstanden 
hatte.  Polack  nahm  die  Abhandlung  wöi-tlich  in  seine  2.  Auflage 
auf  und  gestand  zu,  mathematisch  sei  gegen  Leibniz  nichts  einzu- 
wenden, als  Jurist  dagegen  müsse  man  sich  für  Holfmann  entscheiden. 
Dieser  hatte  nämlich  auch  eiue  Abhandlung  eingesandt,  welche 
gleichfalls  zum  Abdrucke  kam:  Gottfried  August  Hoffmanns^^  J.  V.  L. 
Demonstrationen  von  riclitiycr  Berechnung  des  Intcrusurii,  tvorinnen 
zugleich  das,  tcas  von  dieser  Materie  in  dem  Anhange  ermeldten  Autoris 
seiner  Prudentiae  Oeconomicae  hefindlich  ist,  ivider  die  von  Herrn 
C.  von  Clausherg  in  dessen  demonstrativer  Ileclicnkunst  (jemuchte  Ein- 
tvürf'c  vcrtheidigt  wird.  Hoffmann  setzt  sich  auf  das  hohe  Pferd,  in- 
dem   er    erklärt,    es    sei    ziemlich    gleichgiltig,    ob    Leibniz    wirklich 

*i  TT 

empfohlen    habe    oder    nicht,    -— -    als    Interusurium    von    einem    in 

n  Jahren  fälligen  zu  5  Procent  verzinslichen  Kapitale  K  in  Abzug 
zu  bringen.  Bei  den  Juristen  heisse  dieses  Verfahren  nun  einmal 
Leibnizische  Rechnung,  und  somit  sei  er  berechtigt  gewesen,  es  unter 
diesem  Namen  anzugreifen.  Aber  auch  Leibnizens  wirkliches  Ver- 
fahren, die  herabgeminderte  Forderung    in    der  Höhe  von    K-  \  —  \ 

anzusetzen  sei  falsch,  weil  ungesetzlich.  Er  verlange  Zins  von  den 
Zinsen,  und  dieses  sei  verboten,  man  möge  sich  winden,  wie  man 
woUe.  Die  3.  Auflage  der  Mathesis  forensis  unterscheidet  sich  in 
diesem  Abschnitte  in  nichts  von  der  ihr  vorhergehenden. 
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Wenden  wir  uns  den  elementargeometrischen  Leistungen  zu,  so 
wollen  wir  den  Stofl:'  in  der  Reihenfolge  anordnen,  dass  wir  zuerst 
einige  Werke  besprechen,  welche  den  ganzen  Umfang  der  niederen 
Geometrie   betreffen,    sodann    solche    Werke,    welche    nur    einzelnen 

')  sie! 

Gaktob,  Geschichte  der  Mathematik.   111,  3.  33 
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Theilen  der  Geometrie  gewidmet  sind,  endlich  Abhandlungen  ganz 
besonderen  Inhaltes. 

Pierre  Varignon  war  1722  gestorben  (S.  214).  In  seinem 
Nachlasse  fanden  sich  Eh'mms  de  maflicniafiqur  vor,  welche  1731  im 
Druck  herausgegeben  wurden.  Sie  beginnen  mit  Elemens  d'aJychre  et 
d'arithme'tüßie  auf  66  Seiten,  die  wir  keine  Veranlassung  gehabt  haben 
im  vorigen  Kapitel  zu  erwähnen.  Sie  enthalten  nichts  von  besonders 
bemerkenswerther  Natur.  Dann  aber  folgen  Eh'mens  de  i/eometrie 
auf  156  Seiten  in  neuer  Seitenzählung-  eine  Geometrie  von  überall 
durchblickender  Eigenart,  die  philosophische  Geistesrichtung  ihres 
Verfassers  dadurch  zu  erkennen  gebend,  dass  sie  den  Definitionen  und 
Axiomen  ein  gros.ses  Gewicht  beilegt  und  grade  in  dieser  Beziehung 
sich  manche  Neuerung  gestattet.  Ein  Axiom  ist  es  z.  B.  für  Varignon, 
dass  es  zwischen  den  Umrandungen  zweier  Gebilde  nur  eine  kürzeste 
Entfernung  gebe^),  und  an  dieses  Axiom  schliesst  sich  im  I.  Buche 
von  den  Linien  die  Definition  der  Geraden  als  kürzeste  Entfernung 
zweier  Punkte.  Die  Ebene  wird  alsdann  als  diejenige  Fläche  be- 
zeichnet, welche  eine  Gerade  mit  allen  ihren  Punkten  berühren  kann'). 
Varignon  kommt  dann  Ijald  zum  BegriflPe  des  rechten  Winkels  und 
der  Senkrechten").  Den  wichtigen  Satz,  dass  jeder  Punkt  der  Mittel- 
senkrechten einer  Strecke  gleichweit  von  deren  Endpunkten  entfernt 
sei,  beweist  er  durch  Umklappen  der  Figur  um  jene  Senkrechte*). 
Parallel  heissen  zwei  derselben  Ebene  angehörende  Gerade,  welche 
gegen  eine  dritte  Gerade  gleich  geneigt  sind"").  Bekanntlich  ist  diese 
bei  Varignon  erstmalig  auftretende  Erklärung  später  häufig  ange- 
wandt worden. 

Auf  die  Definition  der  Ebene  kommt  das  II.  Buch  von  den 
Oberflächen  zurück  und  spricht  dabei  als  Zusatz  aus''),  wie  die  gerade 
Linie  die  kürzeste  von  allen  sei,  die  man  zwischen  zwei  Punkten 
ziehen  könne,  so  sei  die  Ebene  die  kleinste  aller  Oberflächen  von 
übereinstimmender  Begrenzung.  Schon  im  I.  Buche  war  bewiesen 
worden'),  dass  der  Peripheriewinkel  durch  die  Hälfte  des  zwischen 
seinen  Schenkeln  enthaltenen  Kreisbogens  gemessen  werde.  Im  II.  Buche 
dient  dieser  Satz  zur  Bestimmung  der  Winkelsumme  des  Dreiecks^). 
Beschreibt  mau  um  das  Dreieck  einen  Kreis,  wovon  die  Möglichkeit 


')  Varignon,   Elemens  de  geometrie  pag.  4:  Entre  les  extremite's  de  deux 
grandeurs  il  ii'y  a  qu'une  mesure  qtti  sott  la  plus  courle.  *)  Ebenda  pag.  5: 

On  appeJle  plan  une  surface  que  tmis  les  points  d'nne  ligne  droite  peuvent  tmicher. 
^)  Ebenda  pag.  6.  *)  Ebenda  pag.  10.  '")  Ebenda  pag.  17:  Deux  lignes 

droites  AC  et  BD  dans  le  meine  plan  egaleinciit  iiicliiiees  sur  In  ligne  EH  .  .  . 
sont  appelk'es  pandleles.  ")  Ebenda  jiag.  HS.  ')  Ebenda  pag.  35.  ')  Ebenda 
pag.  i3. 
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auch  bereits  im  1.  Buche  nachgewiesen  worden  war*),  so  haben  die 
drei  Dreieckswinkel  als  Peripheriewinkel  auf  Bögen,  welche  sich  an- 
einander anschliessen ,  zusammen  den  halben  Umkreis  oder  zwei 
Hechte  als  Maass.  Aus  der  nunmehr  bekannten  Wiukelsumme  des 
Dreiecks  folgt  der  Satz  vom  Aussenwinkel  des  Dreiecks-).  Ferner 
folgt  aus  der  Beh-achtung  des  umschriebenen  Kreises  die  Gleichheit 
von  Winkeln  im  gleichschenkligen  Dreiecke  als  Peripheriewinkel  auf 
Bögen  mit  gleichen  Sehnen").  Die  Betrachtung  von  Parallelogrammen 
führt  zu  dem  Satze  von  der  Gleichheit  paralleler  Strecken  zwischen 
Parallelen  und  als  Sonderfall  zu  der  Gleichheit  der  Senkrechten 
zwischen  zwei  Pai-allelen.  Aus  ihr  aber  folgt  als  Zusatz,  dass  zwei 
Parallele  ins  Unendliche  verlängert  einander  niemals  treffen*). 

Das  in.  Buch  enthält  eine  Proportionenlehre,  das  IV.  Buch  An- 
wendungen auf  Verhältnisse  von  Strecken  und  durch  sie  gebildete 
Figuren.  Hier  erscheint  erst  der  pythagoi-äische  Lehrsatz'')  als  eine 
der  drei  Möglichkeiten  in  den  geofenseitiffen  Beziehungen  von  Drei- 
ecksseiten  BC- 1-  AB'-  -\-  ÄC^.  Mit  dem  V.  Buche  von  den  Körpern 
schliesst  die  S2)f'ri(Iatice  Geometrie  ab. 

Eine  praldisehe  Geometrie  bildet  mit  drei  Kapiteln  von  der  Grösse 
und  Lage  gerader  Linien,  von  Flächen- 
messungen, von  Körpennessungen  eine 
besondere  Abtheilung  des  Werkes.  Wir 
erwähnen  aus  dem  1.  Kapitel  eine  auf 
Bewegung  gestützte  Dreitheilmig  des 
Winkels'').  Man  sucht  (Fig.  75)  den 
dritten  Theil  des  Winkels  AZD.  An 
einen  Zirkel  GEH  wird  ein  zweiter 
FZB  derart  befestigt,  dass  EBZF  ein 
in  allen  Eckpunkten  bewegliches  gleich- 
seitiges Viereck  ist.  Auf  den  Schenkeln 
ZD,    ZA    des    zu    theilenden    Winkels 

werden   die   Stücke   ZX,  ZB   von    der         /'       /  :  \        '/) 

Länge  EB  abgeschnitten,  und  dann  wird 
der  Doppelzirkel  so  an  den  Punkt  Z 
angelegt,  dass  EBH  durch  X,  EFG 
durch  7i  geht.    Nun  ist  sowohl  A  EBZ 

als    A  BZX    gleichschenklig.      Als   Aussenwinkel    von    A  EBZ  ist 
L  ZBX  =  ZXB  =  2ZEX,   und  als  Aussenwinkel  von  A  EZX  ist 


•)    Varignon,    EUinens   de   geometrie   pag.   22.  *)  Ebenda    pag.   43. 

^  Ebenda  pag.  44.         ')  Ebenda  pag.  50.         ')  Ebenda  pag.  65.         ")  Ebenda 
pag.  101. 
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i  XZS  =  ZEX  -f-  ZXE  =  SZEX.      Genau    ebenso    erkennt    man 

L RZS=-dZEB,  mithin  /.  AZD  =  ?,GEH  oder  L  GEH=  ~  AZD. 

Bei  Vermessungsarbeiten  auf  dem  Felde  soll  man  sich  einer  Vor- 
richtung bedienen,  welche  kurzweg  das  Instrument  genannt  ist^). 
Es  besteht  aus  einem  massiven  in  Grade  eingetheilten  Halbki-eise  mit 
einem  festen  Durehmesser  und  einem  um  dessen  Mittelpunkt  dreh- 
baren Diopterlineale,  welches  die  Winkel  zu  messen  gestattet. 

Mittels  dieses  Instrumentes  werden  im  2.  Kapitel  die  verschie- 
densten topographischen  Aufnahmen  vorgenommen-);  dann  kehrt 
Varignon  zu  theoretisch  Interessanterem  zurück,  zu  Theilungen  von 
geradlinig  begrenzten  Figuren  mittels  gerader  Linien'). 

Aus  dem  3.  Kapitel  erwähnen  wir  nur  die  letzte  Aufgabe  der 
Ausmessung  beliebig  umgrenzter  ganz  unregelmässiger  Körper*). 
Man  bringt  den  Körper  in  ein  parallelepipedisches  Gefäss  luid  schüttet 
Wasser  dazu,  bis  der  Körper  vollständig  überdeckt  ist,  worauf  man 
sich  die  Höhe  des  Wassers  durch  einen  Strich  bemerkt.  Bei  der 
alsdann  vorgenommenen  Entfernung  des  Köi'pers  sinkt  das  Wasser 
im  Gefässe  bis  zu  einer  neuerdings  durch  einen  Strich  zu  bemerkenden 
Höhe.  Das  ParaUelepipedon  zwischen  den  beiden  am  Gefässe  ange- 
brachten Strichen  ist  genau  das  Maass  des  Köi-pers. 

Diese  letztere  Vorschrift  dürfte  eine  althergebrachte  Methode  von 
Praktikern  sein.  Jedenfalls  findet  sie  sich  genau  ebenso  in  einem 
fast  gleichzeitig  mit  Varignon's  nachgelassenem  Bande  erschienenen 
recht  unbedeutenden  deutschen  Buche,  in  der  Praxis  Geomeiriae  von 
Johann  Friedrich  Penther^)  (1693 — 1749).  Der  Verfasser  war 
seit  1720  in  gräflich  StoUbergischem  Bergdienste  und  wurde  1736, 
vielleicht  in  Folge  der  beifäUigen  Aufnahme  des  genannten  Buches 
von  1732,  Professor  der  Mathematik  und  der  Oekonomie  an  der 
Universität  Göttingen.  Die  sehr  genügsamen  Praktiker  waren  eben 
durch  den  mehr  als  dürftigen  Inhalt,  der  sich  auf  die  theils  zeich- 
nende theils  rechnende  Auflösung  der  leichtesten  geometrischen  Auf- 
gaben und  auf  Anweisungen  zum  Feldmesseu  beschränkt,  so  hoch 
befriedigt,  dass  das  Buch  es  bis  zu  einer  8.  Auflage  brachte,  welche 
1776  in  Augsburg  erschien. 

Etwas  länger  müssen  wir  bei  dem  geometrischen  Theile  der 
Elemmta  matheseos  von  Christian  von  Wolf  verweilen.  Ziehen 
doch  seine  Definitionen  durch^den  Vergleich  mit  denen  Varignon's 
unwillkürlich  unsere   Aufmerksamkeit  auf  sich.     Wir  nennen   einige 


')  Varignon,  Elemens  de  yeomefrie  pag.  121.         -)  Ebenda  pag.  133—1.39. 
*)  Ebenda   pag.  139—148.  *)  Ebenda  pag.  155.  ^)   Poggendorff  II, 

399—400. 
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derselben.  Diejenige  Linie  ist  gerade,  bei  welcher  jeder  Tlieil  dem 
Ganzen  iihnlich  ist*).  Wir  dürfen  in  Erinnerung  bringen,  dass  Wolf 
den  Begriff  der  Aehnliehkeit  schon  in  der  Arithmetik  (S.  50;5)  er- 
örtert hatte.  Eine  Oberfläche  ist  eine  Ebene,  wenn  von  jedem  Punkte 
des  TJmfanges  nach  jedem  anderen  Punkte  ebendesselben  eine  Gerade 
ganz  in  der  Oberfläche  gezogen  werden  kann"-).  Linien  sind  parallel, 
wenn  sie  überall  die  gleiche  Entfernung  von  einander  bewahren,  und 
demgemäss  können  auch  ins  Unendliche  verlängerte  Parallele  nicht 
zusammen treflen 'M.  Eine  Figur  ist  regelmässig,  wenn  ihre  Seiten  und 
ihre  Winkel  alle  unter  einander  gleich  sind'*). 

Der  angedeutete  Vergleich  zeigt  einen  wesentlichen  Gegensatz: 
Varignon  bemüht  sich  erst  zu  zeigen,  dass  gewisse  geometrische 
Eigenschaften  an  sich  möglich  sind,  und  erst  dann  giebt  er  mit 
jenen  Eigenschaften  behafteten  Gebilden  diesen  oder  jenen  Namen. 
Wolf  kümmert  sich  nicht  um  die  Möglichkeit  dessen,  was  er  in 
seinen  Definitionen  von  dem  erklärten  Raumgebilde  verlangt. 

Alle  erwähnten  Definitionen  gehören  noch  dem  I.  Kapitel  der 
Principien  der  Geometrie  an.  Das  IL  Kapitel  ist  einigen  grundlegenden 
Sätzen  gewidmet.  Wolf  versteht  darunter  Vorschriften  über  das 
Zeichnen  von  Figuren  auf  dem  Papiere,  über  das  Abmessen  von 
Geraden  und  von  Winkeln  auf  dem  Papiere  und  auf  dem  Felde,  über 
das  üebertragen  einer  Figur  von  dem  Felde  auf  das  Papier.  Dabei 
wird  erwähnt,  welcher  Messschnüre  und  Messketten,  welcher  Lineale, 
welcherlei  Federn  beim  Zeichnen,  welcher  Winkelmesswerkzeuge  man 
sich  bedienen  solle.  Ein  kleinerer  Halbkreis  zum  Auftragen  von 
Winkeln  auf  dem  Papiere  heisst  allgemein  Instrumentum  transporta- 
ion'um"). 

Im  III.  Kapitel  von  den  Eigenschaften  der  geraden  Linien  und 
der  Dreiecke  beginnen  die  eigentlichen  Sätze  der  Geometrie.  Einige 
im  engsten  Zusammenhange  stehende  sind  folgende.  Im  rechtwink- 
ligen Dreiecke  ist  die  Hypotenuse  grösser  als  jede  Kathete^),  folg- 
lich ist  die  Senkrechte  die  kürzeste  Gerade,  welche  von  einem  Punkte 
nach  einer  Geraden  gezogen  werden  kann'),  und  die  Entfernung  eines 
Punktes   von   einer  Geraden  wird   durch   die   Senkrechte  gemessen*). 


'j  Wolf,  Elementa  matheseos  I,  98,  §  17:  Linea  recta  est  cujus  pars  quae- 
cumque  est  toti  siiniUs.  *)  Ebenda  I,  100,  §  36:  Planum  est,  si  e  quovis  puncto 
perimetri  ad  quodUhet  ejusdem  rectam  in  eadem  ducere  licet.  ')  Ebenda  I,  103, 
§  81 — 82:  Linea  paraUela  est  alteri,  si  uhique  eandem  ab  ea  distantiam  servaf. 
Lineac  ergo  parallelae  in  infinitum  continuatae  non  concurrunt.  *)  Ebenda 

I,  104,  §  106:  Figura  regiüaris  est  figura  aequilatera  et  aeqtäangiila.        ')  Ebenda 
I,  111,   §  153.  »)  Ebenda  I,  123,  §  220.  ')   Ebenda  I,  123,  §  224. 

8;  Ebenda  I,  124,  §  225. 
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Da  Parallele  überall  gleiche  Entfernungen  haben,  müssen  demnächst 
alle  Senki-echteu  aus  Punkten  einer  Geraden  auf  die  parallele  Gerade 
von  gleicher  Länge  sein*).  Hieraus  folgert  aber  Wolf  den  Satz, 
dass  die  Senkrechte  auf  eine  Gerade  auch  auf  der  parallelen  Geraden 
senkrecht  stehen  muss").     Sei  (Fig.  76^  i?J  ||  KL  und  AB  J_  KL,  so 

muss  auch  AB  _L  HI  sein. 
—       ''^        ^  ^  Man  mache  BD  =  BE  und 

errichte  in  D  und  E  die 
— '-  beiden  Senkrechten  DC, 
EG  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  HI,  so  muss 
I)C=EG  sein.  Ueberdies  ist  iB^^E,  also  sind  die  Dreiecke 
BGB,  BGE  congruent  und  BC  =  BG  sowie  L  it  =  y.  Weil 
X  -\-  n  ^  0  -{-  1/  =  einem  Rechten,  muss  x  ^  o  sein.  Aber  AB  ist 
sich  selbst  gleich,  also  sind  die  Dreiecke  BAC,  BAG  congi-uent  und 
L  BA  C  =  BA  G  =  einem  Rechten. 

Wir  übergehen  die  noch  folgenden  planimetrischen  Kapitel.  In 
der  stereometrischen  Abtheilung  machen  wir  auf  den  in  Gestalt  eines 
Scholitim  auftretenden  Ausspruch  aufmerksam,  eine  Ebene  heisse 
einer  anderen  parallel,  wenn  beide  überall  gleiche  Entfernung  von 
einander  haben''). 

Nach  der  Geometrie  folgt  eine  Trigonometrie,  aus  welcher  uns 
namentlich  ein  Satz*)  hervorheben swerth  erscheint,  weü  er  in  die 
Klasse  dei jenigen  Betrachtungen  fällt,  welche  uns  erst  einmal  bei 
Cotes  (S.  397)  vorgekommen  sind,  und  welche  sich  auf  beim  Messen 
unterlaufene  Irrthümer  beziehen.    Seien  (Fig.  77"!  die  beiden  Strecken 

AB,  AG  genau  gemessen,  die 
Messung  des  Winkels  bei  A  aber 
mit  einem  Fehler  behaftet,  so 
dass  statt  der  richtigen  Lage  A  C 
die  AD  in  die  Zeichnung  ein- 
getragen wurde,  wodurch  auch 
BG  in  die  unrichtiore  Lage  BD 
mit  dem  Fehler  in  der  Längen- 
ausmessung BD  —  BC  =  ED 
gelangte,  indem  CD  ein  Kreis- 
bogen ist,  welcher  um  A  mit 
dem  Halbmesser  AG,  CE  ein  eben  solcher,  welcher  um  B  mit  dem 
Halbmesser   BC  beschrieben    ist.     Bei    der   Kleinheit    beider   Bögen 


Fig.  77. 


»)  Wolf,  EUmenta  mathescos  I,  124,  §  226. 
ä)  Ebenda  I,  184,  §  498.         «)  Ebenda  I,  228,  §  58- 


-)  Ebenda  I,  124,  §  230. 
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können  sie  als  gerade  Linien  betrachtet  werden,  welche  die  rechten 
Winkel  ACD,  BCE,  CED  hervorbringen.  Zieht  man  von  L  BCE 
=  äCD  den  LACE  ab,  so   bleibt  LBCA  =  DCE.     Nun   ist  der 

D  V 

sin  DCE=  sin  BCA  =  prs  •     Dabei  i.st  CD  das  Maass  des  Fehlers 

von  i  A,  und  bleibt  dieses  unverändert,  so  wachsen  gleichzeitig  DE 
(der  Fehler  von  BC)  und  sin  BCA,  sowie  i  BCA  selbst.  Jeuer 
Fehler  DE  wird  daher  um  so  geringer,  je  kleiner  /.  BCA  ist.  Daraus 
folgt,  dass  man  den  Standpunkt  A  so  wählen  soll,  dass  er  erheblich 
näher  bei  einem  der  Punkte  B,  C,  deren  unzugängliche  Entfernung 
durch  Rechnung  ermittelt  werden  soU,  als  bei  dem  anderen  liege, 
damit  iBAC  stumpf  und  iBCA  recht  spitz  ausfalle. 

Ein  in  Frankreich  sehr  beliebtes  Lehrbuch  der  Geometrie  jeuer 
Zeit  waren  die  Institut ions  de  gvumvtrie  von  1740  des  Abbe  De  la 
Chapelle^)  (etwa  1710 — 1792),  welcher  königlicher  Censor  in  Paris 
und  Mitglied  gelehrter  Gesellschaften  in  Lyon  und  Rouen  war.  Wir 
selbst  kennen  das  Werk  nicht,  aber  wenn  wir  nach  des  gleichen 
Verfassers  Tratte  des  sections  coniqucs  et  autres  coiirhes  ancienncs  von 
1750  urtheilen  dürfen,  welches  nicht  geringerer  Beliebtheit  sich  er- 
freute und  noch  1791  in  deutscher  LTebersetzang  durch  den  bekannten 
Technologen  Böckmann  herausgegeben  wurde,  so  muss  es  sich  ebenso 
durch  Vollständigkeit  wie  durch  Fasslichkeit  empfohlen  haben  und 
mehr  durch  zaKlreiche  geschichtliche  Bemerkungen  als  durch  irgend 
neue  Beweisführungen  oder  Auffassungen  sich  auszeichnen.  Einem 
Schriftsteller,  welcher  die  Institutlous  de  geometrie  wiederholt  anführt"), 
entnehmen  wir,  dass  De  la  Chapelle  unter  den  Neueren  sich  am  Aus- 
fühi'lichsten  mit  den  Bienenzellen  beschäftigt  habe^),  denen  bereits 
Papp  US  in  der  Einleitung  zum  V.  Buche  seiner  Sammliuig  nach- 
rühmte, dass  sie  in  ihrer  sechseckigen  Gestalt  keinerlei  Raum  ver- 
loren gehen  lassen,  und  dass  er  geometrische  Grundsätze  bewies*) 
wie  z.  B.  den,  dass  zwei  Grössen,  welche  die  Grenze  einer  und  der- 
selben dritten  sind,  einander  gleich  sein  müssen,  und  den,  dass  die 
Grenze  eines  zusammengesetzten  Verhältnisses  aus  den  Grenzen  der 
einzelnen  Verhältnisse  zusammengesetzt  sei. 

Li  England  war,  wie  wir  wissen  (S.  489),  die  ausschliessliche 
Benutzung  der  Euklidischen  Elemente  die  Regel.  Um  so  lauter 
spricht  es  für  die  Bedeutung  eines  Schriftstellers,  wenn  er  es  wagte, 


')  Poggendorff  I,  1338.  *)  Van  Swinden,  Elemente  der  Geometrie 

(deutsch  von  C.  F.  A.  Jacobi.  Jena  1834)  S.  XI,  139,  i02,  206,  208.  ')  De  la 
Chapelle,  Institutiotis  de  geojiictrie  11,  217 — 233  (der  i.  Ausgabe  von  1765). 
«)  Ebenda  ü,  §  433  sqq. 


512  103.  Kapitel. 

dort  als  Neuerer  aufzutreten.  Thomas  Simpson^')  (^1710 — 1761) 
begann  als  Seidenweber,  wozu  sein  Vater  ihn  bestimmte.  Ein  Astrolog 
benutzte  ihn  als  Rechner,  und  bald  tibei-flügelte  er  seinen  Lehrer  und 
Meister.  Von  der  Astrologie  kam  Simpson  zur  Astronomie  und 
Mathematik.  Er  siedelte  1732  nach  London  über,  wo  er  seine  tieils 
durch  eigene,  theils  durch  angeheirathete  Kinder  schon  zahlreiche 
Familie  wieder  durch  Seidenweberei  ernährte.  Nebenbei  arbeitete  er 
an  Ä  new  treatise  of  fhi.rions,  welches  Werk  1737  erschien  und  durch 
Klai-heit  und  Fasslichkeit  grossen  Anklang  fand.  Jetzt  drängten  sich 
Schüler  in  Menge  zu  Simpson.  Die  Royal  Society  nahm  ihn  vmter 
Erlassuug  des  Eintrittsgeldes  als  Mitglied  auf.  Schon  vorher  wurde 
er  1743  bald  nach  Erscheinen  von  The  doctrine  of  annuities  and  re- 
versions  (1742)  und  von  Mathematical  dissertations  (1743)  Professor 
an  der  Ki-iegsschule  in  Woolwich.  Seinem  dortigen  Aufenthalte  ent- 
stammen Elements  of  plane  Geometry  (1747),  Trigonometry  jglane  and 
splierical  (1748),  Doctrine  and  applications  of  fluxions  (1750  in 
2  Bänden).  Simpson  verwahrte  sich  ausdrücklich  dagegen,  dass  man 
die  reife  Arbeit  von  1750  als  2.  Auflage  seines  13  Jahre  älteren 
Jugendversuches  betrachte.  Dann  kamen  noch  Select  exercises  in 
matJiematics  (1752).  Im  Januar  1761  zog  sich  Simpson  gemüths- 
krank  nach  seinem  Geburtsort  Market-Bosworth  in  Leicestershire 
zurück,  im  Mai  1761  starb  er.  Seine  Geometrie,  welche  uns  die 
Veranlassung  bot,  Simpson's  Lebensgeschichte  hier  einzuschalten,  ist 
ausdrücklich  für  den  Gebrauch  durch  Anfänger  geschrieben.  Es 
komme  ihm,  sagt  Simpson  in  der  Vorrede,  nicht  in  den  Sinn,  ein 
Werk  wie  das  Euklidische  tadeln  zu  wollen,  aber  doch  könne  neben 
jenem  auch  ein  anderes  bestehen,  und  der  Leser  werde  bei  ihm 
manches  Eigenthümliche  finden. 

Wir  erwähnen,  dass  Simpson  den  Congruenzsatz  für  zwei  stück- 
weise gleiche  Seiten  und  gleichem  von  ihnen  gebildetem  Winkel  als 
Axiom  ausspricht,  welches  allenfalls  durch  Aufeinanderlegen  der  beiden 
Dreiecke  gestützt  werden  könne-).  Seine  ersten  Lehrsätze^)  zeigen, 
dass  unter  Anuahme  des  Euklidischen  Parallelenaxioms,  eine  Gerade, 
welche  auf  einer  anderen  senkrecht  steht,  auch  auf  deren  Parallelen 
senkrecht  stehe,  dass  zwei  derselben  dritten  Geraden  parallele  Linien 
unter  einander  parallel  seien,  dass  von  einem  Punkte  aus  nur  eine 
Senkrechte  zu  einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden  könne.  Der 
26.  Satz*)    spricht    aus,    dass    wenn   (Fig.  78)    auf   den   Seiten  eines 


')  Cannaissance  des  temps  jMur  17G7    von    De  la  Lande  pag.    197 — 204. 
^  Simpson,   Elements  of  plane  geometry  pag.  8.  ')  Ebenda  pag.  10 — 11. 

*)  Ebenda  pag.  27. 
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Fig.  78. 


Quadrates  AB  CD  von  den  Eckpunkten  aus  gleiche  Stücke  AE  =  J)F 
=  CG  ^  BH  abgeschnitten  werden,  das  Viereck  EFGH  ein  Quadrat 
sei,  und  der  7.  Satz  des  IL  Buches')  beweist 
darauf  gestützt  den  pythagoräischen  Lehrsatz. 
Das  III.  Buch  beschäftigt  sich  mit  dem  Kreise. 
Dort  ist  der  Satz  über  die  Producte  der  Ab- 
schnitte einander  schneidender  Sehnen  ganz  wie 
bei  Euklid  bewiesen,  aber  daran  knüpft  Simpson 
Sätze  über  winkelgleiche  Dreiecke-),  welche 
I  Fig.  70")  so  aneinander  gelegt  werden,  dass  die 
Schenkel  einander  gleicher  Winkel  einander  als 
Fortsetzung  dienen.  Simpson  beweist,  dass  die  durch  B,  C,  F  ge- 
legte Kreisperipherie  auch  durch  F  gehen  müsse,  als  leichte  Folgerung 
aus  den  Sätzen  über  Peripheriewinkel,  und  nun  sind  BF,  CF  einander 
schneidende  Sehnen,  mithin  AB  :  AF 
=  AC :  AF.  Mit  dem  ptolemäischen 
Lehrsätze^)  schliesst  das  III.  Buch. 
Das  IT.  Buch  handelt  von  den  Pro- 
portionen, das  Y.  und  VI.  ist  Auf- 
gaben gewidmet,  und  zwar  das  V.  sol- 
chen über  Zeichnunff  und  Theihmg 
von  Seiten  imd  Winkeln,  das  VI. 
solchen  über  Verwandlunsr  von  Fiffuren 
bei  gleichbleibendem  Flächeninhalte. 
Ein  besonderer  Abschnitt'*)  lehrt  Auf- 
gaben über  grösste  und  kleinste  Werthe 

elementargeometrisch  lösen.  Simpson  zeigt  11  dass  das  Quadrat  das 
dem  Inhalte  nach  gi-össte  Rechteck  von  gleichem  Umfange  sei, 
2)  dass  das  grös.ste  einem  beliebigen  Dreiecke  unter  Benutzung  von 
dessen  Grundlinie  als  Seite  einbeschriebene  Rechteck  dasjenige  sei, 
welches  die  halbe  Dreieckshöhe  als  Höhe  besitze.  Als  17.  Satz  er- 
scheint endlich,  dass  das  regelmässige  Vieleck  das  flächengrösste  aller 
isoperimetrischen  Vielecke  von  gleicher  Seitenzahl  sei.  Die  noch 
folgenden  Abschnitte  begnügen  wir  uns  einfach  zu  nennen:  Von 
regelmässigen  Körpern''),  Ausmessung  von  Flächeninhalten^),  Körper- 
inhalte'i,  VeiTuischte  Aufgaben**). 

Die   Trigonomeh-ie  Simpsons   von   \l-ix  ist  ungemein  kurz  ge- 
halten.    Auf  nur   77   Seiten  lehrt  sie  die   ebene  Trigonometrie,    die 

on,  Elements  of  plnne  geometry  pag.  36.  *)  Ebenda  pag.  57. 

.  59.  *)  Ebenda  pag.  106—118.  «)  Ebenda  pag.  119—133. 


')  Simps,^u, 
*)  Ebenda  pag.  59. 
•)  Ebenda  pag.  134—14' 


^)  Ebenda  pag.  106- 

')  Ebenda  pag.  143—145. 


«)  Ebenda  pag.  119—133. 
«)  Ebenda  pag.  146—193. 
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Herstellung  einer  Tafel  von  Sinussen,  Tangenten  und  Secanten,  die 
sphärische  Trigonometrie,  die  Herstellung  von  Logarithmentafeln, 
deren  Anwendung,  Eigenschaften  der  Sinusse,  Tangenten  u.  s.  w., 
Eigenschaften  ebener  und  sphärischer  Dreiecke.  Aber  auch  bei  dieser 
Kürze  fand  Simpson  Gelegenheit,  Eigenes  von  Wichtigkeit  mitzutheilen. 
Der  ö.  Satz^)  ist  der  vom  Verhältnisse  der  Summe  und  der  Differenz 
zweier  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks.  Simpson  beweist  ihn  wie  folgt. 
Seien    (Fig.  80 1   im    Dreiecke  ABC   die    Seiten  AB,   AC   gegeben, 

deren  kleinere  AB  ist.  Mit  ihr  als 
Halbmesser  wird  um  den  Mittelpunkt 
A  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  die 
verlängerte  AC  in  I)  und  in  F 
schneidet.  Man  verbindet  B  mit  D 
und  F  und  zieht  DE  ||  BF-^  ausser- 
dem zieht  man  Ah  1.  CF  und  ver- 
bindet h  mit  C  und  F.  Wegen 
AB  =  AD  =  AF  ist  die  Summe 
AC  +  AB  =  CF,  die  Differenz 
AC  —  AB  =  CD.  Anwendung  der 
Sätze  vom  Centriwinkel  und  Peri- 
pheriewinkel auf  gleichem  Bogen  und  vom  Aussenwinkel  eines  Drei- 
ecks führt  ferner  dazu  L  FDB  =  ~  (ABC  +  BGA),  LDBE 
^^{ABC—BCÄ)  erkennen  zu  lassen.  Weil  /\  CFB  ^  CDE 
hat  man 


CD=  I)E^BB'-BD  =  *^°g  ^^^  '■  *^°S  ^^^ 


oder 


{AC  +  AB) :  [AC  —  AB)  =  taug 


ABC  + BCA 


taug 


ABC  — BCA 


An  diesem  Beweise  eines  schon  bekannten  Satzes  lässt  es  aber  Simpson 
nicht  genügen.  Er  entwickelt  vom  l\.  AhC  ausgehend  die  den  vor- 
hergehenden ganz  ähnlich  gebaute  Proportion 

/An    i      M           tn          ,1           i.          AbC+bCÄ     .          AhC—iCÄ 
(AC  ^  Ah ):iA C  —  Ah)  =  tang ^ :  tang 

uud  weil  Ah  ^  AB,  die  Vorderglieder  beider  Proportionen  also  die 
gleichen  sind,  verbinden  sich  beide  zu  einer  einzigen,  in  welcher  nur 
trigonometrische  Tangenten  von  Winkeln  vorkommen.  Simpson 
bezeichnet     die     Tangente     durch     Tang     und     schreibt     demnach 

-ACB 


™        AbC+bCA   m        AbC—bCA 
Tang ^ :  Tang ^ = 


„        ABC + ACB   T,        ABC- 
■■  Tang J :  Tang 


')  Simpson,  Trigonometry  pag.  6- 
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Aber  .1  hÜ  +  Ä Cb  ==  i K)« ,  ÄbC  —  A Ch  =: '2Äl>C  —  (ÄbC -\- A Üb) 
=  'JAbC  —  00»  imd  folglich 

Taiig 45» : Tang ul b C - 45»)  =  Tang '^^^+'^^^  ., Tang  ^-^'^7^^^ • 

Man  hat,  sagt  Simpson,  hier  zwei  Proportionen  statt  einer,  aber  man 
findet  doch  mitunter  in  der  Astronomie  einen  Vortheil  in  deren  An- 
wendung wegen  ihrer  bequemen  logarithmischen  Anwendung.  Be- 
dienen wir  uns,  um  Simpson's  Meinung  besser  zu  verstehen,  einfacher 
Buchstaben.     Sei  BC  =  a,  AB  =  Ab=c,  AC=b,   LBAC  =  A, 

L  ABC  =B,  L  ACB  =  C,  L  AbC  =  cp.     Zunächst  ist  tang  q>  =  ^ 

und  g)  dadurch  gegeben.     Dann   aber   ist   weiter    1  :  tang  {<p  —  45») 

^  s c 

=  cotang  -^  :  tang  — ;; —  und  dadurch  auch  B  —  C  gefunden.    Simpson 

hat  sich  also  hier  eines  Hilfswiukels  bedient  und  den  gleichen 
Kunstgriff  im  weiteren  Verlaufe  der  Trigonometrie^)  wiederholt  an- 
gewandt. Ganz  neu  war  dei-selbe  ja  nicht,  Ibn  Jünus  scheint  ihn 
im  Oriente  gekannt  zu  haben-),  aber  dessen  Tafeln  waren  174S  in 
Europa  noch  unbekannt,  so  dass  die  Unabhängigkeit  von  Simpson's 
Erfindung,  die  für  den  Oceident  eine  solche  war,  gegen  jeden  Zweifel 
gesichert  ist. 

Welcherlei  Lehrbücher  der  elementaren  Geometrie  damals  in 
Italien  benutzt  wiirden,  wissen  wir  persönlich  nicht  genau  anzugeben 
und  wären  füi-  eine  Ergänzimg  von  kundiger  Seite  dankbar.  Wir 
vermuthen  jedoch,  dass  namentlich  in  den  von  Geistlichen  gelei- 
teten Anstalten  die  Euklidausgabe  des  Clavius,  der  Euclides  resti- 
tutus  des  Borelli,  der  italienisch  geschriebene  Eudide  rcsfifufo  des 
Giordano,  von  welchem  wir  sehr  bald  zu  reden  haben  werden,  den 
Unterricht  beherrschten. 

Unter  den  Schriften  weniger  allgemeinen  Inhaltes,'  zu  denen  wir 
ims  wenden,  ist  gerade  die  älteste  und  hervorragendste  in  Italien 
erschienen.  Girolamo  Saccheri^)  (1667 — 1733)  war  Jesuit  und 
lehrte  zuerst  Grammatik  an  dem  von  seinem  Orden  geleiteten  CoUe- 
gium  der  Brera  in  Mailand.  Gleichzeitig  mit  ihm  wirkte  Tommaso 
Ceva  (164s — 1737),  der  Bruder  des  ungleich  bekannteren  Giovanni 
Ceva  (S.  17 — 18)  als  Lehrer^der  Mathematik  an  jener  Anstalt,  und 
Saccheri  trat  mit  beiden  Ceva  in  wissenschaftlichen  Verkehr.  In 
der  Brera  in  Mailand  pflegte  Saccheri  seine  Herbstferien  zuzubringen, 
auch    nachdem    er   von   Mailand   nach   Turin,   von   Turin   nach   Pavia 


')  Simpson,   Trigonomdry  pag.  64 — 68.  *)  Delambre,   Hintoire  de 

l'astronomie  au  nwyen  agc  pag.  165.         ^  Stäckel  und  Engel,  Die  Theorie  der 
ParaUellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss  (Leipzig  1895)  S.  31 — 135. 
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geschickt  worden  war,  in  der  Brera  starb  er.  In  Pavia  war  er  ausser 
in  dem  JesnitencoUegiuni  auch  an  der  Universität  thätig  und  hielt 
dort  Vorlesungen  über  Arithmetik,  Algebra,  Geometrie  u.  s.  w. 
Bereits  1701  (nach  Anderen  sogar  schon  1692)  gab  Saccheri  in 
Turin  eine  Logka  demonstrativa  heraus.  An  mathematischen  Schriften 
sind  drei  bekannt.  Quacsita  geometrica  von  1693  rmd  1694  und 
Neostatica  von  1708  sind  unter  dem  deutlichen  Einfluss  vou  Giovanni 
Ceva  verfasst,  dessen  Methoden  Anwendung  finden.  Durchaus  selb- 
ständig ist  dagegen  das  Hauptwerk  von  1733,  welchem  Saccheri  seine 
allerdings  erst  anderthalb  Jahrhunderte  später  durchgedrungene  Be- 
rühmtheit verdankt,  der  Etidides  ah  omni  naevo  viiidicafits,  gedruckt 
während  der  langandauernden  letzten  Krankheit  seines  Verfassers. 
Es  ist  zweifelhaft,  ob  er  noch  ein  fertig  gestelltes  Exemplar  zu  Ge- 
sicht bekommen  hat. 

Henry  Savile  (Bd.  H  S.  609),  wenn  wir  von  älteren  Schrift- 
stellern absehen  woUen,  hatte  1621  von  zwei  hässlichen  Flecken  am 
schönen  Köi-per  der  Geometrie  gesprochen.  Er  meinte  damit  die 
Lehre  von  den  Parallellinien  und  die  von  den  Proportionen.  In 
letzterer  war  dm-ch  falsche  Uebersetzung  der  fünften  Definition  des 
V.  Buches  von  Euklids  Elementen  Verkehi-tes  geschaffen,  welches 
schon  Campanus  (Bd.  H  S.  94)  aufgefallen  war,  und  welches  be- 
seitigt werden  konnte  und  musste,  sobald  der  richtige  Text  hergestellt 
war^).  Saccheii  hat  das  2.  Buch  seines  Buches  von  1733  der  Pro- 
portionenlehre in  diesem  Sinne  gewidmet.  Die  Lehre  von  den 
Parallellinien  zu  bereinigen,  bedurfte  es  mehr  als  einer  sprach- 
lichen Verbesserung,  und  wir  haben  an  verschiedenen  Stellen  darauf 
aufmerksam  gemacht,  wir  hätten  an  anderen  darauf  aufmerksam 
machen  soUen,  dass  in  den  verschiedensten  Zeiträumen  Versuche  einer 
SichersteUung .  auch  dieser  Lehre  unternommen  worden  waren.  So 
hätten  wir  (Bd.  II  S.  512)  erwähnen  sollen'),  dass  Clavius  die 
Parallelentheorie  auf  folgende  beide  Sätze  zu  stützen  suchte:  1)  Eine 
Linie,  deren  einzelne  Punkte  gleichweit  von  einer,  derselben  Ebene 
mit  ihr  angehörenden  Geraden  abstehen,  ist  gerade.  2)  Wenn  eine 
Gerade  von  unveränderlicher  Länge  längs  einer  zweiten  Geraden  so 
hingeschoben  wird,  dass  beide  fortwährend  einen  rechten  Winkel  mit 
einander  bilden,  so  beschreibt  der  freie  Endpunkt  der  verschobenen 
Strecke  eine  Gerade.  Wir  hätten  (Bd.  H  S.  608)  erwähnen  soUen'), 
dass    Borelli    den    zweiten    Satz    des    Clavius    als    Grundlage    der 


')  Ausführlich  ist  der  Gegenstand  behandelt  bei  Joh.  Wilh.  Camerer, 
EucUdis  Elemintarum  lihii  sex  priores  graece  et  hUine  (Berlin  1824 — 25)  11,  320 
bis  366.         >)  Stäckel  und  Engel  1.  c.  S.  17—18.         ^)  Ebenda  S.  33. 
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Parallelenlehre  wählte.  Wir  hätten  in  diesem  Bande  (S.  26)  ein- 
schalten sollen'),  dass,  erheblich  später  als  Wallis  seinen  vermeint- 
lichen Beweis  des  Parallelensatzes  in  Oxford  vortrug,  aber  bevor  dessen 
Druck  erfolgte,  im  Jahre  1680  ein  italienischer  Mathematiker  Gior- 
dano,  den  wir  oben  (S.  515)  genannt  haben,  in  seinem  Eudide 
rcstitiito  den  Versuch  machte  zu  erweisen,  dass  der  Ort  der  End- 
punkte der  Senkrechten  von  gleicher  Länge  auf  dieselbe  Gerade  selbst 
eine  Gerade  sein  müsse.  Vitale  Giordano')  (1633 — 1711)  aus 
Bitonto  hatte  sich  nach  wiklljewegter  Jugend  der  Mathematik  zuge- 
wandt und  trat  als  Mathematiker  in  die  Dienste  der  damals  in  Rom 
lebenden  Königin  Christine  von  Schweden.  Ebeudort  wurde  er  1666 
Lehrer  an  der  von  Ludwig  XIV.,  König  von  Frankreich,  gestifteten 
Schule  für  Maler  und  Bildhauer,  dann  1685  Professor  an  der  soge- 
nannten Sapienza.  Auch  einen  Franzosen,  Nicolas  de  Malezieu'), 
hätten  wir  erwähnen  müssen,  der  1696 — 1700  einen  Sohn  Ludwig's  XIV., 
den  Duc  de  Bourgogne,  unterrichtete  und  für  seinen  Zögling  Elemens 
de  geometrie  verfasste,  welche  1715  im  Drucke  erschienen  sind.  Die 
dem  Werke  beigegebene  Bemerkung,  die  Ergänzungen,  welche  es 
bringe,  rührten  von  dem  jungen  Herzoge  selbst  her,  dürfte  Höflings- 
gerede sein.  Jedenfalls  ist  in  dieser  Geometrie  von  1715  ein  Versuch 
vorhanden  das  ParaUelenaxiom  zu  erweisen  und  zwar  so,  dass  Wider- 
sprüche hervortreten,  wenn  zwischen  zwei  Parallelen,  vorausgesetzt 
dass  sie  keine  ihnen  gemeinsame  Senkrechte  besässen,  abwechselnd 
von  dem  Endpunkte  der  Senkrechten  auf  die  eine  Parallele  eine 
solche  auf  die  andere  gefällt  würde. 

Das  Buch  von  Malezieu  kann  Saccheri,  zu  welchem  wir  zurück- 
kehren, kaum  gekannt  haben,  anders  aber  mag  es  sich  mit  dem 
Euclide  restituto  des  Giordano  verhalten.  Es  vrar  italienisch  ge- 
schrieben, was  seiner  Verbreitung  nur  förderlich  sein  konnte,  und  die 
Anstellung  des  Verfassers  an  der  Sapienza  musste  ihn  dem  Jesuiten 
ohnehin  empfehlen.  Sichergestellt  ist  indessen  die  Bekanntschaft 
Saccheris  mit  dem  Euclide  restituto  nicht,  während  er  in  den  An- 
merkungen zum  21.  Lehrsatze  des  I.  Buches  des  Euclides  nh  omni 
naevo  vindicatus  ausdrücklich  auf  Clavius,  Borelli,  Wallis  als 
seine  Vorgänger,  mit  deren  Ansichten  er  sich  auseinandersetzt,  hin- 
weist. 

Wir  beabsichtigen  keineswegs  Saccheri's  Untersuchungen  voll- 
ständig  zu   erörtern,   aber   das   wesentlich  Unterscheidende  zwischen 

')  Stäckel  und  Engel  1.  c.  S.  33 — 34.  Viel  ausführlicher  bei  Camerer, 
EueUdis  Elementorum  libri  sex  priores  I,  411 — 415.  ')  Poggendorff  I,  901. 
*)  Histoire  de  l'Academit  des  sciences  de  Paris.  Aim^e  1727  {Histoire 
pag.  145 — 151). 
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ihm  und  seinen  Vorgängern  müssen  wir  hervortreten  lassen  und 
schicken  eine  Bemerkung  voraus.  In  Euklids  Elementen  kommen 
Parallellinien  erstmalig  im  27.  Satze  des  I.  Buches  in  Anwendung. 
Alles,  was  vor  diesem  Satze  liegt,  war  niemals  angezweifelt  worden 
und  durfte  von  Saccheri  unbedenklich  benutzt  werden.  Dazu  gehört 
auch  der  Satz  I,  16,  dass  der  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  'grösser 
sei  als  jeder  der  beiden  inneren  gegenüberliegenden  Winkel,  und 
wenn  in  unseren  Tagen  dieser  Satz  bemängelt  worden  ist^l,  weil  sein 
Beweis  stillschweigend  voraussetze,  dass  jede  Gerade  von  unendlicher 
Verlängerbarkeit  sei,  so  war  für  Saccheri  dieser  Einwurf  noch  nicht 
vorhanden,  und  man  wird  nicht  zu  hart  mit  ihm  ins  Gericht  gehen 
dürfen,  dass  seine  Kritik  sich  nicht  auch  darauf  bezog. 

Sei  (Fig.  81)  AB,  so  beginnt  Saccheri  seine  Untersuchung^), 
eine  Gerade,  auf  welcher  zwei  gleiche  Strecken 
AC,  BD  unter  gleichen  Winkeln  A,  B  auf 
stehen;  verbindet  mau  C  mit  D  geradlinig,  so 
müssen  auch  die  Winkel  C,  D  einander  sleich 
sein.  Die  Diagonalen  AD,  BC  werden  ge- 
zogen, dann  sind  die  Dreiecke  CAB,  DBA 
wegen  oleicher  von  gleichen  Schenkeln  gebil- 

DA.  Da  überdies 
DB=  LA,  CD  =  DC,  so  niüssen  auch  die  Dreiecke  BDV,  AÜD 
congruent  und  i  D  ^  C  sein.  Wird  sodann  (Fig.  82)  in  einem 
derartigen  Vierecke  ABDC,  welches  AC  =  BD,  LA  =  B,  LC  =  D 
enthält,  die  Verbindungsgerade  MH  der  Mitten 
der  beiden  Seiten  AB,  CD  gezogen,' so  sind 
die  vier  von  MU  mit  AB  und  CD  gebildeten 
Winkel  sämmtlich  rechte  WinkeP).  Zieht 
man  nämlich  AH,  BH,  CM,  DM,  so  ist  eben- 
sowohl A  ^C'J/;^i3D.l/ als  A^C'^=^i?i)  .ff 
wegen  gleicher  von  gleichen  Schenkeln  ge- 
bildeter Winkel.  Dann  folgt  aber  CM  =  DM  und  AH=BH. 
Weiter  ist  jetzt  wegen  stückweiser  Gleichheit  der  drei  Seiten 
A  CHM  ^  DHM  und  A  AHM  ^  BHM,  folglich  /.  CHM==  DHM 
und  iAMH=  BMH;  einander  gleiche  Nebenwinkel  heissen  rechte 
Winkel,  mithin  ist  die  Behauptung  bewiesen.  Sind  die  im  ersten 
Satze  als  gleich  angenommenen  Winkel  A  und  B  überdies  rechte 
Winkel,  so  unterscheidet  Saccheri  im  3.  Satze  die  von  vornherein 
vorhandenen  drei  Möglichkeiten  für  die  als  gleich  bewiesenen  Winkel 


deter 


FiR.  81. 

Winkel   .1    und    B   congruent    imd    CB 


')  Stilckel   lind   Engel   1.  c.    S.  11   Note*,   S.   52  Note  **  uml  häufiger. 
»)  Ebenda  S.  50.        ^)  Ebenda  S.  50—51. 
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C  und  D.  Sie  können  beide  reclite  oder  shiinpfe  oder  spitze  Winkel 
sein,  und  diese  drei  Annahmen  heissen  nun  bald')  die  Hypothese 
des  rechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels.  Der  3.  Satz-) 
selbst  behauptet,  die  Verbindungsgerade  CD  der  Endpunkte  von  AC 
und  BD  sei  unter  den  drei  nach  einander  genannten  Annahmen 
gleich  AB  oder  kleiner  oder  grösser.  W^äre  (Fig.  83)  im  ersten 
Falle  DC  meht  ^BA,  also  eine  der  beiden 
Strecken  grö.^ser  als  die  andere,  so  schneide 
man  von  der  grösseren,  welche  'etwa  DC 
sein  möge,  DK  =  BA  ab,  wo  -fi"  von  D 
aus  gesehen  diesseits  C  liegen  muss.  Jeden- 
falls ist  nach  der  Annahme  /.  i'  =  />  als 
rechte  Winkel  imd  BA  =  DK,  also  nach 
dem  ei-sten   Satze  i  BAK  =  DKA.     Das 

ist  aber  unmöglich,  denn  nach  der  Annahme  ist  i  BAC  ^  DCA 
ein  rechter  Winkel  und  nach  dem  Satze  vom  Aussenwinkel  des  Drei- 
ecks L  DKA  >  DCA,  während  gleichzeitig  /.  BAK<BAC'.  In  der 
Hypothese  des  stumpfen  Winkels  halbirt  mau  ^i?  in  31,  CD  in  H 
und  zieht  die  MH,  welche  nach  dem  2.  Satze  auf  BA  wie  auf  DC 
senkrecht  steht.  Mau  kann  statt  dessen  auch  sagen  MA  und  HC 
stehen  auf  MH  senki-echt,  bilden  aber  mit  der  AC  bei  A  einen 
rechten,  bei  ('  einen  stumpfen  Winkel,  dann  kann  nicht  CH=  AM 
sein,  weil  sonst  die  Winkel  bei  C  und  A  einander  gleich  sein  müssteu. 
Ebensowenig  kann  CH^  AM  sein.  In  diesem  Falle  wäre  es  aus- 
führbar HK  (mit  K  zwischen  H  und  C)  =  MA  abzuschneiden, 
und  man  hätte  LHKA  =  MAK,  wähi-end  L  3TAK  <  MAC, 
i  MA  C  KA  CK,  L  ^  CK  <  HKA  dieser  Voraussetzung  widerspricht. 
So  bleibt  nur  CH<i  AM  übrig,  und  die  gleiche  Beziehung  gilt  für 
die  doppelten  Strecken,  d.  h.  CD<cAB.  Nun  ist  noch  die  Hypo- 
these des  spitzen  Winkels  zu  erledigen.  Mau  zieht  wieder  H]\I 
durch  die  Mitten  von  CD  und  AB  und  senkrecht  zu  beiden.  Wie 
in  der  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  kann  wegen  der  Ungleichheit 
der  Winkel  bei  C  und  A  keine  Gleichheit  der  Strecken  HC  und 
MA  stattfinden.  Wäre  HG  <?MA,  so  müsste  es  einen  Punkt  L 
jenseits  C  geben,  so  dass  HL  =  MA.  Dann  wäre  aber  /.  HLA 
=  MAL,  während  nach  den  Voraussetzungen  l_  HLA  <  HCA  < 
MAC  <.  MAL  sein  muss.  Also  bleibt  nur  HC  y-  MA  und 
2HC >  2MA  oder  DC'>  BA.  Nachdem  aus  den  drei  Hypothesen 
Folgerungen  gezogen  worden  waren,  welche  zu  weiteren  Unter- 
suchungen   auffordei-ten ,    zeigte    Saccheri'^),   dass   ein  Nebeneinander- 

')  Stiickel  und  Engel  1.  c.  S.  54.         =)  Ebenda  S.  51— .53.         »)  Ebenda 
S.  54—58. 
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bestehen  der  drei  Hypothesen  ausgeschlossen  ist.  Findet  die  Hypo- 
these des  rechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels  nur  in  einem 
einzigen  Falle  statt,   so  ist  sie  die   in   allen  Fällen  allein  zutreffende. 

Einer  späteren  Zeit  war  es  überlassen,  von  diesem  Punkte  aus 
eine  Gabelung  der  Geometrie  eintreten  zu  lassen  und  neben  der 
euklidischen  Geometrie,  welche  die  Hypothese  des  rechten 
Winkels  verwirklicht,  eine  nichteuklidische  Geometrie  durch- 
zuführen, welche  jene  Hypothese  leugnet.  Saccheri  glaubte  fest  au 
die  ausschliessliche  Möglichkeit  der  euklidischen  Geometrie,  und  sein 
Bestreben  konnte  mithin  nur  dahin  gerichtet  sein,  weil  ein  directer 
Beweis  der  Hypothese  des  rechten  Winkels  für  ihn  nicht  auffindbar 
war,  diesen  Beweis  indirect  zu  führen,  d.  h.  zu  zeigen,  dass  die 
beiden  anderen  Hypothesen,  die  des  stumpfen  wie  die  des  spitzen 
Winkels,  zu  Widersprüchen  führen. 

Für  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  gelingt  dieses  ver- 
hältnissmässig  leicht.  Im  13.  Lehrsatze  ^j  beweist  Saccheri,  dass 
zwei  Gerade,  welche  von  einer  Transversalen  so  geschnitten  werden, 
dass  sie  mit  ihr  auf  derselben  Seite  innere  Winkel  bilden,  welche 
zusammen  kleiner  als  zwei  Rechte  sind,  in  einem  in  endlicher  Ent- 
fernung befindlichen  Punkte  auf  der  Seite  jener  Winkel  zusammen- 
treffen, wenn  nur  eine  der  beiden  Hypothesen  des  rechten  oder  des 
stumjDfen  Winkels  stattfindet.  Nun  weist  aber  Euklid  nach,  dass 
jenes  Zusammentrefl^en,  als  Axiom  betrachtet,  die  Hypothese  des 
rechten  Winkels  zur  Folge  hat,  also  ist  allen  Geometern  klar,  dass 
allein  die  Hypothese  des  rechten  Winkels  richtig  ist,  und  dass  für 
die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  kein  Platz  übrig  bleibt"). 
Wenn  nur  wenig  später  der  15.  Lehrsatz^)  nachweist,  dass  die  drei 
Hypothesen  des  rechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels  nur  eine 
andere  Ausspruchsweise  dafür  bieten,  ob  in  irgend  einem  Dreiecke 
die  Winkelsumme  gleich  zwei  Rechten,  oder  grösser,  oder  kleiner  ist, 
wenn  im  16.  Lehrsatze*)  noch  eine  andere  Umformung  erscheint, 
indem  von  der  Winkelsumme  des  Vierecks  ausgesagt  ist,  sie  sei 
gleich  vier  Rechten,  oder  grösser,  oder  kleiner,  so  fällt  die  mittlere 
Möglichkeit  hier  schon  weg,  und  nur  die  beiden  äusseren  FäUe  sind 
näher  zu  betrachten. 

Wir  würden  allzuweitläufig  werden  müssen,  wenn  wir  sämmtliche 
Folgerungen  hier  mittheilen  wollten,  welche  Saccheri  zieht,  bis  er  zu 
seinem  33.  Lehrsatze")  gelangt,  der  klipp  und  klar  behauptet,  dass  die 
Hypothese  des  spitzen  Winkels  dui-ch  und  durch  falsch  sei,  weil  sie  der 


')  Stäckel  und  Engel  1.  c.  S.  6a— 64.        ')  Ebenda  S.  67.        ')  Ebenda 
S.  67—69.        ')  Ebenda  S.  69—70.        ^)  Ebenda  S.  109. 
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Natur  der  geraden  Linie  widerspreche.  Freilich  ist  Saccheri  mit  der 
blossen  Aeusseruuor  des  Satzes  nicht  zufrieden,  und  auf  die  im  Vorher- 
gegangenen  bewiesenen  Thatsacheu  allein  kann  er  den  Beweis  auch 
nicht  stützen.  Er  bedarf  dazu  noch  einer  ganzen  Anzahl  von  Hilfs- 
sätzen M,  und  nachdem  ihm  der  Beweis  seiner  Meinung  nach  geglückt 
ist,  lässt  er  noch  einen  zweiten  Theil  des  ersten  Buches  folgen-),  in 
welchem  er  der  Hypothese  des  spitzen  Winkels  abermals  mit  neuen 
Gründen  zu  Leibe  geht.  Ich  will  —  sagt  er  mit  einer  Art  von 
Selbstentschuldigung,  die  einer  Selbstanklage  täuschend  ähnlich 
sieht  —  Nichts  unversucht  lassen,  um  die  widerspenstige  Hypothese 
des  spitzen  Winkels,  die  ich  schon  mit  der  Wurzel  ausgerissen  habe, 
als  sich  selbst  widersprechend  nachzuweisen. 

Die  zweite  Betrachtungsreihe  beschäftigt  sieh  der  Hauptsache 
nach  mit  dem  geometrischen  Orte  der  Endpunkte  gleichlanger  Senk- 
rechten auf  eine  gegebene  Gerade,  welcher  unter  der  Hypothese  des 
spitzen  Winkels  eine  Curve  sein  müsste,  deren  Hohlseite  der  ge- 
gebenen Geraden  gegenüberläge,  und  zu  deren  Unmöglichkeit  Saccheri 
gelangt.  Er  nennt  bei  dieser  Gelegenheit  die  häufig  benutzte  Er- 
klärung der  Parallelen  als  überall  gleichweit  von  einander  abstehender 
Geraden  einen  groben  Verstoss  gegen  die  strenge  Logik,  denn  was 
lieisst  zwei  gleichweit  entfernte  gerade  Linien  als  gegeben  annehmen 
anders,  als  entweder  verlangen,  dass  jede  Linie,  die  in  derselben 
Ebene  von  einer  angenommenen  Geraden  gleichweit  entfernt  ist, 
wieder  eine  gerade  Linie  sei,  oder  wenigstens  annehmen,  dass  eine 
gewisse  gleichweit  entfernte  Linie  eine  gerade  Linie  sein  kann,  so 
dass  man  also  eine  solche  entweder  auf  Grund  einer  Hypothese  oder 
auf  Grund  einer  Forderung  in  der  betreffenden  Entfernung  von  der 
anderen  annehmen  darf^). 

So  die  hervorragende  Schiift  von  1733,  welche  allzusehr  von 
den  bis  dahin  üblichen  Untersuchungsweisen  abwich,  als  dass  sie  so- 
fort auf  Anerkennung  hätte  stossen  können.  Sie  mag  wohl  von  einem 
oder  dem  anderen  Gelehrten  gelesen  worden  sein,  aber  eine  Nach- 
wirkung ist  Jahrzehnte  lang  nicht  nachzuweisen. 


104.  Kapitel. 

Elemeiitargeometi'ische  Einzelnntersnchnngen. 

Eine  geometrische  Schrift  von  grossem  Werthe,  welche  1740  in 
Edinburgh  erschien,   führt  den  Titel    Some  goiei-al  theorems  of  con- 

')  Stäckel  und  Engel   1.   c.   S.   109— 122.  *)  Ebenda  S.   123—135. 

'l  Ebenda  S.  134. 

Cahtob,  Geschichte  der  Mathematik,  in,  3.  34 
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siderahle  use  in  ihe  lüfilier  parts  of  matJieniatics.  Ihr  Verfasser 
Matthew  Stewart')  (1717' — 1785),  seinem  Fache  nach  Theologe, 
beschäftigte  sich  an  den  Universitäten  zu  Glasgow  und  Edinburgh, 
wo  er  studirte,  auch  mit  Mathematik.  An  der  ersten  Anstalt  hatte 
er  Robert  Simson,  an  der  zweiten  Colin  Maclaurin  zum  Lehrer. 
Auch  nach  Vollendung  seiner  Studien  blieb  er  als  Geistlicher  zu 
Roseneath  im  westlichen  Schottland  seinen  geometrischen  Bestrebungen 
getreu,  wie  das  von  uns  genannte  Werk  bezeugt.  Es  kam  in 
Maclauriu's  Todesjahr  heraus  und  lenkte  die  Aufmerksamkeit  alsbald 
auf  Stewart,  so  dass  er  zu  Maclaurin's  Nachfolger  in  der  Edinburgher 
mathematischen  Professur  ernannt  wurde,  in  welcher  Stellung  er  ver- 
blieb, bis  er  sich  1775  nach  Ayrshire  zurückzog.  Die  General 
Theorems  füllen  163  Seiten  und  werden  durch  24  auf  einer  Tafel 
sedruckte  Figuren  verdeutlicht.  Die  3S  ersten  Seiten  enthalten  Lehr- 
sätze  mit  ihren  Beweisen,  dann  folgen  120  Seiten  unbewiesener  Lehr- 
sätze, endlich  sind  auf  den  5  letzten  Seiten  Sätze  über  den  Kreis 
abermals  unbewiesen  ausgesprochen.  In  einer  kurzen  Vorrede  ent- 
schuldigt Stewart  diese  Art  der  Veröffentlichung  mit  dem  in  seinen 
Verhältnissen  unerschwingüchen  Aufwand  an  Zeit  und  Arbeit,  den  es 
verursacht  haben  würde,  wenn  er  überall  den  Sätzen  ihre  Beweise 
hätte  beigeben  wollen.  Er  hoffe,  die  Sätze,  welche  mit  Ausnahme 
von  höchstens  zweien  durchaus  neu  seien,  würden  auch  so  Beifall 
finden.  Wer  sie  zu  beweisen  den  Versuch  mache,  werde  gewiss  ge- 
nügende Entschädigung  für  die  anzuwendende  Mühe  in  der  Entdeckung 
neuer  und  merkwürdiger  Eigenschaften  finden,  welche  sonst  der  Auf- 
merksamkeit leicht  entgangen  sein  möchten. 

Die  zwei  von  Stewart  als  nicht  neu  zugestandenen  Sätze  sind 
neuerdings-)  als  Bestandtheile  der  von  Robert  Simson  ausgeführ- 
ten Wiederherstellimg  der  ebenen  Oerter  des  ApoUonius  (S.  489) 
erkannt  worden. 

Unsere  Leser  erwarten  vielleicht,  dass  wir  bei  dieser  Gelegenheit 
auch  eines  anderen  Satzes  von  Robert  Simson  gedenken,  von  welchem 
oft  Anwendung  gemacht  wird.  Werden  (Fig.  84 )  von  irgend  einem 
Punkte  31  der  Peripherie  des  einem  Dreiecke  ABC  umschriebenen 
Kreises  die  drei  Senkrechten  MA^^,  MB^,  MCy  auf  die  wenn  nöthig 
verlängerten  Seiten  BC,  CA,  AB  gefäUt,  so  liegen  die  Fusspunkte 
^1,  JSj,  C'j  dieser  Seuki-echten  auf  einer  Geraden  RS,  welche  den  Namen 
der  Simson'schen    Geraden   erhalten   hat.     Wir  können  allerdings 


')  Chasles,  Aperiii  Mst.  173—186  (deutsch  170—182);    Poggendorff  II, 
1008 — 1009.  ■)  John  S.  Mackay,  Matthew  i^teicurt's  Theorems  in  den  Pro- 

ceedings  of  the  Edinburgh  Mathematical  Society.    Vol.  X  (1891 — 1892). 
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nicht  umbin,  den  Satz  zu  erwähnen,  aber  nur  um  den  ihm  beige- 
legten Namen  als  unrichtig  zurückzuweisen.  Simson  hat  nirgend  von 
der  betreffenden  Geraden  gesprochen. 
Sie  kommt  zuerst  in  einem  Aufsatze  von 
William  Wallace  (^176!^ — 184;1)  vor 
und  mag  den  Jahren  1799  oder  1800 
angehören^).  Die  Entstehung  des  fal- 
schen Namens  war  aber  folgende. 
F.  J.  Servois  erwähnte  den  Satz  und 
fügte  bei  ■ ),  er  glaube,  derselbe  rühre  von 
Simson  her.  Poncelet  bemerkte  dann'), 
Servois   habe    den   Ursprung   des   Satzes 


auf    Simson     zurückgeführt,     und    nun 


Fig.  84. 


schrieb      ein      Geometer     den      anderen 

ruhig  ab,  bis  Herr  Mackay  der  Legende  ein  Ende  bereitete. 

Der  wirklich  auf  Simson  zurückzuführende  Satz  ist  dieser.  Im 
II.  Buche  der  Ebenen  Oerter  behauptete  Simson  pag.  156  als 
X.  Lemma,  dass  (Fig.  85)  in  jedem  Dreiecke  ABC  bei  Annahme 
eines  beliebigen  Punktes  D  der  Grundlinie  BC  die  Gleichung  stattfinde: 

AB'-  ■  CB  +  AC-  ■  BD  =  BD^  ■  CD  +  CD-  ■  BD  +  AD'-  ■  BC. 
Er  setzte  hinzu,  dass  im  be- 
sonderen Falle  BD  =  DC  der 
Satz  schon  von  Pappus  in 
dessen  VII.  Buch  als  Satz  122 
bemerkt  worden  sei.  In  der 
That  geht  durch    BD  =  CD 

=  -^     Simson's      Gleichung 

durch  leichte  Umwandlung  in 

AB^  -{-  AC-  =  2  [AD-  -\-  CD-)  über,  und  so  lautet  der  angeführte 
Satz  des  Pappus^).  In  dem  Anhange  zu  den  Ebenen  Oertern 
pag.  221  kam  Simson  auf  seinen  Satz  zurück,  indem  er  ihn  auch  für 
den  Fall  bewies,  dass  A  nach  A'  falle,  d.  h.  dass  es  sich  um  Be- 
ziehungen zwischen  den  Entfernungen  von  vier  derselben  Geraden 
angehörenden  Punkten  von  einander  handelte.  Hier  sagt  dann  Simson 
weiter,  er  habe  diesen  besonderen  Fall  früher  als  das  X.  Lemma 
entdeckt  und  habe  seine  Schüler  James  Moor  und  Matthew 
Stewart  veranlasst  Beweise   dazu    zu   suchen,   was   diesen  auch  ge- 

')  John  S.  Mackay,  The  Wallace  line  arid  Wallace  point  in  den  Pro- 
eeedings  of  the  Edinburgh  Mathematical  Society.  Vol.  IX  (1890—1891). 
*)  Gergonne,  Annale.^  de  Malhcmatiques  IV,  250.  ")  Poncelet,  Proprietex 

projeetives  %  m  (1822).         *)  Pappus  (ed.  Hultsch)  ÜT,  856. 
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lungen  sei;  Stewart  habe  überdies  einen  anderen  Beweis  des  X.  Lem- 
mas in  den  zwei  ersten  Sätzen  seiner  (j-eneral  Theorems  veröffentlicht. 
So  Simson  in  seinen  Ebenen  Oertern  von  1748,  deren  Herausgabe 
aber  bereits  1741  beschlossen  gewesen  zu  sein  scheint.  An  der 
Richtigkeit  von  Simson's  Angabe  ist  nicht  zu  zweifeln,  da  sie  mit 
dem  Eingeständnisse  Stewart's  in  dessen  Vorrede  von  1746,  etwa 
zwei  seiner  Sätze  seien  nicht  neu,  sich  deckt,  und  da  sie  überdies 
niemals  von  Stewart  in  Abrede  gestellt  worden  ist,  wiewohl  dieser 
auch  noch  1763  ein  weiteres  rein  geometrisches  Werk  herausgab,  von 
dem  ausführlicher  zu  reden  die  gesteckte  Zeitgrenze  uns  freilich  nicht 
gestattet. 

Sehen    wir   nun    zu,    wie   Stewart   in   den   ersten   Sätzen   seiner 
General   Theorems   das   Simson'sche   Lemma   beweist.     Sei   (Fig.    86) 

um  das  Dreieck  ABC  ein  Kreis 
beschrieben  und  durch  irgend  einen 
Punkt  D  der  Seite  HC  die  AD  ge- 
zogen und  bis  zum  Durchschnitte  G 
mit  dem  Kreise  verlängert.  Sei  6f 
mit  B  und  C  verbunden,  DE  ||  AC, 
DF  l  AB  gezogen,  AB  nach  K  ver- 
längert, endlich  von  E  aus  die  EH 
so  gezogen,  dass  i  AEH  =  AGB, 
beziehungsweise  /.  AHE  =  ABG. 
Alsdann    ist    A  AEH '-^  AGB    und 


Pig.  8G. 


folglich    BA  ■  AE  =  GA  ■  AH  eine 


Gleichung,  welche  Stewart  in  die 
Worte  kleidet,  die  Rechtecke  BAE,  GAH  seien  einander  gleich^). 
Ferner  ist  2R  =  EHD  +  EHA  =  EHD  -}- ABG  sowie  2B 
=  GCA-\-  ABG,  also  LEHD=  GCA.  Da  überdies  LEDH 
=  GAG  als  Wechselwinkel  an  den  Parallelen  DE,  AC,  so  ist 
A  EDH  -  GAG  und  AC-  DE{=AC-  AF)  =  AG  ■  DH  Die 
beiden  Productengleichungen  addirt  geben  BA  ■  AE -\- AC  ■  AF 
=  AG  ■  AH -\-  AG  ■  DH  =  AG  ■  AD  =  AD''  +  ADDG  =  AD- 
-\-  BDDC.     In  dem  Wortlaute 

BA-AE-\-  CA-AF=AD'-\-BD-DC 

des  1.  Lehrsatzes  kommen  also  nur  noch  der  beliebige  Punkt  D  der 
Grundlinie  des  beliebigen  Dreiecks  ABC  und  die  Punkte  E,  F  der 
Seiten  AB,  AC  vor,  in  welche  DE  \\  AC  und  DF\\  AB  eintreffen. 


')  Stewart,  General  theorems  pag.  1 — 2:    nierefore  the  rectangle  BAE  is 
cqual  tu  t7ie  rcctaitglc  GAH. 
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Im  2.  Satze  siuil  die  drei  beliebig  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkte  A,  li,  C  mit  dem  ausserhalb  der  Geraden  liegenden  Punkte  D 
(Fig.  87)  verbunden.  Die  Geraden  AE  \\  CD  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  verlängerten  BD  und  DF\\  AB  voUenden  die  Figur.  Leicht 
ersichtlich  ist 

BD- :  BD  ■  DE  =  BD  :  DE  =  BC :  CA, 

AF-  (=  CD-) :  EA  ■  AF  =  AF  ■.EA  =  BD:BE  =  BC  :  BA. 
Aus   Satz   1   folgt   aber   AD- -\- BD  ■  DE  ^BA  ■  AC -\- EA  ■  AF. 
Setzt     man     aus     deu     beiden    erhaltenen     Proportionen    BD  •  DE 

=  BD 


und   EA  ■  AF  =  CD'-  ■  ~, ,  multiplicirt  darm  mit  BC 


Fig.  87. 


so  entsteht 

AD-  ■  BC  +  BD-  ■AC  =  AB-  AC  ■  BC  +  CD-  ■  AB. 
Um  die  Vergleichung  mit  Simson's 
Ergebniss  vornehmen  zu  können,  ist 
zu  erwägen,  dass  Stewart's  Punkte 
A,  B,  C,  D  bei  Simson  B,  C,  D,  A 
heissen.  Stewarts  Gleichung  über- 
setzt sich  daher  in  BA^  ■  CD 
+  CA-  ■  BD  =  BC  ■  BD  ■  CD  + 
DA^  ■  BC,  und  da  im  ersten  Gliede 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  BC  =  BD -\- CD  benutzt  werden 
kann,  so  geht  BC  ■  BD  ■  CD  in  BD-  ■  CD  +  CD^  ■  BD  über,  wie 
Simson  geschrieben  hatte. 

Endlich  wendet  sich  Stewart  zu  dem 
Falle,  dass  A,  B,  C,  D  derselben  Geraden 
angehören  (Fig.  88).  Er  errichtet  in  C,  D, 
B  senkrecht  zu  AB  die  CE,  DG,  BF,  macht 
CE=  CA  und  zieht  die  Gerade  AEGF,  so 
dass  auch  DG  =  DA,  BF=BA  wird. 
So  ist  CG,  BE  und  durch  letztere  CH  be- 
stimmt. Im  Folgenden  möge  nun  ADG  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  ADG  bezeichnen, 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  alle  Ver- 
einigungen von  drei  Buchstaben,  bei  welchen  nie  au  einen  Winkel 
zu  denken  ist.     Offenbar  ist 


1.     AD' =  2  ADG. 
Femer  ist  BD- :  BD  ■  DH=^  BD  :  DR  =  BC  :  CE 
BDDH=2BDH,  also 

«     AC 


BC-.AC  und 


BC 


■  BD'  =  2BDH. 
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Weiter  ist  ÄBi:  =  ^  AB  ■  CE  =  ^  AB  ■  AC  und 

3.  ABAC=2ABE. 

Endlich  ist  EG:  EF=  CD:  CB,  aber  auch  EG  :  EF  ^  GH :  FB 
=  GH:  AB,  also  CD  :  CB  ==  €tH:  AB,  beziehungsweise  CD  :  GH 
=  CB  :  AB  =  CD^  :  CD  ■  GH  =  CD^  :  2CGH  =  CD'  :  2EGH, 
woraus 

4.  ^■CD''  =  2EGH. 


Addition  von  1.  und  2.  einerseits,  von  3.  und  4.  andererseits  liefert: 
AC 
BC' 


AD""  +  ~  ■  BD'  =  2  {ADG  +  BDH)  =  2AGHB, 


6.     AB-AC^~-CD-'  =  2  (ABE  +  EGH)  =  2.4  GHB. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  6.,  6.  müssen  wie  ihre  rechten 
Seiten  identisch  sein,  und  vervielfacht  man  sie  mit  BC,  so  erscheint 
genau  dieselbe  Beziehung 

AD-  ■BC-\-  BD-  ■AC  =  ABACBC+  CD-  ■  AB, 

welche  stattfand,  als  D  ausserhalb  der  Geraden  ACB  lag. 

Eine  gleich  ausführliche  Berichterstattung  auch  nur  über  die 
von  Stewart  mit  Beweisen  versehenen  Sätze  würde  unverhältniss- 
mässiges  Verweilen  bei  dem  Buche  bedingen,  welches,  wenn  auch  von 
der  Erfindungskraft  seines  Verfassers  zeugend,  doch  zunächst,  wie 
nachher  erörtert  werden  wird,  einen  nur  sehr  geringfügigen  Einfluss 
auf  die  Entwicklung  der  Geometrie  geübt  hat.  Wir  müssen  ims 
damit  begnügen,  in  Anlehnung  an  denjenigen  neueren  Schriftsteller^), 
der  Stewai't  so  zu  sagen  entdeckt  hat,  vier  Sätze  anzuführen,  in 
welchen  die  übrigen  mehr  oder  weniger  enthalten  sind,  den  40.,  42., 
44.  und  49.  beziehungsweise  53.  Satz  nach  Stewarts  Zählung. 
Sie  lauten: 

I.  Man  denke  sich  ein  regelmässiges  einem  Kreise  vom  Halb- 
messer r  iimschriebenes  m-eck,  und  es  sei  n  irgend  eine  Zahl  kleiner 
als  m.  Wenn  man  nun  von  irgend  einem  Punkte,  der  innerhalb  des 
Vielecks  liegt,  wenn  n  ungerade  ist,  und  beliebig  angenommen  werden 
darf,  wenn  ii  gerade  ist.  Senkrechte  auf  die  w*-ecks -Seiten  fällt,  so 
ist  die  Summe  der  w'""  Potenzen  dieser  Senkrechten  =  m  (r"  -\-  Av-r"~^ 
-\-  Bv*r''~*'  -\-  Cv^r''~''  -\-  ■  •  ■),  wo  v  die  Entfernung  des  gewählten 
Punktes  vom  Mittelpunkte  des  Kreises   bedeutet  und  A  den   2"^"  Bi- 

nomialcoefficienten  der  w*"*"  Potenz  multiplicirt  mit    - ,  B  den  4''"  mul- 


')  Chasles,  Aper<;ii  hist.  177—178  (deutsch  17:i— 175'i. 
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tiplicirt  mit  _^— -,  C  den  6'*°  multiplicirt  mit       ,       u.  s.  w.,  so  dass') 
.        «(»— 1^     T>       M(n— l)(n— 2)(w— 3)     „       n(«— l)(n— •2)(,ii— 3)(n— 4)(n— 5) 


2»-4'  '  2*.4»-6' 

u.  s.  w. 

II.  Ist  ein  regelmässiges  dem  Kreise  vom  Halbmesser  r  einge- 
schriebenes H(-eck  gegeben,  ist  n  <  m,  v  die  Entfernung  eines  be- 
liebigen Punktes  vom  Kreismittelpunkte,  und  bedeuten  a,  6,  c  ■■■  den 
1.,  2.,  3.  ■••  Binomialcoefficienteu  der  jj'^"  Potenz,  so  wird  die  Summe 
der  2«'*"  Potenzen  der  Entfernimgen  des  gewählten  Punktes  von  den 
Eckpunkten  des  w-ecks*)  =  m  {r-"  -f  a^v^r-"--  +  fe-f*?--"-* 
+  c-r«r-'— '=-1 \ 

ni.  Wenn  m  beliebige  Punkte  gegeben  sind  und  ebensoviele 
Zahlengrössen  a,  h,  c  ■■■  und  man  hat  n  <  m,  so  kann  man  ti  -}-  1 
andere  Punkte  finden,  so  dass  die  Summe  der  2»'°°  Potenzen  der  Ent- 
fernungen eines  beliebigen  Punktes  von   den  m  gegebenen  Punkten 

ieweils  mit  — ,  — ,  —  ■••  vervielfacht  zu  der  Summe  der  2 >*'''"  Po- 
"'  a  '    a'    a 

tenzen  der  Entfernungen  der  ti  -{-  1  gefundenen  Punkte  von  eben 
demselben  beliebigen  Punkte  in  dem  Verhältnisse  von  (a  -|-  6  -f"  ^  "l~  ■  ■ ") 
zu  (w  +  1)  a  stehe '). 

rV.  "Wenn  )>i  beliebige  Gerade  gegeben  sind  und  ebensoviele 
Zahlengrössen  a,  b,  c  ■  ■  ■  und  man  hat  n  <  »i,  so  kann  man  n  -\-  1 
andere  Gerade  finden,  so  dass  die  Summe  der  »i'""  Potenzen  der  Ent- 
fernungen eines  beliebigen  Punktes   von  den  »i   gegebenen   Geraden 

ieweils   mit   — ,  — ,  —  •  •  •  vervielfacht  zu  der  Simime  der  w'*°  Potenzen 

der  Entfernungen  ebendesselben  Punktes  von  den  n  -\-  \  gefundenen 
Geraden  in  dem  Verhältnisse  von  [a  -}- h  -\-  c  -\-  ■  ■  ■)  zu  («  -j-  Ija 
stehe*). 

Man  begi-eift,  dass  diese  ohne  Beweis  ausgesprochenen  Sätze,  als 
sie  in  unserem  Jahrhunderte  die  Aufmerksamkeit  eines  Geometers 
auf  sich  zogen,  welcher  dem  kurz  zuvor  neu  eingeführten  Begriffe 
geometrischer  Dualität  einen  Theil  seiner  Erfolge  verdankte,  und 
als  er  in  ihnen  denselben  Gedanken  wiedererkannte,  dass  es  kaum 
eine  Eigenschaft  von  Punkten  gebe,  der  man  nicht  eine  solche  von 
Geraden  an  die  Seite  stellen  könnte,  einen  aussergewöhnlichen,  fast 
verblüffenden  Eindruck  machen  mussten.  Man  begreift  aber  auch, 
und  das  ist  oben  von  uns  angedeutet  worden,  dass  das  18.  Jahr- 
hundert jenen  mit  keinem  Worte  hei-vorgehobenen  Duaütätsgedanken 
nicht  sofort  zu  würdigen  oder  nur  zu  erkennen  verstand. 


■)  Stewart,  General  theorems  pag.  105—106.         *)  Ebenda  pag.  110—111. 
*)  Ebenda  pag.  115.         *)  Ebenda|pag.  128—129  und  pag.  139—140. 
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Nur  die  bewiesenen  Anfangssätze  Stewart's  gewannen  Beachtung, 
und  wie  Robert  Simson  den  einen  derselben  ausgesprochen  hatte,  so 
dass  man  ihm  statt  des  Namens  des  Stewart'schen  Satzes  rich- 
tiger dem  des  Simson-Stewart'schen  Satzes  beilegen  sollte,  so 
hat  noch  ein  zweiter  Engländer  zu  eben  diesem  Satze  ÄD'-  ■  BC 
+  BD'  ■  AC  =  AB  ■  AC  ■  BC  +  CD-  ■  AB  (S.  525)  einen  neuen 
Beweis  gesucht  und  gefunden.  Thomas  Simpson  (S.  512)  war 
dieser  Geometer,  und  er  hat  seinen  Beweis  in  seinen  Select  excrcises 
in  t)iat]ie))iatics  mitgetheilt^). 

Die  Ton  uns  (S.  50(3)  angekündigte  Reihenfolge  führt  uns  zu 
einzelnen  Abhandlungen,  unter  welchen  wir  abermals  zu  trennen  be- 
absichtigen, so  dass  wir  zuerst  die  eigentlich  geometrischen  Aufsätze, 
dann  wenige  trigonometrische  nennen. 

Auf  englischem  Boden  müssten  wir  hier,  wenn  eine  Abhandlung 
darüber  uns  bekannt  wäre,  wahrscheinlich  mit  einer  Art  von  geo- 
metrischer  Spielerei  den  Anfang  machen.  Ein  gewisser  Philip 
Ronayne^)  soll  dort  zwei  einander  gleiche  Würfel,  den  einen  massiy, 
den  anderen  als  Drahtgestell  verfertigt  und  gezeigt  haben,  wie  jener 
durch  diesen  hindurchgesteckt  werden  kann.  Eine  Beschreibung  in 
einem  geschichtlichen  Buche  von  1750  dient  zur  Zeitbestimmung  der 
kleinen  Erfindung. 

Genaue  Zeitangabe  gestattet  eine  französische  Abhandlung. 
Charles  Fran^ois  de  Cisterney  Dufay-'i  (1698 — 1739),  gewöhn- 
lich kurzweg  Dufay  genannt,  verHess  die  Armee,  welcher  er  mit  dem 
Grade  eines  Hauptmannes  angehörte,  um  als  Chemiker  in  die  Aka- 
demie der  Wissenschaften  einzutreten.  Später  war  er  auch  Intendant 
des  botanischen  Gartens  in  Paris.  Die  Geschichte  der  Elektricitäts- 
lehre  rühmt  Dufay  als  denjenigen,  der  zuerst  zwischen  Glaselektricität 
und  Harzelektricität  unterschied,  und  dieser  sowie  ähnlicher  hervor- 
ragender Leistungen  wegen  hat  man  auch  einer  vereinzelten  geo- 
metrischen Abhandlung*)  Dufay's  Beachtung  geschenkt,  welche  sich 
mit  regelmässigen  Sehnen-  und  Tangentenvielecken  beschäftigte  und 
neue  Eigenschaften  derselben  enthüllte,  die  ganz  hübseh,  wenn  auch 
von  geringer  Tragweite  sind.  Der  erste  Satz  sagt  aus,  dass  wenn 
(Fig.  89)  zu  einem  und  demselben  Kreise  ein  regelmässiges  Sehnen- 
vieleck und  ein  ebensolches  Tangentenvieleck  von  der  gleichen 
Seitenzahl  construirt  werden,   der  Flächenunterschied  beider  Vielecke 


')  Chasles,  Äpergu  hist.  175  (deutsch  172).  -)  H.  Hennessy  in  dem 

Philosophical  Magazine  Ser.  5,  Vol.  39,  pag.  184  sqq.  ')  Histoire  de  l'AcacUmie 
des  Sciences  de  Paris.  Annee  1739  {Histoire  p.  73 — 83).  —  Heller,  Geschichte 
der  Physik  II,  472.  *)  Histoire  de  l'Academie  des  scienccs  de  Paiis.    Annöe 

1727,  pag.  297—304. 
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einem  dritten  regelmässigen  Vielecke  von  abermals  gleicher  Seitenzahl 
gleich  ist,  dessen  umschriebener  (beziehungsweise  eingeschriebener) 
Kreis  die  Seite  des  zuerst  gegebenen  Tangentenvielecks  (Sehnenviel- 
ecks') zum  Durchmesser  hat.  Man  braucht  die  Figur  nur  etwas  ge- 
nauer anzusehen,  um  sich  von  der  Wahrheit  des  Satzes  zu  überzeugen. 


Pig.  89. 


Flg.  90. 


Der  zweite  nicht  ganz  so  auf  den  ersten  Anblick  einleuchtende,  aber 
auch  nicht  grade  schwer  zu  beweisende  Satz  lässt  (Fig.  !'0)  aus 
einem  regelmässigen  Sehnenvieleck  von  n  Seiten  ein  spiralförmiges 
Vieleck^)  von  2h  +  1  Seiten  dadurch  entstehen,  dass  alle  Ecken  und 
Seitenmitten  des  Sehnenvielecks  mit  dem  Mittelpunkte  gradlinig  ver- 
bunden werden,  dass  man  von  einer  Seitenmitte  eine  Seukrechte  auf 
die  nächste  nach  dem  Mittelpunkt  führende  Hilfslinie  fällt  und  stets 
von  dem  so  gewonnenen  Durchschnittspunkte  aus  das  gleiche  Ver- 
fahren fortsetzt.  Dufay  drückt  alsdann  den  Inhalt  des  spiralförmigen 
Vielecks  durch  eine  allgemeine  Fonnel  aus. 

Philipp  Naude-)  (1684 — 1747)  ist  gleich  seinem  Vater  Philipp 
Xaude  dem  Aelteren  (1654 — 1729  i  in  Metz  geboren.  Als  im  Oc- 
tober  1685  die  protestantische  Kirche  in  Metz  geschlossen  wurde, 
wanderte  die  Familie  aus.  Sie  zog  erst  nach  Saarbrücken,  dann  nach 
Hanau,  zuletzt  nach  Berlin.  Vater  und  Sohn  waren  nach  einauder 
Lehrer  der  Mathematik  am  Joachimsthaler  Gymnasium  in  Berlin, 
Vater  und  Sohn  gehörten  der  Berliner  Academie  au.  Der  Sohn  ver- 
öffentlichte in  den  Denkschriften  dieser  Academie  von  1737  und  von 
1743  zwei  unter  einander  zusammenhängende  Abhandlungen  über 
TriyoiioSiopie^).  Er  verstand  darunter  die  Herstellung  eines  Dreiecks 
auf  geometrischem    Wege    aus    drei    Bestimmungsstücken,    wenn    zu 


')  polygone  Spiral.  ')  Histoirc  de  l'Academie  de  Berlin.    Annee  1746, 

pag.  463—468.         ")  Miseellanca  Berolinensia  V,  10 — 32  und  VII,  -243—2711. 
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solchen  Anderes  gewählt  wurde  als  Seiten  iind  Winkel  des  Dreiecks. 
Wir  führen  als  Muster  einen  der  einfachsten  Sätze  an.  Seien  (Fig.  91) 
in  dem  Dreiecke  DEF  die  Höhen  BC,  EB,  FA  gezogen  und  A,  B,  C 

geradlinig  mit  einander  verbunden. 
Wegen  der  bei  A,  B,  C  gebildeten 
rechten  Winkel  liegen  A  und  C  auf 
dem  Halbkreise  über  dem  Durch- 
messer DF,  A  und  B  auf  dem  Halb- 
kreise über  dem  Durchmesser  EF. 
Mithin  sind  ACFD  und  ABFE 
Kg.  91.  Sehnenvierecke,  d.  h.  i  DFG  +  BAC 

=  180«  und  BFE  -f  BAE  =  180", 
beziehungsweise  L  BAC  =  BAE  und  auch  L  BAB  =^  EAC.  Da 
ferner  L  BAF  =  EAF,  so  ist  LBAF=CAF,  d.  h.  AF  halbirt 
den  Winkel  BAC.  Genau  ebenso  folgt,  dass  BE  (CB)  Winkel- 
halbiren de  von  L  ABC  (ACB)  sind.  Sind  also  die  Fusspunkte  A, 
B,  C  der  drei  Höhen  eines  zu  zeichnenden  Dreiecks  gegeben,  so 
zeichnet  man  zunächst  das  Dreieck  ABC  und  in  demselben  die  drei 
Winkelhalbirenden  AO,  BO,  CO.  Senkrecht  zu  diesen  in  A,  B,  C 
erhält  man  die  Seiten  des  gesuchten  Dreiecks. 

Der  nächste  Schriftsteller,  von  welchem  wir  zu  reden  haben,  ist 
ein  Mathematiker  allerersten  Ranges.  Schon  ab  und  zu  (z.  B.  S.  346, 
357)  hatten  wir  seineu  Namen  zu  nennen;  im  ganzen  gegenwärtigen 
Abschnitte  wird  er  die  hervorragendste' Rolle  spielen,  und  das  ver- 
anlasst uns,  etwas  ausführlicher  bei  seinen  persönlichen  Verhältnissen 
zu  verweilen.  Leonhard  Euler M  (1707 — 1783)  war  der  Sohn  eines 
Geistlichen,  Paul  Euler,  der  selbst  solche  Neigung  zu  den  mathe- 
matischen Wissenschaften  besass,  dass  er  im  Stande  war,  dem  Unter- 
richte des  grossen  Jacob  Bernoulli'zu  folgen.  Von  dem  Vater 
vorgebildet  bezog  Leonhard  Euler  in  so  jungen  Jahren  die  Universität, 
dass  er  im  Stande  war,  schon  1723  die  Magisterwürde  zu  erwerben. 
Sein  Lehrer  war  Johann  Bernoulli,  seine  Studiengenossen  waren 
dessen  beide  Söhne  Niclaus  U  und  Daniel,  von  denen  jener  12, 
dieser  7  Jahre  älter  als  Euler  war,  ein  Altersunterschied,  der  Euler's 
Frühreife,  mit  solchen  Gefährten  annäheimd  gleichen  Schritt  halten 
zu  können,  in  das  glänzendste  Licht  setzt.  Die  Petersburger  Akademie 
entstand  1724  nach  einem  Entwiirfe  Peter  des  Grossen  durch  Kaiserin 
Katharina  I.  ins  Leben  gerufen.  Niclaus  II  und  Daniel  Bernoulli 
gehörten  zu  den  dorthin  berufenen  Gelehrten,  und  sie  folgten  dem 
Rufe    1725.     In   Petersburg  trafen   sie    den  schon    etwas    früher    be- 


')  Allgemeine  deutsche  Biograplüe  VI,  422 — 430. 
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rufenen  Jacob  Hermann.  Niclaus  II  BernoulU  erlag  bald  den  un- 
gewohnten Witteningsverbültnissen.  Nur  um  so  mehr  bemühten 
sich  Daniel  BeraouUi  und  Hermann,  in  Euler  einen  weiteren  hervor- 
ragenden Basler  heranzuziehen.  Dessen  Berufung  als  Adjunct  für 
das  mathematische  Fach  erfolgte.  Aber  Katharina  I.  starb  an  dem- 
selben Tage  des  17.  Mai  1727,  an  welchem  Euler  den  rassischen 
Boden  betrat.  Peter  ü.  war  wissenschaftlichen  Bestrebungen  un- 
günstig. Euler  musste  froh  sein  als  Schiffslieutenant  in  der  russi- 
schen Flotte  Verwendung  zu  finden,  bis  ein  abermaliger  Regierungs- 
wechsel 1730  Kaiserin  Anna  auf  den  Thron  brachte.  Jetzt  wurde 
der  Wissenschaft  neue  Sorgfalt  zugewandt,  und  während  Hermann, 
Bilfinger,  Daniel  BernouUi  der  Reihe  nach  Petersburg  verlassen  hatten, 
wurde  Euler  als  Mitglied  der  Akademie  erhalten.  Eine  Reihe  erfolg- 
reicher Arbeitsjahre  wurde  1740  durch  den  Tod  Anna  I.  unter- 
brochen, denn  nun  begannen  in  Petersburg  wieder  Palastrevolutionen, 
welchen  erst  nach  Jahresfrist  im  December  1741  die  Thronbesteigung 
von  Kaiserin  Elisabeth  ein  Ende  machte,  und  inzwischen  war  Euler 
der  Aufenthalt  verleidet,  hatte  er  im  Juni  1741  einen  Ruf  an  die 
Berliner  Akademie  angenommen,  deren  Erneuerung  und  Erhebung 
zu  immer  grösserer  Höhe  ein  Lieblingsgedanke  Friedrich  des  Grossen 
war.  Euler  wurde  1744  Director  der  neugestalteten  mathematischen 
Classe  der  Berliner  Akademie  und  blieb  dort  bis  über  jene  Zeit 
hinaus,  mit  welcher  wir  unseren  Band  abschliessen.  Wir  vollenden 
deshalb  in  aller  Kürze  Euler's  Lebensgeschichte.  Euler  hatte  Peters- 
burg im  Unmuthe  verlassen,  aber  nie  vergessen.  Als  Katharina  H. 
im  Juni  1762  den  russischen  Kaiserthron  bestieg  und  eine  neue 
Blüthezeit  der  Wissenschaften  eintrat,  regte  sich  wohl  zuerst  in 
Euler  die  Sehnsucht  nach  einer  Rückkehr,  und  im  October  1763 
sprach  er  sieh  brieflich  gegen  Goldbach  darüber  aus.  Die  Unter- 
handlungen zogen  sich  in  die  Länge,  da  König  Friedrich  U.  der  Ent- 
lassung Euler's  immer  neue  Schwierigkeiten  in  den  Weg  legte. 
Endlich  erfolgte  Euler's  Abreise  von  BerKn  im  Juni  1766.  Kaum 
in  Petersburg  angekommen  hatte  Euler  im  Herbste  1766  das  Unglück 
zu  erblinden.  Um  das  rechte  Auge  war  er  schon  1735  bei  seinem 
ersten  Petersburger  Aufenthalte  in  Folge  von  Ueberanstrengung  ge- 
kommen. Jetzt  verlor  er  auch  das  linke  Auge.  Trotzdem  hörte  die 
wissenschaftliche  Thätigkeit  Euler's  erst  mit  seinem  Tode  auf.  Ein 
unübertreffliches  Gedächtniss  und  aufopfernde  Schüler  und  Freunde, 
besonders  Nicolaus  Fuss  (1755 — 1826)  aus  Basel,  der  1773  eigens 
zu  dem  Zwecke,  um  Euler  als  Hilfsarbeiter  zu  dienen,  nach  Peters- 
burg berufen  worden  war,  ersetzten  ihm  das  Augenlicht,  soweit  es 
einen  Ersatz  dafür  geben   konnte.     Man  wird  kaum   ein  Gebiet  der 
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reinen  und  angewandten  Mathematik  nennen  können,  in  welchem 
Euler  nicht  thätig  war,  und  Thätigkeit  hiess  bei  ihm  bahnbrechender 
Erfolg.  Seine  Schriften  bestehen  aus  32  Quartbänden  und  13  Octav- 
bänden  selbständiger  Werke  nebst  mehr  als  700  zum  Theil  sehr  um- 
fangreichen Abhandlungen,  deren  letzterschienenen  erst  1862  in 
Petersburg  zum  Drucke  gelangten^).  Eine  Gesammtausgabe  in  Quart 
alles  dessen,  was  Euler  geschrieben,  würde  mindestens  2000  Druck- 
bogen stark  werden,  und  dieser  Umstand  erklärt,  ohne  das  Versäum- 
niss  zu  entschuldigen,  wanun  bisher  die  beiden  Akademien  von 
Petersburg  und  Berlin  die  Ehrenpflicht  noch  nicht  erfüllten,  eine 
solche  Gesammtausgabe  zu  veranstalten,  welche  man  von  ihnen  ge- 
meinschaftlich, wenn  nicht  von  einer  derselben,  zu  verlangen  berechtigt 
ist.  Der  Gesammtcharakter  der  Euler'schen  Schreibweise,  um  auch 
diesen  gleich  hier  zu  schildern,  besitzt  als  wesentliches  Merkmal  die 
Neigung,  auch  noch  nicht  vollständig  geglückte  Versuche  der  Oeifent- 
lichkeit  nicht  vorzuenthalten.  Redseligkeit  wird  der  Eine  sie  schelten, 
während  der  Andere  von  der  liebenswürdigen  Offenheit  entzückt  sein 
wird,  welche  den  Einblick  in  die  geistige  Werkstätte  ohne  jede 
Heimlichthuerei  gestattete.  Wir  persönlich  gehören  zu  diesen  Letz- 
teren, und  wir  lieben  Euler  wegen  seiner  neidlosen,  fremdes  Ein- 
greifen herausfordernden  Enthüllungen  fast  eben  so  sehr,  als  wir 
seine  allseitige  Ez-findungsgabe  oder  seine  unübertroffen  klare  Dar- 
stellungsweise bewundern. 

Euler's  erster  elementargeometrischer  Aufsatz  erschien  1741  im 
Drucke^).  Er  führt  den  Titel  SoJufio  prohhmatis  ad  geometriam  situs 
pertinentis.  Seit  Leibniz  den  Gedanken  einer  Geometrie  der  Lage 
(S.  34)  geäussert  hatte,  war  seine  Anregung  unfmchtbar  geblieben, 
und  Euler  war  der  erste,  welcher  eine  Aufgabe  dieser  Art  stellte  und 
löste.  Königsberg  ist  von  dem  Pregel  in  mehreren  Armen  durch- 
flössen,  und  zwei  solche  Arme  schliessen  eine  grössere  Insel,  den 
Kneiphof,  ein,  so  dass  mit  Einschluss  des  Kneiphofs  vier  Stadttheile 
unterschieden  werden  können.  Ueber  den  Pregel  führten  zu  Euler's 
Zeiten  sieben  Brücken,  welche  den  Verkehr  zwischen  jeiien  vier  Stadt- 
theilen  vermittelten.  Kann  man  die  sieben  Brücken  nach  einander  über- 
schreiten, ohne  eine  derselben  wiederholt  zu  benutzen?  Diese  Frage 
war  in  Königsberg  als  Scherzaufgabe  entstanden  und  hatte  Anlass 
zu  zahlreichen  erfahruugsmässigen  Lösungsversuchen  gegeben.  Euler 
erkannte  die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  Scherzfrage.    Auf  seine 


')  unter  den  verschiedenen  Verzeichnissen  von  Euler's  Schriften,  welche 
veröffentlicht  sind,  ist  das  letzte  und  vollständigste:  Index  operum  Leonardi 
Euleri  confectm  a  Joh.  G.  Hagen.    Berlin  ls96.  *)  Cnmmenturii  Aeademiae 

PetropoUtanae  ad  annum  1736.   T.  Vm,  128—140. 


Element ai'tfeometrische  Kinzeluntrrsuchuiigcn.  f)88 

Beantwortung  derselben  können  wir  erst  im  lOS.  Kapitel  eingehen, 
wenn  wir  von  der  Combinationslehre  reden. 

Ebendahin  verweisen  wir  vorläufig  unsere  Leser  für  eine  andere 
elementargeometrische  Aufgabe,  über  welche  Euler  sich  in  einem  an 
Goldbaoh  gerichteten  Briefe  aus  Berlin  vom  4.  September  1751  fol- 
gendermasseu  äusserte^):  Ich  bin  neulich  auf  eine  Betrachtung  ge- 
fallen, welche  mir  nicht  wenig  merkwürdig  vorkam.  Dieselbe  betrifft 
auf  wie  vielerlei  Arten  ein  gegebenes  polygonum  durch  Diagonal- 
linien in  triangula  zerschnitten  werden  könne. 

In  England  gab  es  ausser  den  P.  T.,  als  den  Veröifentlichungen 
der  Royal  Society,  noch  Zeitschriften  sehr  gemischten  Inhaltes,  in 
welchen  zwischen  Reimfragen,  Rüthseln,  Bilderräthseln  auch  Wissen- 
schaftliches vorkam-).  Da  war  Ladies  Dianj,  welches  von  1704 — 1840, 
Gentleman's  Diary,  welches  von  1741 — 1840  erschien;  da  waren 
Miscelhinea  Citriosa  Maihematira  seit  1745,  Mathematician  1745 — 1754, 
Falladium  1748 — 1779,  3Iathcmcdival  Exercises  1750 — 1753  u.  s.  w. 
In  ihnen  mögen  manche  elementargeometrische  Wahrheiten  erstmalig 
ausgesprochen  sein,  welche  dem  Erfinder  verloren  gingen,  weil  es 
dem  Organe,  dessen  er  sich  bediente,  an  Verbreitung  fehlte.  Weniges 
ist  nachträglich  wiedererkannt  worden.  In  den  MisccUanea  Curiom 
Mathematica  erschien  (vermuthlich  im  Jahre  1746)  ein  Aufsatz  von 
William  Chapple,  An  essay  on  the  propertics  of  frini/(/Ies  iitserdmJ 
in  and  circumscrihed  about  ftco  (/iven 
circles^);  muthmasslich  der  erste^ Ver- 
such die  Eigenschaften  eines  Dreiecks 
zu  entdecken,  welches  zugleich  Sehnen- 
dreieck eines  und  Tangentendreieck 
eines  anderen  Kreises  ist.  Ist  (Fig.  92) 
R  der  Halbmesser  des  dem  A  ABC 
umschriebenen,  r  der  des  ihm  ein- 
geschriebenen Kreises,  sind  a,  h,  r  die 
Seiten  des  Dreiecks,  und  ist  A  dessen 

Inhalt,   so  ist  A  =  •  r    und  rig.  92. 

A^^^,  folglich  2rR  =  ^-r-j——-     Chapple  bewies  ferner,  dass, 

damit  die  beiden  Mittelpunkte  Oj  (des  umschriebenen)  und  0.^  (des 
eingeschriebenen  Kreises)   zusammenfallen,  nothwendig  R  ^  2r  sein 

')  üorresp.  math.  (Fuss)  I,  ööl— 552.  -)  John  S.  Mackay,  Notice  sur 

le  jouriialisme  mathematique  en  Anghierre  in^den  Berichten  der  Association 
fran^aise  pour  Vavancement  des  sciences.  Coiigres  de  Bcsan<:on.  1893.  ")  John 
S.  Mackay,  Historical  notes  on  u  geometrical  theorem  aiid  its  developments  in 
den  Proceedings  of  the  Edinburgh  Matheinatical  Society,  Vol.  V  (1886 — 1887). 
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Die    Ent- 
yFi.[Ii  -^2r),   was  wieder  mit    der 


müsse.  Bei  escentrischen  Kreisen  muss  i?  >  2r  sein, 
fernung  0^  0^  fand  Chapple 
Bedingung  R  =  2r  fitr  die  Concentricität  der  beiden  Kreise  überein- 
stimmt. Der  Satz  wird  zuverlässig  nicht  über  die  Grenzen  Englands 
hinaus  bekannt  geworden  sein,  wenn  er  innerhalb  jener  Grenzen  auch 

einige    Beachtung    fand,   und   so 
ward  Euler  unabhängiger  Nach- 
erfinder in  einem  Aufsatze  M,  den 
wir    hier    kaum    nennen    dürfen, 
weil  er  die  Jahreszahl  1765  trägt. 
Schon  vorher,  am  23.  Febniar 
1748,    hatte   Euler^)    einen    an- 
deren elementargeometrischen  Satz 
Goldbach  mitgetheilt.     Man  ver- 
einige (Fig.  93)  in  einem  Vierecke  ABCD  die  Mitten  M  und  i\'  der 
beiden  Diagonalen  BD  und  AC  geradlinig,  so  wird  sein: 

AB-  +  BC-  +  CD-  +  DA^  =  AC-  +  BD^  +  4:MN\ 
Er  bewies  den  Satz  alsdann  in  einem  mehrfach  bemerkenswerthen 
Aufsatze:  Variae  demonstmfiones  geoniefricae^).  Euler  beginnt  mit 
dem  geometrisch  geführten  Beweise  eines  einst  von  Format  ausge- 
sprochenen Satzes.  Analytisch  könne  derselbe  ohne  jede  Schwierigkeit 
als  wahr  erkannt  werden,  aber  er  habe  gerade  den  analytischen  Bei- 
schmack    vermeiden    wollen.      Der    Satz    selbst    ist    folgender.      Sei 


Fig.  94. 


(Fig.  94)    über  AB   als  Durchmesser    ein    Halbkreis    und   nach    der 
anderen  Seite  über  demselben  AB  ein  Rechteck  AB  FE  gezeichnet. 


')  Novi   Commentarii  Äcademiae   PetropoUtanae   ad   ammm    1765.     T.  XI, 
103—123.    Vergl.  dazu  Proceedings  Edinb.  Mag.  Vol.  IV  -)  Coiresp.  math. 

(Puss)  I,  446.       ')  Novi  Commentarii  Äcademiae  PetropoUtanae  ad  annum  1747 
et  1748.    T.  I,  49—66. 
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dessen    Seite   AE  =  -7^  •     Sei    ein   beliebiger   Punkt  M   des  Halb- 

kreises  mit  E  und  F  durch  Gerade  verbunden,  welche  die  AB  in 
R  und  S  schneiden,  so  ist  AS-  +  -B-K"  ^  AJ^.  Euler  zieht  von  M 
aus  durch  A  und  JH  auch  noch  MF  und  MQ.  Die  Aehulichkeit 
der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  FEA,  AMF,  BFQ  lässt  erkennen, 

dass  FE  ■  FQ  =  EA  ■  FF  =  —  EF'.   Aehnliche  Beziehungen  müssen 

zwischen  den  entsprechenden  Abschnitten  von  AB  stattfinden,  d.  h. 
es  muss  sein:  2 AU  ■  BS  =  i?6".  Xun  ist  AS -\-  BR  =  AB -Ir  RS 
und  durch  Quadrirung  ^,S'-  +  BR-  +  2 AS  ■  BR  =  AB-  +  RS- 
+  2 AB  ■  RS  =  AB"  +  2 AR  ■  BS  +  2  AB  ■  RS.  Durch  Zerlegung 
zusammengesetzter  Stücke  in  ihre  Theile  ist  aber  leicht  ersichtlich, 
dass  AB  ■  RS  -\-  AR  ■  BS  =  AS  ■  BR,  wo  auch  R  und  S  auf  der 
AB  liegen.  Mithin  kann  oben  2 AS  ■  BR  gegen  2  AR  ■  BS 
-\-  2  AB  ■  RS  gestrichen  werden,  imd  es  bleibt  AS-  -\-  BR-  =  AB-. 
Auf  diesen  Satz,  dessen  Beweis  wir  wegen  seiner  ungemeinen  Ein 
fachheit  wiedergegeben  haben,  lässt  Euler  einige  andere  folgen:  den 
elementargeometrischen  Beweis  der  Heronischen  Dreiecksformel,  einen 
eben  solchen  der  Brahmagiipta'schen  Formel  für  den  Flächeninhalt 
des  Sehnenvierecks,  endlich  den  seines  eigenen  Viereckssatzes.  Wir 
haben  kaum  nothwendig  besonders  zu  betonen,  dass  Euler's  Beweis 
der  Heronischen  Formel  keine  weitere  Verwandtschaft  mit  dem  von 
Heron  selbst  herrührenden  zeigt,  als  dass  bei  beiden  der  dem  auf 
seinen  Flächeninhalt  zu  bestimmenden  Dreiecke  einbeschriebene  Kreis 
vorkommt,  dessen  Halbmesser  Euler  sodann  ermittelt,  was  Heron 
unterliess. 

In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  neuen  Abhandlungen 
ist  ein  trigonometrischer  Beweis  des  Euler'schen  Viereckssatzes  von 
Georg  Wolfgang  Kr  äfft  enthalten*).  Erinnern  wir  uns,  dass 
Krafft  seit  mehreren  Jahren  in  Tübingen,  wie  Euler  in  Berlin  war, 
so  sehen  wir,  dass  die  Mitglieder  der  Petersburger  Akademie  ihr  in 
der  Ferne  treu  blieben  und  Manuscripte  zum  Druck  einschickten. 
KrafFt's  Beweis,  von  dem  wir  hier  reden,  besteht  in  wiederholter  An- 
wendung des  Satzes,  dass  das  Quadrat  einer  Dreiecksseite  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten  weniger  dem  doppelten 
Producte  jener  Seiten  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten 
Winkels  ist.  Im  Anschluss  an  den  Euler'schen  Vierecksatz  bewies 
Krafft  auch  den  Lehrsatz  von  Cotes  (S.  394j  für  die  Sonderfälle 
2A  ^  4,    2A  =  t3,    2?.  =  S,    eigentlich    ein    recht    übei-flüssiges    Be- 


')  Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitaime   ad   annuni    1747  et  1748. 
T.  I,  131—136. 
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mühen,  nachdem  (wie  Krafft  selbst  erklärt)  Johann  Bernoulli  in 
dem  Tierteu  Bande  ^J  seiner  Werke  einen  Beweis  des  allgemeinen 
Satzes  gegeben  hatte,  der  sich  allerdings  auf  ßeihenentmcklungen 
stützte. 

Im  Jahre  1754  kam  im  IL  Bande  der  2Iemoires  prc'sentes  par 
des  Savants  ctrangers  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  eine 
Abhandlung  von  Esteve  aus  Montpellier  heraus,  in  welcher  die  Auf- 
gabe behandelt  und  für  einen  besonderen  Fall  auch  gelöst  war,  eine 
dreieckige  Pyramide  aus  ihrer  Grundfläche  und  den  drei  ebenen 
Winkeln,  die  an  der  Spitze  zusammentreffen,  zu  bestimmen.  Ist 
ABC  die  Gnindfläche,  D  die  Spitze,  sind  also  ABB,  BBC,  CBA 
die  gegebeneu  Winkel,  so  wählte  Esteve  die  Winkel  DAB,  BAC, 
BBC  als  Unbekannte  und  brachte  eine  Gleichung  zwischen  ihnen  zu 
Stande,  welche  für  den  Fall,  dass  i  BAC  ^  BBC  ist,  zu  einer 
Gleichung  vierten  Grades  nach  sin  BAC  wird-j. 

Das  Jahr  1757  förderte  einige  Untersuchungen  über  Theilung 
von  Figuren  zu  Tage^).  Es  scheint,  als  ob  Johann  Tobias  Mayer*j 
(1723 — 1762)  den  Anstoss  dazu  gegeben  hätte.  Aus  einem  gewöhn 
liehen  Handwerker  entwickelte  sich  Mayer  ohne  fremde  Unterweisung 
durch  Selbstthätigkeit  imd  eine  seine  Heimath  bestätigende  echt 
wüi'ttembergische  Zähigkeit  zu  einem  hervorragenden  Astronomen 
und  Physiker  und  tüchtigen  Mathematiker.  Er  wurde  1751  als 
ordentlicher  Professor  der  Mathematik  und  Oekonomie  nach  Göttingen 
berufen,  und  seine  Vorlesungen  über  praktische  Geometrie  waren 
berühmt.  War  doch  Mayer  der  Erfinder  des  Multiplikationsverfahrens 
bei  Winkelmessungen'),  welches  in  der  praktischen  Geometrie  nicht 
minder  hervorragende  Dienste  als  in  der  Astronomie  leistet,  und  hat 
er  sich  doch  auch  mit  der  Frage  nach  der  Benutzung  überbestimmter 
Gleichungssysteme  beschäftigt.  Aus  dem  Inhalte  der  Vorlesungen 
über  praktische  Geometrie  ging  ein  Aufsatz  Be  transmutatione  figu- 
rarum  redüinearum  in  triangula  hervor,  welcher  seit  dem  1.  März 
1755  zur  Veröffentlichung  durch  die  Göttinger  Akademie  bestimmt 
war*),  aber  aus  nicht  bekannten  Gründen  ungedruckt  blieb.  Mayer 
lehrte  darin  eine  geradlinige  Figur  von  beliebiger  Seitenzahl  ohne 
Anwendung  eines  Zirkels,  sondern  unter  alleiniger  Benutzung  eines 
Parallellineals   in  ein  Dreieck  zu   verwandeln   und  sie  durch  gerade 


»)  Job.  Bernoulli   Opera  R",   67—76.  -)  Jlathesis,  Särie    2,   VI,  18. 

')  Klügel  n,  231—233.  <)  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXI,  109—116. 

Artikel  von  S.  Günther.  *)  Haec  vera   methodiis   in  viuUiplimtione  (niguli 

eonsistit.  sagt  Mayer  in  einer  Abhandlung,  welche  1752  im  11.  Bande  der  Ver- 
öffentlichungen der  Göttinger  Akademie  gedruckt  ist.  ")  Göttinger  Gelehrte 
Nachrichten  1755,  S.  266. 
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Linien,  welche  sämmtlich  auf  der  Grundlinie  aufstehen,  in  gegebenem 
Verhältnisse  zu  theilen.  Nun  erschien  1757  von  Christian  Heinrich 
Wilke'l  (1722 — 1776),  damals  Docent  der  praktischen  Geometrie  in 
Halle,  später  in  Leipzig  privatisireud,  wo  er  auch  Secretär  der  öko- 
nomischen Gesellschaft  war,  ein  Buch  unter  dem  Titel:  Xeue  und  er- 
leichterte Methode,  den  Inhalt  (/eradlinif/er  Flächen  zu  finden  und  die- 
Aelhcn  ohne  Bichnun;/  cinzutJiril/ii.  Die  Göttinger  Gelehrten  Nachrichten-) 
brachten  eine  sehr  anerkennende  Besprechung,  aber  noch  in  dem- 
selben Bande  verwahrte  sich  Tobias  Mayer ^)  gegen  jenes  Lob, 
welches  an  die  unrichtige  Adresse  gehe,  da  AUes,  was  in  Wilke's 
Buch  gut  sei,  von  ihm  entnommen  sei,  ohne  dass  Wilke  der  Ver- 
pflichtung nachgekommen  wäre,  seine  Quelle  in  ehrlicher  Weise  zu 
nennen.  Wilke  vertheidigte  sich  dann  wieder,  so  gut  er  konnte,  in 
einem  1758  gedruckten  Anhange  zu  einer  anderen  Schrift:  Neue 
Grundsätze  der  ^wflAf/*v7(«i   Geometrie. 

Im  Jahre  1758  wurden  femer  zwei  Aufsätze  Euler 's  gedruckt, 
welche  sechs  Jahre  früher*)  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt  worden 
waren:  Elementa  doctrinae  solidorum")  und  Demonstratio  nonnullarum 
insignium  proprietatum ,  quibus  solida  hederis  planis  inchisa  sunt 
praedita^).  Der  erste  dieser  beiden  Aufsätze  enthält  neben  zahl- 
reichen anderen  meistens  leicht  zu  beweisenden  Sätzen  über  die  An- 
zahl der  Elemente  von  einer  gewissen  räumlichen  Natur  bei  Viel- 
flächnern  hauptsächlich  den  Satz,  welcher  den  Namen  des  Euler'schen 
Polyeder  Satzes  sich  bewahrt  hat.  Bekanntlich  hat  Descartes 
bereits  den  Satz  entdeckt,  und  hat  Leibniz  eine  Abschrift  von 
Descartes  bezüglichen  Aufzeichnungen  nehmen  können  (Bd.  H,  S.  625 
bis  626).  Aber  dass  Euler  davon  irgend  Kenntniss  erhalten  haben 
sollte,  ist  an  sich  kaum  anzunehmen  und  bei  der  über  jeden  Zweifel 
erhabenen  Wahrheitsliebe  Euler's  durch  seine  Erklärung,  es  handle 
sich  um  einen  durchaus  neuen  Satz,  vollständig  ausgeschlossen.  Euler 
spricht  den  Satz  in  der  Form 

aus').  Dabei  ist  S  =  numerus  angulorum  solidorum  [Aie  Zahl  der 
Ecken),  A  =  numerus  acierum  (die  Zahl  der  Kanten),  11=  numerus 
hedrarum  (die  Zahl  der  Flächen).  Einen  zuverlässigen  Beweis  des 
Satzes,  gesteht  Euler  zu,  besitze  er  nicht:  er  könne  nur  dessen  Wahr- 


')  Poggendorff  11,  1328.  =)   Göttinger  Gelehrte  Nachrichten   1757, 

S.  l-25-2flg.  ')  Ebenda  1757,  S.  1329  flg.  *)  Brieflich  äusserte  Euler  ihren 

Inhalt  schon  1750  an  Goldbach.    Correxp.  math.  (Fuss)  I,  536 — 539.  ')  Novi 

Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  anniim  1752  et  1753.    T.  IV,  109 — 140. 
•)  Ebenda  T.  TV,  140— ICO.         ■)  Ebenda  T.  IV,  119. 

Casttob,  Geschichte  der  Mathematik.     111,  3.  35 
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heit  für  alle  Gattungen  von  Vielflächnera ,  an  welchen  er  ihn  der 
Prüfung  unterziehen  werde,  erkennen  lassen,  so  dass  diese  Induetion 
an  Stelle  eines  Beweises  dienen  möge.  Im  zweiten  Aufsatze  holte 
Euler  nach,  was  er  im  ei-sten  vermissen  lassen  musste.  Die  Winkel- 
summe eines  ebenen  Vielecks,  sagt  er,  wird  gefunden,  indem  man 
durch  Ziehung  einer  Hilfslinie  ein  Dreieck  abschneidet,  beziehungs- 
weise ein  neues  Vieleck  sich  verschafft,  dessen  Winkelzahl  \\m  die 
Einheit,  dessen  Winkelsumme  um  zwei  rechte  Winkel  abgenommen 
hat.  Heisst  im  «-eck  die  Anzahl  der  Winkel  Ä,  ihre  Summe  in 
rechten  Winkeln  ausgedi'ückt  i?,  so  sind  im  i»  —  r)-eck  die  ent- 
sprechenden Zahlen  A  —  1  und  li  —  1  ■  -;  im  (,'*  —  2j-eck  sind  sie 
A  —  2  und  B  —  2-2;  im  Dreieck  sind  sie  A  —  (n  —  3)  und 
i?  —  (n  —  3)  •  2,  zugleich  aber  auch  3  und  2.  Folglich  ist 
^  — (h  — 3)  =  3  und  E  —  {n  —  3)-2  =  2  d.h.  A  =  n,  R  =  2n  —  4.. 
Nun  wird  Aehnliches  im  Räume  versucht.  Durch  Einlegung  einer 
Hilfsebene  wird  eine  Ecke  des  VieLflächners  abgespaltet  und  zu  er- 
mitteln gesucht,  wie  sich  dabei  die  Zahlen  ändern,  welche  im  ersten 
Aufsatze  S,  H,  A  hiessen.  Sie  gehen  in  S  —  1,  H — ^2  —  ^  -\-  v, 
A  —  3  —  ft  +  V  über,  und  nennt  man  diese  Zahlen  »S'j,  H^,  A^,  so 
ist  Sj  4"  -Si  —  A^  =  S  -^  H —  A,  d.  h.  die  algebraische  Summe 
S-\-S — A  muss  trotz  aller  Abspaltung  von  Ecken  constant  bleiben. 
Beim  Tetraeder  mit  S  ^  4  Ecken,  H  ^  i  Flächen,  ^  =  6  Kanten 
ist  aber  4  +  4  —  6  =  2,  also  allgemein  S  -\-  H —  A  =  2. 

Au  diese  Entwicklung  schliesst  sich  die  Lösung  einer  Aufgabe^) 
an,  welche  eigentlich  ganz  anderer  Natur  ist  und  nur  dadurch  in 
einem  sehr  lockeren  Zusammenhange  mit  dem  Vorhergehenden  steht, 
dass  es  sich  um  ein  Tetraeder  handelt.  Euler  fragt  nämlich  nach  dem 
Körperinhalte  des  Tetraeders  dargestellt  durch  dessen  sechs 
Kanten.  Stossen  a,  h,  d  in  der  Ecke  A,  a,  c,  e  in  der  Ecke  B, 
b,  c,  f  in  der  Ecke  C  zusammen,  so  dass  die  drei  Kanten  a,  /),  c 
das  Dreieck  ABC  bilden,  so  findet  Euler  für  das  144-fache  Quadrat 
jenes  Körperinhaltes  die  Formel 

a^f{¥  +  C2  +  fr-  +   päj  _  a2^(-„2  _j_y^)  _  ^2J2g2 
_|_  52e2  („2  _|_   ^.2  ^   ^p  ^  ^-2)  _  J2g2  (^2  _|_  gS)  _  „2,^^,2  _  ^2^2^ 

_j_  c«rfä  (y,2  _^  j^i  +  r-  +  f)  —  <?(("■  (c-  -f  (P)  —  h-d-f-, 

welche  er  aber  unter  Beiziehung  von  Winkelfunctionen  in  eine  viel 
geschmeidigere  Gestalt  zu  bringen  weiss.     Sind  die  drei  in  der  Ecke 


')  Novi  Commentarü  Academiae  PetropoUtanae   ad    antiuvi   17ö'2  et  1753. 

T.  lY,   158—160. 
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A     zusammenstossenden     ebenen     Winkel     BÄC  =  p,     BAD  =  q, 
CAD  =  r,  so  ist  der  KörperiuLalt  des  Tetraeders  = 


^  ahd  1/  sin  ^ — |— 5—  •  sm  ^^— !-| sin  ^—^ — -  ■  sm  ^—^-^ — -  • 

Diese  letztere  Formel  ebenso  wie  das  oben  über  Aufsätze  von  Krafft 
und  von  Esteve  Bemerkte  greift  allerdings  in  das  trigonometrische 
Gebiet  über,  dem  vollends  zwei  Abhandlungen  angehören,  welche  wir 
noch  nennen.  Die  erste  derselben,  schon  1727  der  Petersburger 
Akademie  vorgelegt'),  führt  die  Ueberschrift  Trigonotnetrica  und  rührt 
von  F.  C.  Maier  her.  Er  erklärt  in  den  einleitenden  Worten,  er 
wolle  eine  Zusammenstellung  von  Sätzen  geben,  welche  er  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  in  der  Petersburger  Akademie,  der  er  angehörte, 
mitgetheilt  habe.  Allerdings  flösst  gleich  der  erste  Satz  der  Zu- 
sammenstellung nicht  allzugrosses  Vertrauen  ein,  denn  derselbe  be- 
hauptet,  bei  spitzen  Winkeln  seien  Sinus  und  Cosinus,  Tangente  und 
Cotangente  positiv,  beim  stumpfen  Winkel  blieben  Tangente  und 
Sinus  positiv,  Cotangente  und  Cosinus  dagegen  würden  negativ!^) 
Auf  die  Ergebnisse  der  ganzen  Abhandlung  übt  dieser  grobe  Fehler, 
den  man  als  kennzeichnend  dafür  beachten  möge,  wie  wenig  bekannt 
der  eigentliche  Verlauf  von  Winkelfunctionen  damals  noch  war,  keinerlei 
schädigenden  Einfluss.  Maier  handhabt  wesentlich  spitze  Winkel  und 
Summen  oder  Differenzen  von  spitzen  Winkeln.  Er  bedient  sich  der 
Formeln  für  die  Functionen  solcher  Winkelsummen,  indem  er  regel- 
mässig die  Functionen  der  einzelnen  Winkel  durch  besondere  Buch- 
staben bezeichnet.  Heisst  S  der  Sinus,  C  der  Cosinus  des  grösseren 
spitzen  Winkels,  .■>  und  c  dasselbe  für  den  kleineren  spitzen  Winkel,  so 

behauptet  Maier,  der  Sinus  der  Summe  beider  Winkel  sei  -_ , 

<^g (jg 

der  Sinus  ihrer  Differenz   ^ ,    wo    /•    den    Kreishalbmesser   be- 

r       ' 

zeichnet.  In  ähnlicher  Abkürzung  sind  T  und  t,  M  und  m  die 
Tangenten  und  Secanten  der  beiden  spitzen  Winkel.  Maier  legte 
Werth  auf  die  logarithmische  Benutzbarkeit  der  Formeln  und  be- 
diente sich  deshalb,  wenn  zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  einge- 
schlossene Winkel  gegeben  waren,   gern   der  Gleichung,  welche  heu- 

tang  ~ — — — 

tigen  Tages  — ^-,  = , „   geschrieben  zu  werden  pflegt,    bei 

tang 


')  Commeiitarii  Academiae  PHropoUtanae  ad  annum  1727.  T.  n,  12 — 30. 
•)  ohtusi  anguK  tnngens  et  sinus  positivi  qxndem  manint,  sed  eotangens  ijmus  et 
eoginus  priratiri  fiunt. 

35* 
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T  -\-  C  t 

Maier  aber  =  —  heisst,  und  von  deren  Benutzung:  durch  Tho- 

r  —  c        y  '  o 

mas  Simpson  el:wa  20  Jahre  später  (1748)  wir  uns  (S.  514)  über- 
zeugt haben. 

TJebersichtlichkeit  mögen  die  gewonnenen  Formeln  immerhin  be- 
sessen haben,  so  lange  sie  in  Uebung  waren;  man  gewöhnt  sich 
verhältnissmässig  leicht  an  Bezeichnungen,  so  dass  sie  unersetzlich 
scheinen;  aber  Durchsichtigkeit  fehlte  den  Formeln  insofern,  als  der 
Zusammenhang  der  Winkel,  deren  Functionen  in  Rechnung  traten, 
ihre  Addition,  ihre  Subtraction  nicht  aus  der  Bezeichnung  selbst  so- 
fort  zu  entnehmen  war.  Zudem  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  Maier's 
Bezeichnungen  keineswegs  einen  Fortschritt,  sondern  vielmehr  einen 
nicht  unbedeutenden  Rückschritt  gegen  seit  einem  Jahrhunderte  be- 
kannte Schreibweisen  bildeten.  Wir  wissen,  dass  Albert  Girard 
(Bd.  II,  S.  648 — 649 1  schon  1626  die  Silben  tan  und  sec  benutzte, 
um  Tangente  und  Secante  eines  Winkels  anzugeben,  der  selbst  durch 
einen  einfachen  Buchstaben  bezeichnet  jenen  Silben  nachgesetzt  wurde, 
dass  er  aber  freilich  folgewidrig  genug  deu  Sinus  nicht  dui'ch  sin 
andeutete,  sondern  durch  den  gleichen  Buchstaben,  der  vorher  für 
den  Winkel  selbst  gebraucht  worden  war,  so  dass  man  unter  Ä 
oder  a  bald  einen  Winkel,  bald  dessen  Sinus  zu  verstehen  hatte. 
William  Oughtred  ging  in  letzterer  Beziehung  über  Girard  hinaus^). 
In  seiner  Trigonometry  von  1657  bediente  er  sich,  wie  es  scheint, 
regelmässig  der  Abkürzungen  s.  sco,  t,  tco,  se,  seco  für  sinus,  sinus 
complementi,  tangens,  tangens  complementi,  secans,  secans  complementi. 
Aber  weder  Girard  noch  Oughtred  fanden  die  Nachahmung,  deren  sie 
würdig  waren.  Wohl  hat  bald  dieser,  bald  jener  Schriftsteller  einmal 
von  sin  A,  von  tan  B  und  dergleichen  gesprochen,  aber  immer  nur 
beiläufig. 

Erst  in  Simpson's  Trigonometrif  von  1748  ist  fast  durchweg 
mit  den  Wörtern  Sine.  Co-sine.  mit  deu  Silben  Tang.  Co-tang  ge- 
rechnet. Das  Einzige,  allerdings  ziemlich  Unbedeutende,  was  man 
bei  ihm  vermissen  kann,  ist  eine  ausdrückliche  Erklärung,  er  werde 
fortan  diese  Bezeichnungen  anwenden. 

Euler  hat  in  verschiedenen  Aufsätzen  das  Seine  zur  Einführung 
der  kurzen  Bezeichuimg  gethan.  In  den  Petersburger  Akademie- 
schrifteu  für  1737  findet  sich  zunächst  ein  Aufsatz-)  von  ihm  über 
eine  geometrische  Aufgabe,  die  nicht  ohne  Interesse  ist,  aber  doch 
nicht  von  solcher  Wichtigkeit,  dass  wir  bei   ihr  selbst  zu  verweilen 


')  Briefliche  Mittheilung  von  Herrn  John  S.  Mackay,  der  sich  dabei  auf 
De  Morgan,  Budget  of  Parado.res  pag.  451  bezieht.  -)  Cummentani  Aca- 

demiae  Petropolitanae  ad  rnimini  17."i7.    T.  IX,  207 — 221. 
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haben.      Dort    ist    gelegentlich^)    von    A  sin       die   Rede    mit    dem 
Zusätze,   er   verstehe  darunter   den  Arcus   im  Einheitskreise,   dessen 


b 


sinus  —  sei.     In    einer   Abhandlung   des   Jahrgangs   1744    der   Nov; 


c 


Acta  Eruditorum-),  der  Fortsetzung  der  früheren  A.  E.,  spricht  Euler 
bei  Gelegenheit  der  Integration  einer  Diiferentialgleichung  von  dem 
arcHS,  ciiJKS  tamjois  =  f.  scu  A  farj  t,^)  und  zwei  Seiten  sjjüter  heisst 
es:  Ponafitr  A  tag  t  =  90"  —  tp,  nt  exprimat  (p  angulum  ADM,  erit 

f  =  cot  w  ^=    ."      ((•  l  4-  f-  = 5 *)  und  damit  war  auch  der  Arcus- 

'^         siit  qp  stn  <p     ' 

tangens  wie  früher  der  Arcussinus  erklärt.  Von  durchschlagendem 
Erfolge  war  jedoch  erst  eine  Abhandlung  Eulers  von  1753,  welche 
wir  deshalb  als  die  zweite  in  diesem  Kapitel  zu  nennende  trigono- 
metrische Abhandlung  bezeichnen,  die  Pri)icipes  de  Ja  trigonometrie 
spheriqHe  tircs  de  Ja  mcthodr  des  2>Ji's  grands  et  des  plus  pctits^]. 

Euler's  Gnindgedanke  ist  folgender.  Auf  der  Kugelobei-fläche 
sind  die  Bögen  grösster  Ki-eise  die  kürzesten  Linien,  welche  von 
einem  Punkte  nach  einem  anderen  gezogen  werden  können,  oder  ein 
von  einem  Punkte  der  Kugelobei-fläche  nach  einem  anderen  gespannter 
Faden  nimmt  die  Gestalt  eines  Bozens  eines  grössten  Kreises  an. 
Ein  sphärisches  Dreieck  besteht  aber  aus  Bögen  gi-össter  Kreise,  und 
es  kann  daher  als  die  Figur  mit  drei  Eckpunkten  auf  der  Kugel- 
obei-fläche definirt  werden,  welche  aus  den  kürzesten  auf  der  gleichen 
Oberfläche  möglichen  Verbindungslinien  jeuer  Eckpunkte  besteht. 
Gewinnt  man  aus  dieser  Definition,  welche  zur  Anwendung  der  Me- 
thode grösster  und  kleinster  Werthe  herausfordert,  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks,  so  wird  man  damit 
die  allgemeinste  Trigonometrie  schafien,  welche  man  überhaupt  denken 
kann.  Sie  wird  zur  ebenen  Trigonometrie,  wenn  die  Kugeloberfläche 
mit  einem  unendlich  gi-ossen  Halbmesser  beschrieben  zur  Ebene 
entartet,  zur  sphäroidischen  Trigonometrie,  wenn  statt  der  Kugel- 
oberfläche die  Oberfläche  eines  Sphäroids  gewählt  wird,  und  in  der 
That  hat  Euler  dem  Aufsatze,  von  welchem  hier  die  Rede  ist,  un- 
mittelbar   einen    zweiten:    Ele'mens   de   Ja  trigonometrie  spheröidique^ ) 


')  Commentarü   Academiae    Petropolitanae   ad   annum    1737.     T.   IX,   209: 

A  sin  —  denotat  arctim  cujus  sinus  est  —  in  circido  radii  1.  ')  Nova  A.  E. 

1744  pag.  315—336.  ')  Ebenda  pag.  32.5.  ')  Ebenda  pag.  327.  ^)  Histoire 
de  VAcademie  de  Berlin.  Anne'e  1753  pag.  223 — 257.  Eine  deutsche  Ueber- 
setzung  von  E.  Hammer  erschien  als  Heft  Nr.  73  von  Ostwald's  Klassikern 
der  exacten  Wissenschaften.  ^;  Histoire  de  VÄcademie  de  Berlin.  Annee  1753 
pag.  258—293. 
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uachfolgen  lassen.  Euler  setzt  also  die  Lehre  von  den  kürzesten 
Linien  voraus,  um  trigonometrische  Ergebnisse  abzuleiten,  eine  zum 
mindesten  eigenartige  Reihenfolge  der  Entwicklungen,  welche  uns 
nöthigen  wird,  im  117.  Kapitel  des  Aufsatzes  von  1753  abermals  zu 
gedenken. 

Jetzt  dürfen  wir  nur  auf  eine  Zwischenbemerkungr  des  Aufsatzes 
eingehen.  Euler  sagt  nämlich^),  er  woUe  die  Winkel  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  durch  A,  B,  C,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
durch  a,  h,  c  bezeichnen.  Das  war  eine  an  und  für  sich  unbedeu- 
tende Neuerung,  die  jeder,  auch  der  unbedeutendste  Mathematiker 
hätte  einführen  können,  aber  thatsächlich  ist  es  nicht  geschehen. 
Deshalb  erscheint  es  berechtigt,  Euler's  Aufsatz  von  1753  als  den 
Ursprung  der  Form  der  späteren  Trigonometrie  anzuerkennen,  um  so 
mehr,  als  in  ihm  fortwährend  von  den  Abkürzungssilben  sin,  cos 
(oder  es),  tang  (oder  tag  oder  tg  oder  tng')  Gebrauch  gemacht  ist. 
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Wir  haben  (S.  390)  angekündigt,  dass  die  von  Newton  zuerst 
aufgeworfene  Frage  nach  der  Anzahl  der  complexen  Gleichungs- 
wurzelu  einer  gegebenen  Gleichung  von  anderen  englischen  Schrift- 
stellern weiter  gefördei't  worden  sei.  Wir  haben  unter  ihnen  in 
erster  Linie  Colin  Maclaurin  zu  nennen.  Dieser  hat  seine  Unter- 
suchungen in  zwei  Briefen  an  Martin  Folkes^)  (1690 — 1754),  einen 
vermögenden  Privatmann,  der  lange  Zeit  Vorsitzender  der  Royal  Society 
in  London  war,  niedergelegt.  Der  erste  Brief^)  geht  von  folgen- 
dem Lemma  aus.     Sind  m  positive  Zahlen  «,  h,  c,  d  ■  •  ■  gegeben,  so 

lassen   sich   aus   ihnen       V, Paare   bilden,    deren  jedes    sich    zu 

einem  Producte  sowie  zu  einer  Differenz  verbinden  lässt.  Die  Summe 
aller  zweifactorigen  Producte  heisse  B  ^  ah  -\-  ac  -\-  ■■■  -)-  hc  -\-  ■■•. 
Die   Summe    der   Quadrate   der   m   Zahlen   heisse    A  =  a-  -f-  Ir  -\-  c" 

-\- d'- -\- ■  ■  ■ .     Die  Summe  der  Quadrate  der Differenzen  ist 

positiv  oder  (a  —  If  +  {a  -- cf  -\ \- {l>  —  cf  -\ >  0.  Ent- 
wickelt   nimmt    sie    die    Gestalt    (w  —  \)  A  —  2B   an,    folglich    ist 

— - —  A^  B.    Sind  einzelne  der  vorgelegten  Zalilen  negativ,  so  findet 


■'l  Histoire  de  l'Acadimie  de  Berlin.    Anne'e  17.53  pag.  231.        ")  Poggen- 
dorff  I,  766.         ^  P.  T.  XXXI\',  104—112. 
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das  Lcinma  in  gleicher  Weise  statt,  da  A  uuveräiulert  bleibt,  während 
B  abuimmt,  weuu  einzelne  der  zu  addireudeu  Producte  negativ  aus- 
fallen. Sind  alle  a,  h,  c,  d  •  ■  ■  einander  gleich,  so  werden  sämmt- 
liche  gebildeten  Differenzen,  also  auch  die  Summe  ihrer  Quadrate,  zu 
Null,  d.  h.  es  ist  alsdann  {in  —  1)  -^  —  22?  =  0,  und  will  man  diese 
Möglichkeit   mitberücksichtigeu,   so   lautet   das    nun   ganz    allgemeine 

nur  an  das  Reellseiu  von  a,  b,  c,  d  ■  ■  ■  geknüpfte  Lemma  — ^ — Ä^B. 
Man  kann   ihm  umgekehrte   Giltigkeit  beilegen,    d.  h.  S  >  — - —  A 

kann  nur  stattfinden,  wenn  nicht  alle  Zahlen  a,  h,  c,  d  •  •  ■  reell, 
sondern  einzelne  derselben  complex  sind.  Es  bedarf  kaum  der  Be- 
merkung, dass  wir  nur  neuerem  Sprachgebrauche  zu  Liebe  complex 
sagen,  die  Schriftsteller  dieses  Kapitels  gebrauchten  ausschliesslich 
das  Wort  imaginär.  Das  Complexsein  von  a  oder  h  u.  s.  w.  können  wir 
auch  so  aussprechen,  dass  die  Gleichung 

{x  —  d)  (.r  —  h)  {x  —  c)  {x  —  d)  ■■■  =  () 

auch  complexe  Wurzeln  besitzen  muss,  damit  B  >  —^ —  A  stattfinden 
kann,  wobei  man  weiter  zu  beachten  hat,  dass  solche  complexe 
Wurzeln  stets  paarweise  auftreten,  sofern  die  Gleichungscoefficienten 
reell  sind.     Maclaurin  führte  das  nun  im  Einzelnen  aus. 

Damit   x^  —  {a  -\-  V)  x  -\-  ah  ^  0   zwei    complexe    Wurzeln   be- 

sitze,  muss  ah  >  — ^ —  ^^^'^'  "hx^  >  ~  ((«  -f-  h)  xf  sein.    Die  New- 

1 

2       1  .21 

ton'sclie    Bruchreihe    (S.    388)    ist    j,       •     Ihr  Quotient  -s- =  t 

T 
ist    über    —  (a  -\-h)  x    zu    setzen.      Man    hat    also    zu    vergleichen 

^  ( —  (a  -f-  h)xf  mit  ah  ■  x^.     Letztere  Zahl  ist  voraussetzungsmässig 

die  grössere,  und  das  fordert  ein  Minuszeichen.  Das  erste  und  letzte 
Glied  haben  immer  -|-,  folglich  erscheint  -j -|-  mit  zwei  Zeichen- 
wechseln den  zwei  complexen  Wurzeln  entspi'echend. 

In  der  cubischen  Gleichung  x?  —  {a -\- h -\- v\ x? -\- (ah -\- ac 
-\-hc)x  —  ahc  =  0  besteht  das  Kennzeichen  complexer  Wurzeln  in 
ab  -\-  ac  -{-  hc>  a^  -\-  b'  -\-  c'  oder  in   ?>  (« b  -\-  a r  -\-  b v)  >  («  -{-b  -\-  c )". 

3  2  1. 

Die    Newton'sche     Bruchreihe     — ,     — ,     —     liefert     die    Quotienten 

2  1 

2  13  1 

-  =     ,    2  =^  "7,  welche  über  —  {a  -\-  b  -\-  r).r-  und  über  (ab  -\-  ac 

1  2 

-|-  bc)  zu  setzen  sind.    Nun  ist  zu  vergleichen    „  ( —  \a  -\- b  -\-  c)x^y 
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mit  x^  ■  {ab  +  «c  +  hc)x  und  —  (iab  +  ac  -\-  hc}x'f  mit  —  ahc  ■ 

{a  -\-  h  -\-  c)  X-.  Dei-  erste  Vergleich  zeigt,  dass  die  zweite  Zahl 
grösser  ist  als  die   erste,    also  —  erfordert,    den    zweiten  Vergleich 

schenken  wir  uns  und  schreiben   -| ?  +•     Mag  nun  das  ?  durch 

-|-  oder  durch  —  ersetzt  werden,  jedenfalls  erscheinen  zwei  Zeichen- 
wechsel und  zwei  complexe  Wui-zeln. 

In  der  biquadratischen  Gleichung  x^  —  (a  -\-  h  -\-  c  -{-  d)  x^  -\- 
(ah  +  rtc  +  ad  -\-  hc  +  hd  -\-  cd)x-  —  (alc  -\-  abd  +  acd  -)-  bcd)  x 
-\- abcd  ^  0  ist  als  Kritei'ium  complexer  Wurzeln  erkannt  (ab-{-ac 
+  ad  +  hc  +  bd  +  cd)  >  |  («2  _|.  i^  _^  ^.2  ^  ^^2)     Q^jgj.     (^^  _)_  „,g 

3 

-f-  ad  -)-  bc  -\-  bd  +  cd)  >  -^  (fl  +  ''  +  '"  +  f^)";   welches,    wenn   die 

Gleichung  kürzer  x*  —  px^  +  qx'^  —  rx  -\-  s  ^  0   geschrieben   wird, 

3 

die  Form  g>  ^  jr  annimmt.     Man  kann   aber   auch  q,  r,  s  zu   dem 

Kriterium  verwenden.  Sind  nämlich  nicht  alle  Grössen  o,  b,  c,  d 
reell,  so   gilt   das  Gleiche   für  die   vier  Grössen  abc,  abd,  acd,  bcd, 

auf  welche   man  alsdann  das  Lemma  B  >  — - —  A  anwenden  kann, 

d.   h.    man    hat    abc  •  abd  -\-  abc  ■  acd  -\-  abc  ■  bcd  +  abd  ■  acd  + 

abd  ■  bcd  +  acd  ■bcd>^  {a^Vc-  +  a^b-d^  +  aHuP  +  V^c^d^X     Die 

sechs  Glieder  links  sind  nichts  anderes  als  abcd  (c(b -\- ac -\- bc -\- 
ad -\-bd -\- cd)  =  sq,  und  die  Klammergrösse  rechts  ist  {abc -\- 
ubd  -f-  ccA  +  bcdy  —  2{abc  •  abd  -\-  abc  ■  acd  -\-  abc  ■  bcd  + 
abd  ■  acd  -\-  abd  ■  bcd  -(-  acd  ■  bcd)  ==  r^  —  255.     Die  Ungleichung 

3    ■  N  3 

wird  demnach  zu  sq^  —  ir^  —  2sq)   oder   sq^  —  r^. 

Ein  letzter  Satz,  dessen  Beweis  genau  nach  dem  Muster  der 
mehrfach  gezogenen  Folgerungen  geführt  wird,  heisst  endlich:  Wenn 
X'"  —  Äx'"-''  +  Bx"'--  —  •  •  •  +  Crc^  4=  Da;  +  £  =  0  eine  Gleichung 
mit  ausschliesslich  reellen  Wurzeln  ist,  so  muss  {m  —  l)Ä^^2»iB 
und  '('«  —  l)D''>2mCE  sein.  Wir  bemerken  zum  Ueberflusse, 
dass  die  in  der  ersten  Ungleichung  vorkommenden  Gleichungs- 
coefficienteu  Ä,  B  nicht  mit  den  Wui-zelfunctionen  A,  B  des  anfäng- 
lichen Lemma  verwechselt  werden  dürfen. 

Nun  erschien  nach  einiger  Frist  im  Jahre  1728  ein  inhaltlich 
verwandter  Aufsatz^).  Der  Verfasser  hiess  George  Campbell,  aber 
über  seine  Persönlichkeit  Näheres  festzustellen  ist  nicht  gelungen, 
wenn  er  auch  im  114.  Kapitel  uns  abermals  begegnen  wird.  Die 
englische    National   Biography    z.   B.    kennt    zwar    einen    Theologen 

>)  P.  T.  XXXV,  515—531. 


Algebra  liis  1745.  545 

George  Campbell,  aber  derselbe  lebte  1710 — 170(3,  kann  also  unmög- 
lich 1728  einen  mathematiscben  Aufsatz  von  Bedeutung  veröffentlicht 
haben.    Campbell  schickt  einige  Lemmata  voraus.    Damit  die  Wurzeln 

Ton  ax~  —  B.r  -j-  A  =  0  reell  seien,  müsse  -—  >  «^  sein.  Aus  der 
Gleichung  x"  —  Bx"-^  +  •"■  db  ''•'"  +  ^^  =  "  folge  mittels  x  =  ~ 
die  neue  Gleichung  .4//"  —  ?^//'"-'  +  ■••  dz  ^!>  +  1  =  ^^'j  ^ii"i  jeder 
Wurzel  ,1'  =  a  der  ersten  entspreche  eine  Wurzel  y  ==  ~  der  zweiten 
Gleichang*).     Die    beiden   Grössen  a    und   -   seien  gleichzeitig  reell 

und  gleichzeitig  complex,  demnach  haben  beide  genannte  Gleichungen 
genau  gleich    viele  complexe  Wurzeln.     Bilde   man    aus  a:''  —  Bx"'^^ 

+  Cx''^'- •■■  i  '■■'''  +  ^'■''  +  -^  =  *^j  wofür  wir  abweichend  von 

Campbell  kürzer  <I)i.;i  =  0  schreiben  wollen,  eine  neue  Gleichung, 
deren  Entstehung  auf  die  Differentiation  von  <^Lv)  hinausläuft,  die 
also  <I)'(.ri  =  0  wird  geschrieben  werden  dürfen,  und  habe  (t)|,r)  =  U 
lauter  reelle  Wurzeln,  so  sei  das  Gleiche  für  O '(./■)  =  0  der  Fall, 
wenn  auch  nicht  umgekehrt,  vielmehr  könne  (t''(.ri  =  0  ausschliess- 
lich reelle  Wurzeln  besitzen,  während  <i>ix^  =  0  complexe  Wurzeln 
habe.  Dagegen  lasse  der  Satz  die  Erweiterung  zu,  dass  <i>{x)  =  0 
mindestens  ebenso  viele  complexe  Wurzeln  besitze  als  <^'ix)  =  0. 
Alle  diese  Lemmata,  sagt  Campbell,  seien  bekannt  und  aus  der  Lehre 
von  den  gi-össten  und  kleinsten  Wei-then  leicht  herzuleiten,  Reyneau 
z.  B.  habe  sie  in  seiner  Analyse  dänoniree  bewiesen. 

Wir  müssen  hier  einige  Worte  über  diesen  letzteren  Schriftsteller 
einschalten.  Charles  Keyneau^l  (1656 — 172!^)  war  in  Brissac  un- 
weit Angers  geboren.  Er  trat  1676  dem  Orden  des  Oratoriums  in 
Paris  bei,  und  vielleicht  schon  aus  jener  Zeit  stammte  eine  enge 
Freundschaft  mit  Malebranche.  Reyneau  fand  als  Professor  der 
Philosophie  nach  einander  in  Toulon  und  in  Pezenas,  dann  1683  als 
Professor  der  Mathematik  in  Angers  Verwendung.  Seit  1716  war  er 
Associe  lihre  der  Pariser  Akademie.  Seiner  Analyse  demontree  von 
1708  wird  nachgerühmt,  sie  habe  die  wesentlichen  Entdeckungen  der 
Descartes,  Leibniz,  Newton  und  Anderer  in  ein  Werk  vereinigt. 
Zu  den  Anderen  dürfte  auch  Rolle  gezählt  werden  müssen,  an  dessen 
bahnbrechende  algebraische  Arbeiten  (S.  115 — 110)  die  Abhandlung 
CampbelFs  ebenso  erinnert,  wie  unser  Bericht  über  Newton's 
Arithmdica  universalis  (S.  300)  ihrer  gedenken  musste.     Es  ist   viel- 

')  Campbell  nimmt  an  der  zweimaligen  Verwendung  von  a  als  Gleichungs- 
coefficient  und  als  Gleichungswui-zel  keinerlei  Anstoss.  Ferner  schreibt  er  auch 
in  der  zweiten  Gleichung  nicht  y,  sondern  x  für  die  Unbekannte.  ^  Hisluire 
de  l'Aeademie  des  sciences  de  Paris.   Ann^e  1728  (Histoire  pag.  112 — 116). 
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leicht  nicht  gauz  überflüssig,  darauf  aufmerksam  zu  macheu,  dass  die 
Arithmetica  universalis  vou  1707  der  Analyse  de'montree  vou  1708 
vorausging.  Newton  wird  also  Rolle's  Arbeiten  im  Originalwerke 
kennen  gelei-nt  haben,  während  Campbell  eingestandenermassen  aus 
Reyneau's  zweiter  Quelle  schöpfte. 

Wir  kehren  zu  Campbell  zurück.  Er  geht,  wie  von  (t>(x)  zu  ^'(•'^)j 
auch  zu  den  höheren  Ableitungen  über,  indem  er  deren  Gestalt  erörtert, 
und  kommt  schliesslich  zur  quadratischen  Gleichung  <t)<"~^'(.r)  = 
«(«—l)(«—2)-3.r2—(H  —  l)(K  —  2)---3-2i?.c+(»-2)---3-2- 1(7=0 

oder  zu  -—^ — -  x^  —  (u  ■ —  1)  Bx  -\-  C=0,  von  welcher  aus  behauptet 
wird,  0  (.r)  ^  0  habe  mindestens  ebensoviele  complexe  Wurzehi  als  sie. 
Das  Kennzeichen  des  Reellseins  der  Wurzeln  von  —^ —  x^  —  (n —  l)Bx 
-\-  C  =  0  ist  aber  — —  B^  >  C,  und  diese  Ungleichung  muss  statt- 
finden, wenn  (t)(x)  ^  0  lauter  reelle  Wurzeln  besitzt.  In  diesem  Falle 
sind  ferner  nach  Campbell's  zweitem  Lemma  auch  die  Wurzeln   von 

Äx"  —  hx"~^  -\-  cx"~^ =  0,  beziehungsweise  von  .c" —  -r  x''~^ 

+  4  ^»-2  _  ...  =  0    und    von   "^^^  x'  ~  ^^^^  a,-  +  4  =  0 
'    A  2  A  '     A 

reell,  und  es  muss  sein tt  >  -7   oder     ^^       b^  >  cA.    Campbell 

zieht  aus  letzterer  Ungleichung  die  Folgerung  — - —  h^  >  cÄ,  die  au 

sich  ganz  richtig  ist,  die  er  aber  nicht  weiter  verwerthet.  Das  Reell- 
sein der  Wurzeln  der  Gleichung  «*°°  Grades  0(.r)  =  .r"  —  Bx""^ 
-(-••■  +  {cx^  —  hx  -\-  A)  =  0  mit  den  drei  letzten  Coefficienten  +  c> 
+  ^)   i^  zieht  also,  da  (+  lif  =  Iß  und  (+  c)  •  (+-i)  =  cA  ist, 

nothwendig  die  Folge  nach  sich,    dass   —z —   mal  dem  ins  Quadrat 

erhobenen  Coefficienten  von  x  grösser  sein  muss,  als  das  Product  des 
Coefficienten  von  .r"^  in  die  absolute  ZahF),  d.  h.  in  die  Gleichungs- 
constante. 

Wie  durch  aufeinanderfolgende  Ableitungen  aus  <^(x)  =  0  eine 
quadratische  Gleichung  hervorgebracht  werden  kann,  kann  die  Reihe 
der  Ableitungen  auch  früher  unterbrochen  werden,  so  dass  etwa  N 
die  Gleichungsconstante  derjenigen  Gleichung  wird,  bei  welcher  man 
stehen  blieb,  während  die  Coefficienten  von  x  und  von  x^  aus  M  und 
.aus  L  hervorgehen.  Campbell  nimmt  m  als  Exponenten  des  Coeffi- 
cienten M  an,  d.  h.  er  lässt  in  <t>(x)  den  Coefficienten  M  als  Bestand- 
theil  des   Gliedes   +  31  x""'"   erscheinen.     Die   benachbarten    Glieder 


')  numerus  absolutus. 
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daselbst  sind  + /^.r"-"'+*  und  ^^  Nx'~"'~^.  Nach  n — m — 1  maliger 
DiflFerentiation  entsteht  (J)"-""— "(a-)  vom  Grade  n  —  (»t  —  m —  1) 
=  Hl  +  1     und    die    Schlussglieder    sind    +  y"  ~ '»  +^  )  ^"  ~  "')  j^^i 

—  (m  —  m) 3fx-\-yj.   Sie  lassen  die  Ungleichung  '^ — _!       (n  —  ?«)- üf  ^ 

>  ^ -^^-r^ '-  Ll^  oder  — r—  • ,-—  M-  >iA  stattfinden, 

2  m  +  1     n  —  m  +  1  ' 

sofern  .  O  fj)  =  0     lauter     reelle     Wurzeln     besitzt.       Dabei     ist 


,  ,  —    — ^^, — ,   d.  h.   der  Quotient,  welcher  entsteht, 
m  -\-  1     n  —  m  -\-  i        n  —  m  -{-  1'  '  ' 


Hl 


,        T,       1      .,       »      I!  —  1             »1  —  w  4-  1      n  —  m  1    j 

wenn   m   der  üruchreihe  — ,  — r — ,  •  ■  •  ,  • — — r ,  •  •  •  —  der 

\m  +  1)"  Bruch  durch  den  «('*"  dividirt  wird,  und  das  ist  ja  das 
Bildungsgesetz  der  von  Xewton  aufgestellten  Zahlenfactoren.  So  oft 
die  als  nothwendig  erkannte  Ungleichung  nicht  stattfindet,  kann  man 
auf  das  Vorhandensein  eines  Paares  complexer  Wurzeln  schliessen, 
und  daraus,  behauptet  Campbell,  könne  man  unmittelbar  Xewton's 
Regel  für  die  Auffindung  der  Anzahl  complexer  Wurzeln  herleiten*). 
Campbell  berechnet  nunmehr  die  bei  Gleichungen  mit  ausschliesslich 

reellen  Wurzeln    positive    Differenz  — — —  • — r-7 -3f  ^  —  LX  und 

^  m  -\-  1     n  —  m  -\-  1 

findet  sie  =  - — j-Wt — '- r-r.  —  ^  —  ^  —  ^  —  ■  •  •   unter  Annahme 

(m  +  1)  (n  —  «i  -j-  1)         2  3  4 

folgender  Abkürzungen.    Als  Coefficient  von  +  x"^'"  in  <X>{x)  ist  M 

die    Summe    der    als    Producte   aufgefassten    Combinationen    zu  je   m 

ans  den  n  Gleichungswurzeln  n,  l,  c,  d  ■  ■  ■;  büdet  man  aus  diesen 

J   -.  '    Gliedern    von    M   alle    Differenzen   von   je   2, 

1    •    2   ■■■    »I  J  7 

deren    es   also    i  "(»-!)  ■■■(»-,«  + D   /njn-i)  -  (n-n, +  i)  _    \ 
2  1  ■  3  ■  •■  m  \  1     2  ■•    m  / 

giebt,  und  nimmt  die  Summe  ihrer  Quadi-ate,  so  soll  dieselbe  Z 
heissen.  Unter  den  gebildeten  Differenzen  kann  man  solche  unter- 
scheiden, deren  Glieder  bis  auf  einen  Factor  erster  Dimension  über- 
einstimmen, solche  bei  denen  die  Glieder  der  Uebereinstimmung  in 
Bezug  auf  Factoren  2'",  3'*'  Dimension  entbehren  u.  s.  w.  Die 
Summen  der  Quadrate  der  so  in  Gruppen  geordneten  Differenzen  heissen 

a,  ß,  y  •■■.    Das  Negativsein  von  -. — ,  ,.  T"    t-^tt  —  ~  —  ^  —  v 

'  '^'  '  °  (»( +  1)  (n  —  »J  -1-  1)         2         3         4 

bildet  alsdann  eine  andere  Form  der  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein complexer  Gleichungswurzeln. 

')  'Ex  dictis  immediate  deducitur  demonstratio  Begulae  qtiam  dedit  ilhtstris- 
simus  Netctonus,  gpta  determinatur  Nutnerus  Radicum  impossibilium  in  quavis 
data  Aequatione. 
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Wollten  wir  rein  clironologisch  in  unserer  Erzählung  von  der 
Entwicklung  der  Algebra  fortschreiten,  so  wäre  an  dieser  Stelle  über 
eine  Abhandlung  Daniel  Bernoulli's  von  1728  zu  berichten. 
Wir  freuen  uns  diesen  Bericht  aus  bestimmten  Gründen  bis  zum 
109.  Kapitel  hinausschieben  zu  können  und  dadurch  in  der  Lage  zu 
sein,  ohne  von  dem  begonnenen  Gegenstande  abzulenken,  weiter  fort- 
zufahren. 

Maclaurin's  zweiter  Brief  an  Folkes  fordert  nämlich  .'unsere 
Aufmerksamkeit,  den  er  1729  dem  ersten  Briefe  folgen  liess'),  offenbar 
in  einiger  Verstimmung  darüber,  dass  Campbell  ihm  Manches  von 
seinen  seit  Veröffentlichung  des  ersten  Briefes  neu  gewonnenen  Er- 
gebnissen vorweg  genommen  hatte.  So  ist  wohl  Maclaurin's  Ein- 
leitungssatz zu  verstehen,  er  habe  die  Absicht  gehegt  eine  Algebi-a 
herauszugeben  und  habe  dieser  seine  weiteren  Forschungen  einver- 
leiben wollen,  er  ziehe  jedoch  aus  gewissen  Gründen  vor,  nun  doch 
eine  neue  Abhandlung  za  veröffentlichen.  Die  Gleichung,  von  deren 
Wurzeln  der  Brief  handelt,  und  die  wir  wieder  mitunter  durch 
0  (x)  =  0  bezeichnen  werden,  hat  die  Gestalt 
X»— ^x"-i+  .B.r"-2—  CV-S+  Dx"-*—  Ex''-^-\-  Fx"-^—  Gj;"-' 

+  ir.r"-8~  Ix^-^-i-  Kx"-'" =  0. 

Die  Wurzeln  sollen  ff,  h,  c,  d,  c,  /',  g,  h,  I,  l,  l  ■■■  sein,  so  dass 
A  =  a  ■\-  h  -\-  c  -\-  d  -\-  c  -\-  ■  ■■.  Maclaurin  nennt  a,  h,  c  ■■■  Theile 
oder  Glieder  des  Coefficienten  Ä,  ebenso  ah,  ac,  ad  ■■■  Theile  oder 
Glieder  des  Coefficienten  JB  u.  s.  w.  Dimension  eines  Gliedes 
oder  eines  Coefficienten  nennt  er  die  Anzahl  der  in  jedem  Gliede  als 
Factoren  enthaltenen  Wurzeln.  Mithin  ist  Ä  ein  Coefficient  von  der 
Dimension  1,  B,  C  sind  solche  von  der  Dimension  2,  3  u.  s.  w. 
Theile  verschiedener  Coefficienten  sind  unter  einander  ähnlich,  wenn 
alle  Factoren  des  Theiles  des  Coefficienten  niedriger  Dimension  in 
dem  Theile  dessen  von  höherer  Dimension  vorkommen.  Ist  umge- 
kehrt kein  Factor  des  Teiles  des  niedrigeren  Coefficienten  in  dem 
Theile  des  höheren  vorhanden,  so  heissen  die  Theile  unähnlich.  So 
sind  ahc  und  abcde  ähnliche  Theile  von  C  und  E,  ah  und  cdefgh 
unähnliche  Theile  von  B  und  F.  Mit  Hilfe  dieser  Benennungen  er- 
läutert Maclaurin  alsdann  auch  eine  Bezeichnung:  er  schreibt  CD' 
für  die  Summe  der  Producte,  welche  entstehen,  wenn  alle  Theile  von 
C  mit  den  ihnen  ähnlichen  Theilen  von  D  vervielfacht  werden. 
C'C  ist  folglich  die  Summe  der  Quadrate  aller  Theile  von  C.  Da- 
ffegen  bedeutet  ihm  C'C  die  Summe  der  Producte  von  je  zwei  un- 
gleichen  Theilen  von  C mit  einander.    Demnach  ist  CC=  C'C  +  2CC. 


•)  P.  T.  XXXVI,  59—96. 
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Bei  Vervielfachung  ähnlicher  Theile  von  unter  einander  verschiedenen 
Coefficienten  macht  JJaclauriu  darauf  aufmerksam,  dass  deren  Pro- 
ductentheile  bei  der  Vervielfachung  ganzer  Coefficienten  bald  nur 
einmal,  bald  wiederholt  auftreten.  Wenn  z.  B.  in  CG'  das  Glied 
(tHrc-dcfd  vorkommt,  so  ist  in  CG  ebendasselbe  Glied  eiimial  ent- 
halten. Anders  verhält  es  sich,  wenn  das  Product  DF  gebildet 
wird.  Da  nämlich  a^b'crdefg  =  abcd  ■  ahcefg  =  ahce  •  ahcdfy 
=  ahcf  ■  ahcdeci  =  ahcg  ■  ahcdef,  so  wird  dieses  Glied  4mal  in  I)F 
vorkommen,  d.  h.  ebenso  oft  als  die  Differenz  der  Dimensionszahleu 
von  C  und  G,  7  —  3^4,  vorschreibt.  Wird  femer  E^  gebildet,  so 
erscheint  a~h-c'def(/^ahcde  ■  ahcfg^ahcdf  •  al)ce(j  =  ahcdg-ahcef 
oder  3mal,  d.  h.  halb  so  oft  als  7  —  3  =  4  Elemente  zu  je  zwei 
zusammengefasst  werden  können.  Mit  Hilfe  dieser  Betrachtung,  be- 
ziehungsweise Bezeichnung,  und  gestützt  auf  die  Ergebnisse  des  ersten 
Briefes  stellt  Maclaurin  folgende  Sätze  auf.  Sei  in  der  oben  kurz 
mit  <t>(;/")  =  0  bezeichneten  Gleichung  m  der  Unterschied  der  Dimen- 
sionen   von     C    und     G,     so     ist    -CG  =  CG'  -f-  \m  -\-  2)  B'H' 

,    »n  +  3     m  +  4     . ,  ^,         »i  +  4     «i  +  5     »n  -}-  6      ,        „      ,      , 
+      1 2~  ^  -^  +      1 Y 3      •  1  ■  ^     ^-    ^-     '^egeu 

„,  =  7  —  3  =  4  ist  CG  =  CG'  +  GB'H'  +  28  AT  +  120  Ä'. 
AehnUcher  Weise  ist  auch  DF  =  D'F'  +  4C"<?'  +  löB'H'  +  ÖQAT 
+  210Ä'  und    £-  =  E'E'  +  '2D'F'  +  6 CG'  +  20B'H'  +  lOAT 

-}- 256K.      Ist    ferner    /  =  —  • — - — ■ — —1...^    wo    die    Anzahl    der 

mit  einander  vervielfachten  Brüche  der  Dimension  von  E  gleich- 
kommt, wodurch  /  die  Bedeutung  der  Anzahl  der  den  Coefficienten  E 
bildenden     Glieder    erhält,    so     ist    unter    Annahme    lauter    reeller 

Gleichungswurzeln    ^-=j^  E'>DF—  CG  +  BH  —  AI  +  K      Hat 

<f  (if)  =  0  nicht  bloss  lauter  reelle  Wurzeln,  sondern  diese  auch  alle 
gleichen  Vorzeichens,  ist  ferner  C  von  der  Dimension  r,  B  von  der 
Dimension  r  —  1,  G  und  if  von  den  Dimensionen  r-\-S  und  ;•  -|-  s  -)-  1, 
so  ist  («.  —  )■  -  s)rCG'>  (s  +  1)  {s  -f  2) B'H'.  Wird  s  =  0,  d.  h. 
geht  sowohl  T'  als  G  in  E  über,  so  nimmt  der  Satz  die  Gestalt  an 
{n  —  r)rE'E'>2D'F'  oder  niE'E'  >2D'F',  wenn  von  jetzt  au 
„(  eine  Abkürzung  für  (n  —  r)  r  ist,  während  s  dem  früheren  m 
entspricht.  Dieselbe  Abkürzung  gestattet  (n  —  r  —  q)  (r  —  q) 
=  m  —  qn  -\-  q-  zu  schreiben  und  mit  Anwendung  dieser  Zeichen 
heisst  (q  —  r  —  1)  (r  —  1)  D'F'>S  ■4CG'  auch  {m  —  w  +  1 ) D'F' 
>12C'G'.  Ebenso  ist  {m  —  2n-^i)CG'>30B'S',  (m  —  Sn+9tB'H' 
>D6A'r,  {m — 4h -\- 16)  A' r  >  90 E.  Die  unter  der  erwähnten 
Voraussetzung,  dass  alle  Gleichungswurzeln  reell  und  gleichen  Vor- 
zeichens sind,  stets  positiven  Differenzen  zwischen  je  zwei  mit  einander 
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verglichenen  Grössen  hat  nun  Maclaurin  durch  bestrichelte  kleine 
lateinische  Buchstaben  bezeichnet,  d.  h.  er  setzt: 

niE'E'  —  2D'F'  =  a' 
(m  —    n  +  1)  DT —  12C'G' =  h' 
{m  —  2n  +  4)  CG'  —  mB'H'  =  c 
{m  —  3w  +  9)  B'H'  —  06 AT  =  d' 

{))!  —  4«  +  1(3)  AT  —  90K      =  e 

und  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Zahlen  2,  12,  30,  56,  90  in 
stets  um  S  zunehmenden  Difi'erenzen  anwachsen.  Maclauriu  verviel- 
facht nunmehr  die  oben  angefühi-ten  Werthe  von  E'^  und  DF  mit  m, 
beziehungsweise  mit  on  -\-  n  -\-  1,  so  dass  er  erhält: 

niE''  =  mE'E'  +  2»iD'F'  +  6mC'G'  +  20mB'n' 
+  10  m  AT  +  256  >«Ä', 

{m  +  u  +  1)  Di^  =  {m  +  n  +  1)  D'i^'  +  4  (>»  +  v  -{-  1)  CG' 

+  15  (m  +  n  +  1 )  B'H'  +  56  (»i  +  w  +  1 )  .4 '/' 
+  210(wi,+  «+ 1)Ä" 

und  zieht  beide  Werthe  von  einander  ab.     Er  erhält: 

niE-'  —  (m  +  n  +  1)  DF  =  mE'E'  +  (m  —  n  —  1)  D'F'  + 
(2>H— 4«— 4)(7'G'  +  (5w— 15h  — 15)5'^'  +  (14m— 56m— 56)^'/' 
-j-{^46m— 210)1— 21iy]K=a'+(m—n-\-r)D'F'+i2m—4n—4:)C'G' 
-\-{bm— Ion— Ib)  B'H' -i-iUm -56)1-56  )A'r-\-{46m-210  n— 210)  K. 
Man  sieht,  wie  weitere  Einführungen  kleiner  bestrichelter  Buchstaben 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  erfolgen.  Man  setzt  (m  —  n-\-T)D'F' 
=  h'  -}-  12C"G',  dann  {2m  —  An+8)  CG' =2c' +  60B'H'  u.  s.  w. 
Man  erhält  endlich:  ))iE-  —  (m  +  w  +  1)  DF=  a'  +  ö'  +  2c'  +  5d' 
-f- 14e'  und  die  Zahlen  1,  1,  2,  5,  14,  welche  dabei  auftreten,  sind 
nichts  anderes  als  1  —  0,  2  —  1,  6  —  4,  20  —  15,  70  —  56,  d.  h.  die 
Differenzen  der  Zahlen,  welche  vorher  bei  der  Entwicklung  von  E'- 
und  BF  nach  Summen  von  Producten  grosser  bestrichelter  Buch- 
staben auftraten.     Die  gefundene  Gleichung  gestattet  aber  auch   die 

Umformung    m    — ; r—  E'  =  DF  -\ — .        .   , 

°  ?n  +  m  -j-  1  '  ni  -\-n  -\-  1 

Nun  war  m  =  (h  —  r)  r  positiv,  ebenso  muss  m  -\-  ji  -\-  1  ^  nr  — »'' 
-j-  n  -|-  1  =  {n  —  r  -\-  1)  (>•  -}-  1)  positiv  sein.    Ferner  ist 


»i 


m  -\-  n  -\-  l 


,  ,.  , — p— ;  = ,  ,  •     Die   genannte   Gleichung   hat   also 


(«-r-f-l)(r  +  l) 


n  —  r 

r+1 

«  —  r  +  1 

r 
n  —  r 

.      r  +  1 

n  —  r+1 

QV,iil.,li^,,W  VAi^,iV.ÜL.ÜQ 


auch  eine  Ungleichung  — ;- — -r—j-  E'  >  DF   zur    Folge,    sobald    alle 
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Wurzeln  vou  <})(.»■)  =  0  reell  sind;  die  Bedingung  gleichen  Vor; 
Zeichens  für  die  Wurzeln  lässt  Maclaurin  hier  plötzlich  fallen,  ohne 
eine   Begründung   dafür   zu   geben.     Dagegen   macht   er   darauf  auf- 


r  +  1 
merksam,  dass  -^t—t    der    Quotient   zweier    Brüche    sei,    welchen 

r 
Newton  dem  Coefficienten  E  zuordnete.     Maclaurin  fügt  dann  noch 

einige  andere  Ungleichungen  zwischen  Producten  von  Coefficienten 
hinzu,  welche  theils  stattfinden,  wenn  alle  Wurzeln  von  ct)(a')  =  0 
reell,  theils  wenn  sie  reell  und  gleichen  Vorzeichens  sind.  Das  Nicht- 
stattfinden  der  betreffenden  Ungleichungen  zieht  die  Folgerung  auf 
das  Vorhandensein  complexer  Wurzeln  nach  sich,  und  der  Verfasser 
fügt  hinzu,  er  sei  auch  im  Stande  die  Anzahl  der  complexeu 
Wurzeln  zu  bestimmen,  nur  sei  der  Beweis  sehr  umständlich.  Er 
verzichtet  darauf  und  giebt  ein  anderes,  von  ganz  anderen  Gesichts- 
punkten aus  gefundenes  Merkmal  dafür,  dass  O  (.r)  =  0  lauter  reelle 
Wurzeln  gleichen  Vorzeichens  besitze. 

Wird,  sagt  er,  eine  Summe  in  beliebig  viele  Theile  zerlegt,  so 
ist  das  Product  dieser  Theile  am  grössten,  wenn  alle  Theile  gleich 
sind,  und  unter  derselben  Annahme  gleicher  Theile  wird  auch  die 
Summe  von  Producten  solcher  Theile  unter  einander  am  grössten, 
die  Summe  gleicher  Potenzen  der  einzelnen  Theile  dagegen  am 
kleinsten.    In  Zeichen  geschrieben  wird,  sofern  .i\  -f-  .j\,  -| 1-  .v„  =  n 

ist,    ^.Xit^x,,^---  Xi,j^   bei  /(j  < /^  <  ■  •  •  < /<*  ein  Maximum  und    ^  a-]^ 

ein  Minimum  bei   x,  =  x^  =  ■  ■  ■  .r„  =  —  ■ 

•"  -  n 

Da  wir  Revneau's  Analyse  de'montre'e  nie  zu  Gesicht  bekommen 
haben,  so  wissen  wir  nicht,  ob  nicht  dort  Aehnliches  sich  findet, 
was  uns  nach  Campbell  s  Benutzung  dieses  Werkes  (S.  545 )  nicht 
ausgeschlossen  erscheint.  Täuschen  wir  uns  darin,  so  erkennen  wir 
hier  bei  Maclaurin  das  erste  Beispiel  eines  Maximum  und  eines 
Minimum  einer  Function  von  beliebig  vielen  unabhängigen 
Veränderlichen. 

Die  Aufgabe  würde  einen   ungemeinen   theoretischen  Fortschritt 
darstellen,    wenn    Maclaurin    sie   in   dieser   Bedeutung   aufgefasst   und 
ihr  mittels    der    Infinitesimalrech- 
nung   zu    Leibe    gegangen   wäre.      ^  r  "d  'e'  B 
Daran  dachte  er  freilich  nicht.  Er                            Fig.  95. 
nahm    als    bekannt    an,    dass    das 

Quadrat  das  grösste  Rechteck  gleichen  Umfanges  sei  und  schloss  von 
da  aus  weiter.  Man  zerlege  (Fig.  95)  die  AB  in  beliebig  viele  Stücke 
AC,    CD,   DE,   EB  und   bilde    ein   Product   ACCDDEEB, 
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welches  ein  Maximum  sein  soll.  Jedenfalls  wird  E  in  der  Mitte 
zwischen  D  und  B  liegen  müssen,  weil  dann  DE  ■  EB  >  De  ■  eB, 
wo  auch  c  ausserhalb  dieser  Mitte  zwischen  D  und  B  liegen  masr. 
Aehnlicherweise  muss  D  in  der  Mitte  von  CE,  C  in  der  Mitte  von 
ÄD  angenommen  werden,  d.  h.  es  muss  ÄC  =  CD  =  DE  =  EB  sein. 
Der  von  den  so  begründeten  Sätzen  gemachte  Gebrauch  ist 
folgender.  Sei  wieder  (p(x)  =  x"  —  Äx"-'^  -{-  Bx"-^  —  Cx"~'^ 
-\-  Dx"^'^  —  . . .  ^  0  und  D  der  Coefficient  von  der  Dimension  r,  sei 

überdies  —  •  — - —  •  ■  • ^^  =  /.     Gesetzt    <^(x)  =  0   hätte   lauter 

1  •>  r  ^   ^ 

gleiche  Wurzeln,  so   müsste,  weil  A  die  Summe   der  n   Gleichungs- 

Ä        . 

wurzeln  ist,  jede   derselbe  —  sein,  und  die  Gleichung  hiesse  alsdann 


i'ir^ 


0    oder    a-«  —  Äx»-''  +  ^  ■  "^  -!  x"-"-  ^ \- l^-  x'- 


n 


-|-  •  •  •  =^  0.  Die  Coefficienten  von  x"~-,  von  x"~''  sind  zugleich  die 
Summen  der  Producte  zu  je  zwei,  zu  je  r  der  unter  einander  gleichen 
Gleichungswurzebi,  während  in  dem  wirklichen  <^{x)  der  Coefficient 
B  und  der  Coefficient  von  der  Dimension  r  die  gleichen  Beziehungen 
zu  den  im  Allgemeinen  wenigstens  theilweise  von  einander  verschie- 
denen Gleichungswurzeln  besitzen,  deren  Gesammtsumme  jedoch  wieder 
A  ist.  Jene  hypothetischen  Wurzeln  machen  die  aus  ihnen  gebil- 
deten Coefficienten  unter  einer  bestimmten  Voraussetzung,  welche  der 
Figur  sich  entnehmen  lässt,  zu  einem  Maximum,  nämlich  dann  und 
nur  dann,  wenn  sämmtliche  Veränderliche,  d.  h.  sämmtliche  Gleichungs- 

A'' 
wurzeln  reell  sind.     Unter  dieser  Voraussetzung  muss  z.  B.  l  ^^  ^  D 

n' 

sein,  wenn  D  der  Coefficient  von  der  Dimension  r  ist.  Aehnlich  ge- 
baute Ungleichungen  lassen  sich  auch  mittels  i?,  (^  ■  ■  ■  herstellen,  die 
nothwendig  stattfinden  müssen,  wenn  alle  Gleichungswurzeln  von 
0(a;)  =  0  reell  und  gleichen  Vorzeichens  sind.  Das  Nichtstatthaben 
einer  solchen  Ungleichung  schUesst  also  die  ausgesprochene  Be- 
dingung für  die  Gleichungswurzeln  aus. 

Maclaurin  schlägt  noch  einen  dritten  Weg  zum  Nachweise  com- 
plexer  Gleichungswurzeln  ein,  indem  er  von  der  Herstellung  von 
Grenzen  für  die  Wurzelwerthe  ausgeht.  Die  Gleichung  <l)(.r)  = 
X"  —  Ax"-'^  +  Bx"-^  —  ...  =  ()■  wird  durch  die  Substitution 
X  =  y  -\-  r,  wo  c  irgend  eine  reelle  Zahl  bedeutet,  in  eine  Gleichung 
V  (i/j  =  0  umgewandelt,  deren  Wurzeln  um  e  kleiner  sind  als  die 
Wurzeln  von  4>(.i)  =  0.  Ordnet  man  M'i?/)  nach  steigenden  Potenzen 
von  ]i  und  betrachtet  die  c  enthaltenden  Ausdrücke,  mit  welchen 
\f ,  ?/',  ?/'  •  •  •  vervielfacht  erscheinen,  so  ist,  sagt  Maclaurin,  deren 
Bilduugsweise    ofi'enbar,   paM.      Er    beschreibt    diese    Bildungsweise, 
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ohne  sicli  der  Differeutialquotienteu  zu  bedienen.  Ahmen  wir  ihm 
darin  nicht  nach,  sondern  schreiben  wir  so,  wie  es  gegenwärtig  ge- 
bräuchlich ist,  und  wie  es  Maclauriu  mit  Fiuxionspünktchen  auch 
hätte  thun  können,  so  ist: 

H'(y)  =  CD  u)  +  0'(»  •  y  +  ^  •  1/-  +  ■  •  •  +  ^^^,  •  ?/^  +  •  •  -. 

Nun  sei  <t>u-)  ^  (./•  —  n)  {x  —  b)  (x  —  c)  ■  ■  •  und  werde,  während 
K  <,  L  und  beide  reell  sind,  negativ  durch  .r  =  K,  positiv  durch 
X  =  L.  Das  kann  nur  so  erfolgt  sein,  dass  von  den  Factoren  K — a, 
L  —  fl  oder  K —  h,  L  —  b  oder  K —  c,  L  —  c  u.  s.  w.  mindestens 
einer  das  entgegengesetzte  Zeichen  besitzt  als  der  ihm  entsprechende, 
dass  also  z.  B.  K —  b  negativ,  L  —  b  positiv  ausfällt,  d.  h.  K<Cb<^L 
ist.  Man  besitzt  also  K  und  L  als  Wurzelgrenzen,  zwischen  welchen 
mindestens  eine  Wurzel  x  =  b  liegt,  und  dieses  b  muss,  fährt  Mac- 
laurin  fort,  reell  sein.  Complese  Wurzeln  kommen,  sagt  er,  paar- 
weise vor:  neben  x  —  in  —  ]/ — n^  muss  auch  x  —  m  -(-  Y — «^  ein 
Factor  von  <i>(x)  sein,  also  auch  deren  Product  {x  —  7nf  -j-  »-,  und 
dieses  ändert  sein  Zeichen  nicht,  mag  x  =  K  oder  x  =  L  gesetzt 
werden. 

Maclaurin  kehrt  jetzt  zu  Of./i  ^  ^ dj)  =  <t)(V)  -\-  <P' (e)  ■  i/ 
-\-  ■  y-  -^  ■■■  =  0  zurück  unter  Berücksichtigung  einer  Grössen- 

ordnung  unter  den  Wurzeln  von  (J) ( .n  =  (J,  sodass  etwa  a<6<c< (?<•■•. 
Setzt  man  das  an  sich  beliebige  c  =  «,  so  wird  <i>{a)^^0,  und 
T  ( (/ )  =  0,  deren  Wurzeln  a  —  e,  b  —  e,  c  —  e,  d  —  e  •  •  •  jetzt  a  —  «  ^  0, 
b  —  «,  c  —  «,  d  —  a  ■  ■  •  sein  werden,  geht  nach  Weglassung  des  ge- 
meinsamen Factoi-s  y  in  (!>'(«) -f- —  <t)"^^rt )(/•■■  =  n  über,  welche 
nach  II  nur  noch  vom  Grade  n  —  1  ist  und  erfüllt  werden  muss, 
wenn  y  =  h  —  «,  y  =  c  —  a,  y^d  —  a  •  •  • .  Dabei  ist  (wenn  etwa 
als  bestimmtes  Beispiel  «  ^  4  gewählt  wird )  in  der  nach  y  noch 
kubischen  Gleichung  <t>'(rt)  -\-  -  <X>'\a)y  -\-  —  0"'{a)y-  -)-  y^  =  0  der 
y  nicht  mehr  enthaltende  Gleichungsteil  (t>'(f()  das  negative  Product 
der  noch  übrigen  Wurzelwerthe  b  —  a,  c  —  «,  d — a.  Man  hat  also 
<i>'(a)  =  —  (b  —  a)  (c  —  a)  (d  —  o  i  negativ  wegen  a  <.b  <  c  <,  d. 

Wird  in  ^iy)  =  0  femer  e  =  ^,  e  =  c,  e  =  d  eingesetzt,  so 
entstehen  noch  drei  weitere  nach  y  kubische  Gleichungen  mit  von  y 
freien  GHedern,  deren  Vorzeichen  bekannt  sind: 

<\>'{b)  +  i  <i>"ib)y  +  -J  0'"(b)y-^  +  /■  =  0 

CuitOB,  Geschichte  der  Mathematik.   III,  3.  36 
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mit 

ct)'(i)  =  —  {a  —  b)(_c  —  h){d—h)>0 
(t)'(c)  =  —  (a  —  c)  {h  —  c)  {d  —  c)  <  0 
(D'(f^)  ==  _  («  —  (/)  (b  —  d)  (c  —  d)  >  0. 

Der  Reihe  uach  ist  0'(a),  0'(i),  ^'(c),  ^J'X'O  negativ?  positiv,  nega- 
tiv, positiv  oder  a  und  h,  b  und  c,  c  und  (/  sind  die  Grenzwerthe 
der  drei  reellen  Wurzeln  von  (t>'(c)  =  0.  Man  kann  daraus  rück- 
wärts schliessen,  dass,  wenn  a',  h',  c'  reelle  Wurzeln  von  (t>'(f)  =  0 
sind,  ebenso  reelle  a,  b,  c,  d  vorhanden  sein  müssen,  zwischen  denen 
die  a',  b',  c'  liegen,  und  dass  diese  a,  b,  c,  d  reelle  Wurzeln  der  um 
einen  Grad  höheren  Gleichung  et" ( .<)  =  0  sind.  Hat  dagegen  O ' (g)  =  0 
eine  complexe  Wurzel,  so  kann  diese,  wie  oben  gezeigt  wurde,  nicht 
zwischen  zwei  reellen  Wurzelgrenzen  liegen,  d.  h.  auch  ct)(.z)^0 
hat  dann  complexe  Wurzeln.  Man  kann  diese  Schlüsse  wiederholen 
und  erhält  das  Ergebniss,  dass  wenn  (t''''~^'(a.)  =  0,  welches  eine 
quadratische  leicht  aufzulösende  Gleichung  ist,  complexe  Wurzeln 
besitzt,  das  Gleiche  auch  für  0(.*)  =  0  der  Fall  sein  muss. 

Fassen  wir  den  Eindruck  der  beiden  Abhandlungen  Maclaurin's, 
der  zwischen  beide  fallenden  Abhandlung  CampbeU's,  welche,  wenn 
man  auch  an  der  Unabhängigkeit  des  Entstehens  der  Ergebnisse  in 
Maclaurin's  zweiter  Veröffentlichung  nicht  den  geringsten  Zweifel 
hegen  kann,  sicherlich  ihr  rasches  Erscheinen  hervorrief  (S.  548),  so 
muss  man  sagen:  diese  Abhandlungen  brachten  Ei-läuterungeu  zu 
Newton's  Regel  für  die  Auffindung  der  Anzahl  complexer  Wurzeln 
einer  gegebeneu  Gleichung,  behaupteten  auch  seine  Regel  beweisen 
zu  können,  blieben  aber  thatsächlich  den  Beweis  schuldig  und  be- 
rührten nicht  einmal  die  Schwierigkeit  der  AusnahmsfäUe  (S.  389). 
Ein  grosser  Fortschritt  lag  aber  immerhin  darin,  dass  ein  Blick  in 
die  Entstehung  der  Newton 'sehen  Regel  eröffnet  war. 

Euler  hat  sich  1732  erstmalig  mit  algebraischen  Fragen  be- 
schäftigt und  die  Abhandlung  De  formis  radicuni  aequatimium  ciijus- 
que  ordinis  conjedatio'^)  dem  Druck  übergeben.  Er  zeigt  darin,  wie 
die  allgemeine  Gleichung  2'*°,  o'*"",  4'*°  Grades  jeweil  auf  eine 
Gleichung  1*^°,  2''"",  3""'  Grades  zurückgeführt  werden  kann,  deren 
Wurzeln  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung 
Verwendung  finden.  Auflösende  Gleichung,  acquaiio  rcsolvois'),  heisst 
bei  Euler  die  Gleichung  niedrigeren  Grades,  welche  bei  der  Auf- 
lösung der  Gleichung  höheren  Grades  Unterstützung  bringt,  und  der 


')  Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  ainium  173Ü  et  1733.     T.  VI, 
21G— 231.         -)  Ebenda  pag.  220. 
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Xame  Resolvente  ist  allseitig  augenomineu  worden.  Für  die 
Gleichungen  2'™,  3'™,  4'"^°  Grades  ist  der  Gedankengang  folgender. 
Für  .r-  =  rt  ist  z  =  a  die  Resolvente,  nnd  i\  =  -\-  Ya,  x,  ^  —  Ya 
sind  die  Gleiehungswnrzeln.  Ein  Glied  ersten  Grades  nach  x  kann 
als  weggeschafft  gedacht  werden,  da  man  jede  Gleichung  Ton  ihrem 
zweithöchsten  Gliede  befreien  kann. 

Deshalb  heisst  auch  die  allgemeine  kubische  Gleichung  x^^ax-{-b. 
Zum  Zwecke  ihrer  Lösung  nimmt  Euler  als  Wurzel  x  =  YA  +  V ^ 
an.  Durch  Erhebung  auf  die  3.  Potenz  entsteht  a"'  =  Ä  -{-  B 
+  3  YÄB  (]  Q  +  I  i')  =  3  YäB  ■x-\-(ä-\-B).  Uebereinstimmung 
mit  x^  =  ax  +  b  findet  statt,  wenn  ?>YÄB  =  a  und  A  ~\-  B  =  h, 
oder  wenn  A  und  B  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Resolvente 

z'-  =  hz  —  --  sind.  Euler  giebt  dann  neben  der  Wurzel  Xj^  =  YA-\-YS 

die  beiden  andereu  Wurzeln  .ro  =  ft>/]4-f-i']/i?  und  x.j  =  vyA-\-^Y^ 
an,  wo  fi  ■  V  =  l  und  ft,  v  die  von  1  verschiedenen  dritten  Einheits- 
wurzeln siud. 

Bei  .(•*  =  ax'  +  hx  +  c  setzt  Euler  .r  =  j/Z  +  l/I?  +  "j/r  mit 
der  Annahme,  A,  B,  C  seien  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 
z^  =  KZ-  —  ßz  +  y,  wo  also  u  =  A  +  B+C,  ß  =  AB+AC+BC, 
y  =  ABC  sein  muss.  Quadrirung  von  ./■  =  Y^  +  Y^  ~f"  V^  liefert 
x'  =  A  +  B+C-\-  2YÄB  +  2YÄC  +  2YBC  =  «  +  2(}/ZB 
-\-YAC+YBC^-  Quadrirung  von  .r  —  «  =  2 (l/Zß  +  ]/2C 
+  Y^')  liefert  sodann  ,i*  ~  2ax'  -^  c^  =  4.{AB  +  AC  -\-  BC) 
+  8-|/ZB(;'(yT+  Y^  +  yc)  =  4/3  +  SxYy  oder  a,-*  =  2a  ■  x^ 
-\-  ^Yy-x  +  (4/3  —  «').    Das  ist  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  2u^  a, 

SYy  =  h,  4/3  —  er  =  r  oder  «  =  f ,  /^  =  1  +  iV  J'  =  öl  ^®*-    ^^® 

Resolvente    heisst    also    z^  =  --  z- --; —  ■s'  +  ttt  ,    und    ihre    drei 

2  16  '     64 ' 

Wurzehi  A,  B,  C  geben  die  vier  Werthe:  x,  =  l/Z  +  ]/£  +  "|/^ 

x,  =  Y^-Yb-Yc,  x,  =  -Yä  +  Yi^—Yö,  x,  =  -Yä- 

YB  -j-  Y^^-  Daneben  zeigt  Euler,  dass  man  auch  eine  kubische 
Resolvente  mit  den  Wurzeln  -E,  F,  G  zu  bilden  im  Stande  sei,  sodass 
X  =  YE  +  YF  -f-  j/tr  die  vorgelegte  Gleichung  befriedige. 

Das  giebt  ihm  die  Vermuthung,  es  müsse  zu  jeder  vom  zweit- 
höchsten Gliede  befreiten  Gleichung  x"  =  ax"-^  -\-  h.r"-^  -f-  cx"~*  +  •■ 
eine   Resolvente    .?"~'  =^  az"~^  —  ßz''~^  -\-  yz"~*  —  •  •  •    geben,    zu 

welcher  man  mittels  einer  Substitution  x  =  \/A  -(-  \'B  -\-  Y^  -{-■•■ 
gelange,  welche  x  als  Summe  von  n  —  1  Wurzelgi-össen  m'°'  Ordnung 

36* 
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auffasst.  Freilich  sei  die  Schwierigkeit,  die  Resolvente  wirklich  zu 
ermitteln,  schon  bei  n  =  5  eine  für  ihn  noch  unüberwindliche,  er 
glaube  indessen  die  Aufgabe  werde  lösbar  sein.  Euler  hat  also  hier 
nicht  so  richtig  wie  Leibniz  (S.  112)  in  die  Zukunft  zu  schauen 
gewusst,  während  sein  Auflösungsversuch  mit  einem  Tschirnhaus- 
schen  Gedanken  zusammentraf.  Bei  Versuchen  solche  Gleichunareu 
aufzufinden,  für  welche  es  gelingt  eine  Resolvente  niedrigeren  Grades 
zu  bilden,  kommt  Euler  auf  die  reciproke  Gleichung')  zu  reden, 
d.  h.  auf  eine  solche,  welche  ihre  Form  nicht  ändert,  wenn  ihre  Un- 
bekannte M  mit  —  vertauscht  wird. 
■^         y 

Die  innerhalb  jedes  Kapitels  im  Allgemeinen  von  uns  festgehal- 
tene chronologische  Anordnung  nöthigt  uns  von  Land  zu  Land  hin 
und  her  und  führt  uns  gegenwärtig  nach  Deutschland.  Abraham 
Gotthelf  Kästner^)  (1719 — 1800)  sollte  nach  dem  Wunsche  seines 
Vaters,  der  Professor  der  Jurisprudenz  in  Leipzig  war,  sich  der 
gleichen  Wissenschaft  widmen,  verliess  sie  aber,  um  sich  der  Mathe- 
matik zuzuwenden  und  wurde  1739  Privatdocent  in  Leipzig,  wo  er 
neben  der  Mathematik  auch  Logik  und  Naturrecht  vortrug.  Im 
Jahre  1753  folgte  er  einer  Berufung  nach  Göttingen,  wo  er  bis  zu 
seinem  Tode  blieb.  Kästner's  grosse,  nicht  ganz  unverdiente,  aber 
doch  im  Verhältnisse  zu  seinen  Entdeckungen  in  der  Mathematik 
übertriebene  Berühmtheit  verdankt  er  wesentlich  seinen  Lehrerfolgen 
in  Göttingen  und  denjenigen  seiner  Schriften,  welche  erst  zu  einer- 
Zeit  erschienen,  die  jenseits  der  Grenze  unseres  Bandes  liegt.  Seine 
vom  13.  Mai  1739  datirte  mathematische  Dissertation,  Theoria  ra- 
dicum  in  aequationibus,  soll  von  Kästner's  Lehrer  Christian  August 
Hausen')  (1693 — 1743)  nicht  sehr  günstig  beurtheilt  worden  sein, 
wohl  aber  sprach  Euler,  dem  der  junge  Schriftsteller  ein  Exemplar 
zu  übersenden  wagte,  seine  Billigung  der  Arbeit  aus.  Wir  möchten 
von  der  31  Seiten  starken  Abhandlung  nichts  anderes  sagen,  als  dass 
sie  den  Beweis  liefert,  dass  Kästner  die  Engländer  genau  studirt  hat, 
und  dass  er  bestrebt  war  etwas  einleuchtender  darzustellen,  was  bei 
Maclaurin  und  Campbell  über  Grenzen  der  Gleichungswurzeln  und 
über  die  Anzahl  compleser  Wurzeln  ausgesprochen  war.  Auffallend 
erscheint  gegenüber  von  Kästner's  späterer  peinlicher  Gewissenhaftig- 
keit in  der  Angabe  von  Quellen,  dass  weder  Maclaurin  noch  Campbell 
genannt  ist. 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annum   1732  et  1733.    T.  VI, 
223.         ^  Allgemeine  deutsche  Biographie  XV,  439 — 446. 
I,  1034. 
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In  Frankreieli  gehörte  Jean  Paul  de  Gua  de  Malves')  (etwa 
1712 — 1785),  den  wir  schon  einigemal  zu  nennen  hatten,  einer  alten, 
aber  durch  unglückliche  Speculationen  in  der  Zeit,  während  welcher 
der  Finanzmiuister  Law  ganz  Frankreich  in  eine  Spielhölle  verwandelt 
hatte,  verarmten  Adelsfamilie  des  Languedoc  an.  De  Gua  war  Geist- 
licher dem  Berufe  nach  und  Mathematiker  aus  Neigung.  Schon  1740 
gab  er  ein  Bändcheu  Usages  de  VAnalyse  de  Descartes  heraus,  über 
welches  der  Hauptsache  nach  im  114.  Kapitel  zu  berichten  sein  wird. 
Auch  für  die  Algebra  ist  etwas  darin  vorhanden,  wovon  wir  im 
nächsten  Kapitel  bei  Gelegenheit  von  Gramer 's  Arbeiten  von  1750 
reden  wollen,  die  Ersetzung  von  Newton's  Parallelogramm  durch  ein 
Dreieck,  und  ausserdem  eine  gleich  hier  zu  erwähnende  Elimina- 
tionsmethode. Sie  gehört  dem  zweiten  Abschnitte  des  kleinen 
Werkes  au"-).  Man  solle,  schreibt  er  vor,  um  zwischen  drei  gegebenen 
Gleichungen  eine  Unbekannte  fortzuschaffen,  die  beiden  ersten 
Gleichungspolyuome  durch  das  dritte  dividiren  und  sich  die  bei  diesen 
Divisionen  bleibenden  Reste  merken.  Mit  diesen  Resten  hat  mau 
wieder  in  das  dritte  Gleichungspolynom  zu  dividii'en  und  die  aber- 
maligen Reste  zu  merken  u.  s.  w.,  bis  Gleichungen  erscheinen,  welche 
die  wegzuschaffende  Unbekannte  nicht  mehr  enthalten.  Dieses  Ver- 
fahren, dem  Aufsuchen  des  grössten  Gemeintheilers  zweier  Zahlen 
nachgebildet,  wendet  De  Gua  gleich  in  der  ersten  Aufgabe  seines 
dritten  Abschnittes^*  an,  um  zu  ermittelu,  ob  und  unter  welchen 
Bedingungen  x'-  —  «,*■  -f-  h'  =  0  und  o.i-  —  2(ix  -\-  Ir  =  U  ge- 
meinsame Wurzeln  besitzen.  Theilt  man  ox^  —  2ax  -{-  h'-  durch 
X-  —  rt.r  -f-  li-,    so    bleibt    ax  ■ —  2h'-    als    Rest.      Theilt    man    dann 

X-  —  ax -\- l'    durch   ax  —  2b'-,   so    bleibt   — Ir -] ^,   und   dieser 

Rest  =  0  gesetzt  d.  h.   b'-  (-^  -\-lj(^  —  lj  =  0    ist   die  gesuchte 

Bedingung,  welche  mit  ax  —  2b-  =  0  vereinigt  die  gestellte  Frage 

beantwortet.  Entweder  ist  b  =  0  und  x  =  0,  oder  6^  +  1,  und  ,i  =  —  ■ 

Vermuthlich  war  es  die  Veröffentlichung  des  genannten  in 
kleinstem  Formate  erschienenen,  mehr  inhaltsreichen  als  leicht  oder 
augenehm  lesbaren  Buches,  welches  De  Gua  1741  den  Zutritt  zur 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  gewähren  liess,  und  im  gleichen 
Jahre  1741  legte  er  der  Körperschaft,  deren  Mitglied  er  nunmehr 
war,  zwei  algebraische  Abhandlungen  vor.     Sie  bilden  zugleich  seine 


')  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  de  Paris  pour  1786  {Histoire 
pag.  63 — 76).  *)  De  Gua,  Usage  de  VAnalyse  de  Descartes  pag.  60.  *)  Ebenda 
pag.  3.Ö1 — 'Aöi. 


558  lOö.  Kapitel. 

letzte  hervorragende  mathematische  Leistung.  Was  er  in  den  44  spä- 
teren Lebensjahren  hervorbrachte,  hat  keinen  Platz  in  der  Geschichte 
der  Wissenschaften  gefunden. 

Der  erste  Aufsatz  von  1741  Demonstration  de  la  Regle  de  Descartcs''-) 
stellt  sich  die  Aufgabe,  die  von  Descartes  angegebene  Beziehung 
zwischen  Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  in  einem  Gleichungrs- 
polynome  und  der  möglichen  Zahl  positiver  und  negativer  Gleichungs- 
wurzeln zu  beweisen.  Descartes  (Bd.  II,  S.  726)  hatte  sich  damit  be- 
gnügt den  Satz  auszusprechen.  Wallis  (S.  4),  mit  sich  selbst  in 
Widerspruch  tretend,  hatte  den  Satz  an  einer  Stelle  für  Thomas 
Harriot  in  Anspruch  genommen,  hatte  an  einer  anderen  Stelle 
Descartes  den  nicht  minder  ungerechten  VorwTirf  gemacht,  sein  Satz 
sei  falsch,  weil  er  die  complexen  Wurzeln  ausser  Acht  lasse.  Aber 
ob  der  Satz  in  der  Beschränkung,  in  welcher  Descartes,  in  welcher 
später  Newton  (S.  387)  ihn  aussprach,  wahr  sei,  darum  hatte  fast 
kein  Mathematiker  in  der  OeÖentlichkeit  sich  gekümmert.  De  Gua 
beginnt  mit  einer  geschichtlichen  Einleitung,  in  welcher  er  Descartes 
gegen  AVallis,  aber  auch  gegen  Fermat,  gegen  Rolle,  gegen 
Saunderson^)  (1682 — 1739),  den  seit  seinem  ersten  Lebensjahre 
blinden  Professor  der  Mathematik  in  Cambridge,  in  Schutz  nimmt, 
von  denen  die  Einen  die  Unrichtigkeit  des  Satzes  in  dem  angegebenen 
Sinne  der  ünvollständigkeit  behauptet,  die  Anderen  die  Urheberschaft 
Hari-iot's,  als  von  den  Meisten  anerkannt,  vertreten  hatten.  Wir  ent- 
nehmen De  Gua^)  auch,  dass  Prestet  einen,  wie  er  nachmals  selbst 
zugestand,  missglückten  Versuch  eines  Inductionsbeweises  des  Descartes- 
schen  Satzes  gemacht  hatte.  Einen  Beweisversuch  Segner's  von 
1725,  dessen  wir  am  Schlüsse  des  nächsten  Kapitels  gedenken  wollen, 
kannte  De  Gua  offenbar  nicht.  Nach  der  Einleitung  geht  De  Gua 
zum  eigentlichen  Gegenstande  über.  Sind,  sagt  er  in  einem  voraus- 
geschickten Lemma,  F,  G,  H  die  Coefficienten  lückenlos  aufeinander- 
folgender Glieder  eines  Gleichungspolynoms,  welches  wir  wieder  durch 
<\>(x)  bezeichnen  wollen,  so  ist  immer  G^  >  FH.  Einen  ähnlichen 
Satz  hätten  Maclaurin  und  Campbell  auch  schon  bewiesen,  aber 
er  benutze  ihn  anders  und  habe  sich  deshalb  nicht  damit  begnügen 
wollen,  sich  auf  jene  beiden  Schriftsteller  zu  berufen.  Ein  Zusatz 
lässt  die  Ungleichung  mit  irgend  einer  Zahl  ^j  vervielfachen,  natürlich 
nur   unter   der  Voraussetzung,   dass   stets   die    absoluten    Werthe   in 

p  (t       pF 
Eechnung   treten*).     Man    hat    also  j)G-> pFH,   %>%-•     Setzt 


')  Histoire  de  l'Acadcmic  des  scioices  de  Paris.    Annee  1741.   pag.  72 — 96. 
-)  Poggendorff  II,  754.  ')  Histoire  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris. 

Annee  1741.  pag.  77.         ')  n'ayant  aucmi  egard  aux  signes  -\-  et  — . 
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pG 
man  nun  p  F  >  G  voraus,  so  geht  die  letzte  Ungleichung  in    ^  >  1 

oder  pG  ^  H  über.  De  Gua  führt  alsdann  einige  Kunstausdrücke 
ein.  Zwei  aufeinanderfolgende  Zeichen,  Anh'ccdant  und  Co)isi'quent, 
bilden  eine  Zeichencombination  und  zwar  eine  Permanenz  oder 
eine  Variation,  d.  h.  eine  Zeichenfolge  oder  einen  Zeichenwechsel. 
Das  Gleichungspolynom  einer  lauter  reelle  Wurzeln  besitzenden 
Gleichung  wird  nun  mit  .r  -{-  p  vervielfacht,  wo  p  >  0.  Das  Product 
wird  alsdann  genau  dieselbe  Anzahl  von  Variationen  besitzen  wie 
<^{x).  Sei  etwa  in  dem  mit  x''  links  beginnenden  Oi.i)  beim  Fort- 
schreiten nach  rechts  Fx''~"'  —  Gx'*~"'~^  die  erste  Variation,  d.  h. 
alle  Glieder  .»■"  +  •■■+  Fx''~"'  sollen  positiv  sein.  Nach  Muitipli- 
cation  mit  x  -\-  p>  ist  das  j;"~"'  +  '  enthaltende  Glied  unbedingt  positiv. 
Dann  kommt  {pF~  G)x'—",  auf  welches  (—pG  +  ITjx''-'"-'-  folgt, 
wenn  in  <t>{x)  hinter  —  Gx"""-'^  das  Glied  +Hx''—'--  stand. 
Erstens  sei  j^F —  G  <.0,  so  findet  gegen  das  Glied  mit  .<""'"  +  '  eine 
Variation  statt,  der  Zustand  des  ursprünglichen  Gleichungspoljnoms 
ist  also  hier  unverändert.  Zweitens  sei  pF —  (r  >  0  vind  rufe  eine 
vorher  nicht  vorhandene  Permanenz  hervor.  War  H  in  <t>(x)  mit 
dem  — Zeichen  behaftet  als  —  Hx"~"'~',  und  war  demnach  zwischen 
—  Ga-"~"'-'  und  — Hx''~"'~-  eine  Permanenz,  .so  ist  — pG  —  -ff<0, 
also  zwischen  pF — G  und  — pG  —  U  eine  Variation  entstanden, 
welche  die  vorher  verloren  gegangene  ersetzt.  War  aber  H  mit  dem 
in  <t>(.i')  eine  zweite  Variation  hervorrufenden  -[-Zeichen  verbunden, 
so  muss  zwischen  pF —  G  und  — pG -\-  H  eine  Variation  statt- 
finden, weil  nach  dem  oben  erörterten  Zusätze  pFy-  G  nothwendig 
pG>H  zur  Folge  hat.  Zwischen  Gliedern  in  0(.(t  mit  F,  G,  H 
als  Coefficienten  kann  also  höchstens  eine  Variation  verloren 
gehen,  nämlich  die  erste.  Schreibt  man  <t'(.r)  und  {x -\- p)  <t>{x')  in 
zwei  Zeilen  unter  einander,  so  dass  die  höchsten  Glieder  x"  und  .c"+i 
einander  in  ihrer  Stellung  entsprechen,  so  hat  man: 


(X>(x)  =  x"      -I \-  Fx"-'"       —  Gx"-'"-^   -f-  Rx"-'"—^  ■■ ; 

<x-\-p)<^\x)  =  1"+^  -\ 1-  Fi.i-'— '"+'  +  Gi^"-'"      —  fii.?;"-'"-! ■■•, 

als  die  Axifänge  der  beiden  Zeilen.  In  der  unteren  Zeile  steht  hinter 
Fl  das  entgegengesetzte  Zeichen  als  in  der  oberen  Zeile  hinter  F. 
So  weit  man  die  Glieder  von  <i>(x)  verfolgt,  werden,  wenn  fortlaufend 
Variationen  vorhanden  sind,  ebensolche  in  (x  -\-  p)<^(x\  auftreten, 
bis  einmal  in  <t)(,/j  eine  Permanenz  kommt.  Diese  verwandelt  sich 
nach  dem  Bewiesenen  in  eine  Variation,  und  die  Gleichheit  der  An- 
zahl der  Variationen  in  <^(x)  und  {x-\-  p)<P(x)  ist  hergestellt.  Hinter 
der   Permanenz    wird    alsdann    irgend    eine   neue  Variation    in    <t'(x) 
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gestatten,  die  gleichen  Schlüsse  neuerdings  zu  ziehen.  Folgt  über- 
haupt keine  Permanenz  mehr  in  0(,x),  wechseln  die  Glieder  hinter 
ff^n—m—2  fortwährend  mit  dem  Zeichen,  so  sieht  der  Schluss  der 
beiden  Zeilen  so  aus: 

ct)(a')  = /,r"-"'-3   +  7i.r«-"'— '   ■■■  +  Z, 

(,c+i>)(iy{x)  =  ■ .  •  +  Jj.t" —  K^x"-'"-^  •  •  •  +  Z^x±pZ, 

d.  h.  am  Ende  der  unteren  Zeile  tritt  eine  neue  Variation  ein,  und 
die  Gleichheit  der  Anzahlen  von  Variationen  ist  abermals  hergestellt. 
Wird  dagegen  <P(x)  bei  ^)>0  mit  x — ^j  vervielfacht,  so  bleibt  die 
Anzahl  der  Permanenzen  unverändert.  Der  Beweis  wird  mittelbar 
geführt.  Aus  4>(a;)  =  0  entsteht  (p{ — y)^0  mit  Wurzeln,  welche 
den  entgegengesetzten  Werth  wie  die  von  0(.i)  =  0  haben,  indem  x 
durch  y  ersetzt  und  jedem  Gliede  von  imgrader  Potenz  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  beigelegt  wird.  Jede  Permanenz  wird  dadurch 
in  eine  Variation,  jede  Variation  in  eine  Permanenz  übergeführt,  und 
die  neuen  Variationen  verändern  ihre  Anzahl  nicht,  wenn  <P  ( —  y) 
mit  y  -{-  p  vervielfacht  wird.  Rückeinsetzung  von  y  =  —  x  ver- 
wandelt abermals  jede  Variation  in  eine  Permanenz  und  umgekehrt, 
und  somit  besitzen  <1>(./)  und  (x — iO^W  gleichviele  Permanenzen. 
Aus  den  beiden  Sätzen  folgt  aber  von  selbst  di^  Descartes'sche 
Zeichenregel  mit  ausschliesslich  reellen  Wurzeln. 

Eine  Lücke  hat  De  Gua's  Beweis,  wie  wir  ihn  wiedergaben, 
allerdings.  Wir  haben  nur  pF  ^  G  und  nicht  pF  =  G  berück- 
sichtigt. De  Gua  hat  diese  Möglichkeit  keineswegs  übersehen.  Er 
sagt  pF  ^  G  lasse  in  [x  -j-  p)^ix')  ein  Glied  zum  Wegfall  kommen, 
dessen  Coefficient  verschwinde.  Ist  nun  die  Anzahl  der  Variationen 
in  (x -(- p)  ^ (^')  dieselbe  wie  in  <i>(x),  so  lange  der  verschwundene 
Coefficient  wegen  i^F^  G  vorhanden  war,  beliebig  wie  klein  positiv 
oder  negativ  er  sein  mochte,  so  kann  kein  Unterschied  entstehen, 
mag  das  Verschwinden  als  -|-  ( •  oder  als  —  0  aufgefasst  werden. 

De  Gua  lässt  dann  seiner  ersten  Entwicklung  sofort  eine  zweite 
folgen,  welche  einen  geometrischen  Gedankengang  einschlägt,  doch 
sind  auch  rein  algebraische  Sätze  in  diesem  Anhange  vorhanden  wie 
der,  dass  eine  Gleichung,  deren  Glieder  sämmtlich  gleiche  Vorzeichen 
haben,  unmöglich  positive  Wurzeln  besitzen  kann,  dass  das  Fehlen 
von  mehreren  Gliedern  nach  einander  das  Vorhandensein  complexer 
Wurzeln  in  sich  schliesst  u.  s.  w. 

De  Gua  hat,  wie  wir  (S.  557)  sagten,  1741  noch  einen  zweiten 
Aufsatz  in  den  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  zum  Druck 
gegeben:    Bechcrclic   du    nonihre   des   racines   reelles   ou    iniar/iiiniirs^). 

')  Histoire  de  VÄcadeiiiic  des  scicnces  de  Paris.    Annee  1741.  pag.  435 — 494. 
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Auch  in  ihm  steht  ein  umfangreicher  geschichtlicher  Ueberblick  au 
der  Spitze')  und  rechtfertigt  in  noch  höherem  Grade  als  die  Ein- 
leitung zum  ersten  Aufsatze  unsere  Erwähnung  De  Gua's  (S.  485) 
unter  den  Schriftstellern  über  Geschichte  der  Mathematik.  Man  dai'f 
getrost  sacfen,  dass  De  Gua  die  meisten  damals  im  Drucke  vorhan- 
denen  Schriften  über  Algebra  kannte,  und  dass  er  ungleich  Wallis, 
gegen  ■welchen  er  ziemlich  scharf  vorgeht,  bemüht  war,  jedem  Ver- 
fasser seinen  ihm  gebührenden  Antheil  au  den  Fortschritten  der  Al- 
gebra zuzuschreiben,  ohne  sich  durch  nationale  Zuneigung  oder  Ab- 
neigung blenden  zu  lassen.  Das  Dogmatische  des  Aufsatzes-")  ist 
ähnlich  wie  der  Anhang  des  ersten  Aufsatzes  von  1741,  nämlich 
geometrisch  behandelt.  Ist  die  Gleichung  <^{x)  =  0  zu  untersuchen, 
so  betrachtet  De  Gua  die  parabolische  Curve  »/  =  <i>(x),  deren  Durch- 
schnitte mit  der  Abscissenaxe  in  allen  den  Punkten  stattfinden,  deren 
Entfernungen  von  dem  Coordinatenanfaugspunkte  reelle  positive  oder 
negative  Wurzeln  von  0(.()  ^  0  sind.  Zwischen  je  zwei  Durch- 
schnittspunkten giebt  es  mindestens  ein  reelles  Maximum^),  und 
De  Gua  versteht  darunter  offenbar  einen  Cui-venpunkt,  dessen  Ordinate 
ihrer  absoluten  Länge  nach  grösser  ist  als  die  gleichfalls  absoluten 
Längen  der  Ordinaten  der  Nachbarpunkte.  De  Gua  sagt  dieses  zwar 
nicht  ausdrücklich,  aber  dass  er  (Fig.  96)   alle  Punkte  P  als  reelle 


Flg.  06. 

Maxima  betrachtet,  geht  daraus  hervor,  dass  er  bemerkt,  im  Maximum 
wie  im  Minimum  sei  dy  =  0,  aber  im  Maximum  sei  y  mit  thJy  von 
entgegengesetztem  Zeichen,  beziehungsweise  sei  das  Product  y  ■  ddy 
negativ*).  Im  Minimum  findet  sich  dann  y  ■  ddy  positiv,  und  das  ist 
in  den  Punkten  Q  der  Fall.  Unter  allen  Umständen  giebt  es  min- 
destens ein  Maximum  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  der  Curve  mit 
der   Abscissenaxe,   und    die    Anzahl    der    reellen  Wurzeln,    d.  h.  der 


')  Histoire  de  VAcadcmie  des  scieiuxs  de  Paris.    Annee  1741.  pag.  435 — 4.58. 
*)  Ebenda  pag.  458 — 494.  *)  il  est  impossihh  qu'entre  deux  intcrsections  il 

n'y  ait  au  inoins  un  maximum  reel.  *)  dans  le  maximum  y  et  ddy  doivent 

etre  de  signe  different,  ou,  ce  qui  est  la  mime  chose,  le  produit  yddy  doit   y 
etre  negatif. 
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Durclisckuitte,  ist  höchstens  um  die  Einheit  grösser,  als  die  der  reellen 
Maxima,  welche  man  folglich  zu  ermitteln  hat.  Man  hat  zu  diesem 
Zwecke  i/'^0'{x)  zu  bilden  und  die  Wurzeln  von  4>'(.r)  =  0  zu 
suchen,  d.  h.  von  einer  Gleichung,  deren  Grad  um  die  Einheit  niedriger 
ist,  als  der  von  <P(x)  =  0.  Complexe  Wurzeln  von  <i>'(x)  =  0  fallen 
weg;  ebenso  fallen  diejenigen  reellen  Wurzeln  weg,  welche  <i>(x)  ■  <i>"(x) 
positiv  werden  lassen,  und  kommt  dann  eine  Zahl  von  weniger  als 
n — 1  Maximalstellen  heraus,  so  hat  0(ä')^()  sicherlich  complexe 
Wurzeln.  Das  ist  der  Grundgedanke  von  De  Gua's  weiteren  Unter- 
suchungen, welche  dem  entsprechend  nicht  zu  algebraischen  Ent- 
scheidungsgründen nach  Art  der  Descartes'schen  Regel  führen,  wie 
Newton,  wie  Maclaurin,  wie  Campbell  sie  aufzustellen  bestrebt  waren, 
sondern  zu  geometrischen. 

Wir  haben  (S.  55(3)  von  einer  ersten  algebraischen  Veröffent- 
lichung Kästners  gesprochen.  Eine  zweite:  Aequationum  specio- 
sanim  resolidio  Neictoniana  per  series  folgte  ihr  1743.  Sie  beschäf- 
tigte sich  mit  dem  Newton'schen  Parallelogramme.  Kästner  hat 
sie  später  in  seine  Anfangsgründe  der  Analysis  endlicher  Grössen, 
deren  erste  Ausgabe  1759  erschien,  aufgenommen,  und  wer  besondere 
Neigung  dazu  fühlt,  mag  Kästner's  fast  unerträglich  breite  Darstellung 
in  jenem  Werke  nachlesen  ^1,  welches  ungleich  verbreiteter  als  der 
Urtext  der  Abhandlung  ist.  Wir  ziehen  vor,  im  nächsten  Kaf)itel 
über  einen  1748  in  England  durch  Maclaurin  in  seiner  Algebra  ge- 
gebenen Beweis  für  das  Newton'sche  Parallelogramm  zu  berichten, 
welcher  bei  grösster  Uebersichtlichkeit  in  seinem  Grundgedanken  mit 
dem  Kästner's  sehr  nahe  übereinstimmt.  Dass  daraus  aber  geschlossen 
werden  wollte,  Maclaurin  habe  vorher  die  Kästner'sche  Abhand- 
lung kennen  gelernt,  dagegen  verwahren  wir  uns  aufs  Höchste. 
Wir  sind  im  Gegen theil  von  Maclaurin's  Unabhängigkeit  durchaus 
überzeugt. 

Eine  dritte  algebraische  Abhandlung  Kästner's  von  1745,  gleich 
den  vorerwähnten  als  besondere  Druckschrift  erschienen,  führt  den 
Titel:  Demoustratio  theorcnuttis  Harrioti.  Im  Eingang  bemerkt  Kästner, 
es  gebe  schon  zwei  Beweise  in  Deutschland  für  den  Satz  von  der 
möglichen  Anzahl  positiver  und  negativer  Wurzeln  einer  Gleichung, 
sie  rührten  von  Segner  und  Stübner  her.  Für  Segner  und  seine 
Abhandlung  von  1725  haben  wir  schon  (S.  558)  auf  den  Schluss  des 
nächsten  Kapitels  verwiesen.  Wir  wiederholen  diese  Verweisung. 
Friedrich  Wilhelm  Stübner"-)  (1710 — 1736)  aus  Bayreuth  wurde 


')  Kästner,  Analysis  ondliclier  Grössen.    3.  Ausgabe.    1794.    S.  419 — 476. 
-)  Allgemeine  deutsclie  Biographie  XXXVI,  71i — 713,    Artikel  von  S.  Günther. 
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mit  2<t  .laliren  auf  Grumi  der  von  Kästner  genannten  Arbeit  Privat- 
docent  in  Leipzig.  Seine  Thätigkeit  war  eine  ungemein  grosse  trotz 
Kränklichkeit  aller  Art.  Er  betheiligte  sich  insbesondere  lebhaft  an 
dem  Streite  über  die  Schätzung  des  Kraftmaasses.  Die  Abhandlung 
von  173U  kennen  wir  nur  dem  Namen  uacli.  Dieser  aber  zeigt,  wie 
Segner's  Schrift  von  1720,  wie  die  Kästner's  von  1745,  dass  die 
deutschen  Gelehrten  damals  unter  dem  Banne  des  durch  Wallis  ver- 
breiteten Irrthums  standen  und  Harriot  ein  Verdienst  beimassen, 
welches  er  nie  besessen  hat.  Kästner  betrachtet  neben  der  Curve 
x"  -\-  pd""^  -(-  qx"~'-  +  ■  ■  ■  +  '•''  +  "  == .'/  auch  deren  Differential- 
curve,  ctirva  diffcroifinlis.  n:r"~'  -)-  (^w  —  l)j),i"~^  -|-  (n  —  2)  (jx"—^ 
-^  ■■■  -\-  f  =  s  und  bemerkt  ^  =  (I  finde  statt,  wenn  y  einen  Grenz- 
wert h,  limcs.  erhalte,  d.  h.  Maximum  oder  Minimum  sei.  Es  könne 
y  bei  n  reellen  Werthen  von  .r  zu  Null  werden,  2  bei  n  —  1  reellen 
Werthen  von  .r,  und  seien  y  =  0  und  z  ^  0  Gleichungen  in  x  mit 
lauter  reellen  Wurzeln,  so  müssen  die  Werthe  von  x,  welche  *  ^  0 
machen,  einen  abwechselnd  positiven  und  negativen  Werth  von  y 
hervorbringen.  Man  sieht,  dass  Kästner  sich  ganz  ähnlicher  Be- 
trachtungen bedient,  wie  De  Gua  sie  anstellte,  als  er  die  Anzahl 
reeller  Gleichungswurzeln  untersuchte.  Kästner  geht  nun  weiter,  in- 
dem er  annimmt,  in  z  =  0  seien  »i  Zeichenwechsel,  permutationes, 
vorhanden  und  genau  ebensoviele  positive  Wurzeln.  Er  behauptet, 
auch  y  müsse  alsdann  genau  ebensoviele  positive  Wurzeln  als  Zeichen- 
wechsel besitzen.  Der  Beweis  beruht  auf  zwei  Voraussetzungen. 
Erstens  ist  in  jeder  vollständigen  Gleichung,  deren  höchstes  Glied 
immer  als  positiv  angenommen  wird,  die  Zahl  der  Zeichenwechsel 
grad,  wenn  die  Schlussconstante  positiv,  ungrad,  wenn  letztere  negativ 
ist.  Zweitens  bedingt  die  positive,  beziehungsweise  negative  Schluss- 
constante, dass  die  Curve  bei  x  =  0  über,  beziehungsweise  unter  der 
Abscissenaxe  liegen  muss.  Hat  nun  ^  =  0,  wie  angenommen,  m  po- 
sitive Wurzeln,  so  besitzt  die  Curve  y  =  x"  -j-^^x""^  +  qx"~-  -j-  •■■ 
auf  der  positiven  Abscissenseite  m  Limesstellen,  um  mit  Kästner  zu 
reden,    durch    welche    die    Anzahl    der   Durchschnittspunkte   mit    der 

Abscissenaxe  bestimmt  wird.    Bei  ^jj^^odem  '"'  ^'^'^  positiver  Constante 

hat  y  =  0  genau  "'    ,    ,  positive  Wurzeln,    bei  8"''^'^^'^       »i,  und   ne- 
w  +  1  ungradem 

_L   1 

gativer    Constante    ist    die    Zahl    der    positiven    Wurzeln  • 

Nun  schlie.sst  das  Gleichungspolynom  z  mit  +  f.  Ist  +  t  vorhanden, 
so  muss  m  grad,  bei  —  t  dagegen  m  ungrad  sein.  Das  Gleichungs- 
polynom (/  schliesst  mit  +  '■^'  ih ";  ^o  ^^^^  '^i^'"  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind.     Sie  liefern  Folgendes: 
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-\-  tx  -\-  u  grad 

„  .    +  tx  —  a    .  ^  erad  it.       ,  ,     , 

Bei    tx  -\-  u  *""   unsrad    ^  Auzahl     der    positiven 

—  tx  —  u  ungrad 

ni 

Wurzeln  von  y  =  0  ist  ^^^  _i_  j ,    wUlirend    die  Anzahl    der  Zeichen- 

ni  m 

^w  — |—  1  . 
Wechsel        ,    -,  ist.     Die  Gleichung  ersten  Grades  x  —  0  =  0  hat  aber 

m 
einen   Zeichenwechsel    und    eine   ^lositive   Wurzel,   und   nun   schliesst 
Kästner  auf  die  Wahrheit  des  Satzes  bei  immer  höherem  Gleiehungs- 
grade. 
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Algebra  seit  1746. 

War  nunmehr  seit  1741  der  Beweis  der  Descartes'schen  Zeichen- 
regel gegeben  und  damit  die  theoretische  Algebra  wesentlich  gefördert, 
so  war  doch  die  eigentliche  Grundlage  der  Lehre  von  den  Gleichungen 
noch  nicht  gesichert.  Albert  Girard  hatte  zwar  1629  ausgesprochen, 
dass  jede  Gleichung  so  viele  Wurzeln  besitze  als  ihr  Grad  anzeige 
(Bd.  II,  S.  718).  Descartes  hatte  1737  den  Satz  einschränkend  ge- 
sagt, jede  Gleichung  könne  so  viele  unterschiedene  Wurzeln  oder 
Werthe  besitzen,  als  ihr  Grad  zu  erkennen  gebe  (Bd.  II,  S.  724). 
Newton  hatte  nicht  minder  vorsichtig  in  seiner  Arithnidka  univer- 
salis behauptet,  eine  Gleichung  könne  so  viele  Wurzeln  haben,  als 
der  Exponent  ihres  Grades  besage,  jedenfalls  nicht  mehr  (S.  387). 
Bewiesen  hatte  Niemand,  wie  es  sich  mit  der  Anzahl  der  Gleichungs- 
wurzeln verhalte,  wenn  man  alle  Wurzeln,  positive,  negative  und 
complexe,  als  gleichberechtigt  ansehe,  und  in  welcher  Beziehung  jedes 
Gleichungspolynom  zu  einfacheren  Factoren  stehe. 

Euler  dürfte  der  Erste  sein,  von  dem  wir  bestätigen  können, 
dass  er  der  Frage  näher  trat.  Im  December  1742  schrieb  er^)  von 
Berlin  aus  an  den  in  Petersburg  befindlichen  Goldbach,  er  sei  mit 
Niclaus  I  BernouUi   in  einem  Briefwechsel  über  die  Integration  von 

Ausdrücken  von   der  Gestalt  t—-, — r- — ',,»,, dx   begriffen. 

a  -f-  /Ja-  +  y.i;'  +  Sx'  +  •  •  •  ° 

Es   komme  auf  die   Zei'legung   des  Ausdruckes  in  Partialbrüche  an, 

und  zu   diesem  Zwecke  auf  die  Zerlegung  des  Nenners  in  Factoren. 

Er  fährt  dann  fort:    Weil  aber  öfters  einige  von   diesen  factoribus 


')  Correspondance  mathcmatiqiic  (Fuss)  I,  170 — 171. 
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imaginarii  werden,  so  hatte  ich  angemerkt,  dass,  da  alle  factores 
imagiuarii  immer  numero  pares  sein  müssen,  dieselben  auch  so  be- 
schaifen  sind,  dass  je  zween  mit  einander  multiplicirt  ein  productum 
reale  geben.  Au  diesem  Satze  zweifelte  nun  letztens  der  H.  Bernoulli 
und  glaubte,  dass  es  solche  tbrmulas  gebe,  deren  factores  imaginarii 
nicht  diese  Eiaenschaft  hätten.  Euler  verweilt  dann  noch  bei  einem 
einzelnen  Beispiele  und  fasst  dann  seine  Meinung  in  den  Lehrsatz 
zusammen : 

Omnem  expressionem  algebraicam  k  -\-  ß.r  -\-  y.i-  -f-  ä.i^  -\-  s.r*  +  ••• 
in  factores  reales  simplices  p  +  'Z-^'-  ^'^^  saltem  in  factores  reales 
fjitadrafos  p  -\-  qj'  -\-  r.i-  resolri  passe. 

Er  könne,  meint  er,  ihn  ungefähr  beweisen,  aber  nicht  mit  aller 
Strenge.  Ein  Brief  von  Niclaus  I  Bernoulli  an  Euler^)  vom  Ende 
November  1743  geht  etwas  auf  die  betreuende  Zerlegung  ein.  Im 
gleichen  Jahre  1743  erschien  Euler's  Abhandlung  De  iiitegratioiie 
aequationum  differentialium  altiorum  gradnitni"),  in  welcher  wiederholt 
von  den  binomen  Factoren  ersten  Grades  und  von  den  trinomen  Factoren 
zweiten  Grades  eines  Gleichungspolynoms  mit  reellen  Coefficienten, 
während  auch  in  den  Factoren  nur  reelle  Coefficienten  vorkommen, 
die  Rede  ist.  D'Alembert  fasste  das  so  auf,  als  kündige  Euler  damit 
an,  seine  Bemühungen  die  Zerlegbarkeit  zu  beweisen  seien  mit  Erfolg 
gekrönt,  und  er  wandte  sich  nun  selbst  dem  zu,  was  man  sich  in 
späterer  Zeit  gewöhnt  hat,  das  Fundamentaltheorem  der  Algebra 
zu  nennen.  Die  Frucht  davon  war  ein  Abschnitt  einer  1746  in  den 
Berliner  Veröffentlichungen  gedruckten  Abhandlung  über  die  Integra- 
tion rationaler  Brüche"*).  Auch  für  D'Alembert  war,  wie  für  Euler, 
die  Zerlegung  eines  Bruches  in  Partialbrüche  die  wichtigere  Aufgabe, 
um  derenwillen  der  Nenner  in  einfachste  reelle  Factoren  zerlegt 
werden  sollte. 

D'Alembert,  ein  Mathematiker,  der  an  Tiefe  des  Geistes  keinem 
der  Zeitgenossen  nachsteht,  dessen  DarsteUungsgabe  dagegen,  ins- 
besondere wenn  man  in  der  Lage  ist,  inhaltlich  verwandte  Ai-beiten 
von  D'Alembert  und  Euler  zu  vergleichen,  das  Lob  grosser  Klarheit 
und  Verständlichkeit  kaum  erwerben  dürfte,  hat  den  Anfang  seiner 
Untersuchung  in  ein  geometrisches  Gewand  gekleidet  und  spricht  in- 
folge dessen  von  imaginären  Ordinaten  und  imaginären  Curven- 
punkten  mit  einer  Unbefangenheit,  welche  beim  Erscheinen  der 
Abhandlung  und  noch  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  später  Anstoss 
erregen  musste,-  so   dass  beispielsweise   Gauss   in   seiner  berühmten 

')  Correspotulance  mathemutique  (Fuss)   II,   711 — 71.?.  -)   Miscellanea 

Berolinensia  VII,  193 — 242.  *)  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1746. 
pag.  182—191. 
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Doctordissertation  von  1799,  welche  gleichfalls  dem  Beweise  des  er- 
wähnten Fundamentaltheorems  der  Algebra  gewidmet  war  und  als 
Einleitung  alle  entsprechenden  Versuche  früherer  Schriftsteller  einer 
strengen  Prüfung  unterzog,  D'Alembert's  geometrische  Sprache,  wenn 
man  so  sagen  darf,  ins  Analytische  zu  übersetzen  für  nothwendig 
hielt.  D'Alembei-t  nimmt  ein  rechtwinkliges  Coordinateusystem  der 
s  und  y  an,  welches  in  T  seinen  Anfangspunkt  besitzt,  und  auf 
welches  er  eine  Curve  bezieht,  welche  durch  T  hindurchgeht,  d.  h. 
also,  deren  Gleichung  durch  y  =  0,  ^  =  0  erfüllt  wird.  D'Alembert 
erwähnt  zwar^)  auch  die  Möglichkeit  eines  Zusammentreffens  von 
,r  =  0  mit  y  =  oo,  welches  TZ  als  Asymptote  der  Curve  erkennen 
lasse,  kommt  aber  im  Verlaufe  der  Abhandlung  nicht  mehr  darauf 
zurück.  In  jener  Voraussetzung,  dass  die  Curve  durch  T  gehe,  müsse 
es    thunlich   sein   eine,   so   lange  z   sehr    klein    ist,    sehr   convergente 

in  r  t 

Reihenentwicklung  y  ^  az"  -(-  hz'  -\-  es"  -\ anzusetzen,  in  welcher 

die  Exponenten  wachsen,  —<  —  <  —  <•■•  ist.  Die  andere  nur  ein- 
mal angedeutete  Möglichkeit  von  y  =  cq  bei  s  =  0  würde  bedungen 
haben,  dass  »i  und  vielleicht  auch  noch  Zähler  anderer  Exponenten 
negativ  gewählt  worden  wären.  Mittels  jener  Reihe  macht  jedes  z, 
wenn  es  nur  positiv  ist,  y  zu  einer  reellen  Grösse.  Ein  negatives  z 
entspricht  entweder  auch  einem  reellen  ?/,  wenn  alle  Nenner  n,  s,  n  ■■■ 
der  gebrochenen  Exponenten  ungrad  sind,  oder  einem  imaginären  y, 
wenn  mindestens  einer  der  Nenner  h,  s,  u  ■■■  grad  und  der  zuge- 
hörige Zähler  «;,  r,  f  ■■■  ungrad  ist.  Neben  der  reellen  Curve  in 
der  positiven  Ausdehnung  der  ^-Axe  giebt  es  also  einen  reellen 
oder  imaginären  Curvenann  bei  negativer  ^'-Axe.  Da,  wie  schon  be- 
merkt,  die  Reihe  für  y  bei  sehr  kleinem  s  sehr  rasch  convergirt,  so 
genügt  es,  statt  der  unendhchen  Reihe  nur  ein  Glied  oder  wenige 
Glieder  derselben  zu  berücksichtigen.  Bei  negativem  z  wird  dann 
y  =  j)  -{-  qY —  1,  und  zwar  verändert  sich  y  nur  unendlich  wenig, 
wenn  das  Gleiche  für  s  statt  hat.  Unendlich  geringe  Veränderung 
von  p  -\-  q  y —  1  heisst  aber  unendlich  geringe  Veränderung  von  ^j 
und  von  q.  Bezüglich  der  für  y  angesetzten  Form  2^  +  qV —  1 
erörtert  D'Alembert  in  einem  anderen  Abschnitte  der  Abhandlung 
von  1746  den  Satz,  dass  jede  Function  von  beliebig  vielen 
imaginären  Grössen  immer  als  J)  -\-  qy—i  mit  reellem  |j 
und  q  gedacht  werden  kann').  Nach  Erledigung  der  vorher  an- 
gegebenen   Vorbemerkungen    nimmt    D'Alembert    ein    Polynomium 


')  Histoire  de  rAcademie  de  Berlin.   Annee  174ü.    pag.  183.  -)  Ebenda 
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j-n  -|_  ax'"-^  +  h.r"'--  +  •■■  +  A"  +  i/  äils  gegeben  an.  Giebt  es 
kein  reelles  .r,  welches  x'"  +  ax'"-^  +  /).('"--+  •■•  + />  =  —  5' 
also  das  Polynomium  zu  <•  macht,  so  wird  doch  die  reelle  Substitu- 
tion .)•  =  /(  den  Werth  h'"  -+-  «//'"-'  +  hh"'--  + \-  ß  =  Ä  her- 
vorbringen und  /('"  +  "/'"'"'  +  hh'"-'-  -\-  ■■■  -\-  fli  —  J-  =  0  er- 
scheinen lassen.  Ein  imaginärer  Werth  für  .»•  eingesetzt  wird 
jf  _|_  «.)■"'-!  -(-  hx"'~'-  +  •  •  •+  /'.'■  mit  einem  bald  reellen,  bald  com- 
plexen,  jedenfalls  von  A  verschiedenen  Werthe  hervortreten  lassen, 
und  dieser  muss  bei  allmählicher  Aenderung  irgend  einmal  —  g 
heissen.  Dann  wird  aber  bei  Einsetzung  dieses  l>  -\-  q  Y —  1  statt  x 
der  Ausdruck  .»'"  +  ax"—^  +  hx"'--  +  •••  +  fx  +  (/  =  Ü.  Ist 
i'  +  5  Y~~  1  ^ii^ß  Wurzel  der  Gleichung,  so  muss  auch  .(■  =  p  —  q  Y —  1 
eine  solche  sein,  d.  h.  das  Gleichungspolynom  muss  sich  sowohl  durch 
X  —  j)  —  q  Y —  1  als  durch  x  —  p  -\-  q  Y —  ^  theilen  lassen  ^). 

Gauss  hat  dazu  bemerkt,  dass,  wenn  alle  anderen  Schlüsse 
D'Alembert's  zugegeben  werden  könnten,  was  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen der  FaU  sei,  die  Behauptung  doch  nicht  gerechtfertigt  sei, 
dass  wenn  eine  Function  0(a)  einen  Werth  S  ei'halte,  einen  Werth 
U  nicht  erhalte,  es  einen  Wei-th  T  zwischen  S  und  U  geben  müsse, 
den  <l>(.r)  erreiche,  aber  nicht  übersteige.  Es  sei  vielmehr  möglich, 
dass  <f  (.»■)  dem  T  zustrebe,  ohne  es  zu  erreichen. 

Ein  anderer  französischer  Mathematiker  war  Alexis  Fontaine-) 
(gegen  1705 — 1771).  Zu  Clavaison  in  dem  Dauphine  geboren  und  in 
der  Provinz  erzogen,  kam  Fontaine  gegen  1729  nach  Paris,  wo  erst- 
malior  eine  Geometrie  in  seine  Hände  fiel,  die  er  unter  nur  geringer 
Beihilfe  des  Jesuitenpaters  Louis  Bertrand  CasteP)  (1688 — 1757) 
durchstudirte.  So  war  Fontaine  in  der  Hauptsache  sein  eigener  Lehrer 
und  ohne  genauere  Kenntnisse  dessen,  was  die  Wissenschaft  schon 
geleistet  hatte.  Er  ward  verschiedentlich  Nacherfinder,  ohne  es  zu 
wissen,  nannte  etwaige  Vorgänger  nur  ausnahmsweise  und  war  in 
Streitigkeiten  von  rücksichtsloser  Derbheit.  Im  Jahre  1765  verkaufte 
er  seine  Bibliothek,  welche  er  vermöge  seines  geschilderten  Bildungs- 
ganges und  seiner  Natur  nur  selten  benutzte,  und  zog  sich  im  gleichen 
Jahre  nach  Cuiseaux  in  Burgund  zurück,  nachdem  1764  seine  wich- 
tigsten, theilweise  bis  17r59  zurückgehenden  Arbeiten  über  Diifei-ential- 
gleichungen  u.  s.  w.  in  einem  Sammelbande  gedruckt  worden  waren. 
Er  veröifentlichte  1747  eine  Abhandlung  über  die  Auflösung  von 
Gleichungen*).     Zuerst  ist  der  ihren  Zweck  verfehlenden  Regeln  zur 

')  Histoire  de  l'Acade'mie  de  Berlin.  Annt-e  1746.  pag.  190.  *)  Hiatoire 
de  l'Academie  des  sciences  de  Paris.  Annöe  1771  {Uistnire  pag.  105 — llü  und 
pag.  125—129).  ä)  Poggendorff  I,  393-394.  ■•)  Histoire  de  l'Academie 

des  Sciences  de  Paris.    Annee  1747.    pag.  GC5— 677. 
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Auffindung  der  Anzahl  reeller  und  compleser  Gleichungswurzeln  ge- 
dacht, welche  Newton,  Maclau rin,  Campbell,  De  Gua  aufgestellt 
hätten.  Allen  diesen  Schriftstellern  sei  es  missluugen  den  richtigen 
Weg  einzuschlagen,  der  einzig  in  der  Anfertigung  einer  Tabelle  be- 
stehe. Seien  m,  n,  p,  q,  r  ■  ■  ■  reelle  positive  Grössen  und  a^b^c  ■•■ 
ebensolche.  Jede  quadratische  Gleichung  mit  positivem,  den  Goeffi- 
cienten  1  besitzenden  quadratischen  Gliede  muss  in  einer  der  sechs 
Formen  enthalten  sein:  x'^  ~\-  mx  -{-  n  =  0,  x^  -j-  mx  —  n  ^  0, 
x^  —  7nx  -\-  11  =  0,  X'  —  nix  —  h  =  0,  x'^  -\-  n  =  0,  x'  —  n  =  0. 
Sie  kann  auf  neun  Arten  aus  Factoren  ersten  Grades  entstanden  sein: 
{x  +  «)(«  +  h)  =  0,     (x-j-  a)  (x  —  h)  =■■  0,     (x  —  a)  (x  +  6)  =  0, 

(x  —  a){x  —  h)  =  0,  {x-}-  a  Y^^l)  {x  —  a  Y'-^)  =  0,  {x  +  a 
+  h  y^^)  (x  +  a  —  b  y^^)  =  0,  {x  —  a  +  b  V^l)  (x  —  a 
—  h  ]/^^)  =  0,  {x  +  h  -{-  a  y=n:)  {x  +  b  —  a  Y^)  =  0, 
{x  —  b-{-  «y^^)  [x  —  h  —  ay^^)  =  0.  Alle  diese  Multiplica- 
tionen  werden  ausgeführt,  und  das  Product  wird  auf  das  Vorzeichen 
sowie  auf  die  vergleichsweise  Grösse  der  Coefficienten  der  Glieder 
ersten  und  nullten  Grades  geprüft.  Dadurch  ergeben  sich  Bedingungen 
für  +  m  und  +  »^  aus  deren  Erfüllung  die  Form  der  Wurzeln  jeder 
vorgelegten  quadratischen  Gleichung  hervorgeht.  Bei  der  cubischen 
Gleichung  zählt  Fontaine  36  mögliche  Fälle  von  Factorenvereinigungen 
auf.  Wie  viele  solcher  Fälle  es  bei  Gleichungen  4'"°,  5'™  u.  s.  w. 
Grades  gebe,  führt  er  nicht  mehr  aus.  Nun  sind  aber  auch  die  auf- 
gezählten Fälle  nicht  erschöpfend,  da  sie  von  der  Voi'aassetzung 
a  >  fc  >  c  >  •  •  ■  ausgehen,  während  a  ^b  ^  c  y-  ■  ■■  erwogen  werden 
müsste.  Fontaine's  Vorschlag  setzt  unter  aUen  Umständen  eine 
Summe  von  Vorarbeiten,  welche  erledigt  sein  müssen,  bevor  eine 
Gleichung  h*""  Grades,  bei  n  >  3,  auf  die  Form  ihrer  Wurzeln  ge- 
prüft werden  kann,  voraus,  die  so  ungeheuerlieh  anwächst,  dass  mau 
sich  einen  praktischen  Vortheil  kaum  versprechen  darf 

Maclaurin  sprach  1729  von  seiner  Absicht  eine  Algebra  heraus- 
zugeben (S.  548).  Er  starb  1746  ohne  seine  Absicht  ausgeführt  zu 
haben.  Sein  Nachlass  wurde  von  einer  durch  ihn  selbst  eingesetzten 
Commission,  in  welcher  auch  Martin  Folkes  sich  befand,  gesichtet 
und  daraus  1748  die  Algebra')  zum  Drucke  befördert.  Sie  füllt 
366  Seiten  in   8°,  und   ein   mit  neuer  Seitenbezeichnung  versehener 


')  A  treatise  of  algehra  in  three  parts  containing  I.  the  funda mental  rules 
and  Operations,  II.  the  coitqiosition  and  resolution  of  equritions  of  alt  degrees  and 
the  different  aß'ections  of  their  roots,  III.  the  application  of  aJgehru  and  geometry 
to  euch  other.  To  which  is  added  an.  appendix  concerning  the  general  properties 
of  geometrical  lines. 
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Anhang  von  05  Seiten  über  algebraische  Curven  schliesst  sich  ihr  an. 
Von  diesem  Anhange  reden  wir  im  115.  Kapitel.  Die  eigentliche 
Algebra  wollte  Maclaurin,  wie  die  Herausgeber  erklären,  als  einen 
Commentar  zu  Newton's  Arithmetica  universalis  betrachtet 
wissen,  und  somit  dürfte  unseren  Lesern  empfohlen  werden,  unseren 
hier  folgenden  Bericht  mit  dem  über  das  Newton'sche  Werk  (S.  378 
bis  392)  zu  vergleichen. 

Eine  negative  Grösse,  sagt  Maclaurin,  wird  kleiner  als  Nichts 
genannt  (S.  379\  weil  sie  der  positiven  Grösse  entgegengesetzt  ist 
und  dieselbe  bei  dfer  Vereinigung  beider  vermindert,  während  die 
Addition  von  0  keinerlei  Wirkung  ausübt,  aber  ein  Negatives  ist 
deshalb  nicht  weniger  eine  wirkliche  Grösse  als  ein  Positives^). 

Maclaurin  beweist  die  Zeichenregel  bei  der  Multiplicatiou  und 
die  Multiplications-  und  Divisionsregeln  bei  Brüchen.  In  ersterer 
Beziehung-)  «jeht  er  aus  von  a  —  «=  <).  Weil  H-()  =  0  =  «ffl  —  na 
ist,  muss  auch  n{a  —  «)  =  na  +  n  ( —  a)  ^0  sein,  d.  h.  n  ( —  a) 
=  —  «rt.  Ebenso  ist  jedenfalls  ( —  n)  a  =  —  na.  Ferner  muss 
—  n  (a  —  a)  =  —  «0=0^  —  «a  +  na  sein,  neben  —  n  (a  —  a) 
=  —  na-\-  ( —  n)  ( —  «),  d.  h.  ( —  w)  ( —  a)  =  na.     Der  Beweis  für  die 

Brachrechnungsregeln  ist  folgender^):    Sei  -.-  =  m  (folglich  hm  =  a) 


f 


und  -j  =  »  (folglich  dn^c).     Multiplication  der  beiden  gefolgerten 

Gleichungen   giebt   nc  =  hm  ■  du  =  hd  ■  mii   und    -j  =  mn  =      •  -r  • 

„  ,  ,  7        17       7         «d        mhd        m         a      e 

reruer  mhd==ad,  nod  =  oc,   -r-  =^7-,=      =1-:^^- 

Potenziren  mit  ganzzahlig  positivem  Exponenten  heisst  Involution^). 
Sie  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  gelehrt^).  Wurzelaus- 
ziehung heisst  Evolution^),  und  über  den  Nachweis  der  Berechtigung, 
auch  hier  den  binomischen  Lehrsatz  anzuwenden,  setzt  sich  Maclaurin 
mit  den  kurzen  Worten  hinweg,  der  vorher  für  die  Involution  an- 
gegebene allgemeine  Lehrsatz  diene  auch  für  die  Evolution'). 

Für  die  Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Gi-ades  mit  einer  und 
mit  mehreren  Unbekannten  werden  Regeln  und  Beispiele  gegeben. 
Die  Extermination  von  Unbekannten  vollzieht  sich  nach  der  Combi- 
nationsmethode  (S.  3>?3),  neben  welcher  auch  andere  Kunstgriffe, 
z.  B.  Addition  von  Gleichungen  in  Anwendung  treten.  Maclaurin 
sieht   sich   aber  auch   in   einem   besonderen    Kapitel**)    die    Form   der 


')  Maclaurin,  Algebra  pag.  7:  But  a  Negntive  is  to  be  considered  no  less 
as  a  Real  Qaantitij  than  Die  Positire.  -)  Ebeiula  pag.  13.  *)  Ebenda 

pag.  29.         ')  Ebenda  pag.  :U.         '■)  Ebenda  pag.  .-JH— 41.         ")  Ebenda  pag.  4-2. 
')  Ebenda  pag.  51.         *)  Ebenda  pag.  81  — «0. 

CjiHTOR,  Gescbichta  der  Mathematik.   Jll,  3  37 


570  106.  Kapitel. 

Werthe  solcher  Unbekannten  an,  welche  aus  zwei,  aus  drei  und  aus 
vier  Gleichungen  ersten  Grades  ermittelt  wurden,  und  erkennt,  dass 
sie  alle  in  Gestalt  von  Brüchen  erscheinen,  deren  Nenner 
identisch  sind^).  Er  ist  sogar  dem  Bildungsgesetze  der  Zähler 
mit  Einschluss  des  Vorzeichens  der  einzelnen  Glieder  in  Zähler  und 
Nenner  fast  mehr  als  nur  auf  der  Spur,  und  wäre  er  nicht  einer 
zweckmässigen  Bezeichnung,  wie  Leibniz  sie  in  einem  Briefe  an 
De  L'Hospital  (S.  106)  einzuführen  wusste,  wie  er  sie  aber  auch  im 
Jahre  1700  in  einem  grade  in  England  unzweifelhaft  bekannt  ge- 
wordenen Aufsatze  dringend  empfahl  (S.  321 ),  man  möchte  fast  sagen 
geflissentlich  auf  dem  Wege  gegangen,  so  hätte  er  die  Erfindung  der 
Determinantenlösung  von  Gleichungen  zu  seinen  übrigen  zahlreichen 
Verdiensten  hinzufügen  können. 

Maclaurin  geht  zu  den  Wurzelgrössen  über,  bespricht  die  Eigen- 
schaften, welche  aus  der  Gemeinschaft  oder  Nichtgemeinschaft  von 
Theilern  für  zwei  Zahlen  hervorgehen,  und  beweist  den  Satz"),  dass 
die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  wieder  eine  ganze  Zahl  oder 
irrational  sein  muss.  Dann  kommt  er  zur  Wurzelausziehung  aus 
selbst  mit  Irrationalitäten  behafteten  Binomien^)  (S.  383).  Sei  A^  B 
und  die  r*"  Wurzel  aus  J.  +  I?  zu  ziehen,  welche  in  der  Form  w  +  y 
angenommen  wird.  Dann  ist  (.r  +  yf  ^  ^-^  +  C3f~^y  -\-  (lx'~'-y'^ 
-\-  eoif~^y^  +  ■••■  Eine  zweite  Annahme  setzt  x'  -f"  dx'~^y^  -\-  ■■■^  A, 
cocP-'^y  +  eaf-^y^  -f  •  ■  •  =  ^,  wodurch  in  der  That  (.r -f- ?/)"  =  J.  -j-  J9, 
(rr  —  yy  =  A  —  B  wird.  Vervielfachung  der  beiden  Gleichungen 
mit  einander  liefert  (x^  —  yj  =  A^  —  B\  x-^y- =  }/A' —  B^  =  n. 
Ein  angenäherter  Werth  von  yA  -j-  B  (oder  von  x  -\-  y)  sei  r,  so 
wird  —  = r-^  =  ■'^  —  y  ^  2x  —  (x  +  m)  =  2a:  —  r   und    2x  = 

r  -\ ,   ein   Werth   den   man  zu   berechnen   im   Stande   ist  und   der 

n 

'■  +  r 
2t   genannt   wird,  so    dass   x=t  =  — - —      Man    entnimmt    daraus 

x^  =  f  ^  \ — s —  J      y^  =  x^  —  {x^  —  y'^)  =  f  —  «,    y  =  ^f  —  n, 

x  -^y  =  yA  +  B  =  <  +  yt^  —  n.  Voraussetzung  dieser  Entwick- 
lung war  freilich,  dass  sich  Ä^  —  B-  als  eine  t'*"  Potenz  enthüllte, 
welche  ^A^  —  W  =  n  zu  finden  gestattete.  Ist  dieses  nicht  der 
Fall,  so  sei  Q  eine  ganze  Zahl,  welche  Q{A^  —  B'^)  zu  einer 
c^'"  Potenz  macht,  z.  B.  A-  —  B'-  =  a"'hi'df  und  Q  =  a'-"'lf-'>'d'-'^f-'^. 

')  Maclaurin,  Algebra  pag.  84.  -)  Ebenda  pag.  103.  ■')  Ebenda 

pag.  120—124. 
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Wäre  r  <  »/ .  so  könnte  man  allerdings  mittels  dieser  Annahme  zu 
keinem  ganzzahligen  Q  gelangen,  wohl  aher  mittels  der  Annahme 
Q{A- —  :E^)  =  {at'yh'd'f',  welche  Q  =  a"''--h'-''(1'-^f—^  liefert 
lind  eine  derartige  Wahl  von  ft  zulässt,  dass  ftf  >  m  wird.     Hat  man 

Q   gefunden,    so    setzt   man  y(Ä'  —  B^)  Q  ^  n.     Man   würde    dann 

weiter  nach  der  vorigen  Regel  verfahren,  um  V(Ä  +  7?)  Yq  =  t  +  Yf-  —  n 

zu  finden  und  endlich  Yä  +  B  =  -^=\ erhalten.     Ist  A   oder 

YQ 

B  imaginär,  so  verweist  Maclaurin  auf  De  Moivre.  Wir  kommen 
im  109.  Kapitel  auf  den  Gegenstand  zurück. 

Alle  diese  Dinge  gehören  noch  dem  I.  Abschnitte  der  Algebra 
von  den  Grundregeln  und  Operationen  an.  Der  II.  Abschnitt  handelt 
von  der  Zusammensetzung  und  Auflösung  von  Gleichungen  jedes 
Grades  und  von  Eigenschaften  ihrer  Wurzeln. 

Jede  Gleichung  kann  als  das  Product  so  vieler  Gleichungen  ersten 
Grades  angesehen  werden  als  ihr  Grad  anzeigt,  oder  als  das  Product 
irgend  anderer  Gleichungen,  wenn  nur  die  Summe  ihrer  Dimensionen 
mit  der  Dimension  der  vorgelegten  Gleichung  übereinstimmt^).  Keine 
Gleichung  kann  eine  ihren  Grad  übersteigende  Anzahl  von  Wurzeln 
besitzen-)    (^S.  387).     Sind    in    einer    Gleichung   h"""  Grades   — p,  q, 

—  r,  s,  — t,  u  ■■■  die  Coefficienten  der  auf  x"  folgenden  Glieder,  so 
ist  2^  die  Summe  der  Wurzeln,  q  die  Summe  der  aus  ihnen  zu  je 
zweien  gebildeten  Producte^)  u.  s.  w.  Sind  weiter  B,  C,  B,  E  die 
Summen  der  2'*",  3'™,  4'*°,  5*^°  Potenzen  der  Wurzeln,  so  können 
diese  mittels  p,  q,  r,  s,  t  berechnet  werden*)  ( S.  390).  Zunächst  ist 
p-  =  B-\-  2q,  also  B  =  p-  —  2g.  Dann  ist  (B  —  q)p=C—  3r, 
also  C  =  Bp  —  pq  -\-  3>-  ^  p^  —  ?>pq  +  'ir.  Aehnlicher  Weise 
können  B  ^ pC  —  qB  -\- pr  —  4s,  E  ^  pB  —  qC-\-  rB  — ps -\-bt 
und  auf  dieselbe  Art  die  Summen  irgend  welcher  Potenzen  der  Wurzeln 
gefunden  werden,  da  das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke  auf  der 
Hand  liegt*).  Maclaurin  kommt  am  Schlüsse  des  IL  Abschnittes  in 
einem  besonderen  Kapitel  auf  den  Gegenstand  zurück^).  Nennen  wir 
das  Gleichungspolynom  immer  wieder  <^{x)  und  sei  <^(x)  =  {x  —  a) 
ix  —  h)(x  —  c)  \x  —  f/ 1  •  •  •  =  ./■■'  —  Äx"-^  +  Bx"-^  —  Cx"-^  +  •  •  • 

—  Lx -\- M  und  r'^n.  Multiplicirt  man  <t)(jr)  =  0  mit  x'^",  so 
so    entsteht    x^  —  Äx""—^  +  •  •  •  +  Mx^-"  =  0,     welche    Gleichung, 


1;  Maclaurin.  Algebra  pag.  132.  ')  Ebenda  pag.  135.  ^)  Ebenda 

pag.  140 — 141.  *)  Ebenda  pag.  142 — 143.  ')  Änd  after  tli^  sanie  Manner 

the  Sum  of  any  Powers  of  the  Boots  may  he  fmind;   the  Progression   of  these 
Expressions  of  the  Sum  of  the  Powers  heing  obvious.      °)  Ebenda  pag.  28G — 296. 
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ebenso   wie   die   <t>(x)  =  0,   durch   x  =^  a,  x  =  b,  x  =  e,  x  =  d  ■■  ■ 
erfüllt  werden  muss,  d.  li.  es  muss  sein: 

fl/  —  Äa'—^-\ \-  Ma'—"  =  0  cf  =  Äa'—'^ Mw—" 

b'-—Äb'-^-\ I-Jf/;'— «  =  0     und     h'-^Äh'-' Mb'-" 

c-  —Äc''-^-{- (-ilfc— "  =  0  c'^Ac.—  ^ M(f-" 


Werden  die  Gleichungen  addirt  und  ersetzen  wir,  was  Maclaurin  nicht 
thut,  jede  Summe  der  Z;**°  Potenzen  aller  Gleichungswurzeln  durch 
ein  einfaches  Zeichen,  etwa  durch  S^,  so  entsteht  Sr  =  ÄSr—i  —  BSr—2 
_j_...  —  3fSr^„.  Dann  bedarf  es  freilich  noch  eines  längeren  Be- 
weises dafür,  dass  ein  ähnlicher  Satz  auch  gilt,  wenn  r  <  n  und 
Maclaurin  führt  ihn.  Doch  wir  kehren  zu  der  früheren  Stelle  des 
IL  Abschnittes  zurück. 

Der  Satz  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechseln  ist  zwar 
nicht  bewiesen,  aber  doch  erläutert^),  und  bei  dieser  Gelegenheit  sind 
füi-  die  quadratische  und  kubische  Gleichung  Unterfälle  erörtert, 
welche  einigermassen  mit  der  von  Fontaine  geforderten  Tabelle  sich 
decken.  Aus  irgend  einer  Gleichung  «'""  Grades  kann  mittels  einer 
Substitution,  welche  selbst  auf  einer  Gleichung  ersten  Grades  beruht, 
das  Glied  vom  Grade  n  —  1  und  mittels  einer  Gleichung  ^^"^  Grades 
das  Glied  vom  Grade  n  —  ft  entfernt  werden").  Das  Fehlen  des 
Gliedes  vom  Grade  ti  —  1  lässt  die  Folgerung  ziehen^),  dass  die 
Gleichung  positive  und  negative  Wurzeln  besitze,  welche  bei  der 
Addition  einander  gegenseitig  aufheben. 

Die  Lehre  von  den  vielfachen  Wurzeln  geht  davon  aus,  dass  eine 
Gleichung  F(x)  =  x"  -{-■■■  -\-  bx'-'  -)-  ax  -|-  A-  ^  0  unter  der  Voraus- 
setzung Ic  =  0  eine  Wurzel  x  =  0,  unter  der  Voraussetzung  a  =  /,■  =  0 
zwei  Wurzeln  a;  =  0  besitzen  muss  u.  s.  w.  Nun  setzt  man  x  =  y  -{-  e 
in  Fix)  =  0  ein,  so  dass  F{y  +  e)  =  U  entsteht,  deren  Wurzeln 
y  =  X  —  e  sein  müssen.  Das  neue  Gleichungspolynom  schliesst  mit 
den  beiden  Gliedern  F\e)y  -\-  F{e).  Ist  x  =  e  eine  Wurzel  von 
Fix)  =  0,  so  muss  y  =  0  eine  Wurzel  von  -F(y  -\-  e)  =  0  sein,  und 
dazu  ist  wiederum  i^(e)  =  0  erforderlich.  Ist  a;  =  e  zweifache 
Wurzel  von  Fix)  =  0,  so  muss  y  =  0  zweifache  Wurzel  von 
F{y  +  e)  =  Ö  sein.  Dieses  bedingt  neben  Fie)  =  0  auch  i^'(e)  =  0 
oder  e  ist  alsdann  gemeinsame  Wurzel  für  Fix)  =  0  und  jF'(a;)=0, 
und  das  ist  die  Hudde'sche  Regel,  deren  Erfinder  allerdings  bei 
Maclaurin  ebensowenig  genannt  ist  als  Rolle  in   dem   Kapitel   über 


')  Maclauriu,  Algebra  pag.  143—147.  -)  Ebenda  pag.  153  uud  157. 

')  Ebenda  pag.  155. 
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Wurzelgreiizen,  während  dieses  eine  unmittelbare  oder  mittelbare  Ab- 
hängigkeit von  Rolle  (^S.  390)  vermuthen  lässt. 

Eine  Regel')  scheint  Maelaurin  selbst  anzugehören.  Er  setzt 
X  =  j/  +  «'  in  (t)(^.r)  =  0  ein,  so  dass  (t)(y  +  e)  =  f{y)  =  0  entsteht. 
Kann  man  e  so  wählen,  dass  f\y)  aus  lauter  positiven  Gliedern  be- 
steht, so  kann  kein  positives  y  die  Gleichung  /\«/)  =  0  erfüllen, 
d.  h.  es  zeigt  sich  a;  =  y  -|-  e  <  e,  und  e  ist  eine  obere  Grenze  für  x. 
Der  Vortheil  einer  solchen  oberen  Grenze  ist  besonders  offenkundig, 
■wenn  man  Gleichungswurzeln  mit  Hilfe  der  Factoren  der  Gleichungs- 
constante  zu  ennitteln  beabsichtigt-),  weil  so  unter  Umständen  ge- 
wisse Factoren  von  vorn  herein  von  der  Prüfung  ausgeschlossen  sind. 

Newton 's  Methode,  einen  Factor  von  <t>(,';)  t\\  ermitteln  (S.  379 
bis  383),  ist  ziemlich  genau  in  der  gleichen  Art  bewiesen,  wie  es  von 
Niclaus  I  Bernoulli  geschah').  Letzterer  Beweis  ist  (S.  381) 
1745  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Johann  Bernoulli 
veröffentlicht  worden,  kann  also  sehr  wohl  zur  Kenntniss  Maelaurin 's, 
welcher  1746  starb,  gekommen  sein. 

In  den  11.  Abschnitt  seiner  Algebra  hat  Maclaui-in  ferner  einen 
Gegenstand  mit  hineingezogen^),  von  welchem  in  Newton's  Arithme- 
tica  universalis  keine  Rede  ist,  die  Entwicklung  einer  Grösse  in  eine 
nach  Potenzen  einer  anderen  Grösse  fortschi-eitenden  Reihe,  aus- 
gehend von  einer  zwischen  beiden  Grössen  stattfindenden  Gleichung, 
und  als  Mittel  zum  Zwecke  das  Xewton'sche  Parallelogramm 
(S.  102—103).  Der  Grundge- 
danke dieser  (Fig.  97)  Anord- 
nuncr  von  Producten  von  Po- 
tenzen  von  x  und  y  ist  der, 
dass  die  Glieder  einer  Horizon- 
talreihe, die  einer  Vertical- 
columne,  aber  auch  die  irgend 
einer  Schrägreihe  eine  geo- 
metrische Progression  bilden. 
Eine  solche  Schrägreihe,  da- 
durch gekennzeichnet,  dass  eine 
gerade  Linie  die  linken  unteren 

Eckpunkte  der  die  Reihe  bildenden  Felder  vereinigt,  ist  z.  B.  y'',  y^r, 
ißx',  yx^,  in  der  jedes  Folgeglied  durch  Vervielfachung  des  vorher- 
gehenden Gliedes  mit  -^  entsteht.  Irgend  ein  späteres  Glied  einer 
solchen  horizontalen  oder  verticalen  oder  schrägen  Reihe  entsteht  aus 

')  Maelaurin,  Algebra  pag.   170—171.  *)  Ebenda  pag.   191—192. 

5)  Ebenda  pag.  198.         *)  Ebenda  pag.  244—274. 
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einem    anderen    Gliede    derselben    Reihe    durch    Vervielfachung    mit 

wo   a,  ß,   V  ganze   positive   Zahlen  .sind,   ce  oder  ß  auch  Null 

sein   können.     Ist   der   Werfch   irgend   zweier   Reihcnglieder   derselbe, 

so  wird  I —7)  =  1  sem,  also  auch  — -  ^  1     x"  =  if? ,  d.  h.  durch  die 

Annahme  x"  =  y^  werden  alle  Glieder  der  betreffenden  Reihe 
einander  gleich.  Ihr  Grad  wird  alsdann  durch  den  Grad  des 
Gliedes  bestimmt,  an  dessen  linken  unterem  Eckpunkte  die  erwähnte 

grade    Linie    beginnt.      Ist    beispielsweise    ^  =  1,    so    nehmen    alle 

Felder  der  in  der  Figur  bezeichneten  Schrägreihe  den  Werth  «/'  au. 
Die  gleiche  Annahme  bringt  aber  jedes  Glied  oberhalb  der  Schräg- 
reihe auf  höheren,  jedes  Glied  unterhalb  der  Schrägreihe  auf  niedri- 
geren   Grad    als    die    Glieder    der    Reihe    selbst.      So    macht    -j  ^  1 

wieder  beispielsweise  y^x^  zu  y^^  und  y^x  zu  y*  mit  11  >  7  >  4. 
Dieses  Gesetz,  dessen  Wahrheit  aus  der  Bildungsweise  der  einzelnen 
Reihen  hervorgeht,  hat  die  Folge,  dass,  wenn  das  Lineal,  dessen  Be- 
nutzung Newton  wünscht,  in  der  von  ihm  vorgeschriebenen  Art  an- 
gelegt wird,  eine  solche  Hilfsgleichung  zwischen  x  und  y  entsteht, 
welche  den  niedrigsten  Grad  nach  y  hervorbringt,  also  als  maass- 
gebend  für  eine  erste  Annäherung  der  Entwicklung  von  x  in  eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  y  fortschreitenden  Reihe  unter  der 
Voraussetzung,  dass  y  sehr  klein  ist,  gelten  darf. 

Wegen  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  einer  Gleichung  ge- 
nügenden complexen  Wurzeln  ist  ausser  auf  Newton  auch  auf  die 
Abhandlungen  von  Maclaurin  und  von  Campbell  in  den  P.  T. 
vei'wiesen ^).     Von  De  Gua  ist  keine  Rede. 

Wir  gelangen  zu  dem  kürzesten  III.  Abschnitte  von  den  gegen- 
seitigen Anwendungen  von  Algebra  und  Geometrie  auf  einander,  aus 
welchem  wir  uns  begnügen  zwei  Dinge  hervorzuheben.  Die  gewöhn- 
liche Parabel  ay  =  x^  und  die  cubische  Parabel  a~y  =  x^  unter- 
scheiden sich  (Fig.  98)  wesentlich  in  ihrer  Gestalt^).  Zwar  haben 
beide  je  zwei  unendliche  Zweige,  aber  bei  der  ersteren  Curve  er- 
strecken sich  dieselben  auf  der  positiven,  bei  der  zweiten  auf  der 
positiven  und  negativen  Seite  in  die  Unendlichkeit.  Dieselbe  Ver- 
schiedenheit findet  zwischen  a-''~'^y  =  x^'''  und  «.-'?/  =  .e^'  +  i  statt, 
und  die  grade  Linie  y  =  ,r  ist  unter  die  Parabeln  der  zweiten  Gattung 
zu  rechnen,  die  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenaxe 
nach  entgegengesetzter  Richtung  in  die  Unendlichkeit  erstrecken. 


Maclaurin,  Algebra  pag.  279.         ')  Ebenda  pag.  317—318. 
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Alle    Kegelschnitte    haben    Gleichungen    zweiten    Grades ')    nnd 
lassen  sich  nach  der  Form  der  Glieder  zweiten  Grades  unterscheiden. 


Diese  heissen   bei    der  Parabel   y- 


ir 


ihxii 


•Ihxy  j^  h*x^ 


h-.i- 


pc 


+  ^7»- +  oT-a  •<-■%    bei    der    Hyperbel   t/ 


ita- 


bei    der   Ellipse 
2bxy  _.    &'a;' 


2ta' 


x'-,    wovon   es   nur   eine   Abweichung  giebt,    welche   eintritt, 

wenn  die  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten  als  Coordinatenaxen  bezogen 
ist,  in  welchem  Falle  in  der  Gleichung  mindestens  eine  der  beiden 
Grössen  x',  y'  fehlt. 


i'ig.  98. 

Wir  haben  (S.  4S8)  des  1748  durch  De  Castillou  überwachten 
Druckes  von  Euler 's  zweibändigem  Meisterwerke  der  Introductio  in 
AiiaJi/siii  iiifinifonim  gedacht.  Der  I.  Band  der  Introductio  (mit 
diesem  abgekürzten  Titel  pflegt  man  sich  zu  benügen)  enthält  eine 
algebraische  Analysis,  und  wir  verwenden  das  111.  Kapitel  zum  Be- 
richte darüber  mit  Eiuschluss  dessen,  was  eigentlich  der  Algebra  an- 
gehören würde,  was  wir  aber  nicht  aus  seinem  Zusammenhange  reissen 
wollen.  Der  IL  Band  der  Introductio  ist  eine  analytische  Geometrie 
und  wird  uns  im  115.  Kapitel  beschäftigen.  Aber  auch  im  H.  Band 
ist  ein  Kapitel,  und  zwar  das  19.  von  den  Durchschnittspunkten 
der  Curven,  der  Hauptsache  nach  algebraischen  Inhaltes,  und  wir 
wollen  ihm  gleich  hier  unsere  Aufmerksamkeit  schenken.  Sind  zwei 
Curven  durch  ihre  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  Gleichungen 
gegeben,  so  verlangt  die  Auffindung  der  Durchschnittspunkte  das 
gemeinsame  Stattfinden  beider  Gleichungen,  also  das  Auffinden  von 
Wnrzelpaaren  x,  y  aus  zwei  diese  Unbekannten  enthaltenden  Gleichungen 
höheren  Grades.     Euler  benutzt  dazu  zwei  Wege. 

Der  eine  ist  derjenige,  von  welchem  wir  ( S.  109 )  die  Vermuthung 
aussprachen,  Tschirnhaus  möge  sich  seiner  bedient  haben,  weil  wir 
auf  ihm  uns  bewegend  genau  das  Eliminationsergebniss  erhielten,  zu 
welchem  Tschirnhaus  gelangt  war.    Vielleicht  darf  man  auch  Newton 


')  Maclaurin,  Algebra  pag.  329—336. 
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als  einen  Benutzer  des  gleichen  Weges  betrachten,  denn  Endergeb- 
nisse, zu  welchen  er  gelangte,  ohne  zu  sagen  wie  (S.  384),  lassen 
sich  wiederum  auf  diesem  Wege  erreichen.  Unter  allen  Umständen 
begegnen  wir  der  Schilderung  der  Methode  erst  bei  Euler.  Er 
schreibt  ausdrücklich  vor'^,  man  solle  die  Elimination  von  y  z.  B. 
zwischen 

I.    P+Qy  +  Bf  +  8y'^  +  Ty'  =  0 

und  IL  2)  +  qy  -\-  ry"-  -\-  sy^  +  fy^   =  0 

so  vollziehen,  dass  man  die  erste  Gleichung  mit  ^j,  die  zweite  mit  P 
vervielfache  imd  deren  Differenz  durch  y  theile,  dass  man  ferner  die 
Differenz  der  mit  f  vervielfachten  ersten  und  der  mit  T  vervielfachten 
zweiten  Gleichung  bilde,  wodurch  zwei  Gleichungen  dritten  Grades 
in  y  erscheinen,  welche  Euler  abgekürzt 

III.  A-i-By+  Chf  +  Bf'  =  0 

IV.  a    +  Iry   +  cy'   +  dy^   =  0 

schreibt.  Die  Fortsetzung  des  ähnlichen  Verfahrens  führt  zum 
Gleichungspaare 

V.   E  +  Fy+  Gf  =  0 
VI.   e   +ry    +yf  =  ^N 
dann  zu  VII.    H+  ly  =0 

VIII.   h  +  iy    =  0, 
endlich  zu  IX.   Hi  —  Ih  =  0. 

Euler  fügt  hinzu,  dass,  wenn  man  in  die  Gleichung  IX.  die  vorher 
abgekürzten  Werthe  wieder  in  ihrer  unabgekürzten  Form  einsetze, 
eine  Gleichung  entstehe,  in  welcher  nur  noch  die  Functionen  P,  p, 
Q,  q  u.  s.  w.  aus  I.  und  IL  enthalten  seien.  Bei  der  allmäligen 
Wiedereinsetzung  zeigten  sich  der  ganzen  Gleichung  gemeinschaftliche 
Factoren,  welche  weggelassen  werden  könnten,  und  es  enthalte  dann 
in  der  Endgleichung  jedes  Glied  nicht  mehr  als  acht  Bnchstaben, 
vier  grosse  und  vier  kleine. 

Der  zweite  von  Euler  gezeigte  Weg  ist  folgender').  Die  Gleichungen, 
zwischen  denen  y  eliminirt  werden  soll,  heissen 

L    Py"^  +  Qy-~^  +  By""'  +  Sy"'-'  +  •  ■  ■  =  0 
IL   jyy"-  -\- qy"-^    -{-ry"^'    +•'>'.'/" "^   +••■  =  <>. 

Nun  wird  eine  positive  ganze  Zahl  /,■  gewählt,  von  der  man  zunächst 
nur  verlangt,  dass  sie  sowohl  >  ni  als  auch  >  n  sei.  Dann  hat  man 
I.  mit  py''—'"  -)-  «?/*-'" -1  +  hy>-— '"-'■'  +  •••  sowie  IL  mit  P/-"  + 
jiyt-»-^  _|_  ßyk-n-i  -j_  . . .  zu  vervielfixchen,  wo  A,   a,  B,  h  u.  .s.  w. 


')  Euler,  Introdmtiü  U,  §  482.         =)  Ebenda  §  483—484. 
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vorläufig  iiocli  unbestimmte  Functionen  von  3-  bedeuten.    Man  erhält 
so  zwei  neue  Gleichungen,  welche  beide  vom  /.""'  Grade  nach  y  sind, 
und    in    denen    /.•  —  m  -\-  l-  —  n  =  2/.-  —  m  —  n    Buchstaben   A,   a, 
B,  b  ■■■  vorkommen.     Die  Gleichungen  selbst  heissen: 
la.    Ppi/  +  {Pa  +  QpU/-'  +  (Pb  +  Qa  +  J?i))?/*--  +  ■  •  •  =  0 
Ha.    Ppf  +  iPg  +  AiAi/-'  +  {Pr  +  Bq  +  Sp)!/'-  +  ■  •  •  =  0. 
Bildet  man  ihre  Diiferenz: 
(Pa + Qjj-Pq—Ap)  »/*-'+  (Pb + Qa  -\-Bp—Pi-—Bq—Sp)>/-''+  - = 0, 

so  hat  diese  neue  Gleichung  k  —  1  Glieder,  in  welchen  y  vorkommt, 
und  eines,  welches  von  //  frei  ist.  Sind  die  Coefficienten  jener  A' — 1 
ersten  GKeder  =  0,  so  bleibt  nur  das  von  «/  freie  Glied  =  0  zu 
setzen,  um  das  Eliminationsergebniss  zu  besitzen.  Allerdings  setzt 
das  voraus,  dass  das  Verschwindenlassen  von  Ä'  —  1  Coefficienten  ge- 
nüge, um  2k  —  m  —  n  Grössen  zu  bestimmen,  d.  h.  es  muss  sein 
/.•  —  1  =  2/,-  —  m — n,  1=  »i  -\-n  —  1,  so  dass  die  multiplicirenden 

Gleichungen    pi/"-^  +  «»/"--  +  bii"-^  -\ =  0     und     Py'"-^  + 

Ay'""-  +  By'""'  . . .  =  0  heissen.  Eine  weitere  Voraussetzung,  welche 
Euler  aber  unerwähnt  lässt,  ist  die,  dass  das  Verfahren  nicht  etwa 
Identitäten  oder  sonstige  Unbestimmtheiten  hervorbringe. 

Noch  im  Erscheinungsjahre  174S  der  Introductio  beschäftigte 
sich  Euler  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie^)  aber- 
mals mit  der  Eliminationsaufgabe,  indem  er  den  Nachweis  zu 
führen  suchte,  dass  eine  Curve  ?«'™  und  eine  Curve  n*""  Grades 
niit  Durchschnittspunkte  besitzen,  wenn  man  imaginäre  und  im  Un- 
endlichen gelegene  Durchschnittspunkte  mit  einrechne.  Er  will  also 
zeigen,  dass  die  Elimination  von  x  zwischen  den  Gleichungen 

ay'"  +  (&  +  cx)y'"-'  +  {d  +  ex  +  fx-)y"'-^  -j =  0 

und        ay"  +  (ß-\-  yx)y-'  +  ((J  -f  sx  +  ?a;-).r~^  -| =  ^, 

wo  fl,  «,  b^  ß  u.  s.  w.  Constante  bedeuten,  eine  Gleichung  »;//*""  Grades 
in  y  hervorbringe.  Meistens,  sagt  er-),  gelangt  man  unter  Anwendung 
der  gewöhnlichen  Eliminationsmethoden  zu  einer  Gleichung,  deren 
Grad  »in  übersteicrt,  und  man  könnte  dadurch  an  der  Richtigkeit  des 
zu  beweisenden  Satzes  irre  werden.  Wenn  auch  Theiler  der  Gleichung, 
zu  welcher  man  auf  diesem  Wege  gelangt,  vorhanden  sind,  so  darf 
man  zunächst  zweifeln,  ob  man  jene  Theiler  zu  vernachlässigen  be- 
rechtigt sei,  ob  sie  nicht  Wurzeln  enthalten,  denen  Durch.schnitts- 
punkte  entsprechen.  In  dieser  Bemerkung  Euler's  dringt  zum  ersten 
Male  durch  den  ausgesprochenen  Zweifel  das  Bewusstsein    von  einer 


*)  Bistoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1748.  pag.  234 — 248.        ')  Ebenda 
pag.  239. 
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Aufgabe  fremden,  mir  durch  ein  Verfahren  mit  den  Gleichungen  in 
dieselbe  hineingetragenen  Wurzeln.  Euler  macht  nun  einen  neuen 
Vorschlag*)  zur  Elimination.  Die  beiden  Gleichungen,  zwischen 
welchen  diesmal  y  eliminirt  werden  soll,  seien  if"  —  Py"'~^  -(-  Qy'"''^ 
—  Ry'"-'^  +  Sy'"-*  —  •  •  •  =  0  und  ?/"  —  iJ)/"-*  +  qy""-  —  ry"-^ 
-\-  sy''~*  —  • .  •  ^  0.  Die  erstere  Gleichung  hat  ?w  Wurzelwerthe 
für  y,  welche  Ä,  B,  C,  D  ■■■,  die  letztere  n  Wurzelwerthe  für  y, 
welche  a,!),  c,  d  ■  ■  ■  heissen  mögen  und  selbstverständlich  x  enthalten, 
ebenso  selbstverständlich  reell  oder  imaginär  sein  können.  Die  beiden 
Gleichungen  können  demgemäss  auch  (// — A)  (y — B)  {y — (7)  {y — D)  •■■ 
=  0  und  (y  —  a)  {y  —  b)  (y  —  c)  (y  —  d)  ■■■  =  0  geschrieben  werden. 
Das  gleichzeitige  Stattfinden  beider  Gleichungen  fordert,  dass  ein 
Werth  von  y,  der  der  ersten  genügt,  auch  die  zweite  befriedige,  dass 
also  z.  B.  A  =  a  oder  A  =  b  oder  A  =  c  oder  A  ==  d  ■■■  sei,  oder 
B  =  a  oder  B  =  h  oder  B  ^  c  oder  B  =  d  ■■■  u.  s.  w.,  wofür  auch 
geschrieben  werden  kann  A  —  o  =  0,  A  —  &  =  0,  A  —  c  =  0  •••, 
B  —  «  =  0,  B  —  ?/  =  0  u.  s.  w.  und  Nullsetzung  des  aus  tnu  Fac- 
toren  bestehenden  Productes  (^  —  c)  (^  —  ^)  (-"^  —  c)  " ' "  (-^  ■ —  «) 
(B  —  b)  ■■■  {C  —  ff)  ( C  —  b)  ■■■  würde  die  von  y  freie  Endgleiehung 
sein,  wenn  A,  B,  C  ■■•,  a,  b,  c  ■■■  bekannt  wären.  Letzteres  ist 
zwar  nicht  der  Fall,  aber  man  kann  entweder  die  grossen  oder  die 
kleinen  Buchstaben  sofort  und  die  anderen  hinterdrein  wieder  aus  der 
Endgleichung  heraus  schaffen.  Es  war  (y  —  a)  (y  —  b)  [y  —  c)  ■■■ 
=  2/" — Py"~^  -\-  1ll"~^  —  ••••  Ersetzt  man  y  diirch  A,  durch  B, 
durch   C  ■■■,   so    wird    {A  —  a)  {A —  h)  {A  —  c)  ■■■  =  A""  —  pA"-^ 

+  qA"-^ ,    {B  ~  a)  (B  —  b)  {B  —  c)  ■■■  ==B"  —  pB"-'  + 

qBn-2 ,  (C  —  a)  (C—b)  (C  —  c)  .  ■  •  C»  —  pC-'-'  +  20«-« 

und  die  Endgleichung  heisst  folglich 

{A"  —  i)^"-i  +  qA"-^ )  (i?«  —pB"-'  +  qB"-" ) 

(C"— ijC"- i  +  ^c«-- V--  =  0. 

Führt  man  die  angedeuteten  Multiplicationen  aus,  so  entsteht  ein 
Ausdruck,  in  welchem  neben  Bekanntem  auch  Vereinigungen  der 
grossen  Buchstaben  A,  B,  C  ■  ■■  unter  einander  auftreten.  Diese  sind 
aber  mittels  der  Girard'schen  Formeln  für  die  Summen  der  Wurzel- 
potenzen in  Verbindung  mit  den  Formeln  für  Bildung  der  Gleichungs- 
coefficienten  aus  den  Wurzeln  durch  die  P,  Q,  B  ■  ■■  darzustellen. 
Euler  erläutert  dann  die  sehr  allgemein  gehaltene  Vorschrift  an 
einem  bestimmten  Beispiele,  indem  er  dazu  bemerkt"),  wenn  in  dem 
Beweise  noch  Einiges  dunkel  sei,   so  rühre  solches  von  der  grossen 


^)  Histoire  de  VÄcademie  de  Berlin.  Annee  1748.  pag.  243— 246.        *)  Ebenda 
pag.  246. 
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Allgemeinheit  der  Betrachtuugcu  her.  und  alle  Zweifel  schwänden  bei 
der  Anwendung  auf  besondere  Fälle.  Es  ist  klar,  dass  diese  Be- 
merkung die  Lücken  eines  Beweises  nicht  auszufüllen  im  Staude  ist 
uud  nur  dazu  dienen  kann,  als  Eingeständniss  eines  noch  nicht  ganz 
einwandfreien  Beweises  zu  gelten. 

Der  nächste  Band  der  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie 
für  1749  empfiehlt  sich  unserer  Aufmerksamkeit  durch  zwei  Ab- 
handlungen, deren  erste  von  einer  uns  noch  fremden  Persönlichkeit 
herrührt.  Johann  Samuel  König^)  (1712 — 1757)  war  der  Sohn 
eines  Bemer  Theologen  gleichen  Namens,  der  wegen  religiöser  Streitig- 
keiten aus  der  Heimat  verbannt  als  Hofprediger  in  Büdingen  eine 
Zuflucht  gefunden  hatte.  Dort  wurde  der  Sohn  geboren,  der  aber 
dann  in  Bern  erzogen  wurde  und  durch  seine  dortige  Beliebtheit 
wesentlich  mitbewirkte,  dass  dem  Vater  die  Rückkehr  gestattet  wurde. 
Seine  mathematischen  Studien  machte  König  seit  1730  in  Basel  unter 
Johann  und  Daniel  Bernoulli  und  Jacob  Hermann,  dann  1735 
in  Marburg  unter  Christian  Wolf.  In  Basel  waren  Alexis  Claude 
Clairault  und  Pierre  Louis  Moreau  de  Maupertuis  seine  Studien- 
genossen. Von  1738  an  war  König  einige  Jahre  in  Paris  Hauslehrer 
der  Marquise  De  Chätelet  1 1706 — 1749t,  an  deren  Arbeiten  er  nicht 
ohne  AntheU  gewesen  ist.  Eine  feste  Anstellung  zu  finden  gelang 
König  weder  im  Auslande  noch  in  der  Schweiz.  In  der  Schweiz  traf 
ihn  sogar  1744  das  Verbannungsurtheil  aus  Gründen  der  Politik. 
Nun  bemühten  sich  Daniel  Bernoulli  und  Euler  für  König.  Stellungen 
in  Berlin,  in  Petersburg  wurden  ihm  angeboten,  er  entschied  sich  für 
Franecker  und  verblieb  nun  bis  zu  seinem  frühen  Lebensende  in  Holland 
in  verschiedenen  Stellungen.  Dort  begann  1751  der  heftige  Streit 
mit  Maupertuis  über  das  Princip  der  kleinsten  Action,  welcher 
ein  Seitenstück  zu  dem  Prioritätsstreite  zwischen  Newton  und  Leibniz 
genannt  werden  kann,  und  in  welchem  die  Berliner  Akademie  dem 
gleichen  Fehler  einseitiger  Parteinahme  für  ihren  Präsidenten  verfiel, 
den  50  Jahre  früher  die  Royal  Society  begangen  hatte.  Wir  ft-euen 
uns,  nicht  genöthigt  zu  sein,  unseren  Lesern  auch  diesen  hässlichen 
Zwist  ausführlich  zu  erzählen,  diese  Pflicht  fällt  nur  dem  Geschichts- 
schreiber der  Mechanik  zu.  Gleichwohl  durfte  der  Streit,  der  so  viel 
garstigen  Staub  aufgewirbelt  hat,  nicht  ganz  unerwähnt  gelassen  werden, 
wo  der  Name  König's  uns  begegnet.  Er  begegnet  uns,  wie  schon  gesagt, 
als  Verfasser  eines  Aufsatzes  von   1749   über  den  wirklichen  Gnmd 


')  Rud.  Wolf,  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  ü,  147 — 182. 
J.  H.  Graf,  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  in  Bemi- 
schen Landen.    EI.  Heft,  1.  Abtheilung.    S.  23—62. 
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der  Unzulänglichkeit  der  Del  Fen-o'schen  Formel  im  irreductibleu 
Falle  der  kubischen  Gleichung^). 

Die  von  ihrem  quadratischen  Gliede  befreite  kubische  Gleichung 
kann  als  x^  -^qx  —  r  ^  0  mit  positiven  q  und  r  dargestellt  werden, 
denn  x^  +  g'x  -)-  r  =  0  geht  durch  .r  =  —  y  in  die  vorige  Form 
über  und  hat  also  die  gleichen  nur  mit  —  1  vervielfachten  Wurzeln. 
Von  den  allein  zu  unterscheidenden  Formen: 

A.  x^  -\-  qx  —  r  ^  0 

B.  r»  —  qx  —  r  =  0 

lässt  A.  immer  auf  zwei  eomplexe  Wurzeln  schliessen  und  B.,  voraus- 
gesetzt dass  alle  Wurzeln  reell  seien,  auf  eine  positive  und  zwei  ne- 
gative Wurzeln,  wofür  sich  König  auf  den  Satz  von  den  Zeichen- 
wechseln beruft.  Das  Fehlen  des  quadratischen  Gliedes  bedeutet, 
dass  die  eine  positive  Wurzel  so  gross  ist  wie  die  zwei  negativen 
Wurzeln  zusammen,  dass  sie  mithin  den  absolut  grössten  Werth 
unter  den  drei  Wurzeln  besitzt.  Der  irreductible  Fall  kann  sonach 
unter  alleiniger  Beachtung  von  B.,  wofür  man  auch 

C.   x^  —  ?>a\T,  —  2a'c  =  0 
schreiben   darf,  untersucht  werden,  und  nun   folgt  eine  ausführliche 
Erörterung   der   Grössebeziehungen   zwischen   a  und   c,   welche   statt- 
finden müssen,  damit  C.  die  erwähnten  drei  reellen  Wurzeln  besitze, 
auf  die  wir  aber  nicht  eingehen. 

Der  gleiche  Band  der  Berliner  Veröffentlichungen  schliesst  eine 
Arbeit  Euler's")  über  die  imagin'ären  Gleichungswurzeln  in  sich. 
Euler  stellt  sich  hier  die  gleiche  Aufgabe,  mit  welcher  sich  D'Alem- 
bert  (S.  565 — 567)  im  Jahre  1746  beschäftigt  hatte.  Er  nennt  diesen 
Vorgänger  auch  einmaP),  indem  er  erklärt,  D'Alembert  habe  in  seiner 
vortrefflichen  Abhandlung  von  1746  über  die  Integralrechnung  über 
allen  Zweifel  erhoben,  dass  jede  imaginäre  Gleichungswurzel,  von  wie 
verwickelter  Zusammensetzung  sie  sein  möge,  sich  stets  auf  die  Form 
M  -\-  N  y —  1  mit  reellen  M  und  N  zurückführen  lasse.  Er  tadelt 
nur,  dass  D'Alembert  das  Unendlichkleine  in  seine  Darstellung  mit 
aufgenommen  habe  und  liefert  Beweise  des  gleichen  Satzes,  die  von 
dem  durch  ihn  gerügten  Mangel  frei  seien.  Er  zeigt  also  erst,  dass 
algebraische  Operationen,  daim  aber  auch*),  dass  alle  bekannten 
transcendenten  Operationen  die  durch  sie  hervorgebrachten  imagi- 
nären Grössen  in  dem  Rahmen  jener  Form  belassen.  Was  dagegen 
D'Alembert's  Nachweis   der  Existenz  von   Gleichungswurzeln  betrifft. 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.  Annöe  1719,  pag.  ISO— 192.       »)  Ebenda 
pag.  222— 228.         ')  Ebenda  pag.  257.         ■*)  Ebenda  pag.  265  sqq. 
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SO  spricht  Euler  davon  mit  keiner  Silbe.  Wir  möchten  glauben,  er 
habe  D'Alembert's  Schlüsse  nicht  für  zwingend  gehalten  und  doch 
den  schwachen  Punkt  in  ihneu  nicht  aufzudecken  vermocht,  deshalb 
habe  er,  ohne  ein  Wort  des  Lobes  noch  des  Tadels  für  diesen  Theil 
der  Arbeit  von  1746,  versucht,  eine  andere  seiner  Meinung  nach 
einwandfreie  Beweisführung  an  deren  Stelle  zu  setzen. 

Drei  Sätze  ^)  sind  in  geometrischer  Gestalt  vorgetragen.  Eine 
Curve  (/  =  .r-"'  +  i  +  Ax-'"  +  B.i'"—^  +  Cj-'"--  -f  •■  ■+  X  mit  ganz- 
zahlig positivem  Exponenten  m  und  reellen  Coefficienteu  A,  B,  C  ■■■  N 
hat  bei  jedem  reellen  Werthe  der  Abscisse  x  einen  und  nur  einen 
reellen  Werth  von  ?/.  Bei  x=  cxs  wird  y  ^  csj,  bei  x=  —  cc  wird 
y  =  —  cx).  Die  Curve  liegt  also  auf  der  positiven  Abscissenseite 
im  Unendlichen  oberhalb,  auf  der  negativen  Abscissenseite  im  Un- 
endlichen unterhalb  der  Abscissenase.  Die  rechts  und  links  in  die 
Unendlichkeit  sich  erstreckenden  Curvenzweige  stehen  aber  in  stetiger 
Verbindung-),  die  Curve  muss  also  die  Abscissenaxe  einmal  oder 
mehrere  Mal  schneiden,  und  wenn  mehrere  Mal,  so  muss  die  Zahl  der 
Schnittpunkte,  in  welchen  y  =  0  ist,  ungi-ad  sein.  Folglich  hat 
erstens  die  Gleichung  .(-'"+ 1  -j-  ji  ■(■-'" -{-  ■■•  +  N=0  jedenfalls  eine 
reelle  Wurzel,  vielleicht  eine  grössere,  dann  aber  ungrade  Anzahl  von 

solchen.  Die  Cui-ve  y  =  x-'"  +  Ax-"—'  +  Bx'"'-''  +  C^j^^-^H 1-  N 

dagegen  Liefert  y  =  oo  sowohl  wenn  x  =  oo  als  wenn  .r  =  —  oo. 
Ihre  vmendlichen  Zweige  liegen  rechts  wie  links  oberhalb  der  Ab- 
scissenaxe, und  die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einer  gi-aden 
Anzahl  von  Punkten  oder  gar  nicht.  Mithin  hat  zweitens  die 
Gleichung  x-'" -\- Ax-"'~'^ -\- ■  ■  ■ -\- X  =  0  eine  grade  Anzahl  von 
reellen  Wurzeln  oder  gar  keine.  Ist  die  Constante  N  wesentlich  ne- 
gativ, etwa  N  =  —  0-,  und  fragt  man  nach  der  Gestalt  der  Curve 
y  =  x^'" -^  Ax'-'"~^ -\- ■  ■  ■ —  0-,  so  ist,  wie  wir  soeben  zeigten, 
y  =  CX),  sowohl  wenn  x  ==  oo  als  wenn  x  =  —  oo.  Bei  x  =  0  ist 
y  =  — •  0"  d.  h.  die  Curve  befindet  sich  unter  dem  Coordiuaten- 
anfangspunkte,  dann  aber  im  Unendlichen  sowohl  rechts  als  links 
oberhalb  der  Abscissenaxe,  die  Curve  muss  daher  die  Abscissenaxe 
sowohl  rechts  als  links  vom  Coordinatenanfangspunkte  mindestens 
einmal  schneiden,  d.  h.  drittens  die  Gleichung  ./-'"  -|-  Ax^"''~''-  +  •■• 
—  0-  =  U  hat   mindestens   eine   positive   und   eine    negative  Wurzel. 

Gegen  diese  Sätze,  welche  Euler  selbst  im  I.  Bande  seiner  Intro- 
ductio    iu    dessen    '2.  Kapitel   schon    in    analytischer  Eröi'terung  aus- 


')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Armee  1749.  pag.  232 — 235.  *)  Cette 
brauche  [de  la  courhe  aitdessous  de  l'axej  elant  continue  avec  l'autre  situee 
audessus  de  l'axe. 
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gesprochen  hatte,  ist  niemals  der  geringste  Einwand  erhoben  worden. 
Wohl  aber  ist  Euler 's  weitere  Beweisführung  von  Gauss  in  der 
gleichen  Abhandlung,  in  welcher  D'Alembert's  Untersuchungen  be- 
mängelt wui-deu  (S.  5(35 — 567),  als  nicht  widerspruchslos  erkannt 
worden,  und  wii-  können  nicht  besser  thun  als  den  Bericht  über 
Euler's  Gedankengang  nebst  dem,  was  darin  zweifelhaft  erscheint, 
Gauss  zu  entnehmen.  Auch  in  der  Bezeichnung  folgen  wir  Gauss, 
während  die  Euler's  selbst  etwas  davon  verschieden  ist. 

Euler   will   das   vom    zweithöchsten    Gliede   befreite   Gleichungs- 
polynom grader  Ordnung  in  zwei  Factoren  halb   so  hoher  Ordnung 

zerfallen,  also  X  =  x-'"  -\-  Bj-"'-^  +  C.i-"—^  -\ |-J1/  als  Product 

von  X'"  —  tijf-^  +  ax'"-'  -\-  ßx'^-^-\ und  x'"  -\-  nx'"-^  +  Xx^-- 

-j- ft ./■'"" ^ -j- ■"  ■  darstellen.  Die  beiden  Factoren  enthalten  2;« — 1 
unbekannte  Coefficienten,  und  genau  ebensoviele  Coefficienten  kommen 
in  X  vor.  Vervielfacht  man  die  beiden  Factoren  mit  einander  und 
vergleicht  ihr  Product  gliedweise  mit  X,  so  entstehen  2»i  —  1 
Gleichungen,  und  nun  will  bewiesen  werden,  es  sei  möglich,  aus  ihnen 
reelle  Werthe  von  u,  u,  ß,  •  -  ■,  A,  fi,  ■  •  •  zu  entnehmen.  Wäre  u 
als  bekannt  angenommen,  so  könnte  man,  behauptet  Euler,  alle  an- 
deren Coefficienten  u,  ß,  ■  ■  •,  A,  ,u,  •  •  •  rational  in  ii  ausdrücken  und 
so  wegschaffen,  wodurch  eine  Gleichung  f'^n  entstehe,  welche  neben 
u  als  Unbekannter  nur  die  bekannten  Coefficienten  von  X  enthalte. 
Wenn  es  auch  praktisch  nahezu  unausführbar  sei^),  bei  einigermassen 
grossem  m  die  Elimination  auszuführen,  so  genüge  es,  wenn  nur  der 
Beweis  geliefert  werden  könne,  dass  die  Gleichungsconstante  von 
U=  0  wesentlich  negativ  sei,  denn  dann  gebe  es  vermöge  des  ersten 
und  ckitten  Einleitungssatzes  ein  reelles  u,  welches  U=0  erfülle, 
und  folglich  lassen  sich  alle  u,  u,  ß,  ■  ■  ■,  k,  fi  ■  ■  ■  reell  bestimmen. 
Bei  Euler  ist  der  Beweis  für  den  Fall  ni  =  2  erbracht,  den  Gauss 
dann  verallgemeinerte.  Sei  also  mit  Euler  X  ^=  x^-\-  Bx- -\-  Cx-^  D 
=  (x  —  a)  {x  —  i)  (X  —  c)  (x  —  b)  und  sei  ./"-  —  «,r  -f-  ß  einer  der 
trinomen  quadratischen  Factoren  von  X  Nun  muss  jede  Wurzel  von 
x^  —  ux  -\-  ß  =  0  auch  eine  Wurzel  von  X  ^  0  sein,  und  da  h  die 
Summe  der  zwei  Wurzeln  von  x-  —  ux  +  /?  =  *'  ist,  kann  u  die 
Summe  von  irgend  zweien   der  Werthe   a,  b,  c,  b  sein,  also   a  -{-  h, 

4  ■  3 

d  _[_  C^  Q  _j_  t»^  &  +  ••'>  ö  +  i^;  *^  +  ''j  i°i   Ganzen    -^  =  6  Combina- 

tionen,  woraus  man  zu  schliessen  berechtigt  ist,  die  Gleichung  in  n, 
nämlich  ["=(),  werde  genau  vom  6'^°  Grade  sein.  Weil  ferner  in 
X^  0  das  zweithöchste  Glied  fehlt,  muss  a  +  b  +  f  +  b  ^  0  sein, 


')  Histoire  de  l'Äcademie  de  Berlin.    Anuee  1749.    pag.  239. 


Algebra  seit  1746.  583 

d.  h.  die  sechs  Werthe  von  u  sind  paarweise  geordnet  ii  ^a-\-h^p, 
M  =  C  +  b  =  —  }K  u  =  a  -\-C  =  q,  «  =  b  +  b  =  —  q,  u  =  a-\-b  =  r, 
u  ^  b  -{-  c  =  —  r  und  so  zeigt  sich  U  =  (u  —  ji)  (n  +  p)  ("  —  (l) 
(m  -|-  q)  («  —  r)  (m  4"  '■)  =  «*  —  •  •  •  —  p-q-r^  mit  negativem  constan- 

ten  Gliede,  weil  v  '  "5"  ^  ^  ungrad  ist.     Ist   nun   2  m   eine  Potenz 

von  2,  etwa'  2»;  =  2f,  so  kann  X  in  zwei  Factoreu  vom  Grade 
2f~^  zerfällt  werden,  jeder  dieser  Factoren  in  zwei  neue  vom  Grade 
2""^  u.  s.  w.,  bis  schliesslich  lauter  trinome  quadratische  Factoren  mit 
reellen  Coefficienten  ermittelt  sind.  Ist  n  der  Grad  der  vorgelegten 
Gleichung  nicht  ein  2",  so  giebt  es  doch  jedenfalls  ein  2'' >  n  mit 
2''  —  «  ==  V,  und  es  genügt,  die  gegebene  Gleichung  mit  .x''  zu  ver- 
vielfachen, um  ein  in  lauter  reelle  trinome  quadratische  Factoren  zer- 
legbares Gleichungspoh'nom  entstehen  zu  sehen  M. 

Gauss  hat  vier  Einwendungen  gegen  diesen  Beweis  erhoben. 
Erstens  sei  nicht  allgemein  wahr,  dass  «,  /3  •  •  •,  A,  jt  •  ■  •  rational  in 
M  ausdrückbar  seien.  Zweitens  können  selbst  unter  der  Voraussetzung 
rationaler  Ausdrückbarkeit  die  Formeln  für  a,  ß  ■  ■  ■,  A,  ft  •■■  unbe- 
stimmt und  damit  unbrauchbar  werden.  Drittens  sei  in  der  Annahme, 
in  der  vom  zweithöchsten  Gliede  befreiten  Gleichung  sei  die  Wurzel- 
summe Null,  eine  Annahme  von  unzweifelhafter  Richtigkeit,  wenn 
die  Gleichung  Wurzeln  besitze,  diese  Thatsache  doch  vorausgesetzt, 
auf  deren  Beweis  es  gerade  ankomme.  Viertens  brauche  — p^q^r^ 
nicht  negativ  zu  sein,  da  imaginäre  Werthe  von  ^j,  q,  r  das  Gegen- 
theil  bewirken  können.  Wenn  Euler  den  letzterwähnten  Einwurf 
auch  vorausgesehen-)  hat,  so  ist  es  doch  ungenügend,  was  er  zur 
Hebung  des  Zweifels  beibrachte. 

Euler  hat  noch  einen  anderen  Beweis')  angegeben,  welcher  darauf 
hinausläuft,  die  Wurzeln  von  x"  +  Ax"-^  -\-  Bx"-^  -|-  ■•■  =  0 
müssten  sicherlich  mittels  Wurzelgrösseu  dargestellt  werden  können*). 
Wir  wissen,  dass  Euler  hier  nur  seine  irrige  Vermuthung  von  1782 
(S.  555)  wiederholt,  ohne  sie  zu  begründen. 

Euler,  dessen  von  keinem  anderen  Mathematiker  auch  nur  an- 
nähernd jemals  erreichte  Ei-findungskraft  so  viele  Früchte  zeitigte, 
dass  die  bestehenden  Akademieschriften  sich  als  ungenügend  erwiesen 
sie  aufzubewahren,  gab  174G — 1751  in  Berlin  drei  Bändchen  Opmcula 
varii  argumenti  heraus.     In  dem  IL  Bändchen  von    1750  findet  sich 


')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.    Annee  1749.    pag.  243.  -)  Ebenda 

pag.  240.  ')  Ebenda  pag.  263 — 264.  *)  II  est  certain  que  cette  formule 

sera  composee  de  plusieuis  signes  radicaux,  dont  les  quantites  A,  B  ■  ■  ■  seront 
compliquees. 
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eine  algebraische  Untersuchung^),  zwei  Beweise  des  Satzes  von  den 
Summen  der  Wurzelpotenzen.  Sei  Z  =  x" — Äx''~^ -\-  Bx""-  — 
Cx"~-^  _j_  J)x''—^  —  . . .  -j-  iV'=  0  eine  Gleichung,  deren  n  Wurzeln 
u,  ß,  y,  d,  ■  ■  ■  V  heissen,  so  dass  also  Z  ^  (_.r  —  a)  (ic  —  ß)  {x  —  y) 
(x  —  d)  •■■  (x  —  v)  und  log  Z  =  log  (x  —  ß)  +  log  (x  —  ß)  -\- 
log  (x  —  y)  -\-  log  {x  —  d)  -\-  ■■■  -\-  log  (x  —  v)    ist.      Differentiation 

nach    X    liefert    -^  -r—  = [- 

Z  dx        X  —  a    ' 

^  +  --  +  '  +4  +  ^  +  --- 

X^      '  '      X       '      X'       '      X-'       ' 

-^  j a  -\ §/«"  +  •••  in  leicht  verständlicher  Abkürzung.  Anderer- 
seits ist  ^  =  nx''-'-  —  {n  —  1)  Ax"--  +  {n  —  2)  Bx"^^ und 

-yj  = , 5 Multiplicirt  man  die  für  -^  -r-  ge- 

fundene  Reihe  mit  Z  und  setzt  das  Product  der  für  -,—   gefundenen 

dx    ° 

Reihe  gleich,  so  entsteht: 

ic''-i  —  (m  —  1)  Ax""-'  +  {n  —  2)  Bx""-^  _  .  .  .  =  [a;«  —  ^a;""» 

+ ^^-"-^  -•••]•  G  +  ,i/« + hS-'  +  •••]= ^^^-^ 

+  (  r«  —  w^ja.-"-^  +  (  /«-  —  AJ'a  +  «£)a.'"-=  +  •■•. 

Jetzt  werden  die  Reihen  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  als 
gliedweise  übereinstimmend  gedacht,  und  so  entstehen  die  Formeln 

—  (w  —  Ij  J.  = /«  —  w^ 

(w  —  2)  5  =/ßä  —  Aj'a-\-  iiB 
_  (,^  —  3)  C  =/o:ä  —  ^/ß:"  +  1?/«  —  tiC 

(„  _  4)  D  ^J'a'  —  Afa'  +  B  Ja-  —  6' j«  +  «D, 


deren  Gesetz  sofort  ersichtlich  ist,  und  aus  welchen  Ja,  Ja^,  Ja'  •  •  • 
sich  der  Reihe  nach  leicht  ergeben.  Euler's  zweiter  Beweis  ähnelt 
sehr  demjenigen,  welchen  wir  bei  unserer  Besprechung  von  Maclau- 
rin's  Algebra  (S.  571 — 572)  zu  erwähnen  hatten.  Wir  lassen  dahin- 
gestellt, ob  Euler  von  jenem  Werke  Kenntniss  besass. 

Gabriel  Cramer's  ungemein  reichhaltige  Infrodiidion  a  Vanalyse 
des  lignes  courhes  al(/ehri(ßtrs  von  1750  gehört  gleich  Euler's  Intro- 
ductio  nur  nebensächlich,  aber  mit  wichtigen  Gegenständen  in  dieses 
Kapitel.     Der    erste   Gegenstand    ist    das    Newton'sche   Parallelo- 

')  Euler,  OjMsaila  varii  argwnenti  II,  1U8 — 120. 
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gramm,  welches  Gramer  mit  deu  den  betreffenden  Feldern  zuge- 
hörenden Gliedern  einer  Gleichung  zwischen  j-  und  y  mit  Einschluss 
ihrer  Zahlencoefficienten  ausfüllt  "^),  welches  er  aber  auch  nach  dem 
Vorgange  des  ausdrücklich  dafür  genannten  De  Gua  (S.  557)  durch 
ein  Dreieck,  TriaiH/Ir  (ili/t'brlijue  oder  aualiitique,  ersetzt-).  Jedes  Feld, 
case.  heisst  nach  deu  Potenze-n  von  .c  und  von  y,  welche  ihm  ein- 
geschrieben sind  oder  ihm  eingeschrieben  gedacht  werden,  also  das  Feld  x, 
das  Feld  x'-ir,  das  Feld  .f*if  u.  s.  w.  Das  Feld  an  der  unteren  Ecke  des 
Dreiecks  heisst  die  Spitze,  pointe  du  trianyle,  und  ist  für  die  Constante 
bestimmt.  Im  üebrigen  ist  die  Anordnung  so  getroffen,  dass  die 
Glieder  jeder  Horizontalzeile  von  gleicher  Dimension  sind,  und  man  hat 
dem  Dreiecke  eine  solche  Ausdehnung  zu  geben,  dass  die  obei'ste  Zeile 
dem  Grade  der  Gleichung,  mit  der  man  es  zu  thuu  hat,  entspricht. 
Von  unten  nach  oben  und  von  links  nach  rechts  heisst  also  das 
unterste  Feld  a,  die  Felder  der  folgenden  Zeile  y,  x,  dann  y-,  xy,  x-, 
ferner  y'^,  xy-,  x-y,  x^  u.  s.  w.  Das  gezeichnete  Dreieck  lässt  sich 
auch  durch  ein  aus  Holz  oder  Elfenbein  hergestelltes^)  vertreten, 
in  welchem  alle  Felder  durchlöchert  sind.  In  die  Löcher  einge- 
steckte Stifte  machen  kenntlich,  welche  Felder  hervorzuheben  sind, 
z.  B.  (^Fig.  99)  die  Felder 
A,  B,  C,  D,  E  nebst  den 
beiden  durch  Sternchen 
ausgezeichneten  Feldern, 
und  zwar  hebt  man  alle 
Felder  hervor,  deren 
namengebende  Ausdrücke 
in  der  zu  untersuchenden 
Gleichung  als  Glieder  vor- 
kommen. Unsere  Figur 
entspricht  also  der  Glei-  i-ig  99. 

chung     x-y-  +  axy-  -}- 

hx-y  -\-  cx^  -\-  (l-xy  -\-  e-x-  -\-  py  =  0,  weil  Ä  ='y,  B  =  xy^,  C  =  x^y^, 
D  =  x^,  E  =  x^  und  von  den  beiden  Sternchen  das  untere  =  xy, 
das  obere  =  x-y  ist.  Man  bildet  sodann  ein  nach  aussen  gewölbtes 
Vieleck  ABCDE,  welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  markirten 
Felder,  so  weit  ihre  Marken  nicht  auf  den  Vielecksseiten  selbst  liegen, 
in  das  Innere  des  Vielecks  fallen.  Jede  Vielecksseite  giebt  zu  einer 
Gleichung  Anlass,  indem  die  Summe  der  ihr  angehörenden  Gleichungs- 
glieder gleich  Null  gesetzt  wird. 


')  Gramer,  Introdttetion  ä  l'andtyse  des  Ugnes  courhes  pag.  ü5.       -)  Ebenda 
pag.  56.        ')  Ebenda  pag.  165. 

Ca^'TOB,  Geschichte  der  Mathematik.    III,  'i.  38 
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AB.  py    +axj/ä  =  0 

JBC.  axf  +  ary-  =  0 

CD.  x^f  -\-ca^    =0 

DE.  ca?    +e~x'  =0 

EA.  e'x^  Jf-fy=.0 

und  aus  diesen  Gleichungen  entspringen  Anfänge  von  Keihenent- 
mckluugen: 

=  _Z1 

ax 

X  =  —  a 

X  =  ^- 

c 

•  —  _il 

c 

e- 

welche  man  als  Ausgangspunkte  zu  wäMen  hat,  je  nachdem  x  gegen  y 
gross  oder  klein  gedacht  wird,  damit  die  entstehenden  Reihen  con- 
vergiren.  Wir  bemerken  dabei  ausdrücklich,  dass  bei  allen  Schrifb- 
stellern.  welche  von  dem  Newton  "sehen  ParallelooTamme  oder  von 
dem  De  Guaschen  Dreiecke  handeln,  das  Verlaugen  nach  Convergenz 
der  entstehenden  Reihen  ausgesprochen  ist,  aber  dass  keiner  ein 
eigentliches  Merkmal  der  Convergenz  angiebt. 

Der  zweite  Gegenstand  aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen,  mit 
welchem  Gramer  es  zu  thun  hat,  ist  die  Eliminationsaufgabe. 
Schon  in  der  Vorrede*)  sagt  er,  die  bekannten  Methoden  hätten  ihre 
Unzuläncrhchkeit  an  den  Tag  gelesrf;,  und  so  sei  eine  neue  aufzu- 
suchen  gewesen,  welche  die  Sache  dadurch  zu  einer  leichten  mache, 
dass  Zahlzeichen  in  einer  eigenthümlichen  Weise  zur  Darstellung 
imbestimmt  gelassener  Grössen  in  Anwendung  kommen,  eine  Bezeich- 
nung, welche  auch  bei  anderen  Untersuchungen  sich  nützlich  erweisen 
könne.  Die  Bezeichnung  ist  aber  keine  andere  als  die  Leibniz'sche, 
von  der  wir  ( S.  ÖTO)  sagten,  dass  Maclaurin  sie  vielleicht  geflissent- 
lich vermieden  habe.  Es  ist  auffallend,  dass  Gramer  den  Aufsatz 
der  A.  E.,  in  welchem  er  die  Anregung  zu  seiner  Bezeichnung  ge- 
funden haben  düi-fte,  nicht  erwähnt.  Sollte  er  ihn  wii-klich  nicht 
gekannt  und  die  Nacherfindung  ganz  selbständig  gemacht  haben? 
Doch  gleichviel.  Dem  Cramer'schen  Bande,  über  welchen  wir  aus- 
führlich im  11(3.  Kapitel  handeln,  ist  ein  di-eitheiliger  Anhang  bei- 
gefügt: über  die  Elimination  von  n  —  1  Unbekannten  zwischen 
n  Gleichungen  ersten  Grades  mit  «  Unbekannten,  über  die  Elimination 


*)  Gramer,  Introduction  a  Vanalyse  des  ligties  couihes.   Fref'ace,  pag.  XIV, 


Algebra  seit  1746.  587 

einer  von  zwei  ünbekanntea  zwischen  zwei  Gleichungeu  höheren 
Grades  nach  eben  jenen  Unbekannten,  über  die  Hudde'sche  Regel  zur 
Auffindung  mehi-facher  Wurzebi  einer  Gleichung  mit  einer  Unbekannten. 
In  der  ersten  Aufgabe  M  ist  Cramer's  Bezeichnung  unter  der  An- 
nahme von  vier  oder  mehreren  Unbekannten  folgende: 

A^  =  Z^z  +  Yhi  +  XKf  +  Vh>  +  etc. 
Ä^  =  Z^r  -f-  Y^if  +  X^x  +  V'v  +  etc. 
Ä^  =  Z^s  +  1^(/  +  X^'x  +  r^v  +  etc. 
^*  =  Z*2  +  T*i/  +  X*x  +  F*r  +  etc. 
etc. 

Die  Exponenten  erklärt  er  als  Stellenzeiger.  Man  habe  keine  Potenz- 
grössen  vor  sich,  sondern  constante  Coefficienten  der  Unbekannten 
z,  y,  X,  V  ■■■  in  der  1'™,  2""°,  3'"^°,  -4"=°  ■  •  •  Gleichung.  Gramer  giebt 
die  Regel  der  Bildung  des  Nenners  sowohl  als  des  Zählers  in  dem 
Bruche,  welcher  den  Werth  irgend  einer  Unbekannten  darstellt.  Um 
den  Nenner  zu  erhalten  schi-eibe  man  bei  n  ( etwa  drei )  Unbekannten 
1  •  2  -  3  -  •  •  «  (1  ■  2  ■  3  =  6)  mal  die  Coefficientenbuchstaben  {Z,  Y,  X) 
neben  einander.  In  jeder  einzelnen  Anschreibung  lege  man  den  Ele- 
menten die  Indices  (1,  2,  3)  stets  anders  geordnet,  im  Ganzen  also 
in  allen  Permutationen  deren  sie  fähig  sind,  bei  und  betrachte  jeden 
so  gebildeten  Einzelausdruck  als  ein  Product.  Das  Vorzeichen  der 
entstandenen  1  ■  2  ■  3  •  •  •  «  Producte  richte  sich  nach  der  Zahl  der 
(Urangemenis,  den  Abweichungen  von  der  Ordnung.  Ein  (leraiif/enient 
findet  statt,  so  oft  einem  höheren  Index  ein  niedrigerer  unmittelbar 
oder  mittelbar  nachfolgt.  Bei  gi-ader  Anzahl  der  derangements  soll 
das  Product  das  Zeichen  -f-,  bei  ungrader  das  Zeichen  —  erhalten. 
Der  Zähler  entstehe  aus  dem  Nenner,  indem  mau  den  Coefficienten- 
buchstaben der  ihrem  Werthe  nach  zu  bestimmenden  Unbekannten 
durch  den  für  die  Gleichungsconstante  eingeführten  Buchstaben  A 
ersetze,  Indices  und  Voraeichen  bleiben  ungeändert.  Hier  ist  also  die 
Gleichnngsauflösung  mittels  Determinanten  ganz  genau  be- 
schrieben, und  nur  Namen  und  schriftliche  Anordnung  waren  noch 
nicht  so,  wie  unsere  Zeit  sie  benutzt. 

Bezüglich  der  Elimination  einer  Unbekannten  zwischen  zwei 
Gleichungen  höheren  Grades-)  schickt  Gramer  schon  vor  Beginn  des 
ersten  Anhangs  die  Bemerkung  voraus-^),  die  gewöhnlichen  Methoden 
fährten  neben  ihrer  Umständlichkeit  das  Bedenken  herbei,  dass 
Gleichungen  von  höherem  als  nothwendigen  Grade  entstehen,  welche 
überflüssige    Wurzeln  enthalten,    die  es  nicht  immer  leicht  ist,  aus 

•)  Gramer,  Introduction  ä  Vanalyse  des  lignes  eourbes  pag.  657 — 659. 
*)  Ebenda  pag.  660—676.        ^  Ebenda  pag.  656. 
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ihrer  Mischung  mit  der  wahren  Auflösung  der  Aufgabe  herauszufinden^). 
Das  ist  in  etwas  deutlicherer  Weise  bejahend  ausgesprochen,  was 
Euler  in  seiner  Abhandlung  von  1748  verneinend  zu  verstehen  ge- 
geben hatte  (S.  577).  Auch  die  von  Gramer  gegebene  Vorschrift 
deckt  sich  genau  mit  der  in  Euler 's  Abhandlung,  mit  welcher  Gramer 's 
Bekanntschaft  wird  angenommen  werden  müssen.  Nur  in  einer  Be- 
ziehung geht  Gramer  über  Euler  hinaus.  Während  Euler  die  That- 
sache,  dass  aus  einer  Gleichung  /«'™  und  einer  solchen  n*"'^  Grades 
eine  Endgieichung  »n2'®°  Grades  hervorgeht,  doch  nur  aus  einzelnen 
Beispielen  mit  Sicherheit  erkennen  lässt,  sucht  Gramer  dafür  einen 
umständlichen  Beweis  zu  führen,  aus  welchem  die  Zeitgenossen  schwer- 
lich den  Kern  herauszuschälen  vermocht  haben  dürften,  während  man 
in  unseren  Zeiten^)  eine  Benutzung  von  symmetrischen  Functionen  und 
eine  Andeutung  dessen,  was  man  später  deren  Gewicht  genannt  hat, 
darin  zu  erkennen  vermochte.  Was  endlich  die  Huddesche  KegeP) 
betrifft,  so  beniht  Gramer's  Beweis  auf  dem  ohne  Anwendung  von 
Differentialzeichen  aus  der  Multiplication  der  Einzelglieder  der  Ent- 
wicklung von  iy  -\-  y)'  mit  der  arithmetischen  Reihe  0,  1,  2,  3  •  •  • 

sich  ergebenden  Satze  -^  [(»  -f-  y)']  ^  l(v  -\-  yy~^. 

Ein  Schriftsteller  bleibt  uns  noch  zu  erwähnen:  Johann  An- 
dreas von  Segner*)  (1704 — 1777),  aus  Pi-essburg  in  Ungarn,  stu- 
dirte  in  seiner  Heimath  und  in  Jena  Medicin,  Physik  und  Mathematik, 
war  kurze  Zeit  Arzt  in  Pressburg,  dann  in  Debreczin,  wandte  sich 
aber  1732  dem  Lehrberufe  der  Mathematik  in  Jena  zu,  der  ihn  1735 
nach  Göttingen,  1755  nach  Halle  führte.  Seine  physikalischen 
Leistungen  übertreffen  seine  mathematischen.  Von  letzteren  erwähnen 
wir  eine  1725  in  Jena  verfasste  Abhandlung,  Dissertatio  epistolica  ad 
G.  E.  Hamhergerum ,  qua  regidam  Harriotti,  de  modo  ex  aequationum 
signis  numerum  radiciun  eas  componentium  cognoscendi  demonsfrare 
conatur.  Damals  glaubte  Segner  mithin,  wie  jedenfalls  auch  sein 
Lehrer  Georg  Erhard  Hamberger^)  (1697 — 1755),  der  Sohn  von 
Georg  Albrecht  Hamberger  (S.  4),  dass  Harriot  dei-  Erfinder  der 
Descartes'schen  Zeichenregel  sei,  worauf  wir  (S.  563)  schon  aufmerksam 
gemacht  haben.  Ob  Segner's  Beweis,  den  wir  uns  nicht  verschaffen 
konnten,  stichhaltig  war,  ist  uns  unbekannt,  jedenfalls  war  er  der  erste, 

')  qui  re^iferment  des  rachtes  superflues,  qti'il  n'est  pas  toujours  aise  de 
demeler  de  Celles  qui  donnent  la  vraye  Solution  du  Probleme.  -)  Brill  nnd 

Nötlier,  Die  Entwicklung  der  algebraischen  Functionen  in  älterer  und  neuerer 
Zeit.    I.  Abschnitt,  §  25,   S.  137.  ^)  Gramer,  Introduction  ä  l'analyse  des 

lignes  coiirbes  pag.  677—680.  *)  Poggendorff  II,  892—894.  —  Allgemeine 

deutsche  Biographie  XXXHI,  609 — 610,  Artikel  von  K.  ^)  Poggendorff  I, 

1007—1008. 
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der  in  die  Oeftentlichkeit  drang.  Wir  haben  indessen  einigen  Grund, 
an  der  zwingenden  Kraft  jener  Ei-stlingsschrift  zu  zweifeln.  Von 
Halle  aus  schickte  nlLmlich  Segner  1756  eine  Abhandlung  z\im  Ab- 
dracke  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie')  unter  dem 
Titel:  Dcinoiigfration  de  hi  riijlc  de  DeSeaiics  lumr  coiinaifre  le  nomhre 
des  meines  affintiatives  et  negatives  qtd  peuvent  se  trouver  dans  les 
equations.  Er  wusste  also  jetzt,  wer  der  Erfinder  der  Regel  war. 
Wir  dächten,  der  frühere  Irrthum  in  dieser  einen  Beziehung  hätte 
ihn  doch  schwerlich  verhindert,  seine  Jugendai-beit  zu  nennen,  wenn 
er  sonst  keine  Bedenken  gegen  sie  gehegt  hätte.  Aber  er  erwähnt 
sie  mit  keinem  Woi'te,  und  das  hat  man  wohl  mit  Recht  als  ein  be- 
redtes Schweigen  zu  deuten.  Was  nun  tUe  Abhandlung  von  1756 
betrifft,  so  ähnelt  sie  dem  Beweise  von  De  Gua  (S.  559)  so  weit, 
dass  sie  ein  vorhandenes  Gleichungspolynom  mit  x  +  a  vervielfältigt 
und  dann  untersucht,  welche  Wirkung  dieses  Verfahren  auf  die  Vor- 
zeichen ausübt.  Die  Ungleichungen,  von  welchen  De  Gua  einen  um- 
fassenden Gebrauch  machte,  kommen  nicht  in  Betracht.  Man  kann 
der  Abhandlung  nicht  grade  übergrosse  Klarheit  nachrühmen. 
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Zahlentheoi'ie. 

Xur  sehr  wenige  Männer  beschäftigten  sich  mit  Zahlentheorie. 
War  sie  doch  und  sollte  sie  doch  noch  lange  Zeit  bleiben  eine  Samm- 
lung  von  geistreichen, 'für  die  A\  issenschaft  kaum  nutzbar  zu  machenden 

OD  ' 

Spielereien.  In  Briefwechseln  zwischen  Goldbach  und  Daniel 
Bernoulli,  zwischen  Goldbach  und  Euler  kamen  diese  Dinge 
häufig  zur  Rede,  aber  Euler  war  fast  der  Einzige,  der  damit  an  die 
Oeffentlichkeit  trat. 

Um  nur  zwei  Dinge  aus  jenen  Briefwechseln  zu  erwähnen,  so 
schrieb  Daniel  Bernoulli  unter  dem  29.  Juni  1728  an  Goldbach-i, 
er  habe  die  Gleichung  j*  =  y*  unter  der  Annahme  ungleicher  Werthe 
für  X  und  \j  gelöst:  von  ganzen  Zahlen  genügten  der  Gleichung  nur 
2  und  4.  d.  h.  2*  =  4-,  dagegen  gebe  es  unendlich  viele  gebrochene 
Lösungen.  Auch  andere  Gattungen  von  Grössen,  so  schliesst  die 
Mittheüung,  giebt  es,  von  denen  ich  nichts  sage^).  Man  wird  nach 
diesem  Schlussworte  wohl  oder  übel  annehmen  müssen,  dass  Bernoulli 
an  complexe  Auflösungen  dachte. 

')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.  Annee  1756  pag.  292 — 299.  *)  Corresp. 
maOi.  (Fuss)  II,  262.  ')  U  y  a  aitssi  d'autres  espeees  de  quantites  dotit  je  ne 
dirai  rien. 
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Goldbach  schrieb  unter  dem  7.  Juni  1742  an  Euler^),  er  halte 
es  nicht  für  undienlich,  dass  man  auch  diejenigen  propositiones  an- 
merke, welche  sehr  probabiles  sind,  ohngeachtet  es  an  einer  wirk- 
lichen Demonstration  fehlet.  In  einer  Fussnote  bemerkte  er  dazu, 
es  scheine,  dass  eine  jede  Zahl,  die  grösser  ist  als  1,  ein  ac/gregatnm 
trium  numerorum  lyrimorum  sey.  In  Euler's  Antwort  vom  30.  Juni 
heisst  es  alsdann''):  Dass  ein  jeder  numerus  par  eine  summa  duorum 
primorum  sey,  halte  ich  für  ein  ganz  gewisses  theoi'ema,  ungeachtet 
ich  dasselbe  nicht  demonstriren  kann.  Eben  dieser  Satz  hat,  seit 
jener  Briefwechsel  durch  den  Druck  bekannt  geworden  ist,  den  Namen 
des  Goldbach'schen  Erfahrungssatzes  erhalten^). 

Unter  den  zahlentheoretischen  Aufsätzen,  welche  fast  insgesammt 
in  den  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  zu  finden  sind 
und,  wie  wir  oben  sagten,  mit  sehr  geringen  Ausnahmen  von  Euler 
herrühren,  haben  wir  zuerst  einen  zu  nennen,  der  unserer  letzteren 
Bemerkung  nach  eine  Ausnahme  bildet:  Goldbaeh,  Griteria  quaedam 
aeqiiaiionum ,  quarum  niüla  radix  rationalis  est^).  Goldbach  benutzt 
die  Potenzreste  eines  Gleichungspolynoms,  um  zu  entscheiden,  ob  ra- 
tionale Wurzeln  möglich  sind  und  bedient  sich  dabei  eines  Zeichens 
und  eines  Wortes,  um  derenwillen  vorzugsweise  der  kleine  Aufsatz 
geschichtlich  denkwürdig  erscheint.  Das  Zeichen  ist  das  der  Un- 
möglichkeit I  ■  von  welchem  Goldbach  seit  1730  in  seinem  Brief- 
wechsel mit  Euler  Gebrauch  machte^),  das  Wort  ist  das  der  Congruenz, 
welches  den  gleichen  Sinn  besitzt,  mit  welchem  es  später  durch  Gauss 
Bürgerrecht  in  der  Zahlentheorie  gewann.  Ist  nämlich  eine  Zahl 
==  dp  -\-  r,  d.  h.  lässt  sie  durch  (7  dividirt  eineu  Rest  r,  so  nennt 
Goldbach  diese  Restzahl,  numenim  residuum  r,  der  Kürze  wegen  ein 
congruum.  Sein  Schlussergebniss  ist  folgendes:  .;■«•  I  p'"  X  -{-  j),  wenn 
2)  eine  Primzahl,  e  und  ni  ganze  positive  Zahlen  gi-össer  als  1  und 
X  =  cc  -j-  ßx  -\-  yx-  -|-  ■  •  •  mit  lauter  ganzzahligen  Coefficienten  be- 
deutet. Weily'X  +  ^  durch  p  theilbar  ist,  müsste,  wenn  die  Un- 
möglichkeit nicht  stattfände,  xf  gleichfalls  durch  p  theilbar,  also 
X  =  ap,  X*  =  a'^p'  sein.  Dann  würde  aber  die  Gleichung  a'p'~^ 
=  pi'"~^X -\- 1  folgen,  welche  unmöglich  ist,  weil  die  linke  Seite 
durch  p  theilbar  ist,  die  rechte  nicht. 

Unmittelbar  hinter  Goldbach's  Aufsatz  iblgt  ein  solcher  von 
Euler,    Ohservationes   de   them-emate  quodam  Fermatiano   aliisquc   ad 


')  Corresp.  math.  (Fuss)  I,  127.  ^  Ebenda  I,  135.  ')  Eneström 

scheint  im  BuUetino  Boncompagni  XVni,  468  zuerst  auf  die  Stelle  aufmerksam 
gemacht  zu  haben.  ■")  Commentaril  Academiae  Petropolitanae  ad  anniim  1782 
et  1733.  T.  Yl,  98—102.         •■■')  Corresp.  math.  (Fuss)  I,  25. 
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uiimeros  primos  specfantibiis^).  Fermat  hatte  (Bd.  U,  S.  709)  be- 
hauptet, die  Zahl  2-*  +  l  sei  immer  Primzahl  und  hatte  an  />•  =  1, 
2,  3,  4  die  Prüfung  vollzogen.  Euler,  im  December  1729  durch 
Goldbach  auf  den  Satz  aufmerksam  gemacht-),  war  zunächst  ganz 
■von  demselben  eingenommen,  bis  er  zufällig  /.•  =  5  versuchte  und 
2**  +  1  =  G41  •  6700417  fond,  wodurch  der  Satz  hinfällig  wurde. 
Darin  besteht  der  wesentliche  Inhalt  des  Aufsatzes,  denn  wenn  Euler 
auch  im  weiteren  Verlaufe  von  dem  sogenannten  Permat'schen 
Lehrsatze  in  der  Foi-ni,  dass  a"  —  b"  jedesmal  durch  n  -\-  1  theilbar 
sei,  redet,  wenn  «  +  1  als  Primzahl  und  a  und  h  als  durch  n  -\-  1 
untheilbar  angenommen  werden,  so  gesteht  er  doch  ein,  den  Satz 
nicht  beweisen  zu  können. 

In  einem  späteren  Aufsatze  des  gleichen  Bandes,  De  solutione 
proJAematum  Diophnntaeonun  per  numeros  intqp-os'),  zeigt  Euler,  wie 
aus  einer  ganzzahligen  Auflösung  der  Gleichung  ax^  -{-bx  -\-  c  ^  y^ 
beliebig  viele  andere  abermals  ganzzahlige  Auflösungen  gefunden 
werden  können. 

Im  nächsten  Baude  wandte  sich  Euler  mit  dem  Aufsatze  De 
inveniendo  numero  qui  per  dafos  numeros  dirisus  relhupiat  data  residua*) 
zu  der  Aufgabe,  mehreren  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Grades 
gleichzeitig  gerecht  zu  werden.  Soll  eine  Zahl  z  durch  a  getheilt 
den  Rest  p,  durch  h  getheilt  den  Rest  q  lassen  und  a>b  sein,  so 

ist  z  =  ma  -\-  p  neben  z  ^  nb  -\-  q,  und  n  = p =  — ~ — 

soll  ganzzahlig  sein,  wo  jj  —  q  =  v  gesetzt  wurde.  Wegen  a  >  b 
muss  nothwendig  a  =  ab  -\-  c  mit  c  <ib  gesetzt  werden  können,  und 

man  erhält  'n  =  m  u  -j ~^— ,  wo   der  letzte  Bruch  ganzzahlig  zu 

machen  ist,    etwa    =  A.     Daraus    folgt    m  = wiederum    als 

ganze  Zahl.     Man  weiss  c<Z»,  folglich  ist  b  =  ßc-\-d  mit  d  <C  c  und 

=  Aß  -| =  Dl,   und  es  gilt  — =  B  ganzzahlig 

zu  machen.  Fortsetzung  des  Verfahi-ens  muss  endlich  zu  einem  ganz- 
zahlig  zu  machenden  G  =  — v^—  führen  mit  a'>b^c^  d^  ■■■^Tc 
und  A-  als  Theiler  von  v  erkennen  lassen.  Alsdann  genügt  es  H=  0 
zu  setzen,  um  ganzzahlige  G,  ■  ■  ■  B,  A,  m,  n,  z  zu  finden,  neben 
welchem  z  auch  jedes  z  -(-  mab  der  Aufgabe  genügt.  SoU  zwischen 
den  Divisoren  a  und  b  eine  gewisse  Beziehung  obwalten,  so  verein- 
facht sich  häufig  die  Rechnung.     Euler   macht   darauf  aufmerksam, 

')  Commentarii  Äcademiae  PetropoUtanae  ad  annoa  1732  et  1733.  T.  VI, 
103 — 107.  ^  Corresp.  math.  (Fuss)  I,  10.  ')  Commentarii  Academiae  Petro- 
poUtanae ad  annos  1732  et  1733.  T.  VI,  175—188.  ')  Ebenda  1734  et  1735. 
T.  Vn,  46—66 
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dass  a  =  h  -}-  l  schon  bei  Michael  Stifel  (Bd.  II,  S.  401)  Berück- 
.sichticmns  s-efunden  habe. 

Im  folgenden  Bande  kam  Euler  auf  den  Fermat 'sehen  Lehrsatz 
zuräck^).    Sei  die  Primzahl  ^  >  2.    Man  hat  2p  ^  (1  -\-  1  f  =  1  -|-  ^) 

_|_  P  iP-  1)  ^ (_  1  _  „^^^  _^  2,  mithin  ist  2^  —  2  dui-ch  p  theil- 

bar  und  ebenso  2^~'  —  1.     Wird  2' >  3   angenommen,  so   zeigt  die 
Entwicklung    S^  =  (1  +  2 1''  =  1  +  j»  •  2  +  liP^^Jl .  2^  -| 1-  2^ 

=  mp  -(-  1  -f-  2p  =  mp  +  3  +  (•2p  —  2),  dass  3''  —  3  durch  p  ge- 
theilt  denselben  Rest  wie  2p  —  2  d.  h.  den  Rest  0  lässt.  mithin  ist 
'dP  —  3  und  ebenso  '^p~^  —  1  durch  ^j  theilbar.  Der  Satz  wird  durch 
jeweilige  Erhöhung  der  potenzirten  Zahl  um  die  Einheit  erweitert, 
und  demnach  ist  die  Theilbarkeit  von  a^~'  —  1  durch  j>  erwiesen, 
wenn  nur  2)  >  «•  Dei'  schon  bei  der  Entwicklung  von  (1  -|-  l)*"  z^ 
Tage  tretende  Kern  des  Beweises  besteht  in  der  Theilbarkeit  jedes  zur 
^,ten  Potenz  gehörenden  Binominalcoefficienten  durch  ^j,  und  insofern 
ist  es  ganz  richtig,  dass  Euler's  Beweis  mit  dem  der  Oeffentlichkeit 
vorenthalten  gebliebenen  von  Leibniz  (S.  319)  übereinstimmt,  eine 
Uebereinstimmung,  welche  indessen  Euler  nicht  zum  Vorwurf  gemacht 
werden  darf,  da  er  keinenfaUs  Kenntniss  von  Leibnizens  Aufsatz  hatte. 
Die  Theorcmatum  ißtorundam  arithmeficomni  demcmstrationes-^ 
Euler's  von  1738  betreffen  einen  besonderen  Fall  des  berühmten 
Fermat'schen  Unmöglichkeitssatzes  (Bd.  11,  S.  705),  nämlich 
den,  wo  n  =  4  ist,  und  behandeln  ihn  nach  einer  Methode,  in 
welcher  die  Aehnlichkeit  mit  dem,  was  Fermat  Methode  der 
unendlichen  Abnahme  (Bd.  II,  S.  709)  nannte,  sofort  ein- 
leuchtet. Ist  «'  -\-  b^  wieder  ein  Quadrat ,  imd  sollen  a ,  h 
theilerfremd  sein,  so  muss  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  a  ungi-ad  sein, 
während  h  grad  ist.  Diese  Bedingung  wird  dui-ch  o  =  p-  —  q^, 
h  =  2pq  mit  theilerfremden  p  und  q,  deren  eines  grad,  das  andere 
ungrad  ist,  erfüllt.  Xun  mögen  a  und  h  Zahlen  der  gedachten  Art, 
d.  h.  theilerfremd  und  a  ungrad,  h  gi"ad  sein,  und  zugleich  a*  -(-  &* 
ein  Quadrat,  ohne  dass  h  =  Q  wäre.  Aber  a*  -\- h^  =  (a^Y  -f-  (^")^ 
und  damit  daraus  ein  Quadrat  entstehe,  muss  «-  =  p-  —  q-,  Iß  =  2pq 
und  von  p,  q  das  eine  gi"ad,  das  andere  ungrad  sein.  Wegen 
p^  —  (f  =  a^  kann  nur  p  ungrad  und  q  grad  sein.  Das  Quadratisch- 
sein von  p-  —  q-  erfordert  mit  Einschluss  der  für  p  und  q  schon 
gewonnenen  Bedingungen,  dass  p  =  »r  -\-  tr,  q  =  2 »in  und  ni,  n 
theilerfi-emd  und  eines  grad,  eines  ungrad  sei.     Xun  war  2pq  =  b-, 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annum  1736.  T.  Viil,  141 — 146. 
-)  Ebenda  1738.   T.  X,  125— 14G. 
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q  grad,  '2(1  chireb  4  theilbar  imd  ebenso  wie  p  ein  Quadrat,  weil  sonst 
bei  theilerfremden  p,  q  die  Gleichung  2jj(/  =  b'  nicht  erfüllt,  werden 
könnte.  Daher  ist  2q  =  4wi«  nur  dann  ein  Quadrat,  wenn  »i  und  ii 
jedes  für  sich  ein  solches  ist:  w=.r-,  n  =  y'-,  ^)=  «r  +  )r  =  .r' +  y^. 
Aber  j)  war  als  ein  Quadrat  erkannt,  folglich  bilden  x^  -f- ;/'  eine 
quadratische  Summe,  während  a;  y  wesentlich  kleiner  als  a,  h  sind. 
Eine  solche  beliebig  oft  fortzusetzende  Verkleinerung  der  Zahlen, 
welche  die  Aufgabe  erfüllen,  a*  -\-  h*  zu  einem  Quadrate  zu  machen, 
ist  aber  nicht  möglich,  folglich  giebt  es  keine  Anfangswerthe  a,  h. 
Ist  a*  -\-  fr'  schon  kein  Quadrat,  so  ist  es  um  so  weniger  ein  Bi- 
quadrat, also  die  Unmöglichkeit  von  n*  -)-  //  =  c*  in  ganzen  Zahlen 
ist  bewiesen.  Auf  wesentlich  gleichartiger  Grundlage  beruhen  die 
Beweise  einiger  anderen  durch  Euler  beigefügten  Sätze,  z.  B.  dass 
auch  a*  —  b^  kein  Quadrat  sein  kann,  wenn  nicht  b  ^^  0  oder  b  =  a, 
dass  Aehnliches  für  2  (a*  +  b*)  gilt,  dass  keine  Zahl  mit  Ausnahme 
der  Einheit  zugleich  Dreieckszahl  und  Biquadrat  sein  kann  u.  s.  w. 
Der  letztgenannte  Satz  wird  als  Fcrmatianum,  d.  h.  als  Fermat  be 
reits  bekannt,  bezeichnet. 

Erst  nach  mehreren  weiteren  Jahren  veröffentlichte  Euler  neuer- 
dings eine  zahlen  theoretische  Abhandlung' ),  genauer  gesagt  eine  grosse 
Anzahl  beweislos  ausgespi-ochener  Sätze  über  die  Divisoren  von  Zahlen 
von  der  Form  par  +  qb-.  Darunter  befindet  sich  die  Behauptung 
der  Zerlegbarkeit  in  zwei  Quadrate  für  alle  Primzahlen  von  der  Form 
4w  +  1,  der  Xichtzerlegbarkeit  in  zwei  Quadrate  für  die  Primzahlen 
von  der  Form  4w  -\-  3,  Sätze  welche  Fermat  bereits  kannte. 

Der  XIV.  Band  der  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie, 
welcher  die  genannten  Lehrsätze  enthält,  war  der  letzte,  welcher  den 
Titel  Commcntarii  Academiac  PdropoJitaiuic  führte.  Eine  zweite 
Reihenfolge  von  20  Bänden  schloss  sich  ihnen  an  als  Novi  Commen- 
farii  Äcademiae  PetropolHanae.  Gleich  im  I.  Bande  veröffentlichte 
Euler  Theoremata  circa  divisores  numerorum'),  d.  h.  Beweise  zu  einer 
Anzahl  der  vorher  schon  sredi-uckten  Sätze.  Er  beginnt  ähnlich  wie 
seiner  Zeit  beim  Beweise  des  Fermat'schen  Lehrsatzes  (S.  592). 
Seien  fortwährend  unter  allen  vorkommenden  Buchstaben  ganze  Zahlen 
verstanden,  unter  ^j  eine  Primzahl.     Xun  ist  (a  +  b)P  =  cip  -\-  pa^^^b 

+  ^'^~  ^^  aP--b^  -I 1-  pabP-'  +  bP.     AUe  Binominalcoefficien- 

teu,  welche  bei  Euler  unciae  mit  einem  1631    durch  Oughtred  ein- 
geführten Namen  heissen,  müssen  ihrer  Bedeutung  als  figurirte  Zahlen 


')  Commentarii  Äcademiae  PetropoJitaiiae  ad  annos  1744 — 1746.    T.   XIV, 
151 — 181.  *)  Nofi  Commentarii  Äcademiae  Felropolitanae  ad  annos  1747  et 

1748.    T.  I,  20—48. 
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entsprechend  ganze  Zahlen  sein.  Der  Factor  p  eines  jeden  kann  als 
Primzahl  durch  die  in  dem  Nenner  vorkommenden  kleineren  Zahlen 
nicht  weggehoben  werden,  er  macht  also  alle  Binominalcoefficienten 
durch  /)  theilbar,  und  folglich  ist  [a  -\-  hY  —  «^  —  hP  durch  p  theilbar. 
Ein  Zusatz  lässt  a  =  ?)  =  1  annehmen,  wodurch  2>'  —  2  =  2  (2^~'  —  1) 
dui-ch  p  theilbar  erscheint,  beziehungsweise  auch  2p~^  —  1,  wenn  p 
eine  Ton  2  verschiedene  Primzahl  ist.  Ist  neben  ( «,  -|-  &)?  —  aP  —  fcP 
auch  aP  —  a  und  Iß'  —  h  durch  p  theilbar,  so  folgt  durch  Addition 
das  Gleiche  für  (o  -\-l)  f  —  (ct.  -\-  h).  Aber  1p  —  1  ^  0  ist  durch  p 
theilbar,  demnach  bedarf  es  bei  &  =  1  nur  der  Theilbarkeit  von  aP  —  a 
durch  p,  um  die  von  (a  +  1)^  —  {a-\-l),  von  {a-\-2y  —  (a-\-2),  ■■■ 
von  cP  —  c  festzustellen,  und  weil  bei  a  =  1  sicherlich  afi  —  a  durch 
p  theilbar  sich  zeigt,  so  ist  allgemein  p  in  <?  —  c^=^  c  (ti>'~^  —  1) 
enthalten,  also  auch  in  c'''~'-  —  1,  es  sei  denn,  dass  c  ein  Vielfaches 
von  p  wäre.  Offenbar  ist  auch  (ö-p-^ — 1) — (b^—^  —  l)  =  aP-^ —  1>p-^ 
durch  2}  theilbar,  wenn  weder  a  noch  h  für  sich  diese  Theilbarkeit 
an  den  Tag  legt.  Unter  der  gleichen  Voraussetzung  kann  die  un- 
grade Primzahl  j;  =  2 »/  -|-  1  gesetzt  und  der  Satz  ausgesprochen 
werden,  «-'"  —  b"'"  =  {a'" -{- h'")  (a'"  —  b'")  müsse  durch  '2m -\- 1 
theilbar  sein,  folglich  auch  einer  der  beiden  Factoren  a'"  -\-  b'"  oder 
«.'"  —  h'",  keineufalls  aber  beide,  weil  sowohl  a  als  b  als  durch 
p  ^  2m  -f-  1  untheilbar  gewählt  wurden.  Die  Annahme  p^2 m  -(-  1 
zerfällt  abermals  in  zwei  Möglichkeiten  jj  =  4« —  1  und  p  =  An-\-  1. 
Bei  p  =  A:n  —  1  wissen  wir  (immer  unter  der  Voraussetzung  der 
Untheilbarkeit  von  a  und  b  durch  p),  dass  a*""~-  —  b^^—-  durch  p 
theilbar  ist,  «.^"-^  +  ¥"-'-  =  (a2)2n-i  _j_  (^2)2«-!  demnach  untheil- 
bar und  ebenso  jeder  Factor  von  (a^)2''— '  -f-  (Vf^-^^,  mithin  auch 
a^  +  V,  welches  in  (a-)2»-i  +  Qj-f"-^  enthalten  ist.  Dadurch  ist 
der  Beweis  erbracht,  dass  keine  Summe  fl-  -{-  b-  zweier  Quadrate 
durch  eine  Primzahl  von  der  Form  4«  —  1  theilbar  ist, 
beziehungsweise  überhaupt  durch  eine  Zahl  von  der  Form  An  —  1, 
weil  es  keine  solche  giebt,  die  nicht  mindestens  eine  Primzahl  gleicher 
Form  als  Factor  enthielte.  Ist  folglich  die  Summe  a^  -j-  &^ 
zweier  Quadrate  überhaupt  theilbar,  so  müssen  die  ungraden 
in  ihr  enthaltenen  Primzahlen  sämmtlich  von  der  Form 
4«  -f-  1  sein.  Euler  geht  noch  etwas  weitei-.  Er  zeigt,  dass  wenn 
a  und  b  theilerfremd  sind,  die  Factoren  von  «'  -\-  b^  nur  2  oder 
Zahlen  von  der  Form  8w  +  1  sein  können.  Wird  die  Theilerfremd- 
heit  von  a  und  h  festgehalten,  so  sind  die  ungraden  Factoren  von 
^2"'  _j_  ^2"'  ausschliesslich  von  der  Form  2'"+')«  -|-  1,  Auch  noch  einige 
weitere  Sätze  beweist  er,  aber  bis  zur  Sicherung  der  Zerlegbarkeit  der 
Primzahlen  von  der  Form  4«  -}"  1  i^i  zy^&i  Quadrate  gelangt  er  nicht. 
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Euler  wandte  sich  ab  von  der  zunächst  undankbaren  Aufgabe. 
Wir  meinen  nicht,  als  ob  er  jetzt  erst  begonnen  hätte  sich  mit 
Gegenständen  aus  anderen  mathematischen  Gebieten  zu  beschäftigen, 
das  gincf  bei  Euler  alles  neben  einander  her,  aber  innerhalb  seines 
zahlentheoretischen  Denkens  wechselte  er  mit  dem  Stoffe.  Er  warf 
sich  auf  eine  wiederum  von  Fermat  in  seinen  Anmerkungen  zu 
Diophant  gestellte  Aufgabe:  ein  rationales,  wenn  auch  nicht  ganz- 
zahliges rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dass 
jede  der  beiden  Katheten  nm  den  Dreiecksinhalt  vermindert  eine 
Quadratzahl  gebe').  Euler's  Auflösung  ist  geistreich,  entbehrt  aber 
allgemeiner  Gesichtspunkte,  so  dass  wir  nicht  nöthig  haben,  dabei 
zu  verweilen. 

Ein  zweiter  zahleutheoretischer  Gegenstand,  mit  welchem  Euler, 
mit  welchem  aber  auch  durch  Enler  veranlasst  Georg  Wolfgang 
Krafft  sich  beschäftigte,  waren  die  befreundeten  Zahlen.  Beide 
Abhandlungen  dürften  ziemlich  gleichzeitig,  etwa  1749,  aus  den  Händen 
ihrer  Verfasser  gekommen  sein.  In  den  Buchhandel  gelangte  vermuthlicli 
Enler's  Abhandlung  zuerst,  da  sie  die  Erscheinungszeit  1750  aufweist, 
während  der  Band  der  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie, 
der  Krafft's  Abhandlung  enthält,  das  Drnckjahr  1751  trägt.  Trotzdem 
lassen  wir  den  kurzen  Bericht  über  Krafft's  Abhandlung-)  vorausgehen, 
weil  sie  die  weniger  vollkommene  ist.  Wir  heben  ans  ihr  den  hier  wahr- 
scheinlich zum  ersten  Male  dem  Druck  übergebenen  Satz  hervor,  dass, 
wenn  P,  Q,  R  Primzahlen  bedeuten,  die  Summe  aller  Divisoren  von 
P  (1   und   P   mit   eingeschlossen)    sich    auf  P  +  1    beläuft,    die    der 

Divisoren  von  (/"  auf  1  +  <2  +  «'Z  +  •  •  •  +  Q'"  =  ^ r-  >  '^'e  der 

Divisoren  von  R"  auf     „  _— — ,  die  der   Divisoren  von  PQ"'R"  auf 

das  Product  der  gewonnenen  Zahlen:  (P  -|-  1)  •    -y, —  •  — g — - 

u.  s.  w.  Krafft  stellt  mit  Hilfe  dieses  Satzes  eine  Tabelle  der  Zahlen 
1  bis  150  und  der  jedesmaligen  Divisorensumme  her,  von  welcher  er 
dann  weiter  Gebrauch  macht.  Enler's  Abhandlung^)  geht  auch  von 
der  Angabe  der  Divisoren,  beziehungsweise  der  Divisorensumme  einer 
Zahl  n  aus,  welche  Summe  er  durch  das  einem  Integralzeichen  ver- 
wandte, aber  nicht  damit  zu  verwechselnde  bequeme  Symbol  /«  be- 
zeichnet, das  die  Angabe  von  Beziehungen  erleichtert,  während  bei 
Krafft  ein  Symbol  fehlt.     Euler  setzt  z.  B.  N  =  m"  ■  «>*  •  py  ■  (^  mit 


')    Novi   Commentarü   Äcademiae   Petropolitanae   ad   anninn    1749.     T.   II, 
49—67.  *)  Ebenda  T.  II,  100—118.  •'')  Euler,  Opuscxüa  varil  argumenti 

n,  2.3—107  (Berlin  17M)). 
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m,  n,  p,  q  als  von  einander  verschiedene  Primzahlen  nnd  folgert 
daraus  JN  =  Jm"  ■  Jw^  ■  J2}^  ■  J(/ .  Er  weist  auf  Beziehungen  hin 
wie  In  =  \  -\-  n,  Jn^  =  jn  -\-  u-  und  in'  =  1  -|-  «  In  oder 
Jn^=jn^-\-n^  und  jn^  ^  l  -\-  n  Jn^.  Er  weist  ferner  hin  auf 
Jn->  =  (1  +  »-  +  n''  +  «"')  Jn  =  (1  +  n^)  (1  +  «-)  /w  und  ähnliche 
Beziehungen,  welche  es  gestatten,  die  Divisorensummen  in  Form  von 
Producten  zu  erhalten,  z.  B.  J2''  =  3  •  5  •  17,  was  die  Uebersichtlich- 
keit  ungemein  erhöht.  Euler  giebt  dann  auch  eine  Tabelle  der  Di- 
visorensummeu,  aber  von  ganz  anderem  Umfange  als  Kraift.  Euler 
stellt  die  Divisorensumme  für  Primzahlen  unterhalb  1000  und  für 
deren  2'"^  und  3'*  Potenzen  zusammen.  Bei  den  kleineren  Primzahlen 
erstrecken  sich  die  Potenzen,  für  welche  die  Divisorensummen  be- 
rechnet sind,  ungemein  viel  höher,  nämlich  bis  zu  2^^,  3^",  5^,  7^", 
11",  13',  175,  19^*,  23*.  Befreundete  Zahlen  sind  bekanntlich  solche, 
welche  gegenseitig  die  Summe  der  Theile  der  anderen  Zahl  sind. 
Will  man  diese  Forderung  in  Zeichen  ausdrücken,  so  darf  man  nicht 
übersehen,  dass  Krafft  und  Euler  beide  unter  die  Divisoren  einer 
Zahl  die  Zahl  selbst  einrechnen,  die  bei  den  Theilen  ausgeschlossen 
ist.  Die  Theilersumme  von  n  ist  also  jn  —  n  und  die  Doppel- 
bedingung dafür,  dass  m  und  n  befreundete  Zahlen  seien,  lautet 
in  =  Jn  —  n,  n  =  jin  —  m  oder  Im  =  jn  ==  m  -\-  n.  Auch  diesen 
Satz  kennt  Krafft,  aber  seine  mangelhafte  Bezeichnung  gestattet  ihm 
nicht,  denselben  so  einfach  hinzuschreiben.  Bei  m  =  n  wird 
Im  —  m  =  ni,  d.  h.  m  ist  alsdaim  eine  vollkommene  Zahl,  oder 
mit  anderen  Worten,  jede  vollkommene  Zahl  ist  sich  selbst  be- 
freundet. Bei  m  >  n  ist  fm  —  m  =  n  <  m,  Jn  —  «  =  m  >  n,  d.  h. 
von  zwei  befreundeten  Zahlen  ist  die  grössere  eine  mangelhafte, 
die  kleinere  eine  überschiessende  Zahl.  Was  die  eigentliche  Auf- 
gabe der  Auffindung  befreundeter  Zahlen  betrifft,  so  hat  auch  Euler 
nicht  vermocht  sie  zu  lösen.  Er  muss  es  beispielsweise  dahingestellt 
sein  lassen,  ob  es  untereinander  theilerfremde  befreundete  Zahlen 
geben  könne.  Er  begnügt  sich  mit  der  Behandlung  ganz  besonderer 
Fälle.  Seien  p,  q,  r,  s,  t,  11  lauter  unter  einander  verschiedene  Prim 
zahlen,  von  denen  keine  in  der  zusammengesetzten  Zahl  a  enthalten 
sein  darf,  so  sucht  Euler  befreundete  Zahlenpaare  von  der  Form  apq 
und  ar,  oder  apq  und  ars,  oder  apqr  und  as,  oder  apqr  und  ast, 
oder  apqr  und  astu,  ohne  irgend  behaupten  zu  wollen,  mit  diesen 
Annahmen  sei  der  Kreis  der  Möglichkeiten  erschöpft.  Es  gelingt  ihm 
auf  diese  Weise  61  Paare  befreundeter  Zahlen  aufzufinden,  und  zwar 
34  Paare  grader  und  27  Paare  ungrader  befreundeter  Zahlen;  der  Fall 
eines  Paares  aus  einer  graden  und  einer  ungraden  Zahl  kommt  nicht  vor. 
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Ein  weiterer  zahlentheoretischer  Gegenstand,  über  welchen  Euler 
Untersuchungen  anstellte,  wurde  ihm  von  Philiji  Naude  dem 
Jüngeren  jedenfolLs  vor  1743  unterbreitet,  denn  in  einem  Aufsatze, 
der  zwischen  1742  und  174i)  bei  der  Petersburger  Akademie  einlief, 
ist  davon  die  Rede^J.  Es  handelt  sich  um  die  Zerlegung  einer  ganzen 
Zahl  in  additive  selbst  ganzzahlige  T£eile,  welche  entweder  alle  von 
einander  verschieden  sein  müssen,  oder  auch  unter  einander  gleich 
sein  dürfen.  In  der  Introductio  von  1748  hat  Euler  die  doppelte 
Aufgabe  in  einem  besonderen  Kapitel  behandelt,  über  welches  wir  in 
unserem  111.  Kapitel  berichten.  Dann  hat  Euler  noch  eine  Abhandlung 
De partitione  tiHDirroruni'-)  veröffentlicht,  aber  sie  enthält  nicht  wesent- 
lich mehr,  als  schon  in  der  Introductio  stand,  und  somit  gehen  wir 
an  ihr  vorüber  ohne  ihr  Anderes  als  die  Bemerkung  über  den  Ur- 
heber der  Aufgabe  zu  entnehmen. 

Im  folgenden  Bande  der  Veröffentlichungen  der  Petersburger 
Akademie')  kehi-te  Euler  zu  seinem  wiederholt  in  Angriff  genommenen 
Gegenstande  De  numen's  qiii  sunt  ayregata  duonim  quadraiormn 
zurück.  War  doch,  wenn  man  wollte,  die  Zerlegung  in  Quadrate, 
ob  in  zwei  oder  in  mehrere,  nur  ein  besonderer  Fall  der  Zerlegung 
überhaupt,  und  mit  dieser  Andeutung  hatte  Euler  im  Aufsatze  des 
vorhergegangenen  Bandes  zu  verstehen  gegeben,  er  denke  noch  an 
die  scheinbar  verlassene  Aufgabe.  Zur  Lösung  brachte  er  sie  auch 
dieses  Mal  noch  uicht.  Man  gestatte  uns,  um  uns  kürzer  fassen  zu 
können,  das  Nennwort  Primzahl  mitunter  durch  das  Eigenschaftswort 
theilerlos  zu  ersetzen  und  ferner  eine  Zahl,  welche  die  Summe  zweier 
ganzzahliger  Quadrate  ist,  eine  Quadi-atensumme,  eine  Zahl,  welche 
nicht  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Quadrate  ist,  eine  Nicht- 
quadratensumme  zu  nennen.  Euler  zeigt,  dass  wenn  p  Quadraten- 
summe ist,  das  Gleiche  für  2p  gilt,  und  dass  dieser  Satz  umkehrungs- 
fähig  ist.  Er  zeigt,  dass  das  Product  zweier  Quadratensummen  wieder 
eine  solche  giebt.  Er  beweist,  dass,  wenn  pq  Quadratensumme  und 
/)  theilerlose  Quadratensumme  ist,  q  Quackatensumme  sein  muss,  eine 
Folgerung  welche  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnt,  dass  die  Quadraten- 
summe p  ein  Product  aus  beliebig  vielen  theilerlosen  Quadratensummen 
ist.  Ist  dagegen  pq  Quadratensumme  imd  q  Nichtquadratensumme, 
so  ist  p  entweder  theilerlose  Nichtquadratensumme,  oder  p  besitzt 
eine  theüerlose  Nichtquadratensumme  als  Factor,  während  man  in 
dem  letzteren  Falle  nicht  so   weit  gehen   kann  zu   behaupten,  p  sei 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae   ad   aniios   1741 — 17-13.     T.  Xm, 
7y  unil  89.  *)  Novi  C'mnmentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annos  1750  et 

17ül.    T.  III,  125—169.  ^)  Ebenda  1752  et  1753.   T.  IV,  3—40. 
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selbst  Niclitquadratensumme.  Sind  «  uud  h  tlieilerfremd,  und  ist 
fr  -j-  h-   durch  p  theilbar,   so   kann  man  immer  eine  andere  durch  p 

theilbare    Quadratensumme    c-  +  iP   finden,    welche   höchstens    =  ^ 

ist.  Mit  diesem  Satze  gewinnt  Euler  wieder  die  Möglichkeit  die 
Methode  der  unendlichen  Abnahme  anzuwenden,  welche  folgern  lässt, 
dass  eine  Summe  zweier  theilerfremden  Quadrate  mir  durch  eine 
Quadratensumme  theilbar  sein  kann,  und  da  jede  Primzahl  von  der 
Foi'm  An  —  1  Nichtquadrateusumme  ist,  so  können  die  theilerlosen 
Quadratensummen,  welche  in  Summen  zweier  theilerfremden  Quadrate 
als  Factoren  stecken,  nur  von  der  Form  4h  -j-  1  sein.  Ob  aber  jede 
Primzahl  von  der  Form  4«  -\-  1  Quadratensumme  sei,  ist  damit 
keineswegs  festgestellt.  Euler  führt  allerdings  die  Untersuchung  noch 
etwas  weiter.  Ist  An  -j-  1  Primzahl,  und  sind  a  und  h  nicht  durch 
4»  +  1  theilbar,  so  muss  «/♦"  —  ?/^«  =  [(ö.")^  -f  (&")«]  \(^a"f  —  (J")^] 
ein  Vielfaches  von  An  -\-  \  sein.  Ist  dabei  a-"  —  h-"  nicht  Viel- 
faches von  An  -\-  1,  so  ist  damit  erwiesen,  dass  die  Quadratensumme 
{a")^  -\-  (h")',  oder,  wenn  a"  =  mr,  h"  ^  ms  und  r,  $  theilerfremd 
sind,  dass  in~[r^  -\-s-)  und  folglich  auch  »---j-s-  durch  4« -|- 1  theil- 
bar sein  muss,  womit  nach  dem  Vorhergehenden  die  Sache  erledigt 
wäre.  Es  bedarf  also  des  Nachweises,  dass,  wenn  An  -\-  1  Primzahl 
ist,  immer  zwei  durch  An  -\-  1  nicht  theilbai-e  Zahlen  «,  h  von  der 
Beschaffenheit  gefunden  werden  können,  dass  «-"  —  b-"  nicht  durch 
An  -\-  1  theilbar  ist.  An  dieser  Forderung  stockt  die  Untersuchung, 
welche  nur  noch  zwei  weitere  Sätze  feststellt:  dass  eine  Zahl  4h  -|-  1 
sicherlich  Primzahl  ist,  wenn  sie  nui"  auf  eine  einzige  Art  die  Summe 
zweier  theilerfremden  Quadrate  ist,  imd  ebenso  sicher  nicht  Primzahl, 
wenn  sie  auf  mehr  als  eine  Art  Quadratensumme  ist. 

Im  nächsten  Bande  gelang  es  Euler  endlich  die  letzte  Hand 
anzulegen^)  uud  den  lange  umworbenen  Satz  von  der  DarsteUbarkeit 
jeder  Primzahl  von  der  Form  4  m  -f-  1  als  Quadratensumme  endgiltig 
und  lückenlos  zu  beweisen.  Da  r;  uud  h  durch  die  Primzahl  An  -j-  1 
nicht  theilbar  sein  dürfen,  so  wird  dieser  Bedingung  bereits  genügt, 
wenn  a  und  l  aus  den  Zahlen  1  bis  An  ausgewählt  werden.  Euler 
bildet  nun  die  2«'^°  Potenzen  aller  dieser  Zahlen  und  behauptet, 
dass,  wenn  man  irgend  eine  von  ihnen  als  a-",  die  nächstkleinere 
als  h^"  betrachte,  nicht  alle  Differenzen  2^"  —  1'-",  3-"  —  2^", 
42h  _  32»^  ...  (4,;j27i  _  (-4„  _  1  j2«  durch  4«  -f  1  theilbar  sein 
können.  Wären  sie  nämHch  sämmtlich  durch  An  -{-  l  theilbar,  so 
müsste  die   gleiche  Theilbarkeit   sich   auch   auf  die   Differenzen  jener 

')  Novi  Commentarii  Äcademiae  Fetropolitanae  ad  annos  17ü4  et  ITüö. 
T.  V,  3—58. 
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Ditfereuzenreihe,  d.h.  auf  die  zweiten  Differenzen  von  1'-",  2-",  3-", 
•  •  •  (4»)^"  erstrecken  u.  s.  w.  Die  2m""'  Potenzen  der  aufeinander- 
folgenden Zahlen  bilden  aber  eine  arithmetische  Reihe  2«"^"^  Ordnung, 
deren  2/i"  Differenzen  alle  unter  einander  gleich  sind  und  zwar 
1  •  2  •  3  •••  (2n)  heissen.  Das  ist  ein  Satz,  der  schon  lange  bekannt 
war,  und  dessen  Erfindung  De  Laguy  1705  für  sich  in  Anspruch 
nahm  (^S.  375 1.  Nun  ist  aber  das  Produet  1  •  2  •  3  •  •  •  ^^2« )  durch 
die  Primzahl  4»  +  1  nicht  theilbar,  folgbcli  kann  unmöglich  jede 
der  genannten  ersten  Differenzen  mit  jener  Theilbarkeit  behaftet  sein. 
Euler  war  bei  dieser  Beweisführung  von  der  Division  von 
Differenzen  (a  -f-  1)"  —  «"  durch  eine  Zahl  2)  ausgegangen.  Welche 
Reste  stellen  sich  aber  bei  der  Division  der  einzelnen  Zahlen  a" 
durch  2^  heraus,  welche  insbesondere  bei  )i  =  '2?  Diese  Frage 
knüpfte  sich  für  ihn  an  jene  Untersuchung  an.  Hier,  sagt  er'), 
kommen  viele  ausgezeichnete  Erscheinungen  vor,  durch  deren  Be- 
trachtung nicht  geringes  Licht  auf  die  Xatui-  der  Zahlen  fällt.  Damit 
war  also  die  Lehre  von  den  Potenz resten  im  Allgemeinen,  von  den 
quadratischen  Resten  insbesondere  den  Fachgenosseu  zur  Be- 
achtung empfohlen,  und  wenige  Seiten  später  wurden  die  Kunstaus- 
drücke Reste,  rrsididi.  und  Nichtreste,  nonrcsidna,  gebildet"), 
welche  fortan  Büi'gerrecht  in  der  Zahlentheorie  haben  sollten.  Euler 
zeigt,  dass,  wenn  «  <^,  jedes  (Ip  -\-  a)~  dui'ch  ]}  getheilt  denselben 
Rest  lässt  wie  «-,  ferner  auch  (^  —  «)-  ebendenselben  Rest,  dass  also 

höchstens  nur  die  Reste  von  1-,  2-,  •  •  •  \^~z — )  ,  beziehungsweise  von 

(^)  ,   wenn  p  grad  ist,   unter  einander  verschieden  sein  können.     Er 

zeigt,   dass   also   unter   den   Zahlen   0,   1,  2,  ■•■  [p — 1)   höchstens 

— - —  oder  -^ ,  je  nachdem  p  ungrad  oder  gi-ad  ist,  Reste  für  2^  sein 

können,  dass,  wenn  unter  den  Resten  die  Zahl  ;■  sich  findet,  auch 
/■-,  f',  kurz  jedes  >■"'  unter  deu  Resten  vorkommt,  vorausgesetzt  dass 
man  übereinkommt,  r"'  statt  derjenigen  Zahl  zu  schreiben,  welche  bei 
der  Division  von  r"'  durch  p  übrig  bleibt.  Ist  ferner  r  ein  gegen  p 
theilerfremder  Rest,  ist  m^n,  und  ist  <■"'  —  .j-n  ^  ^n  ^ym—n — j^ 
durch  p  theilbar,  so  muss  diese  Theilbarkeit  von  »•'»—''  —  1  oder  von 

)■"  —  1   herrühren,    wo   k  nicht  grösser   als  ^  sein  kann-*).     Sind  r 

und  s  Reste,  so  ist  auch  rs  Rest.  Sind  r  und  rs  gegen  p  theiler- 
fremde  Reste,   so  ist  auch  s  Rest.     Ist  von  nun   an  p  eine  ungrade 


')  Novi   Commentarii   Academiae    Petropolitanae  ad  annos    1754    et    1755. 
T.  T,  14  Scholium.  =)  Ebenda  T.  V,  19  Corollarium  4.  »}  Ebenda  T.  V, 

23—24. 
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Primzahl  '2q  -\-  \,  so  lassen  sich  folgende  Sätze  behaupten:  Untei-  den 
Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  (2q)  giebt  es  genau  q  Reste  ^)  und  q  Nicht- 
reste^).  Ein  Rest  mit  einem  Niehtrest  vervielfacht  giebt  einen  Nicht- 
rest.  Das  Product  zweier  Nichtreste  ist  ein  Rest.  Ergänzung  eines 
Restes  r,  complementum  residui,  nennt  Euler  die  Zahl  p  —  r  oder 
—  r,  da  ja  np  -\-  a  durch  a  vertreten  werden  kann^l,  und  ähnhcher- 
weise  gilt  der  mit  —  1  vervielfachte  Niehtrest  als  eine  Ergänzung. 
Ist  sowohl  /•  als  —  r  Rest,  so  haben  alle  Reste  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Ergänzungen   wieder  Reste  sind,   d.  h.  die  q  Reste  zerfallen  in 

2mal    'f  Reste,    deren   jeder    positiv    und    negativ   auftritt.     Das   kann 

aber  nur  dann  stattfinden,  wenn  q  =  2n,  also  p  ^  A^n  -\-  1  ist, 
während  bei  p  ^  -in  -j-  3  keine  Zahl  gleichzeitig  mit  ihrer  Ergänzung 
Rest  sein  kann.  Die  Primzahlen  zerfallen  also  auch  in  Ansehung 
dieser  Untersuchung  in  die  zwei  Klassen  von  der  Form  An  -\-  1  und 
4w  -|-  3,  wie  sich  diese  Hassen  bei  der  Frage  der  Quadratensummen 
aufdrängten.  Damals  war  bewiesen  worden,  jede  Primzahl  4m  -f-  1 
sei  Summe  von  zwei  Quadi'aten.  Eine  andere  Behauptung  Fermat's 
ging  dahin,  jede  Primzahl  4m  -j-  3  sei  die  Summe  von  mindestens 
drei,  höchstens  vier  Quadraten,  und  nun  sollen  Schritte  auf  dem 
Wege  auch  diesen  Satz  zu  beweisen  erfolgen^). 

Wenn  sich  gezeigt  hatte,  r  und  — r  könnten  nur  bei  ^>  =  4m-|-  1 
gleichzeitig  Reste  sein,  so  wird  dieses  bei  jedem  p  =  4«  -\-  1  ein- 
trefien,  denn  da  jedes  solches  p  =  a^  -\-  h^,  so  wird  sowohl  er  als  Ir 
kleiner  als  p  sein.  Beide  Zahlen  kommen  unter  den  q  quadratischen 
Resten  von  p  vor,  und  ist  «"-  =  r,  so  ist  Ir  =  p  —  r.  Allerdings  ist 
dieser  Beweis  kein  unmittelbarer'"').  Ein  weiterer  Satz  ist  der,  dass 
das  Product  zweier  Summen  von  je  vier  ganzzahligen  Quach-aten  eine 
ähnliche  Summe  liefert: 

(«ä  -\-h-  +  c-  +  (F 1  •  (p-  +  T  +  r-  +  S-)  =  (ap  +  hq  +  cr  +  dsf 

-\-  (aq  —  bp  +  cs^^  dr)^  -\-  (ar  +  &s  —  cp  +  dqY 

+  («s  +  br  ^cq  —  djiY, 

wo  einzelne  der  Zahlen   a,  b,  c,  d,  p,  q,  r,  s  auch  Null  sein  können. 

Daraus   folgt   aber,   dass  der  Quotient   zweier   Summen   von  je   vier 

a*  -(-  6*  -{-  c*  +  rf' 
Quadi-aten    — »—r — f^r — ;T    .'  >    wenn    man    ihn     im    Zähler    und    im 
^    +  2    +  '    +  * 

Nenner   mit   p'  -\-  q'  -\-  »'^  +  s"    vervielfacht,    als    Summe    von   vier 


')   Novi    Commentarii   Academiae   Petropolitanae   ad   annos    1754  et   1755. 
T.  V,  30   Theorema  8.  =)  Ebenda  T.  V,  31   CoroUarium  2.  ^)  Ebenda 

T.  V,  36   Definitio   und'  CoroUarium    1.  ^)  Ebenda  T.  V,   39—40  Scholium. 

')  Ebenda  T.  V,  44  Scholium. 
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Quadraten  dargestellt  werden  kann,  soteru  man  die  Bedingung  der 
üanzzahligkeit  fallen  lässt.  Aus  diesem  Satze  folgt  dann  endlich 
mittels  einiger  Zwischensätze,  welche  wir  überspringen,  dass  jede 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  sich  als  Summe  von  höchstens 
vier  ganzen  oder  gebrochenen  Quadraten  darstellen  lässt. 

Euler  hat  sich  noch  in  demselben  Bande  in  zwei  sich  unmittel- 
bar an  einander  anschliessenden  Aufsätzen')  mit  den  Divisoreusummeu, 
welche  zu  den  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander  folgenden 
Zahlen  gehören,  beschäftigt.  Der  Gegenstand  hatte  schon  bei  der 
Arbeit  über  befreundete  Zahlen  (S.  595 — 596)  seine  Aufmerksamkeit 
so  weit  auf  sich  gezogen,  dass  er  eine  Tabelle  der  Divisorensummen 
von  Primzahlen  und  deren  ersten  Potenzen  zusammenstellte.  Jetzt 
ergänzte  Euler  diese  Tabelle  zu  einer  solchen  der  Divisorensummen 
der  Zahlen  von  1  bis  K'O  und  warf  die  Frage  auf,  ob  die  in  der 
Tabelle  später  erscheinenden  Zahlen  aus  den  ihnen  vorhergehenden 
hergeleitet  werden  könnten.  Dass  Am«  =  Im  ■  jt>,  so  oft  m  und  n 
theilerfremd  sind,  war  ja  bekannt,  aber  Euler  wünschte  auch  einem 
additiven  oder  subtractiven  Zusammenhange  der  Divisorensummen 
auf  die  Spur  zu  kommen.  Er  bediente  sich  dabei  folgender  nichts 
weniger  als  einwandsfreien  Betrachtung.  Er  bildete  das  endlose 
Product  (1  —  x)  (1  —  x^)  (1  —  x^)  ■  ■  •  und  fand  dasselbe  als 
x"  —  x^  —  '*^"  -j-  -i'^  +  a;'  —  x^^  —  a;*"  -j-  ■  •  •,   wo  die   Exponenten  in 

der  Form enthalten  sind,   indem  man  iii  nach  einander  die 

Werthe  0,  1,  —  1,  2,  —  2,  3,  —  3,  •  ■  •  beilegt.  Die  Vorzeichen  der 
Glieder  folgen  dem  Gesetze,  dass  nach  dem  positiven  Anfangsgliede 
je  ein  Paar  —  mit  einem  Paare  -|-  abwechselt.  Im  zweiten  Auf- 
satze sucht  er  die  ganz  empirisch  aufgestellte  Bildungsweise  durch 
eine  Induction  zu  stützen.  Dann  geht  er  zu  den  Logarithmen  der 
als  gleich  geltenden  Ausdrücke  über,  d.  h.  er  setzt: 

log  (1  -  x)  +  log  (1  -  x')  -f  log  (1  -  x') -{-■■■ 
=  log  (x°  —  x^  —  x^  -{-  x^  -\-  x''  —  •  •  •). 

Differentiation  nach  x  und  nachfolgende  Multiplication  mit  — x  liefert: 

X        .       2a:-  3a:'       .  x  +  2x^~bx^—  7a:'-| 

1  —  .r  "■"  1  —  X-    I     1  —  x"    >     '"  1  —  X  ~x--\-  x"^  -t-  .r'  •  ■  ■     ' 

Die  linksseitigen  Brüche  werden  in  unendliche  Reihen  verwandelt, 
deren  Addition  die  neue  Reihe  x  jl  -\-  x-  / 2  -(-  x''  / 3  -J-  x*  A  -|-  •  •  • 
hervorbringt.     Diese  Reihe  wird  mit  dem  Nenner  des  Bruches  rechts 


')  Novi  Commentarii  Äcademiae  PetrojioUtanae  ad  annos  1754  et  1755. 
T.  V,  59 — 74  {Observatio  de  stimmis  divisorum)  und  75 — 83  {Demonstratio  theo- 
rematis  circa  ordinem  in  summis  divisorum  ohsenmtum). 
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rervielfacht  uud  das  Product  dem  Zähler  des  Bruches  rechts  aüed- 
weise  gleichgesetzt.    So  gelangt  Euler  zu  Gleichungen  von  der  Gestalt 

fn  =  J(n  -  1)  +  J{n  —  2)  —  f{n  —  5)  —  J\n  -  7) 

+  /(»«- 12) +/(w- 15) . 

Die  Vorzeichen  geben   die  regelmässige  Wiederkehr  von  -| — | 

zu  erkennen.  Die  Reihe  bricht  ab,  sobald  hinter  dem  /'  eine  nega- 
tive Zahl  erscheinen  würde.  Kommt  j(n  —  n)  =  fO  vor,  so  ist  für 
dieses   an    sich   unbestimmte    Symbol   der   Werth   n   zu   setzen.     Die 

von  11  jedesmal  abzuziehenden  Zahlen  sind  wieder  die  ^ ^^^ 

w/  =  +l,  —1,  -1-2,  —2,  -1-3,  ~3  etc.  Die  Prüfung  der  Formel 
an  M  =  1,  2,  -•■  12  und  an  m  =  101  giebt  Richtiges. 

Ueber  drei  Abhandlungen,  welche  Eni  er  in  den  Jahren  175G 
und  1757  der  Petersburger  Akademie  zum  Drucke  übergab^),  können 
wir  sehr  rasch  hinweggehen.  Sie  gehören  insgesammt  der  Lehre  an, 
welche  man  später  als  die  von  den  Formen  bezeichnet  hat,  und  zwar 
sowohl  der  quadratischen  als  der  cubischen  Formen.  Zahlreiche 
Einzelsätze  sind  erkannt,  aber  ein  einheitlicher  Gesichtspunkt  ist  nicht 
gewonnen,  so  dass  man  Euler  wenigstens  bis  zu  der  Zeitgrenze, 
welche  wir  uns  gesetzt  haben,  nicht  als  Schöpfer  der  Lehre  von  den 
Formen  in  dem  Maasse  bezeichnen  darf,  wie  er  es  für  die  Lehre  von 
den  quadratischen  Resten  und  den  Potenzresten  überhaupt  war. 

Der  Name  Potenz  r  est  kommt  in  einem  Aufsatze  Eni  er 's 
vor,  mit  dessen  Erwähnung  wir  unseren  Bericht  schliessen  müssen. 
TJieoremata  circa  residua  ex  divisione  potestattim  relicta^)  enthält  von 
besonders  bemerkenswei'then  Ergebnissen,  dass,  wenn  ^J  Pi'imzahl  und 
a  nicht  durch  ^j  theilbar  ist,  es  eine  kleinste  Zahl  A  geben  müsse, 
welche  hervorbringt,  dass  a'-  bei  Division  durch  |)  den  Rest  1  lässt; 
dass  alsdann  auch  a-"*,  a^^-  u.  s.  w.  denselben  Rest  1  lassen  muss; 
dass  die  Zahlen  1,  «,  «-,  •  ■  •  a^~^  bei  der  Division  durch  p  lauter 
verschiedene  Reste  entstehen  lassen;  dass  X  ein  Divisor  von  p  —  1 
sein  muss.  Der  Beweis  dieses  letzteren  Satzes  ist  in  sehr  eigenthümlicher 
Weise  geführt.  Ist  a^  um  1  grösser  als  ein  Vielfaches  von  p  und 
«''  um  )-  grösser  als  ein  ebensolches,  so  muss  auch  «■'+''  bei  Division 
durch  2)  den  Rest  r  lassen,  und  alle  überhaupt  bei  der  Division  irgend 
eines  «'  durch  p  sich  ergebenden  Reste  kommen  bei  der  Division  der 
Zahlen  1,  «,  a",  •  •  •  a'-~'-  vor.  Nun  giebt  es  bei  der  Division  durch  2> 
im  Ganzen  p  —  1  mögliche  Reste,  folglich  ist  A  ^C/j  —  1.    Ist  A  <^)  —  1, 

')  Novi  Commentarü  Academiae  PetrojJoUtanae  ad  annum  175G  et  1757. 
T.   VI,   85—114,    155—184,    185—230.  =)    Ebenda    1758   et    1759,    T.   VII, 

49—82. 
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SO  wird  gezeigt,   dass  k  ^  ^— ^ —  sein  muss.     Falls  A  <  ^— ^ — ,    so    ist 

die  Folgerung   gestattet,    es   werde  A^^— r —   sein,   und  so   geht   es 

immer   weiter.     Endlich   muss   einmal   l  = werden,   d.  h.    A   ist 

als  Divisor  in  p  —  1  enthalten.  Weil  aber  a'"''-,  wie  vorher  gezeigt 
war,  denselben  Rest  wie  a  liefei-t,  nämlich  den  Rest  1,  so  ist 
a""'  =  a^— '  um  1  grösser,  als  ein  Vielfaches  von  p,  und  damit  ist 
ein  neuer  Beweis  des  Fermat'schen  Lehrsatzes  entdeckt,  der, 
nach  Euler's  Ausspruch,  natürlicher  sei  als  derjenige,  den  er  früher 
veröffentlichte,  und  der  sich  (S.  592)  auf  die  Binominalentwicklung 
stützte. 


108.  Kapitel. 

Combiuatorik.   Wahrsclieiuliclikeitsrechunug. 

Wir  haben  (S.  532)  von  zwei  durch  Euler  gelösten  geometrischen 
Aufgaben  gesprochen,  welche  vermöge  der  von  ihm  benutzten  Me- 
thoden mehr  der  Combinatorik  als  der  Geometrie  angehören.  Wir 
kommen  gegenwärtig  auf  sie  zurück.  In  der  ersten  Aufgabe  von 
ITotj  handelt  es  sich  darum'),  ob  es  möglich  sei  (Fig.   100),  in  fort- 


Fig.  100. 


gesetztem  Laufe  die  sieben  Brücken  a,  h,  c,  d,  e,  f,  g  derart  zu  über- 
schreiten, dass  man  über  keine  Brücke  mehr  als  einmal  ffehe.  Euler 
drückt  ein  Hinübergehen  von  einem  der  Gebiete  A,  B,  C,  D  nach 
einem  anderen  symbohsch  durch  Aneinanderfügung  der  beiden  Buch- 
staben aus,  welche  jenen  Gebieten  zur  Bezeichnung  dienen.  Demnach 
bedeutet  AB,  dass  man  über  irgend  eine  Brücke  von  A  nach  B 
gegangen  sei,  BD  dass  man  sich  von  B  nach  D  begeben  habe,  und 
ABD  soll  bei  nur  einmaliger  Schreibung  des  Zwischenbuchstabens  B 

')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  aiinum  1736.  T.  YIII,  128 — 140. 

39* 
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anzeigen,  dass  man  von  A  nach  B,  dann  weiter  uacli  1)  gegangen 
sei  u.  s.  w.  Der  Uebergang  über  eine  Brücke  wird  also  durch 
2  Buchstaben,  der  über  2  durch  3  Buchstaben,  der  über  n  Brücken 
durch  (n  -\-  1 )  Buchstaben  angedeutet,  und  wir  wissen  als  erstes  Er- 
gebniss,  dass  der  Weg  über  die  7  in  Frage  stehenden  Brücken  durch 
8  Buchstaben  zu  bezeichnen  sein  wird.  Zu  einem  zweiten  Ergebnisse 
gelangen  wir  folgendermassen.  Führt  eine  Brücke  von  A  nach  einem 
anderen  Gebiete,  so  muss  der  Buchstabe  A  einmal  in  der  Wegrangabe 

/  OD 

vorkommen.  Er  muss  2mal,  omal,  (w-^l)-mal  vorkommen,  wenn 
3,  5,  (2m-{-l)  Brücken  in  das  Gebiet  A  einmünden,  und  genau 
ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Buchstaben  jedes  anderen  Gebietes. 
Nun  führen  nach  A,  B,  C,  D  der  Reihe  nach  5,  3,  3,  3  Brücken. 
In  dem  Wege  müssen  also  vorkommen  ?>A,  2B,  2C,  2D  oder  9  Buch- 
staben, während  nur  8  Buchstaben  zur  Wegbezeichnung  dienen  dürfen, 
und  die  Aufgabe  ist  unmöglich.  Euler  blieb  bei  dem  Falle,  der  die 
Veranlassung  zur  Untersuchung  bot,  nicht  stehen.  Er  legte  sich  die 
weitere  Frage  vor,  wie  die  Sache  sich  gestalte,  wenn  etwa  2,  4,  2ni 
Brücken  in  das  Gebiet  A  einmünden.  Während  es  bei  der  vorher  be- 
trachteten ungraden  Brückeuzahl  keinen  Unterschied  machte,  ob  man  von 
A  ausging,  oder  erst  aus  einem  anderen  Gebiete  übei*  eine  Brücke  nach 
A  gelangte,  ist  jetzt  zwischen  diesen  Möglichkeiten  zu  unterscheiden. 
Sind  nur  zwei  Gebiete  A  und  B  vorhanden,  und  kommt  man  von  B 
nach  A  über  eine  erste  Brücke,  von  A  nach  B  über  eine  zweite 
Brücke  zurück,  endlich  über  die  {2m  —  1)'*  Brücke  nach  A,  über  die 
2 in'-"  nach  B,  so  heisst  der  Weg  BAB  ■■■  B,  d.  h.  A  kommt  wemal, 
B  aber   Hi-f-li^^'l   '^or.     Allgemein   ausgedrückt:    wenn    ein   Gebiet 

durch  2  m  Brücken  mit  einem  anderen  verbunden  ist,  so  kommt  dessen 

2  ))x  2  tu 

Buchstabe   — — |-  1  mal   oder   ~  mal    iu     der    Wegaugabe    vor,    je 

nachdem  es  den  Ausgangspunkt  enthält  oder  nicht.  Durch  Zusammen- 
fassung dieser  Regeln  kommt  Euler  zu  folgender  Anweisung.  Man 
schreibe  die  Namen  aller  Gebiete  unter  einander  und  neben  jedes 
Gebiet  die  Zahl  der  Brücken,  welche  dort  einmünden,  so  dass  die 
Summe  dieser  Zahlen,  weil  jede  Brücke  zwei  Endpunkte  besitzt, 
doppelt  so  gross  als  die  Zahl  der  überhaupt  vorhandenen  Brücken 
wird.  Neben  jede  der  angemerkten  Zahlen  schreibt  mau  deren  Hälfte, 
wenn  sie  grad,  die  Hälfte  der  um  1  vermehrten  Zahl,  wenn  sie  un- 
grad  war.  Addirt  man  diese  neue  Reihe  von  Zahlen  und  erhält  die 
Anzahl  der  Gebiete  oder  1  mehr-,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  er- 
füllbar, und  zwar  unter  der  ersten  Annahme,  wenn  man  in  einem 
ungraden,  unter  der  zweiten,  wenn  man  in  einem  graden  Gebiete  den 
Ausgangspunkt  wählt,  gi"ad  oder  imgrad  heisst  aber  ein  Gebiet  nach 
der  graden   oder  ungraden   Anzahl   der  dort  einmündenden  Brücken. 


Combinatorik.    Wahrscheinlichkeitsrechnung.  G05 

Die  zweite  Aufgabe  von  1751  hat  Euler  damals  in  eiuem  Briefe 
an  Goldbach  gestellt*).  Sie  lautet:  Auf  wie  vielerlei  Arten  kann 
ein  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt  werden? 
Ein  Viereck  AB  CD  wird  entweder  diu-ch  AC  oder  durch  BD,  durch 
die  eine  oder  durch  die  andere  Diagonale,  zusammen  auf  zwei  Alien, 
in  zwei  Dreiecke  zerlegt.  Die  Zerlegung  eines  Fünfecks  ABCDE 
in  drei  Dreiecke  mittels  zweier  Diagonalen  findet  auf  fünf  Arten  statt, 
nämlich  mittels  AC  und  AD,  mittels  BD  und  BE,  mittels  CA  und 
CE,  mittels  DB  und  DA,  mittels  EC  und  EB.  Bei  einem  mittels 
dreier  Diagonalen  in  vier  Dreiecke  zu  zerlegenden  Sechsecke  giebt  es 
vierzehn  verschiedene  Arten.  Um  die  Arten  zu  zählen,  nach  welchen 
ein  M-eck  mittels  n  —  3  Diagonalen  in  n  —  2  Dreiecke  zerlegt  wird, 
hat  man,  wenn  r  ihre  Anzahl  heisst,  folgende  Zusammenstellung: 
M  =  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10 
z  =  \,     2,     b,  U,  42,  132,  429,  1430 

und  allgemein 

2      6      10     14  4)i  — 10 

*       "2'¥'T'T'''    H—  1 

Die  Induction,  sagt  Euler,  so  ich  gebraucht,  war  ziemlich  mühsam, 
doch  zweifle  ich  nicht,  dass  diese  Sache  nicht  soUte  weit  leichter 
entwickelt  werden  können. 

Auch  an  Segner  muss  Euler  die  sieben  ersten  Zerlegungszahlen 
1,  2,  5,  14,  42,  132,  429  aber  ohne  die  zu  ihrer  Berechnung  fühi-ende 
Formel  haben  gelangen  lassen,  und  mm  entwickelte  dieser  in  den 
Verööentlichungen  der  Petersburger  Akademie  eine  Recursionsformel 
zur  Lösung  der  Aufgabe-).  Sei 
ACDEFGB  (Fig.  101)  das  zur 
Zerlegung  gegebene  Vieleck  und 
AB  irgend  eine  der  n-\-2  Seiten 
desselben.  Die  Diagonalen  von  A 
und  von  B  nach  C,  deren  erstere 
eine  Vielecksseite  selbst  ist,  lassen 
links  nur  die  Seite  AC,  rechts  das 
(_»t+l  1  Eck5CZ)£'F(?ei-scheinen. 
Das  Dreieck  ist  das  erste  über- 
haupt mögliche  Vieleck  imd  kann  mit  dem  Index  1  versehen  werden, 
das  Viereck  mit  dem  Index  2,  das  («  -j-  1)-Eck  mit  dem  Index  n  —  1. 
Eine  Seite  ist  eigentlich  keine  Figur  und  hat  den  Index  0  zu  führen. 
Die  Indices  der  durch  Ziehung  von  AC  und  BC  links  und  rechts 


')  Corresp.  nutth.  (Fuss)  I,  551 — 552.  *)  Novi  Commentarii  Academiae 

Petropolitanae  pro  annis  1758  et  1759.    T.  VE,  283—310. 
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erscheinenden  Gebilde  sind  dieser  Erläuterung  zufolge  0  und  n  —  1, 
die  Indexsumme  0  +  («  —  1)  =  w  —  1.  Kann  die  Figur  vom  Index 
n  —  1  auf  q  Arten  in  Dreiecke  zerlegt  werden,  so  sind,  weil  links 
eine  weitere  Zerlegung  nicht  stattfindet,  für  das  ganze  (m  -f-  2)-Eck 
q  Zerlegungen  vorhanden,  so  oft  ABC  eines  der  gebildeten  Dreiecke 
ist.  Nun  ziehe  man  AD  und  BD,  betrachte  also  ABD  als  eines 
der  gebildeten  Dreiecke.  Links  bleibt  von  der  ganzen  Figur  das 
Dreieck  ACD  mit  dem  Index  1  übrig,  rechts  ein  »«-Eck  mit  dem 
Index  n  —  2,  die  Indexsumme  ist  1  -}-  (n  —  2)  ^  n  —  1.  Kann  die 
Figur  vom  Index  n  —  2  auf  p  Arten  in  Dreiecke  zerlegt  werden,  so 
sind,  weil  abermals  links  eine  Zerlegung  nicht  stattfindet,  für  das 
ganze  (n  -\-  2)-Eck  jj  Zerlegungsai-teu  vorhanden,  so  oft  ABD  eines 
der  gebildeten  Dreiecke  ist.  Schiebt  sich  die  Spitze  des  durch  zwei 
Diagonalen  über  AB  gebildeten  Dreiecks  abermals  weiter  nach  rechts, 
so  bleibt  links  ein  Viereck  vom  Index  2  mit  2  Zerlegungsarten, 
rechts  ein  (n  —  1)-Eck  vom  Index  n  —  3  mit  etwa  o  Zerlegungs- 
arten, und  da  die  Zerlegungen  links  und  rechts  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  giebt  es  2o  Zerlegungsarten  mit  dem  hier  beschrie- 
benen Dreiecke.  Die  Thatsache,  dass  hier  ein  Product  2o  auftritt, 
macht  es  wünschenswerth,  auch  den  Zahlen  q  und  p  die  Producten- 
form  Iq  und  1-p  zu  geben,  oder  mit  «.=  1,  6=1,  c=2  die 
drei  Producte  aq,  bp,  co  erscheinen  zu  lassen,  wo  die  einander  ver- 
vielfachenden Factoren  die  Zerlegungszahlen  der  links  und  rechts  von 
dem  über  AB  gezeichneten  Dreieck  übrigbleibeuden  Figuren  sind 
und  1  als  die  Zerlegungszahl  der  überhaupt  unzerlegbaren  mit  dem 
Index  0  behafteten  Seite  gilt,  um  die  Gleichmässigkeit  der  Formel- 
glieder herzustellen.  Welcher  Punkt  des  Vielecks  daher  als  Spitze 
des  mit  AB  als  Grundlinie  hergestellten  Dreiecks  gewählt  wird, 
immer  erscheint  die  Anzahl  der  alsdann  möglichen  Zerlegungsarten 
in  Gestalt  eines  Productes  wie  aq,  bp,  co  d.  h.  in  Gestalt  des  Pro- 
ductes  der  Zerlegungsarteu  solcher  Figuren,  deren  Indices  sich  zu 
n  —  1  ergänzen,  uud  die  Summe  aller  Producte  aq  -\-  b2}  -{-  co  -{-  ■  ■  ■ 
liefert  die  Anzahl  der  Zerlegungsarten,  welche  voraussetzen,  dass 
ein  Dreieck  die  AB  zur  Grundlinie  habe.  Bei  jeder  überhaupt 
denkbaren  Zerlegung  muss  aber  ein  Dreieck  mit  AB  als  Grund- 
linie vorkommen,  also  ist  aq  -\-  bpi  -\-  co  -\-  ■■  ■  die  gesuchte  An- 
zahl. Ihre  Bildung  vereinfacht  sich  durch  die  Erwägung,  dass  einer 
Figur  mit  dem  Index  k  eine  andere  mit  dem  Index  n  —  1  —  k 
gegenüberliegt,  mag  sich  die  erstere  links,  die  zweite  rechts  von  dem 
Dreiecke  über  AB  befinden  oder  umgekehrt,  dass  also  Producte  wie 
aq,  hp,  CO  je  zweimal  symmetrisch  am  Anfang  und  am  Ende  der 
Entwicklung  vorkommen.     Alle  diese  Producte  paaren  sich  ab,   d.  h. 
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sie  erhalten  den  Factor  2  und  treten  in  nur  halber  Gliederzahl  auf, 
so  oft  ti  —  1  eine  ungrade  Zahl  ist.  Bei  gradem  ii  —  1  erscheint 
ein  Product  cl^  zweier  gleicher  Anzahlen  von  Zerlegungen  einer  Figur 

mit  dem  Index  — .:, — ,  weil  eine  derartige  Figur  links  und  eine  zweite 

rechts  von  dem  über  AB  beschriebenen  Dreiecke  erscheint.  Segner 
knüpft  an  diese  Auseinandersetzung  eine  Tabelle  der  ausgerechneten 
Zerlegungsarten  bis  zum  Zwanzigeck. 

In  den  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  ging  den  eigent- 
lichen Abhandlungen  eine  vom  Secretär  der  Gesellschaft  herrührende 
geschichtliche  Einleitung,  Mstoire,  voraus,  welche  meistens  den  Inhalt 
der  eingereichten  Schriftstücke  in  gedrängter  Kürze  und  ausserdem 
Nekrologe  verstorbener  Akademiker  enthielt.  Sj/äter  entstandene 
Akademien  befolgten  dieses  Beispiel.  Auch  dem  Bande  der  A'oi"«' 
Commentarü  Academiae  Fetropolitanae,  welcher  Segner's  Abhandlung 
einschloss,  war  eine  aus  Goldbach's  Feder  stammende  Einleitung 
vorgedruckt.  In  ihr  meldet  Goldbach,  dass  Euler  ihm  seiner  Zeit 
die  oben  angeführte  independeute  Formel  mitgetheilt  habe,  welche 
eine  Ausrechnung  noch  leichter  als  Segner's  Recursionsverfahren  zu- 
lasse, und  welche  einige  IiTthümer  in  Segner's  Zahlen  nachweise. 
An  diese  Bemerkung  schliesst  sich  eine  Tabelle  der  richtig  gestellten 
Zerlegungszahlen  bis  zum  Fünfundzwanzigeck  einschliesslich,  bei 
welchem  eine  zwöLfziffrige  Zahl  erscheint. 

An  den  Bericht  über  die  beiden  geometrisch -combiuatorischen 
Aufgaben  knüpfen  wir  den  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
an,  also  über  Dinge,  von  welchem  zuletzt  im  90.  Kapitel  die  Rede  war. 

Jean  Jacques  d'Ortous  de  Mairan^)  (1678 — 1771),  gewöhn- 
lich kurzweg  De  Mairan  genannt,  Mitglied  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  seit  1718  und  Secretär  derselben  seit  1741,  legte 
dieser  Gesellschaft  1728  eine  Untersuchung  über  das  Spiel  „Grad 
oder  üngrad"  vor,  welche  aber  nicht  gedi-uckt  worden  ist.  Nur  in 
dem  einleitenden  Vorberichte  finden  wir  eine  Erwähnung-),  welche 
so  umfangreich  ist,  dass  wir  ihr  De  Mairan's  Gedanken  entnehmen 
können.  Hält  Jemand  in  einer  festgeschlossenen  Faust  Rechenpfennige 
verborgen  und  fragt,  ob  deren  Anzahl  grad  oder  ungrad  sei,  so  ist 
die  allgemeine  Annahme  die,  es  spreche  ebensoviele  Wahrscheinlich- 
keit für  die  eine  wie  für  die  andere  Antwort.  De  Mairan  behauptet, 
es  sei  vortheühaft  auf  ungrad  zu  wetten  und  begi-ündet  diese  Be- 
hauptung wie  folgt:  Die  in  der  Faust  enthaltenen  Rechenpfennige 
sind  einem  vorher  vorhandenen  Haufen  von  Rechenpfennigen  entnommen. 

•)  Poggendorff  II,  17—18.  ')  Histoire  de  l'Academie  des  sciences  de 

Paris.   Ann^e  1728.   Histoire  pag.  53 — 57. 
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Enthielt  dieser  2«  Reclieuijfemiige,  so  konnten  1,  3,  5,  •••  (2h —  1) 
oder  2,  4,  6,  •  ■  ■  (2ii)  erfasst  werden,  also  genau  ebenso  leicht  eine 
ungrade  als  eine  grade  Anzahl.  Enthielt  der  Haufen  aber  2)i  -\-  1 
Rechenpfennige,  so  kommt  zu  den  vorigen  Fällen  noch  die  der  Er- 
fassung aller  (2n  -\-  1)  Rechenpfennige  hinzu,  die  ungrade  Wahl  hat 
also  eine  Möglichkeit  mehr  für  sich.  De  Mairan  beutete  diesen  Grund- 
gedanken dann  noch  weiter  aus,  indem  er  annahm,  dass  mehrere 
Haufen  Rechenpfennige  vorhanden  waren,  von  deren  einem  die  in 
der  Faust  enthaltenen  entnommen  wurden,  dass  das  Maximum  der 
Rechenpfennige,  die  in  jedem  Haufen  sich  befinden  können,  aber  nicht 
thatsächlich  befinden  müssen,  gegeben  sei,  und  dergleichen  mehr. 

Nicole  hat  im  Februar  und  im  März  1730  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  zwei  Abhandlungen^)  vorgelegt,  in  deren  ersterer 
es  sich  darum  handelte,  wer  von  zwei  Spielern,  deren  Geschicklich- 
keiten sich  wie  p  zu  q  verhalten,  unter  einer  vorbestimmten  Anzahl 
von  Spielen  mindestens  eines  mehr  als  der  Gegner  zu  gewinnen  hofi'en 
dürfe,  und  als  wie  gross  sein  Vortheil  sich  berechne.  In  der  zweiten 
Abhandlung  war  die  Aufgabe  auf  mehr  als  zwei  Spieler  ausgedehnt 
und  zum  Gewinne  als  uothwendig  erachtet,  dass  ein  Spieler  min- 
destens ein  Spiel  mehr  als  irgend  einer  der  anderen  Spieler  gewinne. 
Das  Meiste,  was  Nicole  hier  vorbrachte,  war  nicht  durchaus  neu, 
sondern  schon  von  De  Montmort  und  De  Moivre  in  Angrifi'  ge- 
nommen, wenn  nicht  gelöst.  Eine  Bemerkung  ist  allenfalls  hervor- 
zuheben, nämlich  die"),  dass,  wenn  die  in  der  ersten  Abhandlung 
vorausgesetzten  beiden  Spieler  2«  Spiele  mit  einander  machen,  die 
Gewinnhoifnung  des  geschickteren  Spielers  die  gleiche  bleibe,  als 
wenn  die  Verabredung  auf  2n  —  1  Spiele  getroffen  worden  wäre, 
während  im  Allgemeinen  die  Gewinnhofihung  des  geschickteren  Spielers 
mit  der  Zahl  der  zu  machenden  Spiele  wachse.  Den  Grund  des 
scheinbaren  Widerspruchs  erkennt  Nicole  darin,  dass  bei  2ii — 1 
Spielen  der  Gewinn  von  «,  bei  2n  Spielen  dagegen  der  Gewinn  von 
■n  -j-  1  Spielen  erforderlich  ist,  um  eine  Entscheidung  hervorzubringen, 
d.  h.  bei  2n  Spielen  muss  der  Gewinner  dem  Vei-lierenden  um  zwei 
Spiele  voraus  sein,  bei  2n  —  1  Spielen  nur  um  ein  Spiel. 

Das  Jahr  1730  war  es  auch,  welches  in  London  ein  Buch  heraus- 
kommen sah :  Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  qiiadraturis.  Äccessere 
variae  considi'ratioiics  de  mefhodls  cumpamtiotium ,  comhinationum  et 
differentiarum ,  solutlunes  diffkUioram  aliquot  proUcmatHm  ad  sorfem 
spectantium,  itemque  construdiones  faciles  orhium  planetamm,  una  cum 


')  Histoire  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris.    Annee   1730,    pag.  45 — 56 
und  331 — 3-14.         -)  Ebenda  pag.  54 — 55. 
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determinaiione  maximarum  et  i)ii)iiman(m  mututlonum  quac  in  motihus 
corporum  coclestium  occurninf.  Auf  dem  Titelblatte  war  kein  Ver- 
fasser angegeben,  aber  an  der  Spitze  des  Widmungsschreibens  von 
Martin  Folkes  nannte  sich  De  Mo i vre  als  Urheber  der  MisceUaiica 
unaJijtiai.  wie  man  das  Werk  zu  nennen  pflegt.  Wir  haben  schon 
(S.  342)  evwälmt,  dass  die  MisceUanea  analytica  Dinge  enthalten, 
welche  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  augehören.  De  Moivre  ver- 
theidigt  sich  dort  gegen  De  Montmort,  der,  wie  wir  gleichfalls 
schon  wissen  (S.  336),  in  der  zweiten  Ausgabe  seines  Essay  ä' Analyse 
siir  les  Jeux  de  Hazard  eine  im  Grunde  sekr  unschuldige  Bemerkung 
De  Moivre's  zum  Anlass  für  eine  breite  Polemik  gewählt  hatte. 
Jetzt  nahm  De  Moivre  das  Wort.  Er  widmete  einen  ganzen  Ab- 
schnitt') der  Wahi-scheinlichkeitsrechnung,  beziehungsweise  der  Ant- 
wort auf  einige  Anschuldigungen.  Es  wird  darin  erzählt,  dass  De 
Montmort  1715,  also  nach  dessen  Aeusseruugen  von  1713,  in  London 
gewesen  sei,  dass  De  Moivre  ihn  damals  in  fi-eundschaftlichster  Weise 
henimgeführt  habe,  dass  De  Montmort  bei  der  Rückkehr  nach  Paris 
geschrieben  habe,  er  werde  der  ihm  erwiesenen  Liebenswürdigkeiten 
stets  eingedenk  bleiben.  Die  Spannung  hatte  demnach  nur  kurz  ge- 
dauert, und  De  Moivre's  Ton  gegen  den  überdies  jetzt  schon  seit 
elf  Jahren  Verstorbenen  war  ein  höchst  anerkennender,  nur  die  ihm 
selbst  gemachten  Vorwürfe  zurückweisender.  Was  an  Aufgaben  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  hat  aber  nur  für  eine  aus- 
führliche Geschichte'-)  dieses  besonderen  Zweiges  der  mathematischen 
Wissenschaften  genügende  Wichtigkeit,  um  dabei  zu  verweilen. 

Daniel  Bernoulli  hat  in  den  Abhandlimgen  der  Petersburger 
Akademie  für  1730  und  1731  eine  Arbeit^)  veröffentlicht,  mit  welcher 
er  eine  Reihe  von  L^ntersuchungen  begann,  welche  wir  nicht  zu  er- 
wähnen berechtigt  sind,  weil  sie  jenseits  der  Zeitgi-euze  fallen,  die 
wir  uns  gesteckt  haben.  Nur  über  den  einleitenden  Aufsatz  dürfen 
wir  berichten.  Er  führt  den  Titel  eines  Versuches  einer  neuen 
Theorie  eines  Maasses  für  den  Zufall  und  bringt  in  der  That  Ge- 
danken zum  Vorschein,  welche  vorher  niemals  gedruckt  worden  waren, 


')  De  Moivre,  MisceUanea  aiialytica  pag.  146 — 229,  Liber  Vn.  Besponsio 
ad  quasdam  Criminationes.  *)  Todhunter,  History  of  thc  mathematical  theonj 
of  probability  front  the  tivie  of  Pascal  to  that  of  Laplace  pag.  187 — 190. 
')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  aniios  1730  et  1731.  T.  V,  175 — 192. 
Eine  deutsche  Uebersetzung  mit  mathematischen  Anmerkungen  von  A.  Frings - 
heim  und  mit  einer  mehr  den  nationalökonomischen  Werthbegriff  und  dessen 
Entwicklung  betreffenden  Einleitung  von  L.  Fick  ist  (Leipzig  1896)  in  der 
„Sammlung  älterer  und  neuerer  staatswissenschaftlicher  Schriften  des  In-  und 
Auslandes"  erschienen. 
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und  welche  dann  im  Laufe  der  Zeiten  zur  Letre  von  der  im  Gegen- 
sätze zur  mathematischen  Erwartung  vorhandenen  moralischen 
Erwartung  sich  ausgebildet  haben.  Alle  Schriftsteller  —  das  ist 
etwa  der  Sinn  von  Daniel  Bernoulli's  Entwicklungen  —  setzten  den 
Werth  einer  Erwartung  gleich  der  Summe  der  Producte  der  zu  er- 
zielenden Gewinne  in  den  Bruch,  der  jedesmal  zum  Zähler  die  Anzahl 
der  der  Erringung  des  Gewinnes  günstigen  Fälle,  zum  Nenner  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Fälle  besitze.  Dabei  komme  der 
Werth,  valor.  des  Gewinnes,  aber  nicht  das  in  Betracht,  was  mau 
seinen  wirthschaftlichen  Nutzen,  seinen  Vortheil,  emolumcntnm, 
nennen  könne.  Dieser  hänge  von  dem  wirthschaftlichen  Zustande  der 
Person,  ex  conditione  personae,  welche  den  Gewinn  erziele,  ab.  Mitt- 
lerer Vortheil,  cmolumentum  medium,  sei  alsdann  die  Summe  der 
Producte  der  einzelnen  Vortheile  in  die  vorher  erklärten  Brüche. 
Der  Vortheil  selbst  setzt  sich  aus  Elementen  zusammen,  welche  im 
graden  Verhältnisse  der  Elemente  des  Gewinnes  und  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Vermögens,  summa  bonorum,  stehen,  eine  Hypothese, 
welche  unter  unzähligen  gewählt  wird,  und  deren  Begründung  auf 
Folgendes  hinausläuft:  Die  meisten  Menschen  verzehren  ihre  Ein- 
künfte, dieser  5000  Dukaten,  jener  halb  so  viel.  Dem  Ersten  er- 
wächst durch  1  Dukaten  nicht  mehr  Vortheil  als  dem  Zweiten  durch 

1 

—  Dukaten,  was  in  der  Gleichung  ^^r^  =  r^^-r  sich  spiegelt,  und  diese 

Gleichung  ist  das  erwähnte  Gesetz  für  die  Ermittelung  des  Vortheils. 
Ist  also  ,f  das  Vermögen,  dx  das  Element  der  Vermögenszunahme, 
dy  das  Element  des  Vortheils,  h  ein  Projjortionalitätsfactor,  so  muss 

dy  =  —7^  ,  y  ^  h  ■  log  X  +  C  sein ,  oder  bei   C  ^  —  b  log  « ,  wo   a 

das  Anfangsvermögen  bezeichnet,  auch  y  =  b  ■  log  —  •  Denkt  man 
sich  das  Vermögen   x  aus   a   und   dem   hinzugekommenen    Gewinne, 

lucTum,  Xj  gebildet,  so  ist  y  ^  b  ■  log ■     Auch  hier  lässt  sich 

ein  cmolumentum  medium  bilden,  wenn  man  die  verschiedenen  Einzel- 
emolumente^)  y^,  y^,  y^,  •■■  mit  der  Wahrscheinlichkeit  Pi,  m,  p^,  ••• 
sie  zu  erzielen  vervielfacht  und  die  Producte  addirt.  Das  mittlere 
Emolument  ist  also 

i  =A  2/1 +i'2  2/2  4-^2/3+  ■■■=Pi1>  log  ~^  +Pi  b  log  "^  +P3b\og  ""—^ 

-\----=P,b  log («  +  X,)  +  p, b  log (a  +  x^)  +  p.^ b  log («  +  x^) 

-\ (i'i  -\-lh  +  lh  +  ---)^  logO; 

')  Unsere  Bezeichnung    weicht   hier  im  Anschlüsse   an   Tod  hunter  1.  c. 
pag.  21i  von  der  Bernoulli's  ab. 
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ein  Ausdruck,  der  noch  einfacher  wird,  wenn  die  Wahrscheiulich- 
keiten  p^,  }).,,  2h>  •■■  ^He  Möglichkeiten  erschöpfen,  d.  h.  wenn 
^'i  -{'  Pi  'h  Pi  ~\~  •  •  •  =  1  ist.     Dann  ist  nämHch 

Y=blogX  —  h  log  a  mit  X  =  («  +  a\)p-  ■  (a  +  x.,}'''-  ■  (a  +  x^)P'  ■■■. 
Eine  solche  Erschöpfung  der  Möglichkeiten,  wie  sie  hier  vorausgesetzt 
wurde,  muss,  da  bei  ehrlichem  Spiele  doch  nicht  in  allen  Fällen  ge- 
wonnen  werden  kann,  einige  der  x  negativ  auftreten  lassen,  so   oft 
der  Gewinn  ein  Verlust  ist. 

Bernoulli  zeigt  dann,  dass  jedes  Spiel  unvortheilhaft  ist. 
Haben  zwei  Personen  je  100  Dukaten  und  spielen  um  50  Dukaten 
in  einem  Spiele,  welches  genau  gleiche  Gewinnwahrscheinlichkeit  für 
Jeden  bietet,  so  ist 


X  =  (100  +  50)2  .  (^100  —  50V^  =  1/7500  <  87, 
also  jeder  der  beiden  Spieler  verschlechtert  sein  Vermögen  um  mehr 
als    13   Dukaten    dadurch,    dass    er    sich    überhaupt    auf    das    Spiel 
einlässt. 

Je  grösser  das  Vermögen  im  Verhältnisse  zum  Einsätze  ist,  um 
so  geringer  wird  der  der  Spielgefahr  gleichkommende  Verlust,  und 
somit  bestätige  sich,  was  im  bürgerlichen  Leben  allgemeine  Annahme 
zu  sein  scheine,  dass  der  Eine  ein  zweifelhaftes  Unternehmen  wagen 
dürfe,  ein  Anderer  nicht.  Nachdem  eine  Nutzanwendung  der  gleichen 
Grundgedanken  auf  die  Frage,  ob  man  schwimmende  Güter  versichern 
solle,  gemacht  ist,  wobei  es  wesentlich  auf  das  Verhältniss  des 
Betrages  der  schwimmenden  Güter  zum  Gesammtvermögen  ankommt, 
wendet  sich  Daniel  Bernoulli  einem  anderen  Gegenstande  zu. 

Es  ist  die  1713  von  Niclaus  I  Bernoulli  gestellte  Aufgabe 
(S.  338),  welche  in  folgender  Form  ausgesprochen  wird:  Paul  soll 
dem  Peter  1  geben,  wenn  dieser  bei  einem  V""  Wurfe  mit  einem 
Geldstücke  Schrift  werfe,  dagegen  2,  4,  8  •••,  wenn  Schrift  erst  beim 
2ten^  gten^  4ton  ...  Wurfc  erscheine;  Pauls  Verlusthöhe  wird  gesucht. 
Wenn  auch  unendlich  viele  Fälle  denkbar  sind,  könne  mau  doch 
deren  Anzahl  durch  den  Buchstaben  N  bezeichnen.    Beim  1*°"  Wurfe 

entscheidet  sich   das   Spiel  zu   Peter's    Gunsten   in   —   Fällen,    beim 
2ten^  3ten^  4ten  . . .  Wurfe  in  ^,  ^,  ^  •  •  •  Fällen,  so  dass  die  Zahlen 

2>i  =  »-,   i^o  ^^  ÖS ;   P^  =  Ö3  ■ '  ■  erscheinen  und,  was  früher  X  hiess, 

1  i  2  ' 

den  Werth  ( «  +  1)-  •  (a  +  2)^  •  (a  +  4)»  •  (a  +  S)»«  •  ■  •   erhält,   faUs 

a  das  ursprüngliche  Vermögen  von  Paul  war.     Seine  Verlusthöhe  ist 
1  t  1 

demnach  (a  +  2y  ■  (a  +  2^f  ■  {a  +  2-f' a,  mithin  wechselnd 
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je  nach  dem  Werthe  von  a.  Das  war  der  erste  Versucli  eine  Auf- 
lösung der  Aufgabe  herzuleiten,  welchem  andere,  wie  schon  bemerkt, 
folgten,  und  weil  dieser  Versuch  in  den  Veröffentlichungen  der 
Petersburger  Akademie  erschien,  erhielt  die  Aufgabe  selbst  den  Namen 
der  Petersburger  Aufgabe,  wie  wir  schon  früher  (Bd.  II,  S.  461) 
gelegentlich  berichtet  haben. 

Daniel  Bernoulli  gab  als  Nachschrift  zu  seiner  Abhandlung  einen 
Brief  Cramer's  an  Niclaus  I  Bernoulli  von  1728,  welcher  die  gleiche 
Aufgabe  betrifft,  und  welchen  Daniel  Bernoulli  zu  lesen  bekam, 
nachdem  sein  eigener  Aufsatz  schon  druckfertig  war.  Auch  Gramer 
war  es  nicht  entgangen,  dass  zwischen  dem  calcal  matJicmafiqiic  und 
der  estime  vulgaire,  Ausdrücke  welche  etwa  der  mathematischen  und 
der  moralischen  Erwartung  entsprechen,  ein  Gegensatz  stattfinde,  und 
dieses  Verdienst  Cramer's  erkennt  Daniel  Bernoulli  an.  Dagegen 
verhält  er  sich  ablehnend  gegen  Cramer's  Versuch,  den  Widerspruch 
zu  heben,  welcher  darin  besteht,  dass  alle  Potenzen  der  Zahl  2  von 
2^  an  "als  einander  gleichwerthig  betrachtet  werden,  weil  schon 
2'^*  =  167772U!  als  praktisch  unendlich  gross  gelten  dürfe.  Nicht 
minder  willkürlich  ist  ein  anderer  von  Gramer  in  dem  an  Niclaus  I 
Bernoulli  gerichteten  Briefe  gemachter  Vorschlag,  die  Freude,  welche 
man  an  dem  Besitze  einer  Summe  habe,  und  die  er  la  valeur  niorah 
des  hicHS,  ihren  moralischen  Werth  nennt,  ihrer  Quadratwurzel  pro- 
portional zu  setzen. 

George  Louis  Leclerc  Graf  von  Buffon^)  (1707 — 1788) 
hat  nur  nebensächlich  seinen  reichen  Geist  auf  mathematische  Dinge 
gerichtet,  dabei  aber  den  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungeu  ein  ganz 
neues  Gebiet  eröffnet,  das  vorher  nie  beachtet  worden  war,  das  geo- 
metrische. Ein  kurzgefasster  aber  sehr  klarer  Bericht")  aus  dem 
Jahre  1733  lässt  Buöbn's   Gedanken   erkennen.     Soll  (Fig.  102)  eine 

kreisrunde  Scheibe  vom  Durchmesser  d  auf 
ein  in  quadratische  Felder  von  der  Quadrat- 
seite a  eingetheiltes  Brett  derart  geworfen 
werden,  dass  sie  genau  in  ein  Feld  zu  liegen 
komme,  ohne  über  den  Rand  desselben 
hinauszureichen,  so  kann  dieses  nur  dann 
erzielt  werden,  wenn  der  Mittelpunkt  der 
Wurfscheibe  innerhalb  des  kleineren  inneren 
Quadi'ates  oder  auf  dessen  Umrandung  zu 
Fig.  102.  liegen    kommt,    wobei    die    Seitenlänge    des 


')  Poggendorff  I,  ü.S8.        ^  Histoire  de  l'Acadcmie  des  sciences  de  Paris. 
Annee  1733.   Histoire  pag.  43 — 45. 
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inneren  Quadrates  a  —  d  ist.  Das  Feld  er  zertällt  durch  diese  Unter- 
scheidung in  zwei  Abtheilungen,  in  das  innere  Quadrat  ar  —  2ad-\-cP' 
und  die  umgebende  Figui-  2 ad  —  d'.  Soll  gleich  wahrscheinlich  sein, 
dass  der  Mittelpunkt  der  Wurfscheibe  in  die  eine  oder  in  die  andere 
Abtheilung    falle,    so    müssen    deren    Flächen    gleich    sein,     d.    h. 

a-  —  2ad  +  (/"  =  2ad  —  (P,    a  =  2d  +  d  ^2,     J  =  2  -f  |/2  = 

3,4142136  •  •  ■  oder  die  Quadi'atseite  muss  zwischen  6  und  Tmal  so 
gross  als  der  Halbmesser  der  Wurfscheibe  sein.  Dieser  einfachsten 
Aufgabe  stehen  verwickeitere  zur  Seite.  Zu  diesen  gehört  es  schon, 
wenn  das  Wurfstück  nicht  kreisrund  sondern  quadratisch  ist,  weil 
es  dann  Stellen  giebt,  die  der  Mittelpunkt  des  Wurfstückes  einnehmen 
darf,  wenn  die  Seiten  des  Wurfstückes  denen  des  Feldes  parallel  zu 
liegen  kommen,  und  bei  schrägem  Auffallen  nicht  einnehmen  darf 
Noch  verwickelter  ist  das  sogenannte  Nadelproblem,  bei  welchem 
das  Wurfstück  als  Länge  ohne  Breite  gedacht  ist.  Buffon,  so  erzählt 
der  Berieht,  welchem  wir  folgen,  habe  die  Frage,  bei  welchen  Ab- 
messungen der  Felder  und  der  Nadel  man  mit  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit  erwarten  könne,  dass  die  Nadel  auf  ein  einziges  Feld  zu 
liegen  komme  oder  nicht,  mittels  der  Quadratur  einer  Cycloide  be- 
antwortet.    Buiibn's  Arbeit  selbst  erschien  erst  1777. 

Abermals  ein  neuer  Gedanke  von  weittragender  Bedeutung  war 
es,  mit  welchem  Daniel  Bernoulli  1734  an  die  Oeffentlichkeit 
trat ').  Die  Pariser  Akademie  hatte  eine  Preisfrage  gestellt,  in  welcher 
eine  Erklärung  der  verschiedenen  Neigungen  der  Ebenen,  in  welchen 
die  Planetenbahnen  verlaufen,  verlangt  war,  und  Bernoulli  begann 
seine  Abhandlung,  durch  die  er  die  Hälfte  des  Preises  erwarb,  mit 
Untersuchung  der  Frage,  ob  jene  Verschiedenheit  der  Neigungen  auf 
eine  bestimmte  Ursache  zurückzuführen  sei.  Hier  war  also  zum 
ersten  Male  die  Grösse  der  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  eine  ge- 
wisse Reihe  von  Thatsachen  eine  gesetzliche  sei,  als  Gegenstand  der 
Erforschung  gewählt. 

Wir  haben  uns  nun  abermals  zu  De  Moivre  zu  wenden,  dessen 
Dodrine  of  chances  1738  in  zweiter  Auflage  erschien  (S.  342).  Sie 
hatte  sich  gegen  die  erste  Auflage  bedeutend  vermehrt.  Wahrschein- 
lichkeitsfragen, welche  sich  auf  verschiedene  Spiele,  wie  z.  B.  auf 
Whist  und  Piquet,  bezogen,  waren  in  weit  grösserer  Anzahl  als 
früher  vorhanden.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Angabe  zweier 
Zusätze. 


')  Reeueil  des  pieces  qui  cmt  remporte'e  le  imx  ä  l'Aeademie  des  sciences. 
T.  ni  (1734).  —  Gouraud,  Uistoire  du  caleid  des  j'robahiUtes  (Paris  1848) 
pag.  50.  —  Todhunter  1.  c.  p.  222— 223. 
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.4  und  B  spielen')  um  einen  Einsatz  s;  A  hat  zwei  Mögliclikeiten 
zu  gewinnen,  B  nur  eine,  in  einem  vierten  Falle  zieht  jeder  der 
beiden  Spieler  seinen  Einsatz  zurück.  Wie  gross  ist  der  Vortheil 
des  Spielers  J.?    Da  vier  Möglichkeiten  vorhanden  sind,  so  ist  A  im 

Vortheil  mit =  -     und  B  ist  mit   ebensoviel  im  Nachtheil. 

4  4  i  ' 

Hätte  man  den  Fall,  der  das  Spiel  nichtig  macht,  nicht  berücksichtigt, 
so  wären  nur  drei  Möglichkeiten  vorhanden  gewesen,  uud  der  Vortheil 
von    A,    beziehungsweise    der    Xachtheil    von    B,    hätte    sich    auf 

"3 's  ^^  ¥  belaufen.     De  Moivre  sagt  ausdrücklich,  er  habe  die  an 

sich  sehr  leichte  Aufgabe  aufgenommen,  um  dem  Leser  bemerklich 
zu  machen,  dass  keine  Bedingung  einer  Aufgabe,  so  unbedeutend  sie 
auf  den  ersten  Blick  scheinen  könnte,  unberücksichtigt  bleiben  dürfe. 

Der  zweite  Zusatz-)  stellt  sich  dar  als  eine  Erweiterung  der 
schon  von  Fermat  auf  mehr  als  zwei  Spieler  ausgedehnte  Frage 
nach  der  Theilung  vor  eingetretener  Entscheidung  iBd.  II,  S.  601) 
auf  den  Fall  beliebig  vieler  Spieler,  deren  Geschicklichkeiten  durch 
entsprechende  Maasszahlen  ausgetlrückt  sind,  und  bei  deren  Jedem 
die  Anzahl  der  Gewinuspiele  bekannt  ist,  die  ihm  zum  endgiltigen 
Siege  noch  fehlen.  De  Moivre  lehrt  hier  ein  Verfahren,  welches  auf 
der  Bildung  von  Combinationsformen  zu  allen  möglichen  Klassen  bis 
zu  der  der  Anzahl  der  Spieler  gleichen  und  darauf  folgender  Weg- 
lassung einzelner  dieser  Formen  beiniht. 

Als  eine  Abkürzung  von  De  Moivre's  Werk  lässt  sich  The  Nature 
and  Laws  of  Chance  von  Thomas  Simpson  (1740)  betrachten^).  Fast 
alle  darin  enthaltenen  Aufgaben  sind  von  De  Moivre  entlehnt  und 
nach  ähnlichen  Methoden  wie  die,  deren  er  sich  bediente,  behandelt. 
Nur  an  wenigen  Stellen  ist  Originelles  zu  bemerken,  und  davon  sei 
ein  Beispiel  gegeben.  Wir  wissen  (S.  324 — 325),  dass  Arbuthnot 
1692  eine  Uebersetzung  von  Huygens'  Abhandlung  über  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung mit  geringen  Zusätzen  veröffentlichte.  Einer 
dieser  Zusätze  stellte  die  Aufgabe*),  deren  Lösung  Liebhabern  über- 
lassen blieb,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  berechnen,  dass  ein  geworfener 
parallelepipedischer  Körper  von  den  Seiten  a,  h,  c  so  falle,  dass  eine 
bestimmte  Fläche,  z.  B.  die  von  den  Seiten  a  und  b  gebildete,  oben 
zd  liegen  komme.  Simpson  war  der  erste,  der  eine  Auflösung  ver- 
öffentlichte, und  zwar  folgende^).     Er  beschreibt  eine  Kugel  um  den 


'■)  De  Moivre,  Doctrine  of  chances,  2.  edition,  pag.  159 — 161.  -)  Ebenda 
pag.  191 — 192.  ^)  So  lautet  -wenigstens  Todhunter's  Urtheil  1.  c.  pag.  20ü. 
Wir  selbst  kennen   Simpson's   Schrift  nicht.  *)  Todhunter   1.  c.   pag.  53, 

')  Ebenda  pag.  209—210. 
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genannten  Körper  und  lUsst  den  Halbmesser  der  Kugel  eine  Bewegung 
vollziehen,  bei  welcher  er  länafs  des  Umfangs  der  bestimmten  Ebene 
hingleitet  und  auf  der  Kugeloberfläche  eine  Figur  hervortreten  lässt, 
deren  Fläche  untersucht  wird.  Ihr  Verhältniss  zur  ganzen  Kugel- 
oberfläche ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Obenliegen  der  be- 
treffenden Ebene.  Die  Aehnlichkeit  des  Gedankens  mit  dem  von 
Buffon  |S.  012),  das  Verhältniss  von  Flächenstücken  als  Wahr- 
scheinlichkeitsmaass  zu  benutzen,  liegt  auf  der  Hand.  Wir  wollen 
damit  allei'dings  keineswegs  behaupten,  Simpson  müsse  Bufi'on's 
Arbeit  gekannt  haben. 

Johann  Bernoulli's  1742  erschienene  Gesammtwerke  enthalten 
einen  nur  kurzen  Beitrag  zur  Wahrscheinlichkeitslehre').  Die  letzte 
auf  die  Ausübung  des  Wahlrechts  bezügliche  Aufgabe  könnte  die 
Aufmerksamkeit  einigermassen  fesseln,  wenn  ihr  Sinn  nur  deutlicher 
wäre.  Es  scheint  fast,  als  nehme  Bei-noulli  an,  alle  Wähler,  deren 
Anzahl  durch  3  theilbar  sein  solle,  würden  durch  das  Loos  in  Dreier- 
gruppen eingetheilt,  und  die  Wahl  eines  gewissen  Candidaten,  für 
welchen  die  Wähler  Ä  und  JB  sich  bereits  ausgesprochen  haben,  sei 
gesichert,  wenn  diese  beiden  A  und  B  der  gleichen  Gruppe  augehören. 
Wir  wollen  indessen  nicht  als  zweifellos  hinstellen,  dass  wir  Bernoulli's 
Meinung  richtig  verstanden  haben. 

Schon  dem  vorhergehenden  Jahre  1741  gehört  ein  Werk  an, 
welches,  ohne  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeitslehre  gewidmet 
zu  sein,  doch  wohl  hier  genannt  werden  muss.  Johann  Peter 
Süssmilch^)  (1707 — 1767)  hat  abwechselnd  Medicin,  Theologie, 
Mathematik  studirt,  hat  als  Hauslehrer,  als  Feldprediger,  als  Geist- 
licher einer  kleinen  Ortschaft,  zuletzt  als  Consistorialrath  in  Berlin 
gewirkt.  Sein  Hauptwerk  von  1741  führt  den  Titel:  Die  götfliclic 
Ordmmij  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechtes  aus  der 
Gehurt,  dem  Tode  und  der  Fortpflamung  derselben  erwiesen.  Die  Voi'- 
rede  schrieb  er  „auf  dem  Marsche  zu  Schweidnitz",  also  im  Getümmel 
des  Kriegslebens.  Die  göttliche  Ordnung  wurde  1761  zum  zweiten, 
1765  zum  dritten  Male  aufgelegt.  Eine  vierte  Auflage  besorgte 
nach  Süssmilch's  Tode  dessen  Schwiegersohn  Baumann  1775.  Seit 
der  zweiten  durchaus  umgearbeiteten  Auflage  ist  die  göttliche  Ord- 
nung ein  für  Gelehrte  aller  Länder  unentbehrliches  Musterwerk  ge- 
worden, welchem  zahlreiche  Nachahmungen  folgten,  eine  statistische 
Socialwissenschaft  begründend.     Aber  auch  schon  die  erste  Auf- 


')  Joh.  Bernoulli  Opera  IV,  28 — 33.  *)  Allgemeine  deutsche  Biographie 
XXXVII,  188 — 195.  Artikel  von  V.  John.  —  Ludwig  Moser,  Die  Gesetze  der 
Lebensdauer  (Berlin  1839),  Vorrede  S.  V— VII. 
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läge  faud  ia  Deutschland  und  Holland,  in  England  und  in  der  Schweiz, 
in  Dänemark  und  Schweden  laute  Anerkennung.  Was  Halley  (S.  46), 
was  Grraunt  und  Arbuthnot  (S.  324),  was  andere  Schriftsteller 
zumeist  in  England  an  einzelnen  Tabellen  sich  verschafft  und  heraus- 
gegeben hatten,  war  hier  vereinigt  und  vermehrt.  Das  7.  Kapitel  der 
ersten  Auflage  führt  beispielsweise  bereits  die  Ueberschrift:  „Von 
denen  Krankheiten  und  ihrem  Verhältniss".  Als  sodann  eine  heftige 
Seuche  1757  viele  Menschen  dahinraffte,  widmete  Süssmilch  ihr  eine 
besondere  Schrift:  Gedanlcen  von  den  ejndonischen  Kranlheitcn  und 
dem  grösseren  Sterben  des  1757sten  Jahres,  deren  Inhalt  wieder  in  die 
späteren  Auflagen  der  göttlichen  Ordnimg  eindrang.  Süssmilch  hatte 
sich  die  Aufgabe  nicht  so  gestellt,  wie  seine  Vorgänger  und  manche 
seiner  Nachfolger  sie  stellten.  Es  kam  ihm  nicht  darauf  an,  der 
Berechnung  von  Leibi-enten  eine  feste  Grundlage  zu  geben,  er  wollte, 
was  der  von  ihm  gewählte  Titel  deutlich  ausspricht.  Der  gött- 
lichen Ordnung  auf  die  Spur  kommen  war  seine  Absicht,  sie  zu 
erkennen,  welche  die  Lebensverhältnisse  des  Menschengeschlechtes 
regelt,  mochte  der  tägliche  Verkehr  von  den  gefimdenen  Gesetzen 
Anwendung  machen  können  oder  nicht. 

Wir-  sprachen  von  Nachfolgern  Süssmilch's.  Der  Holländer 
Wilhelm  Kerseboom^)  (1691 — 1771)  kann  kaum  als  solcher  be- 
zeichnet werden,  denn  wenn  auch  seine  bedeutendsten  Schriften  über 
die  Schätzimg  der  Bevölkerung  eines  Landes  erst  1742  und  noch 
später,  also  nach  der  Göttlichen  Ordnung  erschienen,  so  reicht  seine 
erste  durchaus  unabhäno-icr  entstandene  Veröffentlichuncr  aufwärts  bis 
1737.  Dagegen  ist  der  Franzose  Antoiue  Deparcieux-)  (1703  bis 
1768)  hier  zu  nennen  mit  seinem  Essai  sur  les  probabilite's  de  la  vie 
humaine  von  1746.  Ein  wesentliches  Verdienst  dieser  Schrift  ist  die 
Einführung  des  Begiüffes  der  mittleren  Lebensdauer  eines  Neu- 
geborenen, als  welche  Deparcieux  den  Bnich  -—-?-''—] — '-, '7 

benennt,  in  welchem  a^  +  «1  +  «^  +  ^3  +  •  •  •  <lie  Anzahl  der  gleich- 
zeitig Geborenen  angiebt,  von  welchen  a^  im  Verlaufe  des  ersten, 
rtj  im  Verlaufe  des  zweiten,  a.,  und  «3  im  Verlaufe  des  dritten,  des 
vierten  Lebensjahres  sterben  u.  s.  w. 

Maclaurin  scheint  mit  seinen  in  den  letzten  .Jahren  seines 
Lebens  sich  äussernden  Bestrebungen,  eine  Wittwenversorguugsanstalt 
zu    begründen,    hierher    zu    gehören.      Wenigstens    erschienen    dahin 


•)  Nouvelle  Biographie  nniverselle  XXVTI,  G37 — 639.  Statt  der  dort  ge- 
brauchten Schreibweise  Kersseboom  benutzen  wir  die  mit  nur  einem  s,  welche 
die  weitaus  häufigere   ist.  -)  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  de  Paris. 

Anuee  1768.    Histoire  pag.  155 — 166.  —  Moser  1.  e.  S.  66. 
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zielende  Rechnungen  von  ihm  1748  nach  seinem  Tode  im  Druck  ^). 
Auch  Euler  hat  Arbeiten  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  verfasst, 
von  denen  wir  aber  nur  die  erste  aus  dem  Jahre  1751  kurz  erwähnen 
dürfen.  Sie  behandelt'-)  das  schon  von  früheren  Schriftstellern  er- 
örterte Spiel,  bei  welchem  es  darauf  ankommt,  dass  bei  gleichzeitigem, 
von  einander  unabhängigem  Ziehen  von  Karten  aus  zwei  ursprünglich 
vollständigen  Kartenspielen  von  beiden  Spielern  die  gleich  bezeich- 
nete Karte  umgeschlagen  werde. 

D'Alembert  musste  in  verschiedenen  Bänden  der  Encyclopädie 
zu  Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen  sich  herbeilassen.  Der  1754 
gedruckte  Band  enthielt  einen  Artikel  Croix  oii  inle.  Das  ist  das 
Spiel,  welches  englisch  Head  or  Tail,  deutsch  Bild  oder  Sclirift  ge- 
nannt wird.  Man  wettet,  ob  eine  in  die  Höhe  geworfene  Münze  beim 
Niederfallen  die  eine  oder  die  andere  Seite  nach  oben  kehren  werde. 
D'Alembert  griff  in  diesem  Artikel  die  gewöhnliche  Abschätzung 
der  Wahrscheinlichkeit  au.  Frage  man  nach  der  Wahrscheinlichkeit 
in  zwei  Würfen  Bild  zu  erzielen,  so  gäben  alle  Schriftsteller  die 
gleiche  Antwort.  Sie  sagten:  von  den  vier  Combinationen  der  beiden 
Würfe  (Bild  Bild,  Bild  Schrift,  Schrift  Bild,  Schrift  Schrift)  bringe 
nur  die  letzte  dem  Spieler  Verlust,  der  in  den  drei  ersten  Fällen 
gewinne,  also  sei  '3  gegen  1  für  ihn  zu  wetten.  Sei  diese  Ueber- 
legung  richtig?  D'Alembert  zweifelt  daran.  Wenn  im  ersten  Wurfe 
schon  Bild  falle,  so  sei  damit  das  Spiel  beendigt,  und  ein  zweiter 
Wurf  erfolge  nicht.  Also  gebe  es  nur  drei  Combinationen  (Bild, 
Schrift  Bild,  Schrift  Schrift),  von  denen  die  letzte  allein  Verlust 
bringe,  und  man  habe  2  gegen  1  zu  wetten.  Derjenige  Band  der 
Encyclopädie,  welcher  dann  1757  die  Presse  verliess,  enthielt  den 
Ai'tikel  Gageure,  Wette.  Hier  kam  D'Alembert  auf  die  Frage  zurück, 
um  einige,  wie  er  selbst  sagt,  sehr  gute  Einwendungen  gegen  die 
von  ihm  erhobeneu  Zweifel  mitzutheileu,  welche  Necker,  Professor 
der  Mathematik  in  Genf,  ihm  brieflich  gemacht  habe.  Necker  leug- 
nete die  Berechtigung,  die  Möglichkeit  Bild  den  beiden  anderen, 
Schrift  Bild  und  Schrift  Schrift,  als  gleichartig  zur  Seite  zu  stellen, 
und  D'Alembert  giebt  zu,  dass  dieser  Einwand  beachtenswerth  er- 
scheine, ohne  sich  allerdings  als  nunmehr  von  der  Richtigkeit  der 
gewöhnlichen  Schlüsse  überzeugt  zu  bekennen. 

In  dem  Artikel  Croix  oit  pile  ist  als  zweiter  Gegenstand  des 
Zweifels  die  Petersburger  Aufgabe  erwähnt.  Ob  Daniel  Bernoulli's 
Auseinandersetzung  genügend  befunden  werden  könne,  wisse  er  nicht, 


')  GourauJ   I.  c.   pag.  70 — 71.  ^  Histoirc  de  VAcademie  de  Berlin, 

Annee  17.t1,  pag.  255 — 270. 

Cantok,  Geschichto  der  Mathematik.    III,  3.  40 
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sagt  D'Aleinbert.  Es  liege  da  ein  Aergerniss  vor,  welches  wohl  ver- 
diene, die  Algebraiker  zu  beschäftigen^).  Am  wenigsten  Sorge  macht 
ihm  die  unendlich  hohe  Erwartung  dessen,  dem  ein  in  geometrischer 
Progression  wachsender  um  so  grösserer  Gewinn  zufällt,  je  später  der 
ihm  denselben  verschaffende  Wurf  gelingt.  Seine  Erwartung  müsse 
der  Furcht  des  anderen  Spielers,  dem  unendlicher  Verlust  drohe,  ent- 
sprechen. Jeder  andere  Spieler  würde  aber  durch  den  Vorschlag 
eines  Spieles,  in  welchem  er  in  einem  Augenblicke  unermessliche 
Summen  verlieren  könnte,  nur  beweisen,  dass  er  ein  Narr  ist,  und 
um  mit  einem  Narren  gleichauf  zu  spielen,  muss  man  nicht  minder 
närrisch  sein  als  er. 

Die  letzte  Veröffentlichung,  welche  in  diesem  Kapitel  zu  nennen 
ist,  hat  Thomas  Simpson  in  den  P.  T.  von  1755  zum  Drucke  ge- 
geben. Es  ist  ein  Brief  über  den  Nutzen,  welcher  der  praktischen 
Astronomie  daraus  erwächst,  wenn  man  einen  Mittelwerth  verschie- 
dener Beobachtungen  in  Betracht  zieht").  Dass  es  überhaupt  vortheil- 
hafter  sei,  zahlreiche  Beobachtungen  zu  vereinigen,  als  sich  auf  eine 
einzelne  mit  genügender  Sorgfalt  ausgeführte  Beobachtung  zu  be- 
schränken, galt  damals  keineswegs  als  ausgemacht,  und  Simpson  er- 
zählt in  den  einleitenden  Sätzen,  es  gebe  namhafte  Persönlichkeiten, 
welche  der  entgegengesetzten  Ansicht  huldigten.  Behufs  mathe- 
matischer Untersuchung,  fährt  Simpson  fort,  müsse  man  irgend  eine 
Voraussetzung  über  die  Grösse  der  Beobachtungsfehler  und  über  die 
Häufigkeit  ihres  Vorkommens  sich  gestatten.  Man  könne  beispiels- 
weise die  Fehler  —  v,  •  •  •  —  3,  —  2,  —  1,  0,  1,  2,  3,  •  •  ■  «  annehmen 
und  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Vorkommens  durch  r—',  ■  ■  ■  r~^, 
r~',  r~',  r°,  r^,  r^,  r^,  ■■•  r"  ausdrücken,  eine  Annahme,  welche  bei 
;■  =  1  darauf  hinau.slaufe,  dass  jeder  irgend  mögliche  Fehler  die 
gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitze.  Eine  zweite  Annahme  wäre  etwa 
die,  dass  die  Wahrscheinlichkeiten  der  genannten  Beobachtungsfehler 
sich  als  r^",  2r^—'',  ■  ■  ■  vr-^,  {v -\-  l)r",  vr^,  ■  ■  ■  2r''~i,  r'  darstellen, 
was  vielleicht  der  Wahrheit  näher  käme,  weil  bei  dieser  Voraus- 
setzung, sofern  »•  ^  1  wäre,  immerhin  so  viel  sich  ergäbe,  dass  die 
Fehler  je  gröber  um  so  seltener  auftreten.  Die  Summe  der  hier  an- 
gegebenen Glieder  enthält  in  der  ersten  und  entsprechender  in  der 
zweiten  Voraussetzung  alle  Möglichkeiten,  welche  dem  Beobachter 
sich  bieten,  und,  wenn  sie  auf  die  n'"  Potenz  erhoben  wird,  alle 
Möglichkeiten,  welche  bei  w-maliger  Beobachtung  auftreten.  Eine 
gewisse  Anzahl  von  Gliedern  dieser  entwickelten  «'''"  Potenz  dividirt 


^)  Tl  y  a  ici   quelqiic   scmuhdc   qiti    iiierite    hitii    d'occtiiivr    Ich   alyebristes. 
'-)  P.  T.  XLIX,  82—93. 
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durch  ihre  Gesammtheit,  bezeichuet  Simpson  als  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  mittlere  Fehler  von  t  Beobachtungen  eine  gewisse 
Grösse  nicht  überschreite,  und  eine  an  einem  bestimmten  Beispiele 
angestellte  Zahlenrechnung  giebt  zu  erkennen,  dass  bei  sich  häufenden 
Beobachtungen  die  Wahrscheinlichkeit,  das  arithmetische  Mittel  der 
Beobachtungen  mit  einem  irgend  erheblichen  Fehler  behaftet  zu  sehen, 
überaus  rasch  abnimmt.  Das  war  der  erste  Schritt  über  Cotes' 
Gedanken,  Beobachtungsfehler  mit  Gewichten  zu  vergleichen  (S.  398), 
hinaus,  und  wieder  war  eine  neue  Gattung  von  Untersuchungen  den 
Liebhabern  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ei-schlosseu. 
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Reiheu  bis  1736. 

Die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Reihen,  zu  welcher  wir 
gelangen,  zeigt  eine  stattliche  Entwicklung,  so  weit  es  sich  um  die 
Beschaffung  immer  neuen  Reihenmaterials  handelt,  aber  über  die  Be- 
nutzbarkeit  der  gebildeten  unendlichen  Reiheu  herrschen  fast  aus- 
nahmslos Meinungen,  welche  eher  einen  Rückschritt  gegen  das  im 
97.  Kapitel  Berichtete,  als  einen  Fortschritt  darstellen. 

Dort  wäre  freilich  auch  der  Ort  gewesen,  wo  wir  einen  Aufsatz 
Goldbach's  Specimen  mdhodi  ad  summas  serieruni  von  1718  hätten 
nenuen  sollen.  Goldbach*)  hielt  sich  damals  in  Schweden  auf  und 
verkehrte  viel  mit  dem  dortigen  Mathematiker  Anders  Gabriel 
Duhre-).  Dieser  hat  nach  aller  Wahrscheinlichkeit  den  Aufsatz,  der 
von  ziemlich  geringer  Bedeutung  ist,  an  die  Redaction  der  A.  E. 
nach  Leipzig  geschickt,  und  dort  kam  er  zum  Abdrucke^).  Kaum 
höheren  Werth  besitzt  eine  Abhandlung  Goldbach's  von  1727,  Df 
transf(ir»iafione  serienim*).  Eine  Reihe  J3  kann,  wie  Goldbach  er- 
örtert, sehr  wohl  den  gleichen  Werth  wie  eine  Reihe  C  besitzen,  und 
aus  B=C  folgt  B—C=0,  Ä±(B—C)  =  A,  d.  h.  die  Reihe 
A  wird  ohne  Werthveränderung  umgeformt,  wenn  man  zu  ihr  glied- 
weise B  addirt  und  C  subtrahirt,  oder  C  addirt  und  B  subtrahirt. 
Eine  andere  Umformung  ist  die  folgende.  Seien  a,  ß,  y  •  ■  ■  beliebige 
der  Null  näher  und  näher  kommende  Grössen,  so  ist  unzweifelhaft 
D  =  l  -\-  a  —  «  +  /3  —  ß  -j-  7  —  y  -j-  ■■■  =  1.     Nimmt    man    nun 


')  Eneström,  Bihliotheca  mathematica  1884,  pag.  15 — 16  und  1887, 
pag.  23—24.  -)  Corresp.  viath.  (Fuss)  11,  184.  ')  A.  E.  1720,  pag.  27—31. 
*)  Commentarii  Academiae  Vetropolitanae  ad  annnm  1727,  T.  II,  30 — 34.  Einige 
sinnentstellende  Druckfehler  sind  in  unserem  Berichte  verbessert. 
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eine  unendliche  Reihe  Ä  ^  a  -{-  h  -^  c  -\-  ■  ■  ■  und  vervielfacht  sie 
gliedweise  mit  D,  so  bleibt  der  Werth  von  Ä  unverändert,  während 
die  Form  eine  andere  wurde,  d.  h.  die  Summe  einer  formell  neuen 
Reihe  ist  gefimdeu.     Die  neue  Gestalt  ei-giebt  sich  als: 

[(«+/ö+(p+r/ )+ (r+/')+( //+//)  +  ■•■]•  [1 +«-«+/J-/3+y-3'+ •■•]  = 

-{-((({        +  (f  —  o)(^ -\- {<"  —  c)(^~\~[9  —  <^j"H 

-\-(ty  +{c  — a)y -{-■■■ 

+  «d  +- 

+  •■■• 
In  einem  Beispiele  zu  dieser  allgemein  und  ohne  jegliches  Bedenken 

angegebenen  Umformung  setzt  Goldbach  «  = — - — ,   ß  =  — r— : 

m'  +  TO  —  1  8  m- -{- m  —  1  ,      , 

=    ,     I  „SS    ,  V  =  — 1-x  =     ,     ,  „,,     u.  s.  w.,    «  =  1 ,    0  =  —  m, 
{vi  +  2)*     '    '         m  -\-  2  {m  +  2)"  '  '  ' 

c  =  m^,  (!==  —  m^  u.  s.  w.    Er  wählt  also  Ä  =  l  —  »i  -\-  nr  —  m^  -\ . 

Bildet  man  die  einzelnen  Kolumnen  der  neuen  Reihe,  so  erkennt  mau 

sofort  {<i  +  h)  +  aa  =  ^^j^p^,    [^c  +  d)  +  (c  —  «)  u  +  aß  =  ^^^  _^  .^^, 

u.  s.  w.     Die    umgeformte    Reihe    heisst    also    A  =  — r^  +  ; — r— :t^ 

°  m  +  2    '     {m  -\-  2)* 

~\-  -. —  .      3  -\-  ■  ■  ■.     Die  erste  Form  von  A  entspricht  der  Reihenent- 
wicklung von  -—. — ,  die  zweite  der  von  , — r~- — -  =  — ;— -  •    Heute 
°  l-\-  m '  {m  -|-  2)  —  1         »» +  1 

würde  man  hinzusetzen  müssen,  die  erste  Reihe  convergire  bei 
—  1  <  ;h  <  1 ,  die  zweite  bei  m  >  —  1,  mithin  auch  in  dem  Con- 
vergenzbereiche  der  ersten  Reihe,  innerhalb  dessen  also  eine  wirkliche 
Gleichung  zwischen  beiden  imendlichen  Reihen  stattfindet.  Goldbach 
hat  nur  eine  leise  Ahnung  von  der  Nothwendigkeit  einer  etwaigen 
Einengung  des  Gleichheitsbegriifes,  welche  aber  durch  eine  Schluss- 
bemerkung bei  Seite  geschoben  wird.  Ich  weiss  wohl,  sagt  er,  dass 
die  Meisten  behaupten,  die  erste  Reihe  A  entstehe  durch  fortgesetzte 

Division  aus   ,— , — ,  sei  aber  diesem  Werthe  nicht  gleich,  wenn  «;  >  1 : 

aber  wenn  auch  diese  Art,  endliche  Grössen  durch  unendliche  Reihen 
auszudrücken,    etwas   Ungewohntes   hat,   so   sehe   ich   doch   nicht  ein, 
warum  sie  überhaupt  zu  verwerfen  sein  soll,   da   doch   das   eben   an 
geführte  Beispiel  zeigt,  dass  man  solche  Reihen  in  andere  verwandeln 
kann,  deren  Glieder  fortwährend  abnelimen. 

Seit  1720  Mar  der  von  De  Moivre  eingeführte  Begriff  und 
Name  der  recurrenten  Reihe  (S.  370)  vorhanden.  Ohne  von 
diesen   und  verwandten  Untersuchungen  zu  wissen,  beschäftigte  sich 
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Daniel  BeruouUi  mit  dem  gleichen  Gegenstciude,  den  er  allerdings 
zeitweilig  bei  Seite  legte,  als  er  erfuhr,  dass  ihm  zuvorgekommen 
sei.  Bald  griff  er  ihn  wieder  auf,  imd  die  Frucht  dieser  Unter- 
suchungen waren  Ohsirrntiotws  de  serichiis  trcii>rciitihi(s^)  vom  Sep- 
tember 172s,  deren  Hauptinhalt  die  (S.  ö48)  angekündigte  Anwendung 
reeurrenter  Reihen  auf  Gleichungsauflösungen  ausmacht.  Einen  Be- 
weis oder  eine  eigentliche  Herleitung  des  Verfahrens  giebt  Bernoulli 
nicht.  Diesen  Mangel  ergänzte  Euler  in  seiner  Introductio,  und  wir 
werden  daher  im  111.  Kapitel  bei  unserer  Berichterstattung  über 
letzteres  Werk  auf  den  Gegenstand  zurückzukommen  haben.  Das 
Verfahren  selbst  ist  folgendes. 

Man  bringt  die  aufzulösende  Gleichung  in  die  Gestalt  1  =  ax 
-\-  hx-  -\-  ex-"  -}-  ex*'  +  •  ■  ■,  "WO  rechts  etwa  .r'  mit  v  als  ganzer  po- 
sitiver Zahl  die  höchste  Potenz  von  x  sein  mag,  beispielsweise  sei 
i»  =  4.  Man  wählt  nun  vier  (d.  h.  eigentlich  v  I  willkürliche  Zahlen 
.4,  B,  C,  D  und  setzt  eine  fünfte  E  =  iiD  +  hC  +  cB -{-  eA.  Die 
genau  gleiche  Recursionsformel  F  =  aE -^  hl) -\- cC -\- eB  lässt 
eine  sechste  Zahl  F  finden  u.  s.  w.  Setzt  man  das  Verfahren  der 
Auffindung  immer  neuer  Zahlen  mittels  der  gewählten  Recursions- 
formel bis  zu  zwei  beliebig  weit  vom  Anfang  entfernten,  unmittelbar 

auf  einander   folgenden   Zahlen    J/  und   ^"  fort,    so  ist  x  =  ^  ein 

Näherungswerth  einer  Gleichungswurzel.  Sei  z.  B.  1  =  —  2x  -\-  öx;' 
—  4.r'  -|-  X*  die  vorgelegte  Gleichung.  Man  wählt  etwa  A  ^  B  = 
C'=  D=l.     Man  findet 

£=  —  2-  1  +  5-         1—4-  1  +  1-       1=             0 

J'=  — 2-  0  +  .5-         1—4-  1  -f  1 

(?=  —  2-  2  +  5-         0  —  4-  1  +  1 

H=  —  2-  —7+5-         2  —  4-  0-fl 

/  =  —  2-  2.5  +  5— 7— 4-  2+1 

K=  —  2  —  93  +  5  •       25  —  4—7  +  1 

L  =  —  2  ■  341  +  .5  ■  —  93  —  4  •  25  +  1 


1  =  2 

1  =        —7 
1  =  25 

(I  =      —  93 
2=         341 
—  7  =  —  1254. 


Nähenmgswerthe  einer  Gleichungswurzel  sind  — ,  —  ~ ,  —  — , 
—  ^ ,    —  ^— ,    —  -^Tj ,  welcher  letztere  Werth  schon  ziemlich  genau 

ist,  da  er  zu  1  =  vp^ööe^^^öFe"  ^^  0,999487  •  •  ■  führt.  Bernoulli  er- 
kennt an,  dass  sein  Verfahren  die  Voraussetzung  einschliesse,  dass 
die  Bräche  -y,  jr,  ^,  ■  ■  •  ^  einer  gemeinsamen  Grenze  zustreben, 
was  nicht  immer  der  Fall  sei,  dann  z.  B.  nicht,  wenn  die  Gleichung 


•)  Commentarii  Acadentiae  Petropolitanae  ad  annum  1728.   T.  El,  85 — 100. 
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zwei  dem  Zahlenwerthe  nach  gleiche  Wurzeln  von  verschiedenem 
Vorzeichen,  oder  auch  wenn  sie  complexe' Wurzeln  besitze.  In  solchen 
Ausnahmefällen  habe  man  x  =  y  +  «  einzusetzen,  und  die  Gleichung 
in  1/  enthülle  die  Wurzel  unter  Anwendung  des  vorgeschilderten 
Verfahrens. 

Auch  Goldbach  hat  sich  in  dem  gleichen  Bande  der  Ver- 
öfFentlichungen  der  Petersburger  Akademie')  mit  recurrenteu  Reihen 
und  der  Form  ihres  allgemeinen  Gliedes  beschäftigt. 

Wichtiger  ist,  was  De  Mo  irre  in  seinen  31iscellanea  analytica 
von  1730  über  den  Gegenstand  veröffentlichte.  Als  Definition  der 
recurrenten  Reihe-)  gilt  die  Bedingung,  dass  eine  gewisse  Anzahl  von 
Anfangsgliedern  willkürlich  angenommen  werde,  von  welchen  alsdann 
das  nächstfolgende  Reihenglied  in  einer  gegebenen  Weise  abhängen  muss, 
und  dass  die  gleiche  Beziehung  jedes  folgenden  Gliedes  zu  derselben 
Anzahl  vorhergehender  Glieder  andauere.  Sei  z.  B.  in  A  -\-  B  -\-  C 
-\- J) -\- E -\- F -\-  ■■■,  nachdem  Ä,  B,  C  willkürlich  angenommen 
(etwa  ^=1,  B=2x,  C^3x-),  der  Zusammenhang  D  =  3Cx — 2Bx' 
+  öA.i''  =  10x%  ebenso  E  =  'dDx  —  2Car  +  bBx^  =  34:c*,  F  = 
3 Ex  —  2I)x''  -\-  öCx^  =  91  x^  u.  s.  w.,  so  ist  die  so  gebildete  Reihe 

1  +  2x  +  3.1-  +  lO.z-ä  +  34a;*  +  97, r^  -\ 

eine  recurrente  und  Bx  —  2x-  -\-  5x^ 

oder  kürzer:  3  —  2  -)-  5  heisst  der  Index  oder  die  Scala  der  Be- 
ziehung. Der  1.  Lehi-satz^)  kennzeichnet  die  geometi-ische  Reihe,  in 
welcher  jedes  folgende  Glied  das  «(-fache  der  vorhergehenden  ist, 
auch  als  recurrente  Reihe  mit  Abhängigkeit  jedes  Gliedes  von  den 
beiden  ihm  vorhergehenden.  Ist  nämlich  C  =  mB,  B  =  niÄ  oder 
B  —  niÄ  =  0,  beziehungsweise  pB  —  »ipA  =  0,  so  kann  man  letz- 
teren Ausdruck  auch  der  rechten  Gleichungsseite  von  C  =  m  B  hinzu- 
fügen   und   erhält    C=(m-\-p)B — mpA,    wobei   p   zu    beliebiger 

Auswahl  freisteht.    Eine  zweite  geometrische  Reihe  H-\-  K-{- L-\ 

mit  K=^pH,   L=2)K  u.  s.  w.  liefert  ähnlicherweise  L  =  (>n-{-2))K 

—  mpH,  und  durch  Addition  zu  der  für  C  erhaltenen  Gleichung 
entsteht*)  C  -\-  L  =  (m  +  p)  f  J5  +  Ä' )  —  »n)  {A  +  H).  Die  Werthe 
tn  -(-  p  und  —  mp,  welche  die  Scala  der  geometrischen  Reihe  dar- 
stellen, sind  aus  (x  —  m)  (x  —  p)  ^  x^  —  (m  -\-  p)  x  -\-  mp  zu  ent- 
nehmen"'), d.  h.  sie  sind  gefunden,  wenn  man  aus  diesem  Producte 
das  Glied  .<■'-  weglässt  und  die  beiden  anderen  Glieder  durch   —  x  und 

—  1    dividirt.     Die    greometrische    Reihe    lässt   sich    ferner   auch    als 


')  Commentarii  Acadeiiiiae  rctropolitanac  ad  annum  1728.  T.  III,  1G4 — 173. 
*)  De  Moivre,  MisceUaneu  aiinlijfica  pag.  -27.  ")  Ebenda  pag.  27,  Theorema  1. 
*)  Ebenda  pag.  27,  Corollarium  1.         '')  Ebenda  pag.  27,  CoroUarium  2. 
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reciirrcute  Reihe  mit  dreigliedriger  Scala  auffassen*)  u.  s.  w.  Aus 
dem  obeu  gefundenen  C=(m-\-p)B — »ijtA  braucht  mau  nur  zu 
folgern  qC  =  m<jB  -\-  pqB  —  »ipqA  und  qC —  »iqB  —  pqB  -\- 
»ipqA  =  0  und  dieses  mit  D^(m-}'p)C — mpB  zu  verbinden. 
Man  hat  alsdann  D  =  i »;  -\-  P -\- q)  C  —  (»ip  -\-  mq  -\-  pq)  B  -\-  mpqÄ 
mit  willkürlichen  j)  und  q.  Im  Fortgange  der  Eröi-teruugen  zeigt 
De  Moivre,  dass  jeder  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner 
eine  ganze  Function  ist,  sich  in  eine  recurrente  Reihe  entwickelt  und 
kommt  damit  weiter  auf  Partialbruchzerlegungen. 

Die  im  IV.  Buche  der  Miscellanea  analytica  gelehrte  Summirung 
recurreuter  Reihen  geht  von  den  folgenden,  den  Fall  einer  zwei- 
gliedrigen Scala  voraussetzenden  Erwägungen  aus.  Sei  F  -\-  Q  -\-  R 
-\-  S  -\-  T  -{-  ■  ■  ■  eine  derartige  Reihe  mit  der  Summe  z,  so  ist  einer- 
seits P-\-  Q  -\-  Ii  -\-  ■■■  =  z,  beziehungsweise  Q  -^  R  -j-  ■  ■■  =s  —  P 
und  andererseits  vermöge  der  statttindendeu  Scala: 

P=P 

Q  =  Q 

R=lxQ-yx'B 
S  =  fxR  —  f/x'-Q 
T  ^  fxS  —  (jx"R 


Addition  aller  dieser  Gleichungen  bringt 

z=P-{-  Q-\-fx{s  —  P)  —  gx'z 

P  JL-   Q  fxP 

hervor,  woraus  2  =  -       .     .   — j    folgt,    oder    unter    der    Annahme 
1  —  fX  -\-  gx 

P==(i,    Q  =  hx  endUch  z= ^ — j ^-     Dass   die  ganze  Rech- 

'     '  1  —  fx-\-  gx-  " 

nung  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  die  Reihe  eine  unendliche  und 

zugleich  convergent  ist,  weil  nur  dann  die  rechts   stehenden  Q  -{-  R 

-)-  <S  +  ■  •  •  und  P  -\-  Q  -\-  R  -\~  ■  ■  ■  ebenso  z  —  P  und  z  zur  Grenze 

haben,  wie  das  links  stehende  P  +  fi>  +  ^  +  ''^  +  T -\-  ■••  sich  als 

Z  summirt,  bildet  für  De  Moivre  keine  Schwierigkeit. 

Noch  Einiges   aus   dem   in   der  That    mannigfachen    Inhalte   der 

Miscellanea    analvtica    fordert    unseren    Bericht.     Im    3.   Kapitel    des 

V.  Buches  hat  De  Moivre   eine  Aufgabe  behandelt"),   welche  schon 

von  Jacob  BernouUi   in   der  Ars  conjedandi  gestreift  worden  war, 

die  Aufgabe,  das   Glied  grössten   Zahlenwerthes   in  der  n  als  ganze 

positive  Zahl  voraussetzenden  Binomialentwicklung  i  a  -\-  b)"  ausfindig 

zu  machen.     Einige  Druckfehler  stören  beim  Lesen,  nach  deren  Ver- 


')  De  Moivre,  Miscellanea  analytica  pag.  27,  Theorema  2.         ')  Ebenda 
pag.  107—108. 
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besserimg     De     Moi^^res     Gedankengang     folgender     ist.       Sei     etwa 
^^  ^n{n--l)--(n-l+2)  ^,^_^_^_^j^,_^  ^^^^  gl-össte  Glied.    Die  beiden 

Nachbarglieder  links  nnd  rechts  sind  —^— — - — —^ — -^^ —  a"  — '+-i'— ^ 
-r-  M  und   — ^ ,    ,      , — ^!— -!  a"-'h'  = 


n  —  l-\-2   h  1-2-1 

Da  31  grösser  als  jedes  von  beiden  sein  soll,  so  muss   1  > 


n—l-\-2  b 

und   1  > -, sein,  oder    j—, ■ —  >  t  >  -r-, bind  die 

l  a  '  h  -\-  a  h  -\-  a 

beiden  um  die  Einheit  verschiedenen  Grenzwerthe  Brüche,  so  ist  l 
die  zwischen  beiden  liegende  ganze  Zahl;  sind  die  beiden  Grenzwerthe 
ganze  Zahlen,  so  giebt  es  überhaupt  kein  Glied  M  grössten  Werthes, 
sondern  zwei  gleich  grosse,  in  der  Entwicklung  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  Glieder. 

Gleich  auf  der  ersten  Seite  der  Miscellauea  analytica  steht  der 
Satz'),  der  den  Namen  DeMoivre's  vorzugsweise  berühmt  machen  sollte. 
Wenn  l  und  x,  sagt  De  Moivre,  die  Cosinusse  zweier  mit  dem  Halb- 
messer 1    beschriebenen   Kreisbögen   A    und    H   sind    und  A  =  nJi, 

1 

1  "/ ■^ 

dann  ist  x  =  -^Vl  -^  )/F  —  1  -| Der  Sinn  wird  durch 

andere  Schreibweise  deutlicher  werden.  Da  /  =  cos  A,  so  ist  V'  —  1 
cos  ^^  —  1  =  —  sin  Ä^  und  l  -\-  YP  —  1  =  cos  J^  -f-  sin  JL  ]/ —  1 
=  cos  uB -^  i  sinn B.  Andererseits  ist  a:  =  cosI>,  nnd  die  Formel 
lautet: 

1  1 

cos 2?  =  -  (cos7iB  +  y —  1  sin«i?)"  -\-  -(cos nB-\-y — lsin«5)    « 

Man  sieht,  sie  ist  auch  in  dieser  dem  heutigen  Brauche  augepassten 
Schreibart  nicht  ganz  übereinstimmend  mit  dem  sogenannten  Moivre- 
schen  Binomialtheoreme 

cos  B  +  y —  1  sin  B  =  (cos  nB  +  )/—  1  sin  nB)", 

aber  letzteres  hängt  doch  eng  mit  ersterer  zusammen. 

Den  Miscellanea  analytica  ist  ein  Complcnicutum  angehängt,  in 
welchem  De  Moivre  beiläufig  auch  einen  Fortschritt  in  der  Lehre 
von  den  Bernoullischen  Zahlen  (S.  332 — 333)  vollzog'-).  Jacob 
Bernoulli  hatte  für  die  Summe  der  c*'^"  Potenzen  aller  ganzen 
Zahlen  von  1  bis  n  die  Formel  gefunden: 


')  De  Moivre,  Miscellanea  analytica  pag.  1.       -)  Ebenda.  Complementum 
pag.  6  sqq. 
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c(c-l)(c-->)(c-3)(c-4)  ^5 

De  Moivre  setzte  dariu    ii  =  1    und   erhielt  dadurch    die  erste  Kecur- 
sionsfbrmel  zwischen  jenen  Zahlen: 

^  —  ^+T  +  2  +  2  ^  ^         2.3.4       -" 

,    c(c-l)(c-2)(c-3)(c-4)  ^ 

Dem  gleichen  Jahrgange  1730  wie  De  Moivre 's  Miscellanea  aualytica 
entstammt  ein  zweites  in  England  verfasstes  und  gedrucktes  Werk: 
Mdhodus  (liff'creiitialis  sivc  fracfatus  de  snmmatione  et  iitferjwladoiic 
seriermn  infinitonim  von  James  Stirling.  So  sehr  auch  Stirling 
in  Newton's  Fusstapfen  zu  treten  liebte,  an  eine  geistige  Verwandt- 
schaft mit  dessen  Methodus  differentialis  (S.  358 — 3r)2)  ist  nicht  zu 
denken,  und  ebensowenig  darf  die  bei  Stirling  vorkommende  Ueber- 
sehrift  De  aeqitationibus  dijferentialihus  qiiae  defim'unt  series^)  uns 
veranlassen,  dort  nach  die  Reihen  definirenden  Diifereutialgleichungen 
im  heutigen  Sinne  des  Wortes  zu  suchen.  Stirling  bedient  sich 
folgender  Bezeichnung.  Seien  T,  T',  T"  ■  ■  ■  aufeinander  folgende 
Glieder  einer  Reihe,  deren  Stellenzeiger  z,  z  -\-  1,  2  -\-  2  ■  ■  ■  heissen. 
Kennt  man  die  Gleichung,  welche  T'  in  seiner  Abhängigkeit  von 
T  und  z  darstellt,  so  kennt  mau  auch  die  Abhängigkeit  des  Gliedes 
T"  von  T'  und  ^^  +  1  und  überhaupt  die  sämmtlichen  Reihenglieder, 
und  diese  Gleichung  nennt  Stirling  die  DifiFerentialgleichung  der  Reihe. 
Sie  kann  auch  durch  den  Zu.sammenhang  zwischen  T  und  g  ersetzt 
werden,  und  Stirling  wählt  letzteren  vorzugsweise  in  zwei  Gestalten: 

1.     I  =  A-\-  Bz  +  Cz(z  —  1)  +  Bz{z  —  Dis  —  2) 

+  i?n^-l)u-2)(^-3)  +  ..- 
t>         T  =  —  4-       -^       _i ^ L  -^ 


2^^(0+1)     '     2(2+l)(«+2)^2(S+l)(«  +  2)(2+3) 

-t-  -,;;,  +  1)  (^  +  2)  (0  +  3)  (z  +  4)  ^        • 

Auf  ähnliehe  Formen  können  auch  die  Folgeglieder  T\  T"  ■  ■  ■ 
zurückgeführt  werden.  Von  der  Gleichung  1.  aus  gelangt  man,  indem 
man  {z  -^  \)  z{z  —  l)  ■  ■  ■  {z—  m  +  1)  ==  {z  —  m  -j-  m  +  1)  z{z—l) 
■■■(^z  —  m  -\-  \)  ^  {m  -\-\)  z  {z  —1)  ■■■  {z  —  m  -\-  \)  -\-  z{z  —  l) 
■■■  (z  —  m)  setzt,  zu 


')  Stirling,  Metliodus  diff'eretttialis  pag.  3. 
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r  =  Ä -\- B (2 -\- 1) -\-  c(^+  i)z-\-  D(z-\-  i)z(z  —  n 

-\-E{z+  n^(2  — 1)(^  — 2).H 

=  {A  -\-  S)  -}-  {B  -\-  20)  2  -\-  {C  -{-  dD)  s  (z  —  1) 
+  (D^4E)ziz-l)(z-2)-j-.... 

Beim    Ausgang    von    Gleichung    2.    liat.    man 


1  m  , 

=    —. r— TT ; — 1 T- T r— TT r j r    ZU    SetzeU,    Um 

^,  ^  -4    .     B  —  Ä     .  C-2B B  —  3C 

ZU  ermitteln.  Dass  im  ersten  Falle  T  auch  als  Summe  a  -j-  hz 
-j-  cz'-  -|-  •  •  ■  dargestellt  werden  kaun,  ergiebt  sich  durch  Ausführung 
der  in  1.  angedeuteten  Multiplicationen.  Umgekehrt  ist  auch  die  Um- 
wandlung Z-^Z-\-z(z — 1),  Z^  =  Z-\-'dz(z — l)-\-z{z — 1)(^  —  2)  U.S.W. 

leicht    ersichtlich.      Im    zweiten    Falle    kann    man    wünschen    T    in 

— I — i  +    1  +  ■  ■  ■  umzuwandeln  und  kann  auch  dieses  erzielen,  indem 

man  bei  jedem  einzelnen  Theilausdruck  eine  Division  vornimmt,  z.  B. 
B  B  B        B        E  _ 


z(z  +  1)        z^  +  z        s'-        z'    '    z' 

Nun  sei  S  die  Summe  der  mit  T  abschliessenden  z  ersten  Reihen- 
glieder und  S'  die  der  z  —  1  ersten  Glieder  oder  S'  =  S  —  T, 
wähi-end  S'  auch  dadurch  aus  S  hervorgeht,  dass  z  durch  z  —  1 
ersetzt  wird.  Zieht  man  dann  S'  von  S  ab,  so  bleibt  T,  das  all- 
gemeine Glied  der  durch  S  summirten  Reihe,  übrig.  Stirling  geht 
nun  freilich  nicht  auf  diesem  Wege  vor.  Er  setzt  ein  gewisses  T 
voraus  und  behauptet,  dass  ein  gewisses  S  ihm  entspreche.  Sein 
Beweis  der  behaupteten  Thatsache  ist  dagegen  genau  so,  wie  wir 
alideuteten;  er  zieht  S'  von  S  ab  und  zeigt,  dass  T  übrig  bleibt. 
Darnach  ist  keineswegs  unmöglich,  dass  Stirling  in  dem  Beweise 
seinen  Erfindungsgang  enthüllt  hat.  Zu  T  =  Ä  -\-  Bz  +  Cz(z  —  1) 
-\- Dz(z — 1)  (^  —  2)  +  ■  •  ■    gehöre,    behauptet    Stirling,    S  =  Äz 

+  {z  +  1)[^  Bz  +  ^Cziz-  1)  +  i  D^(^  -  1).(^  -  2)  +  . . .] 

=  Az  +  ^B{z+l)z-\-^^Ciz+l)z(z-l)+'^D(z  +  l)ziz-l) 

(.?  —  2)  +  ■  ■  •.   Dann  ist,  fährt  er  fort,  S'  =  ^  (^  —  1)  -f  ^  Bz  {z  —  1) 

+  i  Cz(z  —  l)(z-  2)  -\-^Dz(z—l)iz  —  2)  {z  —  3)  H und 

S  —  S'  =  T  =  Ä  -\-  Bz  -\-  Cz(z  —  1)  -\-Bz{z  —  1)  [z  —  2)  -f  •  •  •, 
wie  behauptet  war.  Ein  Beispiel  ist  die  Summe  der  Quadratzahlen 
1  -f  4  +  9  H \-z-.    Hier  ist  T=  .2-  =  „^  +  ^  (^  —  1),  mithin  ^  =  0, 

B=C=i    und   ;^=(.+  l)(i.  +  l.(.-l))=i(i±ilÜ±^. 
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Andcforsoits  stellt  Stirling  der  zweiten  fJestiilt  angcliöreude  ins 
Unendliclie  summirbare  Reihen  her.  Hier  bedeute  S  die  vom  Gliede  T 
mit  dem  Stellenzeiger  »-  ins  unendliche  sich  erstreckende  Reihe  und 
S'  ^  S  —  T  oder  was  S  wird,   wenn  5  in  *  +  1   übergeht.     Er  be- 

hauptet,  zu  T  =  ^_^^^  +  ,(,  +  ^,  +  ,)  +  .^(7+ i) (,  +  2)  (,  +  3,  +  " ' " 

gehöre  S  =  - -  +  ;r-7 — ;— -  +  5 7— TT? — T"^  +  "  '  '  •    Wir  dürfen  den 

Beweis,   der  abermals   dem   Gedanken  S  —  S'  =  T  entspricht',   über- 
jiehen.      Ist    T  =  —. — ; — rr ,    so   muss    mau    zur   Anwendcing    der    ent- 

o  z{s  -{-  S)>  '^ 

1  2 

sprechenden  Formel  die  Umwandlung  in  T  =  --. — p— ^ -. — ;— ttt — r-j;; 

f  °  s(z  +  l)        z{z+l)iz+2) 

+  ,(,  +  !)(, +  .)(,  + 3)  mit  ^  =  1,  1?  =  -  2,    C^2  vornehmen, 
alsdann  ist  S  =  i -  -^  +  g-^-^^-^-A___  =  _l£!+li^ ^   „nd 

setzt  mau  x  =  1,  so  findet  man  j-Ti  +  TTä  +  ^T^  +  iT^H =1^- 

Mitunter  geht  die  Umwandlung  von  T,  welche  in  dem  angeführten 
Beispiele  drei  Glieder  in  Anspruch  nahm,  nur  mittels  einer  unend 
liehen  Anzahl  von  Gliedern.  Alsdann  ist  auch  S  mittels  einer  un- 
endlichen Anzahl  von  Gliedern  gegeben,  oder  die  vorgelegte  Reihe  ist 
nicht  eigentlich  summirt,  sondern  nur  in  eine  andere  unendliche 
Reihe  von  meistens  rascherer  Convergenz  umgewandelt.    Ein  Beispiel 

bietet  die  Reihe  der  reciproken  Quadratzahlen  mit  T  =  ^  =  ,,, 

+ i + L^ + i_^A  j i , . . . 

^  z{z+l){z  +  2)^  z(z+l){z  +  i){z  +  3)^  ziz  +  l)iz  +  2Xz  +  3){z+i)^ 
und  folglich  S=j  +  ^-^^  +  3z{z+i)(z+2)  +  iz(z+iyMm  +  3)  +  •  •  •■ 
Setzt  man  s  =  13,  so  ist  ~  +  ^\,  +  ^,-\- ■  ■  ■  =  ^^-j- ^^+ ~ 
-\-  -(-•••.  Nimmt  mau  13  Glieder  dieser  neueu  Reihe,  so  ist 
deren  Summe  0,079957427.  Daneben  sind  die  12  Anfangsglieder 
—j  -|-  — j  -(-  ■  •  •  -)-  — j  :=  1,564976G38.  Die  Summe  der  ganzen  unend- 
lichen Reihe')  ist  folglich  ^  +  4  +  ir=  "^ =  1,644934065.    Dass 

dieser  Zahlenwert  kürzer  durch  -^  dargestellt  wird,  hat  Stirling  nicht 

erkannt,    auch  nicht,  wo   er  später-)  auf  die   gleiche  Reihe  zurück- 
kommt.    Die  zur  Auffindung  der  Gleichung  zwischen  S  und   T  an 
gewandte  Methode   führt  auch  leicht  zu  einer  Gleichung  zwischen  S 
und  S',  beziehungsweise   zwischen   T  und   T',    und  umgekehrt  kann 


')  Stirling,  Mcthodus  clifferentialis  pag.  29.         -)  Ebenda  pag.  55. 
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man    aus   Gleicliiuigen    zwischen    <S'  und   S'   oder   zwischen  T  nnd   T' 
auf  dea  Zusammenhang  zwischen  S  und  T  schliessen. 

Bei  Besprechung  einer  zwischen  S  und  S'  aufgestellten  Gleichung 
kommt  Stirling^)  auf  den  Gedanken,  den  Stellenzeiger  2  auch  anders 
als  ganzzahlig  positiv  zu  wählen,  d.  h.  also  die  Reihe  zu  interpoliren, 
auch   wohl   sie   nach   rückwärts   fortzusetzen,   und   von   dem   letzteren 

Verfahren    ist    ihm    •  •  ■  ^  +  -.  +  1  +  .''  -(-  x-  +  •  •  •    ein    Beispiel"). 
In  dieser  Reihe  ist  !+./-(-  ./;-  +  •  ■  •  = -, 1 ^  H = , 

und  bei  x  =  1  werden  beide  Abtheilungen  unendlich  gross,  während 
von  deren  Werthe  bei  x^l  nichts  gesagt  ist. 

Die  Lehre  von  De  Moivre's  recurrenten  Reihen,  welche  aber  bei 
Stirling  durch  Division  entstandene  Reihen  heissen,  gründet  er 
auf  das  Gesetz^),  dass,  von  welchem  Gliede  an  man  die  Reihe  be- 
ginne,   ihre    Summe    stets    ein    Bruch    gleichen    Nenners    ist,    z.   B. 

=  3.r  +  8x^  4-  '21x^  +  55.r*  +  144 .r'  +  •  ■  •;    ^^' "  ^^^    =  8a;- 
'  '  '  '  '  '1  —  3,1-  -}-  ^ 

+  2Lr'  +  55 ,r'  -f  144,r''  -4 ;  '^^^'  -  ifi!  =  oi.?;«  +  55x*  +  144x5 

+  •  •  • ;  f-^;-j^^;  =  55r'  +  144 .r^  +  ■  • .. 

'  '1  —  Sx-\-  X'  '  ' 

Bei  anderen  Reihen  kommt  es  darauf  an,  ihrem  Gesetze  durch 
Bildung  von  Fluxionen  auf  die  Spur  zu  kommen,  also  ihre  Differen- 
tialgleichung im  heutigen  Sinne  des  Wortes  zu  ermitteln.  Wenn  wir 
die    Fluxionspüuktchen    Stirling's    durch    Differentialzeichen    ersetzen, 

X        X-  v" 

so    ist   sein    Gang*)    folgender.     Sei   </  =  js  +  ,7^  -4-  •  •  •  +    5  +  •  •  •> 

so  ist  .t  •  ^  =  ■    +  -V  +  •  •  ■  +  - — !-■■•■  Abermalige  Differentiation 
a.r         1     '     2      '  '     n     '  ° 

liefert   a; .  g  +  g  =  1  +  .r  +  •  •  ■  +  .r"-i  +  .  .  .  =  j^-    und    die 


Differentialgleichung  lautet  x  ~^  -j-  -j^^ 


dx^  '  dx  1  —  X 
Eine  zweite  Hauptabtheüung  der  Methodus  differentialis  ist  durch 
ihre  Ueberschrift  der  Interpolation  der  Reihen'')  zugewiesen.  In 
zahlreichen  Fällen  vollzieht  Stirling  die  Interpolation,  indem  er  die 
aufeinander  folgenden  Glieder  der  Reihe  als  Ordinaten  einer  parabo- 
lischen Curve  auffasst,  welche  zu  um  Gleiches  zunehmenden  Abscissen 
gehören,  aber  immer  geht  dieses  nicht  an,  z.  B.  nicht  bei  der  Reihe 


')  Stirling,   Methodus  differentialis  pag.  35.  ^)  Ebenda   pag.  36—37. 
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1,  1-,  l'2-3,  1-2-3-4  etc.,  welche  zu  rasch  zunimmt').  In 
diesem  Falle  schlägt  Stirling  vor,  zu  den  Logarithmen  der  Glieder 
überzugehen,  aus  ihnen  eine  nach  der  Methode  parabolischer  Ordi- 
nateu  iuterpolirbare  Reihe  zu  bilden,  und  zu  dem  so  interpolirten 
Logarithmus  die  Zahl  zu  suchen,  welche  alsdann  das  interpolirte 
Glied  der  eigentlich  vorgelegten  Reihe  sein  werde. 

Im  weitereu  Verlaufe  kommt  Stirling  dann  zu  der  Aufgabe"), 
die  Summe  beliebig  vieler  Logarithmen  zu  finden,  deren 
Zahlen  eine  arithmetische  Progression  bilden,  modern  aus- 
gedrückt, den  Logarithmus  einer  Gammafunctiou  zn  ermitteln. 
Seien  ,r  -|-  n,  x  -J-  3m,  x  -)-  ö«,  ■■■  g  —  n  die  aufeinander  folgenden 
Glieder  einer  arithmetischen  Pi-ogression  mit  der  Differenz  2n.  Ferner 
seien  Z,  z  und  l,  x  die  briggischen  Logarithmen  von  s  und  x,  end- 
lich sei  a  =  0,434294481903252  der  reciproke  natürliche  Logarith- 
mus von  10.  Alsdann  ist  die  Summe  der  briggischen  Logarithmen: 
l,  {x  +  n)  +  I,  (,r  +  3«.)  +  /,  (,r  -f  5«)  +  .  .  .  +  Z,  (^  -  «) 

izl,  z         az         an     |^   lan'^         Slnn^         127 an''        511an'    |^         l 

"^  l~2n  2n  ~  l2i  "T  360a-'         1260«^    '     1680s'         11887»  +  '  '  '  | 


(xl,x       ax         an     |^  lan^         Zlan^  ^^  Vi! an'' 

l  "2«  2i         12x  "T"  360  .r'        1260^    '     1680^^         1188.^:»  ~^  '  "  ]' 

Das  Bildungsgesetz  der  auftretenden  Zahlencoefficienten  ist  fol- 

17  31  127 

gendes.     Nennt  man  --  =  «,,—  =  «,,  ~  ^5^  =  «3 ,  j^  =  «„ 

—  TTss  ^^  '^5  ■  ■  ■>  ■*^ofür  Stirling  A,  B,  C,  D,  E  ■■  •  schreibt,  bezeich- 
net man  ferner  die  Binomialcoefficienten  durch  die  heute  gebräuch- 
liche Abkürzung  (r.)  ^ — ^^ z — ^      ,. -'— ^,  welche  Stirling  nicht 

kennt  und  dadurch  die  Möglichkeit  einbüsst,  eine  allgemeine  Formel 
anzuschreiben,  so  ist  ^2-1  +  1)4- 1  ^  (0) '^i'  ^®™^''  (2  ■  2  +  i)  ■  4  ■  2 
^  (0)  ''1  ~l"  (•>)  ^'^  ^^^  allgemein 

(2/fc  +  i)4A:  =  C\~  ')  «1  +  C  W^  +  ■  ■  •  +  S-  -  2)  «'■• 

Der  Beweis  wird  wieder  nach  jener  bei  Stirling  immer  wieder- 
kehrenden Methode  geführt,  dass  der  Veränderlichen  einer  Reihe  ein 
neuer  Wert  beigelegt  und  danu  die  Differenz  der  beiden  Reihen  er- 
mittelt wird,  welche  letztere  Aufgabe  auszuführen  Stirling  dem  Leser 
überläs.st,  währeud  er  sich  damit  begnügt,  das  Ergebniss  auszusprechen. 

In  der  Reihe  -p x— H-^^ \--^ h-^ Ti — , > 

2n         2«   '        z       '        z"       '        z''        '  '        ^2*— 1        I         ' 


')  Stirling,  Methodun  diff'erentialis  pag.  110.         -)  l'^benda  pag.  135. 
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welche  wir  F(z)  nennen  wollen,  soll  z  durch  z  —  2«  ersetzt  werden. 
So    entsteht    F {z  -  2n)  =  ^' -  ^^^  ^'-~^-  -JtpM  +  ^x^ 


2«  2m  '    z — 2» 

2k— 1 


cc,an°        1       a.cui" 


+  /    '    ,^3  +  ,    °       NB  +  •  •  ■  H ^ 5-;-  r  +  •  •  ■    lu  dieser  zweiten 

Reihe  soll  jeder  einzelne  Bruch  durch  Diyision  in  eine  nach  Potenzen 
von  -  fortschreitende  Reihe  verwandelt  und  dann  die  Subtraction 
F{z)  —  F{z  —  2)i)  vollzogen  werden.  Stirling  behauptet,  der  Unter- 
schied trete  als  l,  z ;; ^— ^  —  ^  —  ■  ■  ■  =  l,  s  -\-  a  log  (1  —  M 

=  l,  z  —  ^,  (1  —  ~)  =  l,  (^  —  ")  hervor,   wenn   die  Silbe  log   den 

natürlichen  Logarithmus  bedeutet.  Weiss  man  aber,  dass  F{z) 
—  F{s  —  2n)  =  l,  (z  —  «),  so  kann  man,  indem  z  jedesmal  durch 
g  —  2m  ersetzt  wird,  beliebig  viele  ähnliche  Gleichungen  bilden,  be- 
ginnend mit  F{z  —  2»)  —  F{z  —  An)  =  l,  (z  —  3w)  und  schliessend 
mit  jp(x  -(-  2m)  —  F{x)  =  Z,  (-*■  +  «).  Addirt  man  dann  alle  diese 
Gleichungen,    so    entsteht    in    der    That    F(z)  —  F(x)  =  l,  {z  —  n) 

-\-i,  (^  —  3w)  H h  ^  u-  +  »)■ 

Die  Thätigkeit  Euler 's  auf  dem  Gebiete  der  Reihenlehre  be- 
ginnt 1730.  Er  benutzte  bei  seinen  Untersuchungen  die  Integral- 
rechnung, welcher  er  bei  eben  dieser  Gelegenheit  Neuentdeekimgen 
von  grösster  Bedeutung  hinzufügte.  Wir  sind  nicht  im  Stande  zu 
entscheiden,  ob  Euler  damals  schon  Keuntniss  von  Stirling's  eben- 
falls  von  1730  datirten  Methodus  differeutialis  besessen  haben  kann. 
Thatsache  ist,  dass  er  sich  mit  einigen  dort  behandelten  Aufgaben 
ebenfalls  beschäftigt  hat.  Euler  ist  dabei  noch  weit  mehr  als  Stirling 
sorglos  bis  zum  Uebermaasse  in  der  Anwendung  unendlicher  Reihen. 
Euler's  Aufsatz  De  progressionihus  transcendentibus,  seit  qmindu  ter- 
mini  generales  algehraice  dari  nequeunt^),  d.  h.  über  trauscendeute 
Reihen,  deren  allgemeines  Glied  sich  als  in  algebraischer  Gestalt 
nicht  darstellbar  erweist,  geht  aus  von  der  Reihe  l-|-l-2-|-l-2-3 
-j-  1  ■  2  ■  'ä  ■  4  -\-  ■  ■  ■.  Diese  Reihe  stimme  mit  derjenigen  überein, 
deren  allgemeines  Glied  die  Gestalt  der  unendlichen  Factorenfolge 

,1  — n.o"      9I  — ".3"      -ll  — ».A"      ,|1— n.r," 


1  4-  w.  2  +  n  3  +  n  4  +  « 

besitze.    Setzt  man  nämlich  in  dem  neuen  Ausdruck  »  =  1,  so  wird 
er    zu    •  ^^  •  — ;—  •  •  •  =  1.       Setzt     man    »  =  2,     so     entsteht 

2  3  4  ' 

^    r-    -  i'- 

1  ■  2'     2  ■           3  2  •  2     3  •  3     4  •  4  „       r»       1   ■  1  1    •      t 

-5 i ^ =  173  •  ^  •  3^  •  ■  •  =  "•      Desgleichen    bringt 


')  Commentarii  Acudewiae  Fetroiiolitctmie  ad  imiios  1730  ff  1731  T.  V,  36 — 57 
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1.33     1.43 
oj        TiTLl-S'a»  3'  22-2      3-3-3      4-4-4 

"  =  ^   ^^■^  "^^'^  -i 5 6 =  rriTI  •  2-^^  •  ,ST3T3  ■  ■  • 

==  1  ■  2  ■  3  hervor  u.  s.  vr.  Die  neue  Form  habe  vor  der  ursprüng- 
lichen den  ganz  wesentlichen  Vorzug,  sich  als  zur  Interpolation 
geeignet  zu  erweisen,  indem  man  in  ihr  dem  n  auch  uiehtganzzahlige 
Werthe  beizulegen  vermöge,  was  in  1  •  2  •  3  •  •  •  Ji  unthuulich  sei.     Bei 

n  =  --  gehe  die  neue  Form  über  in  1/  -— -  •  ^— ^  •  =— =  •  •  •  L  und  ver- 
gleiche man  die  von  Wallis  seiner  Zeit  gefundene  Factoreufolge 
(Bd.  II,  S.  827),  so   sei   der  Werth   dieses  Gliedes  vom  Stellenzeiger 

—  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Kreisfläche,  deren  Durchmesser  die 
Einheit  ist,  wofür  man  heute  ,,  |/;r  schreibt.    Da  demzufolge  1  •  2  ■  3  ■  ■  •  w 

einen  Ausdruck  bedeute,  der  bald  ganzzahlig  erscheine,  bald  von  der 

Quadi-atur  des  Kreises  abhänge,  so  habe  ihn  das,  sagt  Euler,  auf  den 

Gedanken   gebracht,   eine   abermalige  Umformung  zu  versuchen,   und 

zwar   in   ein  Integral,   weil   es  ja   Integrale   gebe,   welche   dei-art  von 

einem  in   ihnen   vorkommenden   n  abhängen,   dass  sie,  je  nachdem  11 

ganzzahlig   ist   oder   nicht,    algebraische   Auswerthung   oder   nur   eine 

solche  mittels   der  Quadratur   von   Curven  gestatten.     Beispiel    eines 

solchen  Integrals  sei  /  x'cIj:  (1  —  x)",  wenn  bei  der  Integration  beachtet 

werde,   dass  das  Integral  zugleich  mit  jü  zu  Null  werden  solle;    dann 

werde  es  unter  Einsetzung  von  x  ^  1  das  «'"  Glied  einer  unendlichen 

Reihe   bilden^).     Euler   meint   also   das  bestimmte  Integral,    welches 
1 

heute  ra;'(l — x")dx  geschrieben  wird,  in  welchem  e  eine  beliebige 

0 
Constante  bedeutet,  das  sogenannte  erste  Euler  sehe  Integral  oder 
die  Betafunction,  welche  seit  Binet  durch  B{e  -f-  1,  n  -\-  1)  be- 
zeichnet wird.  Die  Auswerthung  des  angegebenen  Integrals  erfolgt 
durch  Binomialentwicklung  von  ( 1  —  x)",  ein  in  diesem  Falle  wegen 
0  <  a;  <  1  durchaus  gerechtfertigtes  Verfahren,  wenn  auch  Euler  sich 
dessen  weder  bewusst  ist,    noch  bewusst   sein   kann.     Er  setzt    also 

a.'(l  —xy^x'—j  off+'-  +  —^  x'+^ .    Bei  der  Integration 

W.rdj.-(l-^-)V?^  =  ,qn-i(,+^)+    V2(e  +  3)    --    1.23(e  +  4-)  — 
1 

+  .  .  .     und  JV  (1  -  x)"äx  =  .-^  -  ;r(^  +  ^^^1^) 


')  Sit  proposita  liacc  foruiuhi  Ix'  dx{l  —  x)"  vicem  termini  generalis  stibiens, 
ywae  integrata  ita,  ut  fiat  =0,  si  sit  x  =  0,  et  tum  ■posHo  .r=l,  dut  terminum 
ordine  n  progresrionis  inde  ortae. 
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)   „ — rT^-r-T^-  +  •  •  •.     In    diesB    selbst    uueudliclie    Reihe    werden 

1  -  2  -  a  (c  -f"  *) 

für  n  die    mit  0  beginnenden  aufeinander  folgenden    ganzen  Zahlen 
eingesetzt.    Man  findet,  dass  fx'  (1  —  x)"  dx 


den  Werth 


bei  )i  ^  0      n  =  1  «=  2  m  ^  3 

1  1  1-2  1  •  2 • 3 


e  +  l    (e  +  l)(e  +  2)    (e  +  i)(e  +  2)(e  +  3)   (e+ l)(e  +  2)(e  + 3)(e  +  4) 
annimmt,    oder    mit    anderen    Worten:      Euler    hat    gefanden,    dass 


2) 


/*  ..11 

/  ;<■•'  fl  —  X")"  dx    das    h'"    Glied    der   Reihe  — |— ;   +  ; — ,   .,  , — ;- 

0 

1-2  1  ■ 2 • 3 

+  (e  +  l)(e  +  2)(.+^  +  (e  +  l)(c  +  2)(e  +  3)(c  +  4)  +  "  '  "    ''^    "'^'^    ^'''^^ 

als  Product  schreiben  lässt: 

1 

1  •  2  •  ■  ■  M 


/.i' (1  —  x)" dx  =  ,     ,  ,,,     , 


2)  .  .  ■  (e  +  «  +  1) 


Diese  Productenform  giebt,  so  oft  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
den  Werth  des  bestimmten  Integrals  übersichtlicher,  als  die  zuvor 
erhaltene  imendliche  Reihe  es  that;  dagegen  muss  jene  benutzt  werden, 
wenn  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Ist     e  =   -  ,     so     wird     1  x"  (1  —  xY  dx  =  :r-r~, — ,    ,,      • 
g  '  J        ■  '  /  +  (»'  +  1)  ff 

0 

1-2-M  ,  1-2.  --w 

und 


(/■+  1  ■  ff)(f+2  ■  ff)  ■  ■  ■  (/■+  M  ■  i/)  (/■+  1  •  <7)(^+  2  ■  ?)■•■(/•+  n-jf) 

1 
/»  / 

_(_ /jH^dllly  ^7  (1  _  a;)»<Za;.     Durch   /' =  1    und  ^  =  0    geht 

der  Bruch  links  vom  Gleichheitszeichen  in  1  •  2  •  •  ■  »  über,  d.  h. 
in  den  Ausdruck,  dessen  Umwandlung  in  ein  Integral  eigent- 
lich beabsichtigt  war,  rechts  aber  bedarf  es  wegen  des  im 
Nenner    auftretenden   //    zur   Einsetzung    jener    Werthe    noch    einiger 

9 

Vorbereitung.      Euler    ersetzt     in     dem    Integrale    ./     durch    xf-^^ . 

X 

Er     erhält    ^-+  ^'^  +  ^1-^   /  a-/+^''  •'  (l  —  x~^^  -^^  x~ TT«  dx 


1 

i7 


,  :  I    I I  dx   und  nun   besteht  die  Schwierigkeit, 

■+g)"+'/     \         !L^     j  °       ' 
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bei  Annahme  von  /"  =  1 ,  (l  ^  0  nicht  mehr  in  dem  Factor  vor   dem 
Integrale,  welcher  =  1   wird,  sondern  nur  noch  unter  dem  Integrale, 

wo auftritt,  dessen  Werth  bei  s  =  0  zn  ennitteln  bleibt  und 

nach    bekannter   Regel')    ermittelt   wird.      Zähler    und   Nenner   von 

werden  nach  r  differentiirt  und  geben  -% ^— ,  welches 

s  °  dz  ' 

durch  -  ^  0  in  —  logx  übergeht.     Folglich  ist  endgiltig: 

1 
1  .  2  •  ••  M  ^  fdx  ( —  loga;)". 

0 

Damit  war  das  zweite  Euler'sche  Integral,  die  Gamma- 
function r(M  +  1 ),  wie  man  seit  Legendre  sagt  und  schreibt,  in 
die  Wissenschaft  eingeführt. 

Wir  erwähuen  noch  ein  Letztes  aus  dem  reichhaltigen  Aufsatze, 
der,  dem  Titel  und  den  Anfangsäusseiningen  nach  der  Reihenlehre  ge- 
widmet, nach  und  nach  die  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  in 
den  Mittelpunkt  der  Betrachtungen  rückte,  sodass  unser  118.  Kapitel 
auf  ihn  wird  zurückweisen  müssen.  Was  wir  noch  anführen  wollen, 
ist  die  Differentiation  mit  gebrochenem  Indes.  Wohl  hatte 
Leibniz  (S.  221)  in  Briefen  an  Johann  Bernoulli  die  Frage  nach 
der  Bedeutung  einer  solchen  Differentiation  aufgeworfen,  aber  dieser 
Briefwechsel,  erst  174.Ö  gedrackt,  war  für  die  Oeffentlichkeit  noch 
nicht  vorhanden,  imd  wenn  auch  die  Möglichkeit  nicht  geleugnet 
werden  will,  dass  Euler  durch  Johann  Bernoulli  mündlich  in  Basel 
oder  später  schriftlich  in  nicht  bekannt  gewordenen  Briefen  auf  die 
Frage  aufmerksam  gemacht  worden  sein  kann,  so  steht  diese  Mög- 
lichkeit   doch    auf   sehr   schwachen    Füssen.     Euler's    Auffassung   ist 

folgende.      Sei    zunächst   n   eine   ganze    positive    Zahl,    so    ist      ^^  - 

=  12  3      (  —n)  ^~"'    ■^^^  ^^^  ^^^^  1  ■  2  •  3  ■  •  •  e  ^clx  ( —  log  xy, 

1  '  0 

sowie  1  •  2  •  3  •  •  ■  (e  —  «)  ^jdx{ —  \ogxY~"  und  demzufolge 

0 

dz' 


,\e  —  n 


fdx  ( —  log  xY 

0 

ein  Ausdruck,  der  an  und  für  sich  keineswegs  an  die  Ganzzahligkeit 
von   n    gebunden    erscheint.      Ihn    wählt   Euler    als    Definition    des 

1 


pjten 


DLfferentialquotienten  und  indem  er  beispielsweise  e  ^  1 ,  w  = 


')  per  regulam  cognitam. 

Cabtor,  tieacbicbte  der  Mathematik.   III,  'i.  41 
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1 


1  fdx(—  log  .r) 

setzt,  gelangt  er  zu  — =^  =  yz  — Der  Zähler,  fährt  Euler 

jdxY —  loga; 

1  0 

fort,  ist  Cd x{ — loga)  =  1,   wie  sich  leicht  als  richtig  erweist,   da 

0 

fdx  ( —  logx)  ^  x  —  a; -loga:  bei  x  =  0  in  0,  bei  x  ^  1  in  1  über- 
geht.    Für  den  Nenner  hat  Euler  im  Vorverlaufe  des  Aufsatzes  den 


Werth  /  dx  ]/ — log:r  =  YA    erkannt,    wo   Ä   die   Fläche   des   Ki-eises 

0 

vom  Durchmesser  1  ist,  also  nach  heutiger  Schreibweise  A  ^  j  und 

1         j  ^ 

i dxY ^\oox  ^=  ~^y%  ,  mithin  — =^=2'l/-• 
t/  "-  ydz  '    '^ 
0                                                                         ' 

In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  akademischen  Veröffent- 
lichungeu  steht  ein  zweiter  Aufsatz  Euler's:  De  summatione  innume- 
rahilium  progressionum^),  der  sich  die  Aufgabe  stellt,  Reihen  unter 
Anwendung   bestimmter    Integrale    zu    summiren.      Wie    der   Bruch 

=  1  -f-  .r  +  ■  •  •  +  .''""■',  so  oft  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so 

1  —  P" 

ist   unter    der   gleichen  Voraussetzung  für   n   auch p  =  1  -(-  P 

■  +  •••-)-  P"^',    welche  Function  von  x    auch    durch   P   angedeutet 
werde,    und  integrirt   man    auf   beiden   Seiten  nach  x  zwischen  den 

Grenzen  0  und  A-,   so  entsteht  l  -{-j'Pdx  -\-jFhlx  -\ \-JP"-^dx 

h  U  0  0 

l\  p"  .  .  /  x\" 

^1- pdx.      In    einem    besonderen    Falle    sei    P  ^  i—j  ,    so    ist 

0 

l.a-T-l  7.2  a: +1  7.(a  —  1)  or -f- 1 

^  +  .tV:x7-«  +  .  '  ......  +  •  •  •  + 


k 


II 


(1  +  o:)a«  {\-\-2a)a}"  (,1  +  (n  - 1)«:)«""-" 

dx.     Die  Reihe,    welche   hier   summirt  ist,   kann 


0 

h        &'  +  i         i^'+i  j(^-i)/-t-i 

"iit  7  +  F+^  +  ^T^e  +  ■■■  +  c+(t»-lK  ^"-g^^^^en  werden,  d.  h. 
mit  einer  Reihe  von  Brüchen ,  deren  Zähler  eine  geometrische,  und 
deren  Nenner  eine   arithmetische  Prosa-ession  bilden.    Dazu  ist  nur  zu 


e — et 


7  7i     ^ 

setzen  h  =  ~  ,  u  =  — ,  o  = und  das  summatorische  Glied-) 


C  '  C 


')   Commentarii  Acctdemiae  PetropoUtanae   ad   amios   17.S0   ef   1731.    T.   V, 
91 — 105.        *)  termimts  summatorius. 
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'             ne-nci 

ne     ne 

1     (n-Dif-ci)  1 

t  —  ci          e     e\ 
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nimmt  dadurch  den  Werth  an  /  —n — —, ^— ; ■■ v-  dx.     Weitere 

J       ' 

0 

Betrachtungen,  auf  welche  genauer  einzugehen  wir  unterlassen,  führen 
zu  Doppelintegralen  als  summatorisches  Glied,  noch  andere  zur 
Auswerthung  und  Umwandlung  besonderer  unendlicher  Reihen. 

In  einem  Aufsatze  des  nächstfolgenden  Jahres:  Metliodus  generalis 
sitniDicDuJI 2)ro;iirssi(»ics^\,  hat  Euler  abermalige  Reihenuntersuchungen 
niedergelegt.  Gleich  zu  Anfang  ist  beweislos  eine  sehr  allgemeine 
Doppelfoi'mel  ausgesprochen.  Ist  s  die  Summe  der  n  Glieder  einer 
Reihe  und  /  das  letzte  Glied,  welches  naturgemäss  ebenso  wie  s  von  ». 
abhängig  sein  muss,  so  sei,  behauptet  Euler, 

ds  d-s        1^         d^s  d's  ^^ 

""  1  •  du        iT2di?    '    1  ■  2.3^)1=         1  •  -2  •  3  •  idn*  +  ' ' ' 
und 


dt  dH        ,  dH 


s  =  I  tan  +  T  +  TiTj .,..„,   ,  + 

,/  '     2     '     12rfn         7-20dn^    ' 


etc. 


30240rfn^ 

Später  wird  die  Summation  von  geometrischen  Progressionen  und 
von  solchen  Reihen  gezeigt,  deren  Glieder  durch  einen  Factor  eine 
geometrische,  durch  einen  zweiten  eine  arithmetische  Progression  auf- 
zeigen, Reihen  mit  welchen  De  Moivre  i  S.  344 — 345)  es  seiner  Zeit 
zu  thun  hatte.  Ist  s  =  x"  -{-  x^  +  '>  -\-  af+-''  +  ■•■  +  x''+^'—^^'% 
so  folgert  Euler  s  —  :c^  +  .7:"  +  "''  =  af+''  -{-  a^+2*  -f- 1-  af+"'' 

=  af'(af-\-x"+'' -{-  ■■■  -|-.r«+i"-i)*)  =  a:*s  und  daraus  s- 


l—x" 

Ist  femer  s  =  af  -\-  2.r'"  +  *  +  iix^+^''  +  ■  ■  •  +  uaf+'-"-'^'>'',  so  wird 
gefolgert  s  —  a,'"  +  (w  +  1 )  x"+''i>  =  2x'+''  +  dx"+^''  +  ■  •  •  + 
{n  -\-  1)3^+"''  =  o[fi  (2x^  +  Sx''+''  + [-(■«+  1)  af +'■•'- ^^'']  = 

x*{s  -\-  xf  +  x^+^  +  •••  +  a^+(''-i)»)  =  a*  (s  -f  •'^''~'^\"')    und 

a-a x"'^"''        nx"'^"'' 

daraus  s  =  — ■. rrij ;  ■      Bei    a  ^=  h  =  l   wird    .<-  +  2.r^ 

(1— a;')-  1-a:* 

,            ,          ,        «  — (n  +  l)a;"+^-f  nx''+-       „   ,  .    ,     ,  ,       ,  . 

-{-  •  ■  ■  +  )ix"  = ^^ — -—— Tj-J Euler  zeigt,  dass  der  letz- 
tere Ausdruck  auch  durch  Integration  und  darauf  folgende  Differen- 
tiation gefunden  werden  kann.    Aus  s  =  .<•  -j-  2a-  -f-  •  ■  •  +  »■'"  folge 

nämlich  j—dx=  jdx-\-  J2xdx  -\-  ■■■  -\-  lnx"~^dx  =  x-\- .r- -\- ■■■ 

und  daraus  -i  =  A  ('"--'"")  =  lz:(^^±}&;i^ 
X        dx\    l~x    /  (1 — .r)- 


')  Commentarii Äcademiae Petropolitanae  ad  annos  1732  et  1733.  T.  VI,  68 — 97. 

41* 
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,    ,  x-{n  +  l)x''+^  +  nx''-^^        r»        !,■  ja      tr       *. 

nebst  s  =  ^ — —A ^^ Uer    hier    angewandte    Kunst- 

(1  —  xy  ° 

griiF  gewinnt  alsbald  für  Euler  den   Charakter  einer   auch  bei  Ter- 

wickelteren  Reihen  nützlichen  Methode. 

Wir  kommen   zu  Euler 's  Aufsatz  De  summis  serierunt  recipro- 

carum^),  in  welchem  er  als  Erster  die  Summation  der  reciproken 

Qiiadratzahlen   veröfientlichte    und    dadurch    eine    durch   Johann 

BernouUi    (S.   92)    auf   die    Tagesordnung    gesetzte    Aufgabe   löste. 

Euler's  Gedankengang   ist  folgender.     Sei  .s  ein  Bogen  und  ij  dessen 

Sinus  oder  y  =  s  —  ^-^^  +  ^   ^   3^^ ,   so   ist  auch   1  —  ~ 

+  :. — r — , — „   „    , — ;-  +  •  •  •  ^0.      Diese    aus   unendlich    vielen 

Gliedern  bestehende  Gleichung  ist  unendlich  hohen  Grades  in  .s  und 
besitzt  deshalb  unendlich  viele  Wurzeln,  wie  es  in  der  That  unend- 
lich viele  Bögen  giebt,  welchen  allen  derselbe  Sinus  zukommt.  Ist 
2)  der  Umfang  des  Halbkreises,    Ä   der    kleinste    aresin  y,    so    kann 

aresin  11    ausserdem    auch    noch    die    Werte  ,'        .-,      •     / 

„  .'         ,      ,     .'  besitzen,    und    da    iedes     Gleichungs- 

-^p-A,  -Ap  +  A,  ■■■  '  ^ 

polynom   in   so  viele  Factoren   zerfällt  als    der   Grad   der   Gleichung 

verlangt,  da  aus  jedem  Factor,  indem  man  ihn  =  0  setzt,  eine  Wurzel, 

beziehungsweise  aus  jeder  Wurzel   ein  Factor  ermittelt  werden  kann, 

so    ist    0=1  —  -    +  ~ — s— 5—  —  z — „   .,    .    ,     -!-•■•=     1 2") 

einem  bekannten  Satze  findet  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung 
und  ihren  Wurzeln  der  Zusammenhang  statt,  dass  der  Coefficient  der 
ersten,  zweiten,  dritten  •  •  •  Potenz  der  Unbekannten  sich  als  negative 
Summe  der  Wurzeln,  als  Summe  der  Wurzelproducte  zu  je  zweien, 
als  negative  Summe  der  Wurzelproducte  zu  je  dreien  •  •  ■  erweist. 
Heissen  die  Wurzeln  einer  Gleichung  «,  b,  c  •  •  •,  ist  a  ibre  Summe, 
ß  die  Summe  ihrer  Producte  zu  je  zweien,  y  die  Summe  ihrer  Pro- 
ducte  zu  je  di-eien  •  •  • ,  ist  ferner  a  -\-  h  -\-  c  -\-  ■  ■  ■  =  P,  a-  -j-  li-  -{- 
c'  -\-  ■  ■  •  ^  Qj  a^  -\-  h^  -\-  c^  -\-  ■  ■  ■  =  R  u.  s.  w.,  so  ist  nach  einem 
nicht  weniger  bekannten  Satze  F  =  cc,  Q  =  Pa  —  2/3,  R  =  Q« 
—  P/J  +  37,  S=  Ru  —  Qß  -\-  Py  —  Ad  u.  s.  w.    Im  gegenwärtigen 

FaUeist«  =  ^,    /i  =  0,    Y  =  y7^j>    d  =  0  -.•,  ferner  «  =  j-, 


')  CommeiiUirii  Academiae  Petrüpolitanuc   ad  unnos   1734   et   1735.    T.  VII, 
123—134. 
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h  =  T ,   c  = 7  •  ■  ■-       Demnach    ist    P  =  — ,     Ö  =  -r , 

p—A'  —p  —  A  y'      ^         y" 

jB  =  ^  —  z-  ^    ,   S  ^  —i  —  r-^— s  —  ,    „   „  u.  s.  w.    In  diese  allgemei- 
y'         iiij'  y  1-1/  1-2 -3  ° 

nen  Formeln  setzt  Euler  »/  =  1,  wodurch  A  der  kleinste  arcsin  \  =  ^  =  q 

wird,  wenn  (/  die  Länge  des  Quadranten  bezeichnet.  Die  einzelnen 
Wurzeln  A,  p  —  A,  —  p  —  A,  '2p  -\-  A,  —  2p  -\-  A  ■  ■  ■  sind  dann 
2>   1}  —  ^2)  ^?>  —  ^1}  ^i  ■■■>   ^°  jeder  Werth  paarweise  auftritt. 

so^twd  1  =  1(1-1  +  1-1  +  ..^)  „„a  |  =  f-  =  i-l 

+  .  —  _-(-•••  oder  die  Leibnizische  Reihe  ist  gefunden.  Die 
Summe  Q  der  Wurzel quadrate  wird  als  -^  gleichfalls  =  1,  ferner 
ii  =  — ,  S  =  —  ,  und  die  Summen  der  ö**"",  6'°",  7*"°  Wurzelpotenzen 

5  2  61 

finden  sich  als    T=— ,    F=~,    IF=^t--     Man   erliält   daher   die 

24'  lo '  (20 


Gleichungen 

(i  +  ^+J,  +  -)  nebst  i  +  .',  +  i  +  ..._^-i^ 


-  =  -( 

2  2=  \ 

3  o«  V 


^ 2  / 

15~ö«  V 


36  vie+i  +  ^  +  -)  nebst  ^  +  ^+i  +  ...  =  -fl==^, 

wo  2)  überall  die  Zahl  bedeutet,  die  heute  n  heisst. 

Aus  diesen  Reihen  leitet  Euler  dann  andere    ab.     Sei    rv  +  jj 

+  p  +  j2  H =  *'i,  JT  +  ^  +  p  +  JT  H =  «4   u.  s.  w.      Er 

erhält   *^  =  i  +  ij  +  -L  +  J,  +  ...  =  ,^,  _  (J^  +  ^  +  J_  _f_  . .  .) 

und  *2  =  3^ (p  +  p^  +  5S  +  '"}  =  3  '  ^  ^  ^  '       Aehnlicherweise 

'"*  S  =  ^  +  i'  +  6^  +  ^  +  ■■•  =  *■*-  (^  +  F  +  ^  +  ■•■)  ""*i 

16  / 1      ,      1      ,      1      ,  \  16      »^  ii'  T^    1  •    1       1    j 

**  =  15lF  +  3^  +  FJ  +  --J  =  15-96  =  9Ö-        ^'^l*^'"    ^«'S*    '•^^^^°"' 

wie  ausser  dem  besondereu  Werthe  //  ^  1   auch  andere  Werthe  von 

y  eingeführt  werden  könnten,  die  wieder  zu  Reihensummirungen  führen. 

Euler  war  der  Ei-finder  dieser  Reihensummen ^).     Er  hat   1736 


')  Das  hat  Eneström  in   der  Bibliotheca  mathematica  1890  pag.  22 — 24 
ausser  allen  Zweifel  gestellt. 
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und  1737  Briefe  über  dieselben  mit  Jobann  Bernoulli  t;eweobselt. 
Als  im  Jahre  1742  Johann  Bernoulli's  Werke  in  4  Bänden  erschienen, 
deren  vierter  wesentlich  noch  Ungedrucktes  brachte,  wurden  Yom 
Verfasser  selbst  an  dessen  SjDitze  drei  Aufsätze  über  Reihen  gestellt, 
deren  dritter  die  Summirung  der  reciproken  Quadratzahlen  von  der 
Sinusreihe  ausgehend  vollzieht'),  also  ganz  ähnlich  wie  Euler  es  ge- 
macht hatte.  Die  einzige  Erklärung  dieser  auffallenden  Nachveröffent- 
lichuug  kann  darin  gefunden  werden,  dass  Bernoulli  durch  Euler  nur 
von  dem  Ergebnisse  der  Summirung  Kenntniss  erhalten  haben  dürfte. 
Das  geistige  Zusammentreffen  in  der  jedenfalls  nicht  ganz  nahe 
liegenden  Herleitung  bleibt  immerhin  erstaunlich. 

Wir  kehren  zu  Euler 's  Abhandlungen  über  Reihen  zurück,  und 
zwar  zu  seinen  Bemerkungen  über  harmonische  Reihen,  De  pro- 

gressimiibus    liarmonicis    ohservationes').      Die    Reihe    — | -j— .  -f- 

-|-  •  •  •  -| ^  .._   .  .  +  ■  •  •   ist  eine  harmonische,  weil  je  drei 


<i-j-2?)     '  '     n  +  (i— 1)& 

auf  einander  folgende  Glieder  derselben  eine  stetige  hannonische  Pro- 
portion bilden.  Ihre  Glieder  nehmen  fortwährend  ab.  Trotzdem  ist 
die  Summe  der  unendlichen  harmonischen  Reihe  unendlich  gross, 
was  mittels  des  Princips  einleuchtet,  dass,  wenn  eine  unendliche  Reihe 
eine  endliche  Summe  besitzen  soll,  die  Summe  von  2j  Gliedern  sich 
von  der  von  /  Gliedern  nicht  unterscheiden  darf,  d.  h.  in  diesem  Falle 
muss  die  Summe  der  Glieder,  um  welche  die  weiter  fortgesetzte 
Reihe  die  kürzere  übeiirifft,  unendlich  klein  sein;  ist  dieselbe  dagegen 
von  endlicher  Grösse,  so  kann  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  nicht 
endlich  sein,   sondern   muss   unendlich   gross  werden.     Nun  betrachte 

man  die  {n —  IV*  Glieder  — .-^y  -\ .,...,,,   -| + 


rt  +  iö    '    «  +  (i  +  l)6     '  '    f«  +  («i— 1)6 

Ihre  Summe   ist  >  — ,  ,    .     ,,,    und    <  - — ,   .,     ,     d.    h.     bei     sehr 
a-\-{m  —  1)0  a-\-%o     ^ 

grossem  i,  dem  gegenüber  a  wie  h  nicht  in  Betracht  kommen,  liegt 

diese  Summe  zwischen r—    und   - — ; :  sie  ist  somit  von  end- 

lieber  Grösse,  und  die  harmonische  Reihe  selbst  unendlich  gross. 
Es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  hier  Jacob  Bernoulli's  Divergenz- 
beweis (S.  90)  als  Muster  diente,  aber  ebensowenig,  dass  Euler's 
Fassung  des  Beweises  noch  klarer  war  und  das  Wesen  der  Reihen- 
divergenz noch  mehr  enthüllte.     Nun    setzt   Enler  weiter  s    als    die 

Summe  der  /  ersten  Glieder,  d.h. 1 r— ^  +  •  •  ■  +  — ,^-. — -r-,  ==  s. 


')  Job     Bernnulli,    Oijcra  IV,    20 — 25.  *)  Comitientani   Academiac 

PetropolüaiMC  ad  unnum  1734  et  1735.   T.  VE,  löO — 161. 
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Das  nächste  Glied    — ^-^    ist    die    Veränderuiiff    von    .s,    welche    der 

Veränderung  von  /  um  1  entspricht,  und  da  bei  sehr  grossem  i  diese 
Veränderungen  als  Differentiale  zu  betrachten  sind,  von  welchen  di 

als  constant  gilt,  so  ist  -^.  =  — r-rr ,  s  =  / — t-t  ^  C  +  v  \os(a4-ib). 
°     '  d%        a-\-tb'  Ja-\-ib  '    b     °^     '       ' 

Setzt  man  aber  die  Reihe  bis  zum  Gliede  — t—t-- — tt-,  fort,  so  muss 

n  +  (ni — 1)  i  ' 

als  Summe  C  -\-  j  logi«  -f-  nih)  herauskommen.  Die  überschüssigen 
Glieder  ^  +  „^(/^^^^  +  •  ■  •  +  ^TflÄ^^IÜ  ^*^"°  "^i*^^"^  ^^ 
Summe  \c  +  \  log(«  +  „  jfej  -[c+  \  log(a+i6)]  =  |log^±;^, 
welches  bei  sehr  grossem  *  in  ^  log n  übergeht.     Bei  a  =h  =  c=\ 

ist   also   nahezu   log  h  =  (j  +  |  +  ^  H 1-  — •)  —  (i  +  |  +  ;§" 

_j_  . . .  _j — -  j      Die  Gliedei-zahl   der  abzuziehenden  Reihe  ist  nur  der 

»«"  Theil  der  Gliederzahl  der  anderen,  d.  h.  man  hat  je  n  Glieder 
der  positiven  und  eines  der  negativen  Reihe  in  eine  Ginippe  zu  ver- 
einigen.    Man  erhält  log »«  =  (j  +  i  H ^"  ^  ~  l)  +  (,T^  + 

»T+l    '    """~'"27i~'2/  "'■■■"'    l(n  —  1) !  +  1    1"  (n  —  1) ;  +  2  "^  '" 

— : r ).     Wenn  auf  diese  Weise  Reihen  zur  Logarithmenberechnuug 

hervorgebracht  werden,  so  dienen  umgekehrt  Logarithmen  zur  Sum- 
mirung   der   harmonischen   Reihe.     Aus    der   logarithmischen    Reihe 

log(l+i)=l--i-,  +  -i-3--L  +  ...  folgt  i  =  log^±i  + 
-— ,  —  —"3  -|-  T— 4  —  ■  •  •,  und  setzt  man  für  x  die  aufeinanderfolgenden 

**X  OhC  4«C 

ganzen  Zahlen  von  1  bis  /,  so  erhält  man 

-  =  log      2     +     ^   -    -    +      -     -      ^       +•■■ 

£^1  3                _1 1 1 1  . 

2  ^^^  2  '24          3  •  8      '     4  •  16            5  •  32  "•"  '  '  ' 
1   ,  4  ,      _\ 3_     ,      _l 1__ 

3  iOg  3^  I      2  ■  9         3  •  27  "•"   4    81           5  •  243  l"  ' ' ' 

4  ^"B      4       ~  2  •  16         3  ■  64    '    4  •  256         5  ■  1024    ' 

i  =  iogi+i4-  i-  _  ±  +   i-  _    ±    +... 

i  ^"8       t         f^    2»»  3»»      '        4i'  öt^        1^ 

Die  Addition  dieser  Gleichungen  führt  zu  folgender  Formel:  j  +  ^ 
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+  i  +  ...  +  i_l„g,,:  +  l,  +  i[i  +  ^  +i+-+M- 

Die  zu  log  (« +  1)  noch  additiv  und  subtractiv  in  RecLnung  zu 
bringenden  Ausdrücke  sind  convergent.  Ihre  angenäherte  Auswertbung 
liefert  0,577218,  eine  Zahl,  welche  man  sich  später  gewöhnt  hat  die 
Euler'sche  Constaute  zu  nennen  ixnd  sie  durch  C  zu  bezeichnen. 
Dann  ist  also 

T  +  4  +  ^  +  ---  +  |  =  iog(^  +  i)  +  a 

Den  Gedanken,  das  i  -j-  1'°  Glied  einer  Reihe  als  Unterschied 
zwischen  den  Summen  der  i  und  der  *  -j-  1  Anfangsglieder  zu  be- 
trachten, der  dem  Unterschiede  1  der  Stellenzeiger  entspricht,  und 
somit  den  Differentialquotienten  der  Summe  nach  der  Gliederzahl 
darzustellen  (S.  639),  hat  Euler  auch  in  geometrische  Form  ge- 
kleidet. In  der  Mdliodus  universalis  serierum  convergentium  summas 
quam  proxime  inveniendi^)  nimmt  er  (Fig.  103)  auf  einer  Abscissen- 


\ 

I-' 

x 

b 

y 
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rj 

rf 

A 

z> 


E  F 

Fig.  103. 


axe  AQ  lauter  der  Einheit  gleiche  Stücke  AB  =BC=  CD  =  DE 
=  EF  =  ■  ■  ■  =  PQ  und  errichtet  in  allen  so  bezeichneten  Punkten 
der  Abscissenaxe  Ordinaten  Aa,  Biß,  Ccy,  ■  ■  ■  Pp,  Qqq  so,  dass 
in  der  angenommenen  Längeneinheit  gemessen  Aa.  das  erste  Reihen- 
glied   einer   gegebenen   Reihe   darstellt,   Bh   das  zweite,   ■  •  ■  Pj)  das 

n  —  1*%    Qq  das  M*^     Die  Rechtecke  Aß  -\-  By  -\-  Gd  -] \-  Pq 

besitzen  als  Flächeninhalt  die  Summe  der  n  —  1  ersten  Reihenglieder 
und  sind  grösser  als  die  von  den  Ordinaten  Aa,  Qq,  der  Abscisse 
AQ  und  der  Curve  ab---q  eingeschlossene  Fläche,  welche  durch 
ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  in  dem  früheren  Aufsatze  gelehrt 
wurde.  In  einer  zweiten  Figur  (Fig.  104)  ist  die  Summe  der  Recht- 
ecke Aß-\-By-\- Cd -\- ■■■-{-  Pq  oder  die  Summe  der  n  —  1  ersten 
Reihenglieder   kleiner    als    die    durch    ein    bestimmtes    Integral    dar- 


')  Commentarü  Academiae  PetropoKtanae  ad  annum   1736.    T.  VIII,   3 — 9. 
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(Ul 


gestellte   Fläche,    welelie   von    den    Ordinaten   ,1«,    (f>Q,    Jer   Abscisse 
AQ  uud  der  Curve  (cß--g  eingeschlossen  ist.    Letztere  Curvenfläche 


ist    also    zwischen     zwei    Grenzen 


eingeschlossen, 


welche    Newton 


a 

J^ 

et 

\v^ 

^ 

> 

b 

c 

d 

^. 

c 

A  B  C  D  E  F  0  P  Q 

Fig.  104. 

(S.  193")  bereits  gekannt  hatte,   und  die  Reihensumme  zwischen  zwei 
Integi-alen.     Eine   dritte  Figur   endlich  (Fig.  105)   bringt  noch  enger 
die  Reihensumme  einschliessende   Grenzen  hervor  als  die  genannten 
Integrale,    indem    die    dort    vernach- 
lässigten gemischtlinigen  Dreiecke  in- 
sofern   Berücksichtigung    finden,    als 
man  statt  ihrer  um  weniges  gi-össere 
oder  kleinere   gi-adliuige  Dreiecke  in 
Rechnung  bringt. 

Wir  haben  (S.  635)  gewisse 
Formeln  auftreten  sehen,  in  welchen 
Differentialquotienten  aufeinander  fol- 
gender Ordnung  die  hervorragendste 
Rolle  spielten.  Auf  die  Herleitung 
dieser    Formeln    kam    Euler    zurück 

unter  der  Ueberschrift:  Inventio  siimmac  aijiisque  seriei 
temiino  generali^).  Die  Bezeichnung  ist  eine  andere  als  in  dem 
früheren  Aufsatze.  Euler  schreibt  jetzt  ./■  statt  )i,  X  statt  f,  S  statt  s. 
Er  setzt  ferner  den  Taylor'schen  Satz  voraus,  für  welchen  er  dessen 
Entdecker  angiebt,  und   der  in  der  Form   auftritt,  eine  Function  ij 

a  dy 


daiii 


von  X  nehme,  wenn  x  in  x  -\-  a  übergehe,  den  Werth  an  y  -\-  —  -~ 

+  ; — T  j-K  +  :r-s— ^  -r^  +  ■  • ',  eine  unendliche  Reihe,  an  deren  Be- 
'     1-2  ax'     '     1  •  2  •  .3  dx'     '  '  ' 

uutzbarkeit  kein  Zweifel  laut  wii-d.    Ist  beispielsweise  y  eine  Function 


•)  Commentarii  Academiae  PetropoHtanae  ad  anuum  1736.    T.  VIII,   Ü— 22. 
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von  X,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  mit  .r  zugleich  zu  verschwinden, 
.so  lasse  man  a  =  —  x  werden,  weil  alsdann  x  -\-  a  =  x  —  ./;  ^  0  ist, 
und    setze    den    neuen    Werth    von    y    als    Null,    d.    h.    man    er- 

hält    0  =  y--^  +  —  ^,-  ^^-^  j^.  +  --  ;  beziehungsweise 

X  dy          X-    d-xi    ,        x^      d^y  -n,.         , 

■'/  =  T  d^  -  rV2  ^^^  +  ITaTä  5P •     ^^"^  derartige  mit  x  zu- 

gleich  verschwindende  Function  ist  naturgemäss  S  oder  die  Summe 

der  .ogliedrigen  Reihe  A  -\-  B  -\-  C  -{-■■■  -\-  X.     Bei  x  —  1  Gliedern 

ist  deren   Summe    S  —  X  der  Werth,  den   S  annimmt,    wenn  x  in 

X  —  1    übergeht,   d.   h.   wenn   oben    a  =  —  1,   y  ^  S   gesetzt   wird, 

oder    man    hat    Ä  -  X  =  Ä  -  ^  +  ^  ^  -  ^-^  ^  +   •  ■  .. 

Daraus  folgt  die  erste  der  früheren  Formeln :  X  =  -, — -  -—V  4- 

°  dx       1-2  dx^    '^ 

1-23  dx^ 

Soll  eine  Umkehrung  der  Reihe')  in  dem  Sinne  erfolgen,  dass 
S  nach  X  und  dessen  Differentialquotienten  entwickelt  werde,  so 
nehme    man    cc,  ß,   y,   d,   s   ■  ■  ■    als    vorläufig    unbekannte    constante 

Coefficienten    und    setze    ~  ^  aX  -\-  ß    '    -\-  y  -^—^  +  S  -t— sr  -4- 

dx  '     '    dx     '     '    dx-     '  dx^     ' 

s  -T-r  +  •  •  ■  •    Fortgesetzte  Differentiation  giebt  ^— V  =  a  -j 1-  ß  -r^ 

dx*     '  "  °  dx'  dx     '    '^  dx^ 

,       (PX    .     .  d^     .  cPS  _      (PX    .       rf^X    ,        d^ 

+  ^  da;»  "T"       da;^    +   '  •  •;      ^^.s  —  «  rf^;«  +  P  dx'  ~^  ^  dx*    +   '  '  '' 

d*S  d^X    ,    „  d*X    ,  d'S  d*X    ,  -i        j  t  x 

d^  =  ''^x^+ß^^  +  ---'  d^=''ir^  +  ---'  ^^^^'^^"^  i'^^^g'"^- 

tion  zu  S  =  K  I X  dx  -\-  ßX  -\-  y  j-^  -|-  d  -r^.-  +  •  •  ■  führt.  Die 
Differentialquotienten  von  S  nach  x  setzt  Euler  alsdann  in  obige  erste 
Formel     ein     und     erhält     0  =  (1  —  «)  X  +  (j^  —  ß)  ^|  — 

(-^ L+y)^+(_^ L   :    J^l^)iÜ^l... 

VI  •2-3         1 -2    'V   da;«     '     Vi  -2  ■3-4        l-2-3~l-3  /  dx^ 

AUe  Einzelglieder  dieser  Entwicklung  verschwinden,  und  die  Ent- 
wicklung selbst  ist  unabhängig  von  der  Art  des  Zusammenhanges 
zwischen  X  und  x,  wenn  die  Constanten  «,  ß,  y,  ö  ■  ■  •   so  gewählt 

werden,  dass  0=1-«  =  ^-  /?  ^^-|-^  _  A  +  ^  =  rTYTi 
—  ^      +  -—  —  d  =  •  •  • .      So    erhält  man    «  =  1 ,    ß  =  -- ,   y  = 

"  — 1^,  «J  = -,  —  r  "^  ^i  "  ■  ■•  Jeder  folgende  Coefficient  hängt 
von    allen    ihm   vorhergehenden    ab.      Eine    unabhängige    Darstellung 


')   Commcntarii  Acadcmiae  Petropolitanae  ad  annum  1736.  T.  VIII,  14 — 16. 
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der  Coefticienteii  cc,  ß,  y,  d  •  •  ■,  hält  Euler  für  imiiiöglieliM,  viud  mir 

empirisch    fortschreitend    findet    er    «=1,   ß  =  T~,,   y^i    .r-^^j 

d  =  0,   £  =  - — --— — ; — ^— ; ,  5  =  0  u.  s.  w.    Li  der  Reihe  für  S  fallen 
'  1-2-3-4-5-6'' 

von  S  an  die  Ooefficienten   der  DiiFerentialquotienten   von  X  nach  .>■ 

von  grader  Differentiatiousorcbiung  weg,  und  man  erhält  die  frühere 

."  ,     „        r^  ,      ,    X    ,    1   dX         1    d'X    ,       1      d^X    , 

zweite  t  ormel :  b=  I  X  (  x  +    ,  +  rs  j i^k:;   i^t  +  ..»o.„  -j-x  etc. 

,'  '      i     '    12   dx         720   rf.r'     '    30240   dx^ 

Die  bei   der  Integration  hinzuzufügende   Constante    muss    der   schon 

erwähnten    Xothwendicfkeit,    dass   x  =  0    auch    X ^  0   und    S  =  0 

hervorbringe,   Rechnuntr   tragend    gewählt   werden.     Das   hat   natur- 

gemäss    Schwierigkeiten,    wenn    X   eine    solche    Function    von   x   ist, 

dass  X  im  Nenner  vorkommt,  wie  bei  der  harmonischen  Reihe  mit 

„        1       dX  1        d-X         2        d^X  12-3  ^. 

a;  '     rfx  j;* '     dx-         x^  '     dx'  x* 

r  r  fdx 

Summimng    gestaltet    sich    hier    mittels    jXdx^j — ^  logx    zu 

1,1,1,  ,1  n    \    ^  I      1  1       1        1 

1  +  .>  +  3  +  ■  •  •  +  -  =  f  +  log.r  +  ^  -  I^=  +  1^:^*  - 

— =— i  +  •  •  •.     Um    nun    C   zu    gewinnen,    setzt    Euler    .c  =  10    und 

findet  näherungsweise  seine  Constante 

C  =  0,5772156649015329 

auf    16   DecimalsteUen,    während    er   sie    fi'üher    (S.   640)    nur    auf 
6  DecimalsteUen  berechnet  hatte. 

Andere  Anwendungen  der  gleichen  Summeuformel  machte  Euler 
in  einem  wenig  späteren  Aufsatze:  3Ict]tochis  universalis  serics  sum- 
niandi  ultcriKS  promota^). 
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Wir  erinnern  uns,  dass  Jacob  Bernoulli  fS.  90)  im  vollen 
Bewusstsein  des  unendlichen  Werthes  der  harmonischen  Reihe  gleich- 
wohl in  unbefangendster  Weise  mit  derselben  rechnend  zu  gewissen 
Summenbildungen  gelangte.  Auch  Goldbach  (S.  620)  rechnete  mit 
unendlichen  Reihen  von  mindestens  zweifelhafter  Berechtigung,  und 
ein  Ergebniss  theilte  er  Euler  mit,  der  davon  mit  der  Bemerkung, 


')  Ipsa  autem  series  coefficientuni  a,  ß,  y,  S  ■  ■  ■  ita  est  comparata,  ut  rix 
credam  pro  ea  terminum  geneialem  possr  exhiheri.  ^  Commoitarü  Academiac 

PetropoUtanae  ad  annum  1736.  T.  VUI,  147 — lös. 
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es  rühre  von  Goldbacli  her,  in  der  Abhandlung  Variae  observaHones 
circa  series  infinitas^)  Gebrauch  machte.  Sei  x  die  Summe  der  un- 
endlichen harmonischen  Reihe  oder  x  =  Y-f"T~l~Q+T~f"xH • 

Man  weiss,  dass = 1 — ?  -1 — ,  H ,  und  setzt  man  der  Reihe 

nach  a  =  2,  n  =  3,  a  =  5,  a  ^=  6,  so  erhält  mau: 


1 
T  ~ 

i  + 

1 

+ 

1 

+ 

1 

2 

\  + 

1 

+ 

1 

27 

+ 

1 

k  + 

1 

25 

+ 

1 
125 

+ 

1 

5 

i  + 

1 
36 

+ 

1 

216 

+ 

Zieht  man  diese  Reihen  von  x  ab,  so  bleibt  x — (t  ~l"  ö"  ~l~  T  H"  - ) 
=  l-|-Y-f-  —  -)-—  -}-  •■•.  Offenbar  lassen  weitere  Reihen  für 
-T,  — ,  — - ,  ■  •  •  sich  bilden,  in  denen  lauter  von  einander  verschiedene 
Glieder  — ,  — ,  — ,   •  •  •  mit  r  >  1   vorkommen.     Zieht  man  auch 

7''    If/'    11''  =" 

diese  Reihen  wieder  von  x  —  (t  ~H  ^  ^~  T  ~l~  t)  ^^j  ^°  erschöpfen 
sich  schliesslich  alle  Glieder  der  harmonischen  Reihe  mit  Ausnahme  der  1 
und  man  behält  x  -  (\  +  \  +  J  +  1  +  i  +  A  +  1 +  ...)  =  1, 
beziehungsweise 

^  -  1  =  Y  +   2   +   4   +   5   +   6   +   9   +  13  +  •■■• 

Nun  war 

1.1,1.1,1.1.1, 
^=1+2  +  3  +  4  +  5  +  6+    7    +••• 

und  zieht  man  die  obere  Reihe  von  der  unteren  ab,  so  bleibt  Gold- 
bach's  Reihe 

^  3   ^   7   ^   8   ^  15  ^  21  ^  26  ^         ' 

deren  Definition  darin  besteht,  dass  die  Nenner  der  sie  bildenden 
Stammbrüche  um  1  vermehrt  sämmtliche  Potenzzahlen  liefern,  die 
in  der  natürlichen  Zahlenreihe  vorkommen. 

Euler  setzte  ein  ähnliches  Verfahren  fort,  mittels  dessen  er  die 
eben  gefundene  Reihe  von  der  Summe  1  in  zwei  andere  zerspaltete, 
deren  eine  nur  mit  ungraden  Nennern  behaftete  Brüche  enthielt,  die 
zweite  nur  Brüche  graden  Nenners.     Er  fand 


')  Cmnmentarii  Äcademiae  Petropolitanae  ad  aiinum  1739.  T.  IX,  160 — 188. 
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3+i+i5  +  31  +  3ö+i    +---  =  l0g2, 

1   +  24  +  26  +  i  +  ^0  +  ife  +  •••  =  1  -  l°g2. 

In  einem  weiteren  Satze  ging  Euler  von  der  Leibnizischen  Reilie 
1  —  -    +  V „  -\-  •••  =    -   aus,  und  dieses  dürfte  die  erste  Stelle 

3  5  7  4  ' 

sein'),  an  welcher  Euler  sich  des  Buchstabens  ,-t  für  die  Zahl 
3,141592(5  •  •  •  bediente.  Wir  wissen,  dass  sich  William  Jones 
170()  mit  eben  dieser  Bezeichnung  versuchte  (S.  295),  aber  ohne 
Nachahmung  blieb.  Euler's  Beispiel  schlug  durch,  und  bald  nahm 
ein  Schriftsteller  nach  dem  anderen  das  n  an.  Noch  eine  andere 
bald  allgemein  gewordene  Bezeichnung  schreibt  sich  von  dem  in 
Rede  stehenden  Aufsatze  lier,  in  welchem  die  erste  uns  bekannte 
Benutzung  des  Buchstaben  e  für  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmen- 
sjstems  sich  findet -j. 

Euler  blieb  bei  Reihensummirungen  nicht  stehen,  sondern  be- 
schäftigte sich  auch  mit  der  Anwendung  unendlicher  Facto  ren- 
folgen').   Sei  die  unendlich  grosse  Summe  der  harmonischeu  Reihe*) 

wieder  durch  x  bezeichnet.     Von   a;^~  +  —  -)-  —  +  -+  •••    zieht 

1      '      2      '      3      '      4      ' 

Euler  J=i  +  {  +  |+^-f...  ab  und  behält  |  =  i+  J+i 
-|-  _  -\-  ••■,  eine  Reihe,  in  welcher  Stammbrüche  geraden  Neuners 
fehlen.  Aus  ihr  folgt  "s"  •  ö  ^  =  -j-  +  t  ~l~  i7  ~l~  oi  "h  ' '  ?  ^'^^  zieht 
man  diese  Reihe  neuerdings  ab,  so  erhält  man  —  (l  —  -  j  r  =  — 
=  ,+"-+_+  TT  +  ••  ••     In  den  Nennern  dieser  Reihe  fehlen  alle 

1      '      5      '      I      '      11     ' 

durch     2    oder     durch    3    theilbare     Zahlen.       Man    sieht,     dass     in 

7  •  3  •  (l  -  5)^^^  =  V  M  ^=  I  +  Y  +  n  +  Ä  +  -  '^i«  Nenner 
der  noch  vorhandenen  Stammbrüche  durch  2,  3,  5  untheilbar  sein 
werden,  und  dass  ein  ähnliches  Verfahren  sich  dazu  eignet,  auch  die 
Brüche  aus  der  immer  weniger  Glieder  enthaltenden  Reihe  zu  ent- 
fernen, deren  Nenner  durch  die  folgenden  Primzahlen   7,  11,  13  -  ■  • 

theilbar  sind.     Endlich  erscheint    .,  •  v  ■  x  '  T  '  TT  '  Ta  '  '  '  •''  =  ^ »    ^^' 

*•       o       o        •        IJ.      Xo 
.   ,  .  1,1,1,1,  2      3      5      7      11     13 

Ziehungsweise  ^-  =  j  +  ^  +  ¥  +  4  +  ' '  '  =  Y  *  2  '  I '  ü  '  Tö  *  12-' 

wo  die  unendliche  Factoreufolge  aus  lauter  Brüchen gebildet 

°  p  —  1  ° 

')  Commentarii  Aeadeviiae  Petropolitanae  ad  annum  1739.  T.  IX,  165. 
^  Ebenda  T.  IX,  187:  posito  e  pro  numero  cujus  logariHimni^  InjperboUcus  est  1. 
')  Ebenda  T.  IX,  172  sqq.         *)  estque  adeo  infinitum. 


2 
-  •  3  ^ 
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ist  und  i)  alle  auf  einander  folgenden  Primzahlen  bedeutet.  Die  har- 
monische Reihe  nähert  sich  aber,  wie  Euler  iu  der  früheren  Ab- 
handlung über  dieselbe  (S.  640)  gezeigt  hatte,  bei  i  Gliedern  dem 
Wei-the  logii  +  1)  und  bei  i  =  oo  dem  Werthe  logcx),  der,  wiewohl 
unendlich  gross,  doch  kleiner  als  jede  Potenz  des  Unendlichgrossen 
ist,  und  eben  diesen  Werth  muss  man  der  angegebenen  Factorenfolge 
zuschreiben'). 

In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  akademischen  Ver- 
öffentlichungen findet  sich  eine  theoretisch  nicht  gar  bedeutende  Zu- 
sammenstellung verschiedener  Reihen,  welche  zur  Berechnung  von 
n  Anwendung  gefunden  haben-).  Euler  zieht  die  Methode  der  An- 
näherung durch  unendliche  Reihen  allen  anderen  vor,  wenn  die  zu 
benutzenden  Reihen  zwei  Eigenschaften  besitzen,  die  erste  rascher 
Convergenz,  so  dass  nicht  viele  Glieder  in  Rechnung  gezogen  zu 
werden  brauchen,  die  zweite  einfachen  Baues  der  Glieder,  so  dass 
deren   Einzelberechnimg    keine    übermässige    Mühe    verursacht.      Die 

Leibnizische  Reihe  -,  =  1  —  .r  +  ^  —  ^  +  •  ■  •   befriedige   z.  B.   in 

der  zweiten,  aber  nicht  in  der  ersten  Beziehung,  denn  man  müsse 
10*  Glieder  in  Rechnung  ziehen,  um  jc  auf  100  DecimalsteUen  genau 
zu  erhalten.  Unter  den  vortheilhafter  zu  gebrauchenden  Reihen  sind 
einige,  deren  Herleitung  auf  dem  Gedanken  beruht,  dessen  Machin 
(S.  350)  sich  bediente.     Euler  nennt  aber  diesen   seinen  Vorgänger 

nicht,  wiewohl  er  dessen  Zerlegung  -  =  4  arctg  —  —  arctg  — ^^  aus- 
drücklich als  eine  der  bequemsten  anpreist.  Als  eine  andere  vortheil- 
hafte    Zerlegung    wird    t  ^  ^  arctg  -  —  arctg  —  -\-  arctg  ^   vorge- 

schlagen.  Wir  erwähnen  auch  Euler's  Zerlegung  —  =:  2  arctg  -|- 
arctg  — ,  weil  sie  mehrfach  in  Lehrbücher  der  Analysis  Eingang  ge- 
funden hat. 

Wir  schliessen  einige  Bemerkungen  über  Dinge  an,  welche  weder 
nach  dem  Orte  noch  nach  der  Zeit  ihrer  Entstehung  hier  vollberech- 
tigt erscheinen,  welche  aber  bekarmt  zu  werden  verdienen,  und  welche 
wir  anderwärts  nicht  unterzubringen  wissen.  Um  die  Mitte  des 
XVII.  Jahrhunderts  bereits  bildete  sich  in  Japan  eine  mathematische 
Schule  unter    dem  Einflüsse    (so  glauben  japanische   Gelehrte  "V)  der 


')  Comnwntarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  annum  1737.  T.  IX,  174:  JSrit 
istius  expressionis  volar  =  log  oo,,  qiiod  infmitum  inter  omnes  infinit!  potestates 
est   minimnm.  -)  Ebenda   T.  IX,   22-2~-?38.  ""j   LJriefliche    Mittheiluug 

von  Prof   D.  Kikuchi  iu  Tokio  vom  'J.  .lauuar  1896. 
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damals  vollzogenen  Einführung  chinesischer  Arithmetik,  aber  ohne 
unmittelbare  Fühlung  mit  europäischer  Wissenschaft.  An  der  Spitze 
dieser  Schule  stand  Seki^l  (f  1708).  Ein  handschriftlich  gebliebenes 
Werk  Höeii  Sanki/ö  von  Matsunga  gehört  etwa  dem  Jahre  1739  an-). 
Yamaji  verfasste  um  1765  ein  gleichfalls  handschriftlich  erhaltenes 
\Verk  Ken  Kon  iw  Mali,  in  welchem  Ei-findungeu  von  Seki  mifc- 
getheilt  werden'').  Ein  Schüler  des  Yamaji  hiess  Xaomaru  Ajima*). 
Er  fükrte  Coordiuaten  in  die  japanische  Mathematik  ein,  und  unser 
Gewährsmann  lässt  es  dahingestellt,  ob  man  dabei  an  eine  selbständige 
Nacherfindung  oder  an  fremde  Lehren  zu  denken  habe.  Enzö  Wada'') 
mit  seinem  als  Handschrift  aufbewahrten  Werke  Enri  Slünlö  führt 
bis  zum  Jahre  18'Al  herab,  und  Hasegawa's  Ky Uschi  Tsül;ö  ist  gar 
1844  gedruckt^).  Endlich  wird  uus  berichtet''),  dass  T.  Endo  in 
jüngster  Zeit  eine  Geschichte  der  japanischen  Mathematik  in  japa- 
nischer Sprache  vollendet  habe,  welche  dem  Drucke  entgegensehe. 
Ob  dieses  Buch,  falls  es  in  eine  europäische  Sprache  übersetzt  wird, 
eine  genaue  Bestimmung  der  Entstehungszeit  der  einzelnen  Formeln 
ermöglichen  kann,  wissen  wir  nicht,  unser  bisheriger  Berichterstatter 
hält  eine  solche  Bestimmung  für  mindestens  sehr  schwierig,  weil  alles 
in  tiefstes  Geheimniss  gehüllt  und  nur  den  wenigen  Eingeweihten 
zugänglich  war.  Wir  müssen  dieser  Schilderung  nach  fast  au  eine 
um  2000  Jahre  verspätete  Nachahmung  der  Fjthagoräischen  Schule 
denken. 

Die  späten  Veröffentlichungen  be- 
ziehen sich  auf  Reihenentwicklxmgen  für 
■X  und  für  n-.      Sei   (Fig.  106)  arc  AC 

=  i  arc  AB,  CG  =  EH  =  d,  CD  =  s, 

EF  =  s^ .      Man  hat  AF- =  EF  ■  FH 
=  x^  ((/  —  Sj).       Andererseits    AF-  ^ 

'  AC-  =  K  {CD-  +  AD-)  =  ~  (CD- 


4  4 

+   CD  ■  DG) 


CD  ■  CG  = 


Mithin  ist  Sj* 


sd 
T' 

Nun 


Fig.   lOG. 


Sjd  +  -  srf  =  0. 

fand    Seki,    welchem    diese    Entwicklung    zugeschrieben    wird,    eine 
Keihendai-stellung  für  s^  aus  der  angegebenen  Gleichung: 

21 


4^+16d"r32d'~'~^ 


256  d' 


+ 


512  d 


7  + 


2048  d^ 


+  ■• 


')  D.  Kikuchi  in  der  in  Tokio  erscheinenden  Zeitschrift  Tokio  Siigaku 
Butsurigaku  Kwai  Kiji.  Vol.  VII,  pag.  107.  -)  Ebenda  pag.  53.  *)  Ebenda 
pag.  107.  *)  Ebenda  pag.  114.  ')  Ebenda  pag.  47.  °)  Ebenda  pag.  47. 
')  Ebenda  p^.  117. 
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Eine  Herleitung  dieser  Reihe   ist  vorläufig   nicht   mitgetheilt.     Man 

kann    sie    erhalten,    wenn    man    zuerst    (-1  j  —  ^  ^  —  j  -r    schreibt, 

dann  ^  =  o  —  2  V  ^  —  d  '  *^'®  Quadratwurzel    1/1  —  ^    nach    dem 

1 
binomischen  Lehrsatze  entwickelt  (l  —   jV  =1  —  —  -r  —  -^  (^)    — 

—  l-^j  —  •  •  •  und  nach  Einsetzung  dieses  Werthes  die  ganze  Gleichung 

mit  d  vervielfacht.  Sollte  Seki's  Verfahren  wirklich  so  gewesen  sein, 
so  müsste  man  entweder  seinen  mathematischen  Geist  aufs  höchste 
bewundern    oder    seine    Unabhängigkeit    anzweifeln.      In    der   für   s^ 

gleichviel   wie   gefundenen   Reihe   ist   das   Anfangsglied  j  s  =  ^  mit 

dem  Namen  der  Urzahl,  original  numher,  belegt;  die  nachfolgenden 
Glieder  heissen  1'",  2'°,  3'"  •  •  ■  Differenz  und  werden  durch  Re- 
cursionsfoiineln  aus  einander  erhalten.  Nennt  mau  die  Urzahl  auch 
nullte  Differenz  (was   der  Japaner  nicht  thut)   so  entsteht  allgemein 

s 
die  i  -f-  1'°  Differenz   aus  der  Ä"'°   durch  Multiplication    mit   y   und 

mit  einem  Zahlenfactor  fk+i  von  der  Art,  dass  fi  =  -,,  U^^, 
/"s  =  I ;  /4  =  i^ ;  /5  =  1 »  /"g  =  iJ ;  /'t  =  16  ■     -allgemein    ist  t\+i  = 

wird  nachher  ersichtlich. 

Wie    die    Gleichung    Sj-  —  Sjrf -(- -  srf  ^  0    die  Beziehung    der 

Sagitta  des  halben  Bogens  zu  der  .des  ganzen  Bogens  ausdrückt,  so 
muss,  wenn  s.^,  s^,  s^,  ■  ■  ■  die  Sagitta  des  viertel,  achtel,  sechszehntel 
•  •  •  Bogens   bezeichnen   soll,   eine  Reihe   von  Gleichungen   stattfinden, 

deren     erste     heisst     s^-  —  s.,d  -\-   -  SjfZ  =  0     oder     So"  —  ds.^  -\- 

(ds,s^.      s^    ,    ^^s^  _| )  =  0.    Aus  ihr  findet  sich  eine  Reihe 

für  So,  die  wieder  mit  einer  Urzahl  fj  =  f j  beginnt  und  sich  durch 
Differenzen  fortsetzt,  welche  abermals  durch  wiederkehrende  Ver- 
vielfachunsr  mit  -^  und  mit  Zahlenfactoren  entstehen  welche  der  Reihe 

,      5        21       143       17       133      575      201  ,     . 

"^•^^   l6'    iö'    Wi'    24'    176'    728'    3-2O   "  "  "   ^^'''""• 

AUgemein  ist  jetzt  der  /.•  +  1'^  Factor  ^'g+ j'~^g'('+|'+/^- 
Ganz  allgemein  zeigt  sich,  dass,  wenn  der  ursiirüngliche  Bogen  in 
n  gleiche  Theile  getheilt   ist  und   die   Sagitta  zu  einem   Bogentheile 
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gesucht  wird,  diese  sieh  durch  eine  Reihe  berechnet,  welche  mit  einer 

Urzahl    '.  beginnt  und  durch   Differenzen  sich   fortsetzt   mittels  Mul- 

tiplication    mit    -.-    und    mit    Zahlenfactoren    von    der    Form    q-,„  = 

2m- 

(mn — l)(»in  +  l)                           n*               i  i       i    •                               2»»- 
- welcher  bei  H=  OQ  in 


übergeht. 

Zu  jeder  Sagitta  gehört  eine  Sehne  oder  Chorda,  zu  Sr   die  c,., 

wobei,  wie  oben,  ÄF'-  =  ~  CD  ■  CG    oder    AC-=CD-CG   war, 

allgemein  Cr+i  =  ySrd  sein  muss.  Sei  nun  der  ursprüngliche  Bogen 
die  halbe  Eä'eisperipherie,  c^+i  die  Sehne  zu  dem  Bogen,  der  2''+'  mal 
genommen  den  Halbkreis  liefert,  so   ist  2'  +  'f,.^i  =  2  •  2'' "j/srrf  ein 

Näherungswerth  für  den  Halbkreis   -^,  beziehungsweise  4- 2-'' s,.rf  ein 

Näherungswerth  für  dessen  Quadrat   — —  •     Nun  sei  2''  ^=  n   und  für 

Sr  entsteht  eine  mit  —  als  Urzahl  beginnende  Reihe.     Diese   Reihe 

muss  mit  4  •  2'-''  ■  d  vervielfacht  werden,  um  — -—  zu  liefern,  oder  mit 

anderen  Worten  — ;—    ist    die    Summe    einer    Reihe,    in    welcher    die 
4  ' 

Factoren,   welche   die   einzelnen  Differenzen  hervorbringen,   wie  oben 

^/r^.Ti^^T'l^x  heissen,  die  Urzahl  aber  4  ■  2^'- ■  d  •  '-  =  ■ids  i.st. 
(2i/i'  + 3m-|- l)w'd  '  2''' 

So  entsteht: 

it^d-  ,  ,     r,     ,     1      2    s     ,     1      2-4  «ä,     1      2-4-6   .s^     ,  1 

-^  =  4^/41  +  -  •  3   ^  +  3  •  ^  ^  +  ^  •  ^^^^  }p  +  ---\- 

Beim  Halbki-eise,  von  welchem  hier  ausgegangen  wird,  i.st  s  ==  — , 
also  4rf.  =  2rfM  =  l  und  ^  =  2^  [1+144  +  1. 1^4 
+  \  '  V^>  ■  ¥  "1 ] '  beziehungsweise 

■71^  11  11''  1      1  •  2  •  3 

8  '^2       3   ^^   3      3  ■  5     1^   4      3    5     7'^ 

Diese  ganze  Folge  von  Schlüssen  soll,  wie  gesagt,  der  Hauptsache 
nach  bis  auf  Seki  ziu'ückführen,  bis  zu  der  Zeit,  in  welcher  Newton 
den  binomischen  Lehrsatz  zuerst  auf  die  Ausziehuug  von  Quadrat- 
wurzeln anwandte.  Seki's  Nachfolger  gaben  alsdann  Reihen  für 
Bruchtheile  von  n  selbst,  die,  ilirer  Herleitung  nach  gleichfalls  geo- 
metrisch,   wieder    so    aufgefasst    werden,    dass    sie    mit   einer  Urzahl 

Caxtor,  Geschichte  der  Mathematik    Ur,  3.  42 
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beginnen,  aus  welcher  die  Differenzen  durch  fortgesetzte  Verviel- 
fachung mit  einem  Gesetze  gehorchenden  Factoren  gebildet  werden. 
So  soll  z.  B. 

Tt  .  1 1^  1  5 


4  2-3         5-8  7  •  16  9-128 

eine  japanische  Reihe  sein. 

Gehen  wir  nach  dieser  Einschaltung  zu  Euler's  nächster  Ab- 
handlung Consideraflo  xn-oyressionh  CHJuAdam  ad  circuli  qnadmtumni 
inveniendam  idoneac^)  über,  so   finden  wir  hier  die  erste  Andeutung 

einer  später  als  sehr  merkwürdig  erkannten  Reihenart,  nämlich   der 

t 
C  dt 
halbconvergenten  Reihen.     Da   /  rniT«  ^  ^''*^% ^'   so  meint  Euler, 

0 

man    könne    das   Integral    in    eine    Summe    zahlreicher    sehr    kleiner 

Glieder  umwandeln,  indem  man  dt  =  —   und   t   der  Reihe  nach  mit 

X  ■  f      2  •  t             n  •  t 
den  Werthen  — ,   — ,  •  •  •  versehen  in  Rechnung  ziehe,  ein  6e- 

danke,  dem  wir  schon  bei  Kepler  (Bd.  II,  S.  757)  begegnet  sind,  der 
ihn  zum  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Gleichung  /sin  (pd(p^l  —  cosqs 

0 

benutzte.       Euler    setzt    also    arctg  t  ~    ,  ,  ^,  -\ — „  ,   ,,,  -| — „  ,  „^. 

+  ""H — rx — «72'  ^^^^  annähernde  Gleichung,  die  um  so  richtiger 
ist,  je  grösser  }*  gewählt  wird,  immer  aber  an  einem  wenn  auch 
geringen  Ueberschuss  von  arctg  f  über  die  Summe  der  rechtsstehenden 
Reihe  leidet.  Die  genaue  Summe  nennt  er  s  und  entwickelt  die 
einzelnen  Reihenglieder  durch  Division   selbst   wieder   in   unendliche 

„   .,                 nt              t           t'     ,     t"" 
Reihen:      „  ,  ^.  = 5  -^ ^  — 


2W 2'=«'     . 

= = — I = = — !-■•■•     Man  fasse   die  Glieder  der  neuen 

Reihen,  welche  gleiche  Potenzen  von  -  enthalten,  zusammen,  so  ent- 
steht  s  =  l  [P  +;2»  +  3^  4-  .    .  +  «"]  -  5  [1'  +  -'  +  3=  +  -  +  ,r] 

-\ ^  [P  4"  -''  +  3^  H +  ''^]  —  ■  ■  ■•    Jö'i^  *^^i'  "1  eckigen  Klammern 

stehenden  »(-gliedrigen  Reihen  hat  Jacob  Bernoulli  (S.  332)  in 
eine  Summe  vereinigen  gelehrt,  und  wenn  Euler  sich  auch  nicht 
ausdrücklich  auf  ihn  beruft,  so  benutzt  er  doch  Bernoulli's  Formeln, 


')  Commentarii  Academiae  PetrnpoUlanne  ad  animm  17;iO.  T.  XI,  110 — 127. 
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über   welche   er    in   einer  Bezieliuui'  hiusiusgeht.     Während  BeruouUi 

sich  aii  den  fünf  ei*sten  Bernoulli 'sehen  Zahlen  genügen  Hess,  benutzt 

Euler  noch  sieben  weitere,  im  Ganzen  also  zwölf  Bernonlli'sche  Zahlen. 

Der  Anfang  der  Darstellung  von   .s  heisst   also  jetzt:   s  = 

+  ,v-,    +     -  +  ^; \-  :r-j  —  577-4    —  •  •  ••       Eine    Umordnung    der 

Glieder,  so   dass   diejenigen  zusammengefasst  werden,  welche  gleich- 

[t         ?^ 
1 "?  ~l" 

'-^ — r + ••■] — /^  [/  -  f + f'  -t' +■■■]— ^.[f-  2f+ 3f— 

a  7      '  J  2  (I    ■-  '  '  '  btr  ^  ' 

•1''  H — ]  —  J^A [t  - i"""  +  ^-if'  —  30^  +  ■■■]— i^Jt—^f  + 

'  J         SOn*  ■-  I  11        i^n^L  3         ' 

42^  —  132?^  -(-"■■  pi-  *^-  ^-     ^^^  Gesetz,   welches  die  in  der  letzten 

t'" 
Anordnung  mit   — —  vervielfachte  in  Klammern  eingeschlossene  Reihe 


\r„m  ° 


befolgt,  wird  ohne  weitere  Begründung  angegeben.  Es  lässt  diese  Reihe 
in  der  Gestalt  t  -  ^"' + '^  ^^^  + '^-  f  +  (,»j^)j^+|^^>,+3)(..  +  4)  ^_ 

erscheinen.  Aber  ihre  für  jeden  positiven  Werth  von  m  unendliche 
Gestalt  behagt  Euler  nicht,  und  er  nimmt  eine  geradezu  vei'blüffende 
Umformung  mit  ihr  vor. 

Heisst  ihre  summe  v,  so  wird  ni  i^  =  mt ^ —  —  r  + 

m(^m+l)(m  +  -2){m  +  S){m  +  i)  ^ _      _  (1  -  f|/^T)-"'-  (l  +  i|/=T)-"' 
1.2.3.4  ^    •■■■—  2|^Z1 

eine  Gleichung,  welche  unter  der  Voraussetzung,  man  dürfe  die 
( —  ))i )'"  Potenz  ohne  weiteres  nach  der  binomischen  Formel  ent- 
wickeln, sich  als  richtig  erweist. 

Nun    ist    weiter ^ — ^— — ^ —  =  — 7=^X 

2|/— 1  2  y^\ 

(      1 1       \  _  (i+tT/=^r-u-<v=^)"'  ^„^j 

V(i  — «V— 1)"'       (i  +  t]/=^)"7  2(i  +  0'"V^^i 

unter     abermaliger    Anwendung     des     binomischen     Satzes     auf    die 

im    Zähler  vorkommenden  Potenzgi-össen   entsteht  mv  =  —  x 

8  (1  +  t-)'" 

^^_mim--l^(jn-^  ^,  ^  m  (m^  1)  -  (p  4)  ^  _     _  J^    ^    ^     ^,   .^^ 

jetzt  durch  eine  Reihe  gegeben,  welche  von  selbst  abbricht,  so  oft  m 
eine    ganze    positive    Zahl    ist.      Diese    Umformung    liefert    als    End- 

ergebniss  s  =  (/  -  J  +  1*  -  ^-  +  •  •  •)  -  ^-^i^^  _  ^-^-Jl-j-^, . 

T  -  i-^Jl+tr  (t  -  m  '') •    ^'^  Annahme  t  =  1,  also 

42* 
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arctg  1  =  -r,  liefert  eudlich  die  Formel  n  =  ~,  -r-:  H ;-— .  -4 s— r^ 

,  I         in  1      J £        1  ,    ^         1         _  ,  , 

"i  ^  n^+n'~^  ö'  In,         i2  2^ -Sn' ~^  Uli  2' ■  5n">        ••■,  weicüe  um 

SO  mehr  convergire,  je  grösser  n  gewählt  werde  •'^). 

Unmittelbar  an  diese  Aeusserung  anschliessend  beginnt  Euler 
einen  neuen  Paragrajihen  seiner  Abhandlung  mit  den  Worten:  Wenn 
auch  diese  Reihe  um  so  mehr  zu  convergiren  scheint,  je  grösser  n 
ist,  so  convergirt  sie  doch  stets  nur  bis  zu  einem  gewissen  Gliede, 
und  nach  diesem  wachsen  die  Glieder  wieder;  deshalb  taugt  es  nicht, 
die  Reihe  bis  dahin  anzuwenden,  wo  die  Glieder  zu  divergiren  be- 
ginnen, sondern  es  wird  nützlich  sein,  das  Verfahren  da  einzustellen, 
wo    die   grösste    Convergenz   beobachtet   wird.     Ist   nämlich    von    den 

Brüchen      ,  — ,  — ,  --,  —  ■•■   derjenige,    dem    der    Stellenzeiger   v 

zukommt,    =  X   und  der   nächstfolgende    =  Y,   so    ist   fortwährend 

^nr  >  5^ '-—-= und    bei     ins    Unendliche    wachsendem    v    wii-d 

Y        v^ 

T^  =  — 2  •     Daraus  ei-kennt  man,   dass   die  Reihenglieder  in  beständig 

höherem  Maasse  wachsen,  so  dass  keine  noch  so  sehr  convergirende 
geometrische  Progression,  mit  ihnen  in  Verbindung  gebracht,  sie  zum 
Convergiren  bringen  kann. 

Euler  hat  also  eingesehen,  dass  die  Bernoulli'schen  Zahlen 
schneller  als  in  geometrischem  Verhältnisse  wachsen,  imd 
dass  vermöge  dieser  Eigenschaft  die  am  Anfang  convergente 
Reihe  später  der  Divergenz  verfällt.  Er  hilft  sich  dann  bei 
der  Anwendung  dieser  Reihen,  indem  er  die  neuerdings  anwachsenden 
Glieder  durch  ein  Restglied  ersetzt,  von  welchem  er  nicht  erläutert, 
wie  er  dazu  gelaugt  ist,  wenn  man  auch  unschwer  errathen  kann,  dass 

er    sich    dazu    der    Formel    1 -!^  +  (^4^4)  —  •••  =  ~-^  be- 

diente,  ohne  die  Divergenz  der  hier  auftretenden  geometrischen 
Reihe  bei  4fi'^  >  n'^n'*'  in  Erwägung  zu  ziehen.  Und  doch  sagt 
Euler  nur  wenige  Seiten  später-),  man  könne  bei  Anwendung  diver- 
genter Reihen  nicht  vorsichtig  genug  verfahren,  während  es  ihm 
abermals  nur  eine  Seite  später  nicht  darauf  ankommt,  den  Satz  aus- 
zusprechen^), dass  alle  geometrischen  Progressionen  nach  vorwärts 
und    rückwärts    ins    Unendliche     fortgesetzt    die    Summe    0    haben. 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ftd  annum  1739.  T.  XI,  121: 
quae  series  eo  magis  convergit  quo  magin  numerus  jrro  n  aceipiatur.  -)  pjbenila 
T.  XI,  125:  Ex  his  satis  perftpicitur ,  quam  cuulc  circa  summutionem  serierum 
divergentium  versari  oportet.         ^)  Ebenda  T.  XI,  120—127,  §  20. 
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Da  uiimlicb =  »  -I-  n-  +  ir'  -\ und  —  ^  ^  1  H h    -  +  ■■■, 

SO  müsse  wegen  — - — I r  ^  0  auch   ■■■  -\ — „  -\ \-  1  -\-  n  -\- 

n--\- ■■■  =  ()  sein.  Wir  erinnern  uns,  dass  Stirling  (S.  628)  die- 
selbe beiderseits  ins  Unendliche  sich  erstreckende  Reihe  mit  ihren 
bei  «  =  1  unendlich  grossem  Werthe  ins  Auge  geftisst  hatte.  Es 
kann  wohl  sein,  dass  Euler  dort  die  Anregung  fand,  auf  das  eigeu- 
thümliche  Gebilde  zu  achten.  Jedenfalls  aber  wird  es  unseren  Lesern 
durch  die  erwähnten  Widersprüche  deutlicher  als  bisher  hervorge- 
treten sein,  in  welcher  Unklarheit  sich  Euler  damals  über  die  Be- 
griffe von  Reihenconvergenz  und  Divergenz  befand. 

Euler  hatte  im  VII.  Bande  der  Petersburger  Commentarieu  die 
Summe  reciproker  Potenzen  der  in  der  Zahlenreihe  auf  einander 
folgenden  Zahlen  untersucht  und  mittels  der  in  unendlich  viele  Fac- 
toreu  zerlegten  Sinusreihe  gefunden  (S.  630 — 637).  Er  hatte  im 
VIII.  Baude  derselben  Sammlung  seine  Summenformel  abgeleitet,  ohne 
in  den  in  ihr  auftretenden  Coefficienten  ein  Gesetz  erkennen  zu 
können  (S.  6-1:3 1.  Euler  hat  sich  niemals  mit  einem  negativen  Er- 
gebnisse zufrieden  gegeben.  Im  XII.  Bande  kehrte  er  mit  den  Be- 
trachtungen über  einige  Reihen,  Dr  sericbus  quihusdam  considerationcs^), 
zu  den  gleichen  Fragen  zurück.     Ist  s  ein  Kreisbogen  und  y  =  sin  s 

=  s  —  ,    ^   „  +  ,-,-,.  —  •  •  ■,  sind  dann  wieder   «,  h,  c  •  ■  ■   die 

Wurzeln  der  aus  der  Sinusreihe  gebildeten  Gleichung  •)  =  1  —  -    -f- 

y 

■i — s-"s :; — ;r~s — ; — ~  +  ■  •  • !   schreibt   man  cc  für   die  Summe  dieser 

1-2 -3«/         l-2-3-4öy    '  ' 

Wurzeln,    ß,    y,    d  ■  ■  ■    für    die    Summe    ihrer    Producte   zu    zweien, 

dreien,  vieren  •  •  •,  setzt  man  dann,  ungleich  der  früheren  Bezeichnung, 

a-\-h  +  c-\-d+-=Ä,  ff-  +  &2  -I-  ,ß  ^tF-\----  =  B,  ffä  +  ?*'  + 

(..3  _j_  fP  _|_  . . .  __  Q  u    g    ^^    SQ   erhält   mau   A  =  a,  .B  =  aÄ  —  2/3, 

C  ^uB —  ßA  -f-  2y  u.  s.  w.,  Ergebnisse,  welche  von  den  früheren  nur 

in  Bezug  auf  die  gi-ossen  Buchstaben  abweichen.    Nun  tritt  aber  neu 

hinzu,  dass  eben  diese  grossen  Buchstaben  als  Coefficienten  einer  re- 

currenten  Reihe  erkannt  werden,  indem      - —       ,  i  , s^ = 

A  -\-  Bz  -\-  Cz-  -{-■■■  ist,  wie  einfache  Division  bestätigt.  Euler 
geht  dann  noch  einen  wichtigen  Schritt  weiter.  Er  setzt  den  Nenner 
des  liier  benutzten  Bruches  1  —  az  -{-  ßz^  —  yz'-^  -\-  ■  ■  ■  =  Z,  so  wird 

der  Zähler  sofort  =  —  und  demnach  A  -{-  Bz  -\-  Cz-  +  •  •  • 
=  —  ~z  ~d~  '    -ausser  durch  Z  lässt  sich  aber  1  —  uz  -{-  ßz~  —  yz''^  -\ 


')  Commentarii  Aciulemiae  Petropolitanae  ad  annuiii  1740      T.  XII.  53 — 96. 
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auch  noch  durch  1 sin  s  bezeichnen,  wie  aus  der  geschiklerteu 

Entstehung  der  u,  ß,  y  ■  •  ■  hervorgeht.    Ist  demnach  Z=  1 sin 2^ 

und    )/    dabei    constant,    so    wird    -5-  = cos  s    und    —  -^  3— 

'  dz  y  Z  dz 

1 

—  cos  z 

=  — —^ = T — ,    mithin    gefunden    A  4-  Bg  +  Cz-  +  •  •  ■ 

1     .  !/  —  Sin  r '  °  111 

1 sin  z 

y 

= : Wir  bemerken  dabei,  dass  Euler  statt  sin  r  und  cos  ä 

y  —  sin  z  ' 

die  Schreibweise  sin^-^'  und  cos^-1-.:',  d.  h.  sinus  arcus  z,  cosinus 
arcns  z  hat,  und  dass  der  Abkürzungsbuchstabe  A,  abgesehen  davon, 
dass  ihm  ein  Pünktchen  folgt,  genau  so  aussieht,  wie  der  Coefficient  A, 
wodurch   man   sich    beim   Lesen    der   Abhandlung  nicht    irre   machen 

lassen   darf.     Wird  //  =  1 ,  also   das  fi-ühere  s  =  ^  angenommen,  so 

entsteht  A  -\-  Bz  -\-  Cz-  +  •  •  •  ^  -^ ^ — ,    und    kann    man  :; P — 

'  '  '  1  —  sm .- '  1  —  sin  s 

in  eine  nach  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  so  sind 
damit  die  Coefficienten  A,  B,  C  ■  •■  gegeben,  denn  eine  zweite  Reihe 
P  -\-  Qz  -{-  Bz-  -|-  •  •  •,  welche  aus  demselben  geschlossenen  Ausdruck 
sich  herleitete,  ohne  dass  P  ^  A,  Q  ^  B,  B  =  C  ■  ■  ■  wäre,  ist  un- 
möglich M. 

Beiläufig  bemerkt,  dürfte  dieses  die  erste  Stelle  sein,  au  welcher 
der  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  zu  Grunde  liegende 
Gedanke  deutlich  ausgesprochen  ist. 

Jene    gewünschte    Reihe     verschafft    sich    Euler    so.       Es    ist 

cos  z  =  sin  (^  -\-  z)  ^  2  sin  (^  -\-  ^ j  cos  (j  +  "f )  j  fem«"  1  —  sin  ^ 
=  1  +  cos  (I  +  z)  =  sin  (I  +  |)>  cos  (I  +  !)'+  cos  (|  +  ff 

-  sin  (f  +  ;)"  =  -^  cos  (^  +  J)',  also  y^^z  =  *^^g  (l  +  l) 
und  tUeser  Ausdruck  muss  der  Reihe  A  -{-  Bz  -\-  Cz-  +  •  ■■  ent- 
sprechen, welche  Euler  jetzt  durch  s  bezeichnet,  wofür  wir  lieber  e 
schreiben,  um  jede  Verwechslung  mit  dem  frühereu  S'  zu  vermeiden. 

Aus  tang   {j-\-\A^<y  folgt   aber  j  ~f~  ö  ^  arctg  6,    und     durch 

da 

Differentiation     nach     z     erhält     man     —  =  - — r--»,  1  +  <J'"  ^  2  t-, 

2        1  -)-  c*'        '  dz' 

l  -f  (A  +  Bz  +  Gz-  -\ )-  =  2(B  +  2Cz^BDz--\ )  =  2B 

-\-  iCz  -\-  6 Dz'-  +  ■  •  •.    Nun  endHch  findet  Ealer  durch  Ausführung 

der  links  vom  Gleichheitszeichen  geforderten  Quadrü-ung,  und  durch 

')    Commentarii   Academiae   Petropolitanae   ad   annum    1740.    T.  XU,    61. 
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tileichsetzung  der  auf  beiden  Seiteu  auftretenden  ^  enthaltenden 
Glieder  unter  Beriicksichtigimg  des  schon  bekannten  Werthes  J.  =  1 
die    zwischen    A,    B,    C  •  ■  ■     stattfindenden     Beziehungen    A  =  1, 

^  =  — ^,  C  =  -^,  D  =  ^^t—  U.S.W. 

Wir  können  unmöglich  über  alle  weitere  Entwicklungen  berich- 
ten.  Wir  müssen  uns  begnügen,  aus  dem  Zusammenhange  heraus- 
gerissen,  zu  sagen,  dass  im  §  16  von  trigonometrischen  Functionen 
mit  imaginärem  Argumente  und  ihnen  gleichen  Exponentialausdrücken 

mit  reellen  Exponenten  die  Rede  ist'),  dass  z.  B.  — ,  ,  =  ~ 

sin  (a  y  —  l)         e     —  1 

erkannt  ist,  wenn  auch  die  Bezeichnimg  weniger  einfach  gewählt  ist. 

Wir  erwähnen  femer,  dass  die  Summen  der  reciproken  Potenzen  der 

ganzen  Zahlen  mit  graden  Exponenten  bis  zur  Summe  der  reciproken 

24**"   Potenzen  ausgerechnet  sind-)   und  zwar  jeweils   in   der  Form 

1  1  1  2^''~'3r* 

7?I  +  ^  +  ^  +  •    •  =  1.-2. 3--. (2^+1)  ^-*'    ^«    ^^^"^    ^^l^""    ^"^""^ 

wieder  insofern  etwas  anderer  Bezeichnung  sich  bedient,  als  er  da, 
wo  wir  durch  Anwendung  des  Stellenzeigers  /.•  verallgemeinerten,  die 
besonderen  Zahlenwerthe  anschreibt,    auch  wo    es    um  die  An,  sich 

handelt.     Statt  A^,  A^,  A^,  A^--   findet  man  also   bei  Euler  — ,  — , 

fi  '  7o  '  '  ' "  ^'®  allgemeine  Summenformel  endlich  erhält  durch  An- 
wendimg   dieser  Zahlen    eine    etwas    andere   Gestalt*):    S=fX(lx 

X  _| A^_  dX  __       A^        d^X  A^        d'X 

'    T    '    1-2  -3  rfa;         1  •  2  ■•  ■  5   da;'  "•"  1-2-1    dx^  +  '  "    • 

Die  Zeitfolge   führt  uns   zu  einem  ganz   hervorragenden  umfang- 

reichen  Werke,  welches   1742  in  Edinburgh   die  Presse  verüess,   zu 

dem  Treatise  of  fluxions  von  Maclaurin.     Wii-  werden  im  112.  und 

im  118.  Kapitel  über  dasselbe  zu  berichten  haben,  zunächst  besprechen 

wir  nur  die  Stellen,  welche  für  die  ReLhenlehi-e  von  Wichtigkeit  sind. 

Dazu  gehört   mittelbar  der  Satz*),    dass  die   auf  ein  rechtwinkliges 

Aa^  _i_  Bx'"~^   I 

Coordinatensvstem  bezogene  Curve  ?/  = ^ t—^ —  unter  der 

^  ■  ax" -\-h  x"-"- -{-■■■ 

Voraussetzung    n  >  m    die   Abscissenaxe    zur   Asymptote   habe,    dass 

aber   der  Flächeninhalt    zwischen    einer  Anfangsordinate,    der   Curve 

und  der  Abscissenaxe  nur  dann  ein  endlicher  sei ,  wenn  n  >  m  -\-  1, 

dagegen    ein  unendlich  grosser,  wenn  n  <  m  -j-  1-     Auf  ihn  beruft 

sich  nämlich  Maclaurin^),  wo  er  die  Summirung  einer  Reihe  zur  Aus- 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitatiae  ad  annum  1740.    T.  Xu,  65 — 66. 
■)  Ebenda  T.  Xn,   73—74.  »)  Ebenda  T.  XH,   74—75.  *)   Maclaurin, 

Treatise  of  fluxions  pag.  272— 273,  §  327.       ')  Ebenda  pag.  289—304.  §  3.50—362. 
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messung  eines  Flächeoraums  von  der  genannten  Gestalt  in  Bezichnng 
setzt.  Seien  (Fig.  107)  die  Absisseustücke  AB  =  BC  =  CH=HI 
=  .  .  .  =  1  und  die  Ordinaten  AF,  BE,  CK,  HL  •  •  •   die  einzelnen 
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Fig.  107. 
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Reihenglieder,  so  ist  die  Reihensumme  gleich  der  Snmme  der  Recht- 
ecke Aq  -^  BS  -{-  CT  -\-  HZ  +  •■•.  Diese  Rechtecke  sind  aber 
zusammen  grösser,  als  die  von  der  Curve  FEKL  ■  ■  ■  mit  AI  und 
AD  gebildete  Fläche,  welche  selbst  wieder,  wie  man  durch  ge- 
dachte Verlängerung  der  SE,  TK,  ZL  ■  ■  •  nach  links  sich  leicht 
überzeugt,  grösser  ist  als  BS  -\-  CT  -\-  HZ  -\-  ■  ■  ■.  Je  nachdem  man 
also  die  Curvenfläche  endlich  oder  unendlich  findet,  wird  das  Gleiche 
für  die  Reihensumme  gelten  müssen.  Wird  ferner  in  Erwägung  ge- 
zogen, dass  die  gradlinigen  Dreiecke  FQE,  ESK,  KTL,  LZM  ■  ■  ■ 
den  Haupttheil  des  Ueberschusses  der  Rechteckssumme  AQ  -{-  BS 
-j-  CT  -\-  HZ  +  ■  •  •  über  die  Curvenfläche  ausmachen  und  zusammen 
der  Hälfte  des  Rechtecks  AQ  gleichkommen,  so  wird  jene  Rechtecks- 
summe, d.  h.  die  vorgelegte  Reihe,  annähernd  eben  so  gross  sein,  wie 
die  um  das  halbe  erste  Reiheuglied  vermehrte  Cui-venfiäche.  Es  sind 
das  die  gleichen  Gedanken,  welche  zum  Theil  Newton  (S.  193), 
welche  genauer  Euler  1736  ausgesprochen  hatte  (S.  640 — 641).  Als 
dem  Zwecke  der  Reihensummirung  noch  näher  kommend  wird  dann  eine 
Umformung  vorgeschlagen'),  welche  zur  Reihensummirung  unter  Aus- 
rechnung von  verhältnissmässig  nur  wenigen  Gliedern  führt,  und 
welche  mit  der  Euler'schen  Summenformel  (S.  635)  übereinstimmt. 
Eine  Herleitung  verspart  sich  Maclaurin  auf  den  zweiten  Band. 

Maclaurin  macht  dann  dai-auf  aufmerksam,  dass,  wenn  A,B,C,D-- 
die  Glieder  einer  Reihe  sind,  und  wenn  man  deren  Differenzen  bildet, 
eben  diese  Differenzen  A  —  B,  B  —  C,  C  —  D  ■■  ■   eine  neue  Reihe 


')  Maclaurin,  Treatise  of  Huxions  pag.  292—293,  §352—353. 
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darstellen,  deren  Summe  der  Unterschied  zwischen  dem  ersten  und 
dem  letzten  Gliede  der  ursprünglichen  Keihe  ist.  Nehmen  die  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  unter  jeden  angebbaren  Werth  ab^),  so 
bleibt  ihr  erstes  Glied  allein  als  Summe  der  Differenzenreihe,  z.  B. 

1  ■  2  \1  •  2  2  ■  3/  ~  \2  ■  3  3  ■  4/     I     \3  ■  4  4  ■  5/    ^  1  •  2  •  3 

2  2 

4-  - — - — ;  +  -; — : — r  +  •  •  -.     Dieses   Verfahren    sei    im  Wesentlichen 

'     2  •  3  ■  4     '     .1  •  4  •  5 

schon  von  Jacob  Bernoulli  (S.  88  flgg.)  benutzt  worden  und  habe 
auch  in  den  Händen  von  Taylor,  von  Nicole,  von  Stirling  Dienste 
erwiesen.  Maclaurin  selbst  bedient  sich  desselben  noch  bei  zahl- 
reichen verwickeiteren  Betrachtungen. 

Die  Verwandluug  eines  Ausdruckes  in  eine  Reihe,  mithin  die  der 
Reihensummirung  als  Umkehrung  gegenüberstehende  Aufgabe,  koiumt 
bei  Integrationen  in  Betracht-).  Kann  das  Integral  nicht  genau  als 
algebraischer  Ausdruck  angegeben  werden,  so  muss  man  es  durch 
eine  convergirende  Reihe  ausdrücken^).  Wie  das  zu  geschehen  hat, 
ist  verschieden.    In  sehr  vielen  Fällen  genügt  ein  Divisionsverfahren, 

wie  z.  B.  bei =l-j-^ — h^H >^o  unter  der  Voraussetzung 

Ol  —  cc  et  Cl 

eines  gegen  a  sehr  kleinen  x  wenige  Anfangsglieder  der  Reihe  ihrem 
Gesammtwerthe  nahezu  gleich  sind*).  Differentiation  führt  gleichfalls 
uicht  selten  zur  Reihenentwicklung,  und  als  Beispiel  dient  für  Maclaurin 
der  binomische  Lehrsatz  Newton's'').  Ist  n  ganz  beliebig,  so 
wird  gleichwohl  für  (1  -{- x)"  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende Reihe  vorausgesetzt  werden  dürfen,  deren  von  x  freies  Anfangs- 
glied 1  heisst.  Man  wird  annehmen  dürfen  ( 1  -(-  x)"  =  1  -\-  Äx 
-}-  Sx-  -(-  Cx'  -\-  Dx^  +  •  •  ■.  Differentiation  nach  x  liefert  nach 
einander 

n(l  +  x)"-i  ==Ä-\-2Bx  +  3Cx^  +  4J9.c3  +  ■  ■  ■ 

mU—  1)(1  +a.-)"--=2i?  -f  2.3Cic  +  3-42).t"  +  ... 
Ml»*—  l)(»j  — 2)(1  -i-x)"--'  =2-3C'+2-3-4Da;H 

Setzt  man  überall  x  =  0,  so  rechtfertigt  sich  einestheils  der  An- 


')  Maclaurin,  Treatisc  of  fluxions  pag.  293,  §  354:  //'  the  terms  of  thc 
first  series  decreaze  in  such  a  manner  that  hy  continuing  thc  progression  they  may 
become  less  than  nny  quantity  how  small  soever  that  am  he  assigned.  *)  Ebenda 
pag.  604 — 607,  §  745 — 747.  ")  When  a  fluent  cannot  he  represented  accurately 
in  nlgehraic  terms,  it  is  then  to  he  expressed  hy  n  converging  series.  ')  In  that 
case  a  f'cw  terms  at  the  heglnning  of  the  series  will  he  nearly  equal  to  thc  value 
of  the  icholc.         ')  Ebenda  pag.  607—608,  §  748. 
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fang  der  für  1 1  -j-  .r)"  angeuommenen  Reihe   mit  1    und  ergiebt  sieh 

auderntheils  )i  =  A,  n(n  —  1)  =  2B,  )> [n  —  1)  i^n  —  2)  =  6 C  u. s.  w., 

unmittelbar  darauf  der  polynomische  Lehrsatz'i  hergeleitet,  für 
dessen  Erfindung  auf  De  Moivre  verwiesen  ist  (S.  83). 

Die  obige  Herleitiing  des  Binomialsatzes  hat  allerdings  neben 
anderen  Erfordernissen,  deren  Erkennung  erst  späteren  Zeiten  ange- 
hört, unter  allen  Umständen  zur  Voraussetzung,  dass  die  Auffindung 
des  Differeutialquotienten  von  (1  -|-  .).■)"  nach  x  als  «(1  -|-  x)"~'  nicht 
selbst  mittels  des  Binomialsatzes  stattgefunden  habe,  und  diese  Vor- 
sicht hat  Maclaurin    geübt.     Seine  Herleitung   jenes  Differeutialquo- 

xm P» 

tienten-)  geht  aus  von  der  Ungleichung  wJ?""' >  ^^ — p->«i^"~', 
sofern  jEJ  >  F  >  0  und  n  ganzzahlig  positiv.   Aus  ihr  folgt      .         j- 

J^''  (^ g)" 

>  hJ."-i  und  -; ~. —  <  71 Ä"-^  oder  \Ä  4-  a)"  —  Ä">naA"-^ 

A  —  {A  —  a)  '       ■ 

>  A"  —  {^A  —  rt)".  Mit  anderen  Worten:  die  w'™  Potenzen  positiver 
Zahlen  wachsen  in  der  Weise,  dass  ihi-e  Diiferenzen  fortwährend  zu- 
nehmen. Ist  nun  rt  die  Fluxion  von  A,  so  muss  «a  J."~^  die  Fluxion 
von  A"  sein,  weil  die  Annahme  einer  Fluxion  naA'^~^  -\-  r  ebenso 
wie    die   Annahme    einer   Fluxion    tiaA''~^  —  r   zu  Widersprüchen 


führt.     Sei  nämlich  l/.-i"~'  -f-  ^ A  =  o,   so   folgt  naA"~^  -\-  r 

^««(.4+  o)"~^,  d.  h.  der  Quotient  der  Fluxionen  von  A"  und  von 
A  ist  n{A  -\-  oY~^.  Denkt  man  sich  ein  u  <  o  als  Fluxion  von  A, 
so  muss  demgemäss  die  entsprechende  Fluxion  von  A"  sich  als 
nu{A  -\-  o)"~'  erweisen.  Nach  dem  Vorausgeschickten  ist  nu  (A-\-oY~^ 
>  nu  {A  -f-  ?(V'~'  >  (A  -\-  uY  —  a",  und  doch  kann  die  Fluxion  von 
A"  als  Grenze  von  (A  -f-  «)"  —  A"  nicht  grösser  als  diese  DifPerenz 
selbst  sein,  welche  bewiesenermaassen  zugleich  mit  «  zunimmt,  der 
angekündigte  Widerspruch  ist  mithin  aufgedeckt.  Aehnlich  ist  der 
Beweis,  dass  auch  tiaA"~^  —  /•  nicht  die  Fluxion  von  A"  sein  kann, 
und   demnach   ist   in    der  That  naA"^^   die  genannte  Fluxion,   wenn 

nur  n    eine   ganze  positive   Zahl  ist.     Ist   dagegen   —  der  Exponent 


von  A  und  A "  =  K,  A'"  =  K",  und  ist  a  die  Fluxion  von  A,  /.■  die 

m        1'"— 1 
von    K,     so     ist     niaA"'~^   =   >i]cK"~^,     sowie     Ji  =  —  « ; 


')    Maclaurin,    Trcatise    uf  jluxions    pag.    608,    §  749.  *)    Ebenda 

pag.  583—586,  §  710—714. 
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m  Itt 

=  ~aÄ"'~^:Ä      "  ^  -  aA"       .     Ist   dann   weiter  ^~'' =  Ä'  oder 
n  » 

.-l'Ä'=l,    SO  folgt   durch   Fluxionsbilduug   raÄ''~^  K -\- 1;A'' =  0 

nebst  l'  =  —  ra  ^  =  —  raÄ~"'~'.     Auf  den  Fall  eines  irrationalen 

Exponenten  wird  nicht  Rücksicht  genommen. 

Wii-  unterbrechen  hier  einen  Augenblick  unseren  Bericht  über 
Maclaurins  Werk,  um  einem  am  6.  Mai  1742  der  Royal  Society  vor- 
gelegten Aufsatze '  i  eine  Erwähnimg  zu  gönnen.  Johann  De  Castillon 
hat  damals  den  binomischen  Lehi'satz  mit  einem  Beweise  versehen. 
Bei  der  Entwicklung  von  (j)  -\-  q)'"  müssen,  sagt  er,  unter  Annahme 
eines  positiven  ganzzahligen  ni  die  Glieder  ^»",  p"'~^  q,  p"'~-q', 
■  -  ■  g",  im  Ganzen  m  -\-  1  Glieder  vorkommen.  Vervielfacht  man 
(pi  +  Qi)(Pi  -\~  Qi^  '  '  '  iP">  +  3">\  so  entstehen  2"'  Glieder  und 
2'"  >  m  -f-  1-  Daraus  folgt,  dass  beim  Uebergange  des  Productes  in 
eine  Potenz,  d.  h.  wenn  alle  j;  unter  sich  und  alle  q  unter  sich 
gleich  werden,  gewisse  Glieder  identisch  werden  müssen.  Das  Glied 
p"  q'  (wo  s  -\-  t  ^  m)  wird  so  oft  vorkommen,  als  s  Elemente  p  und  t 

T.1  i.  i.-^  j       1"  j   1    is  +  t)(s  +  t  —  l){s-\-t—2)--l 

Elemente  q  permutirt  werden  können,  d.  h.  ' —  ' —  — - — - — 

mal.  Man  kann  auch  von  einer  Potenzentwicklung  auf  die  nächst- 
höhere schliessen  mittels  ( p  -\-  q)"'  ^  (p  -\-  q)  (ß  -\-  q)'""^  und  so 
unter  Voraussetzung  von  i  ^)  -\-  q  >'  ^  2''  ~\~  -PI  ~l~  5"  ^u  dem  gleichen 

r  r  r 

Ergebnisse  gelangen-).  Wird  »;  =  -  und  (23  +  ?)"  ^Ap"  +  ^P"  Q 
-\-  Cp"      <!'-{-■■■,  ein   versuchsweiser  Ansatz,   dessen  Berechtigung 

(r  r 

Ap  "  +  Sp  "        q 

r  \n 

+  Cp^~  V  +  •  •  ■ )    oder  if  +  rp---^  q  +  '1^^^ pr -^. q^ -i- . . .  =  A" p^ 

-f  nA'-^Bpf-^  q  +  nA"-^  Cp"-'-  q- -\ 1-  "^*'~^^  A'^-'-W-p'^-Ui- 

-\-  ■•■  und  durch  Gleichsetzung  der  in  Bezug  auf  p  und  q  identischen 
Glieder  zu  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  erhält  man  J.  =  1, 

nB  =  r  und  B  ^     ,  nt  -\ ^-^r — -  B-  =  ^—x 

n  '  2  2 


n   \n  / 


—  ,,   —  u.  s.  w.     Wird   der  Exponent  negativ,  so   begnügt  sich 

De  Castillon  mit  Andeutung  der  in  der  Potenzirung  alsdann  mit 
enthaltenen  Division,  welche  wiederum  zu  den  durch  den  binomi- 
schen Lehrsatz    geforderten   Coefficienten    führe.     Der  Vergleich  von 


•)  P.  T.  XLÜ,  91— 'J8.        =,  Ebenda  XLII,  94. 
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De  Castillon's  Schlüssen  mit  deneu  Maclaurin's  fällt  sehr  zu  Ungunsten 
des  erstei-en  aus. 

Noch  drei  Jahre  später  begnügte  sich  Kästner  in  einem  Pro- 
gramme über  den  Binomialsatz  (Leipzig  1745)  nun  gar  mit  dem  Be- 
weise des  einfachsten  Falles  bei  ganzzahlig  positivem  Exponenten. 
Er  nahm  die  Entwicklung  von  (rt  -\-  h)'"  als  gegeben  an,  vervielfachte 
mit  a  -\-  b,  ähnlich  wie  es  De  Castillon  beiläufig  gethan  hatte,  und 
zeigte  die  Uebereinstimmung  des  Productes  (a  -f-  ^)  (^^  ~l~  ^)"'  ^^  ^^^ 
Entwicklung  von  (a  +  by'-^K  Aber  (a  -j-  fc)-  =  a-  +  2rt6  +  h'-  steht 
in  vollem  Einklänge  mit  dem  Binomialsatze,  also  gehorchen  auch  die 
folgenden  Potenzen  dem  gleichen  Gesetze.  AI.»;  Erfinder  der  hier  be- 
nutzten Schlussweise  der  vollständigen  Induction  nannte  Kästner  bei 
dieser  Gelegenheit  Jacob  BernouUi.  Das  Erstlingsrecht  PascaTs 
war  ihm  augenscheinlich  unbekannt. 

Hatte  sich  Maclaurin  bei  seinem  Beweise  für  den  binomischen 
Lehrsatz  des  Hilfsmittels  bedient,  eine  Reihenentwicklung  für  (1  -\-xj" 
voi-läufig  anzusetzen  und  durch  wiederholte  Differentiation  nebst  Ein- 
setzung von  ,/•  =  0  die  Reihencoefficienten  zu  bestimmen,  so  führte 
ihn  genau  der  gleiche  Weg  zu  derjenigen  Entwicklung,  welche  den 
Namen  der  Maclaurin'schen  Reihe')  erhalten  hat,  und  von  welcher 
Maclaurin  selbst  erklärt,  sie  finde  sich  bereits  in  Taylor's  Jlethodtis 
incrementorum,  womit  er  eigentlich  ein  wenig  zu  weit  geht  ( S.  367 — 368). 
Bei  unserem  Berichte  ersetzen  wir  die  Fluxionspünktchen  und  die 
Buchstaben  E,  E,  E,  E  ■  ■  -,  welche  die  Werthe  bezeichnen,  die  y 
(eine  an  sich  beliebige  Funktion  von  z]  und  dessen  Ableitungen  unter 
der  Voraussetzung  z  =  0  annehmen,  durch  die  heute  gebräuchliche 
Schreibweise  bestrichelter  Functionalzeichen.  Wir  setzen  also  in 
Maclaurin 's  Geiste,  aber  abweichend  von  seiner  Bezeichnung,  ll=f{ß) 

=  Ä  -{-  Bz  -{-  Cz-  -]-  Dz^  -\ und    die    Ableitungen    /"  (z)  =  B 

-{-'2Cz  +  3D/2  -\ ,    /•"(^)  =  20  +  2-SDz-\ ,   '/-"(.-) 

=  2  •  3  D  H .  Die  Substitution  z  =  0  bringt  f(0)  =  Ä,  f  (0)  =  B, 

/■"(O)  =  2C,   /""(O)  =  2  •  3i»,    •  ■  ■    beziehungsweise     A  =  f{0), 

B  =  /-'(O),  C  =Y^'  ^  =  SS'  ■  ■  ■  'lervor,  und  so  ist  gefunden 

fiz) = f(0}  +  r(o)z  +  ^~§  z'-  +  Q^s''  +  •  ■  ••  ^'°°  ^^^^"^  ^«'*- 

gliede  der  Reihe  ist,  wie  man  sieht,  ebensowenig  die  Rede,  als  von 
der  Möglichkeit,  dass  die  entstehende  unendliche  Reihe  nicht  brauch- 
bar sein  könne,  und  unbesorgt  leitet  Maclaurin  einige  allerdings  schon 
bekannte  Entwicklungen  als  Beispiele  für  die  Anwendung  seiner 
Reihe  ab. 


*)  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  pag.  610— Gll,  §  "51. 
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Noch  ein  letztes  Mal  kommt  Maclaurin  uuter  Benutzung  des 
Taylor'schen  Satzes  auf  Reihen  zurück*).  Es  sei  uns  abermals  ge- 
stattet, seinen  Gedankengang  in  die  unseren  Lesern  jedenfalls  geUlu 
figere  Bezeichnung  zu  kleiden.  Nach  dem  Taylor'schen  Satze  ist 
fix  +  r)  =  /■(.•)  +  /•'  (.r)^  +  C^  ,=^  +  QlJ  ,3  .  .  .  Wird  mit  ,h 
vervielfacht  und  von  0  bis  1  integi-irt,  so  erhält  mau 


f'(x)      ,       f"  (A-) 


/■'"  (^) 


0 

Ersetzt  mau  die  Fimction  fix),  beziehungsweise  f(x  -\-  z)  durch 
deren  Ableitungen,  so  entstehen  neue  Gleichungen  in  beliebiger  Anzahl : 

/  /    {^   +  Z)äZ    =  /    (X)     +  ~2      +  i—^-?,   +  1  .  -2  .  3  -  4  "1 


/r-  +  ^w..  =  rx..  +  ^  +  /^  +  , 


r{x) 


2  ■  3  ■  4 


+  ••• 


(.« 


Vervielfacht  man  die  Gleichungen  des  Systems  2.,  wie  sie  unter 
einander  stehen,  mit  u,  /i,  y  ■  ■  ■  und  addirt  sie  dann  sämmtlich  zu  1., 
so  entsteht: 

'^Jf{x^,)dz+ajf'{:,:+z)dz  +  ßjy"{.r  +  z)dz  +  yjr{x^z)<h  +  -- 
u  u  u  u 

^f{x)+f'{x) {^_  +  «)  +  f" (^)  (rrir^  +  i^  +  /^) 

+  r'(^)(rTi^  +  r^  +  /-^  + ?')  +  •••. 

Die  an  sich  beliebigen,  also  zur  Erfüllung  irgend  eines  Wunsches 
sich  eignenden  Zahlen  u,  ß,  y  ■  ■  ■  bestimmt  man  so,  dass  in  3.  alle 
Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen  mit  Ausnahme  von  /'(.r)  in  Weg- 
fall kommen,  d.  h.  mittels  des  Systems 


4. 


172  +  «  =  '' 


3  -4 


+  Y^  +  x^  +  r 


')  Maclauriu,  Trealise  of  fluximis  pag.  G72— 675,  §  828—831. 
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wodurch  ß  =  —   ■  ,  /3  =  ~,  J'  =  0,  d  =  —^,  E  =  0,  e  =  ^--- 

sich  berechnet  und  3.  übergeht  in 

1  i  1 

5.  f(x)  =ff{x  +  z)cU-  \fr  {x  +  z)  dz  +  l//-"(./-  +  z)  dz 

0  0  0 

1  1 

-  A/^"'  '-^  +  '^ '''  +  ä//'"  (•^-  +  -^^  ^'"'  +  •  ■  •  • 

0  0 

Die  in  5.  geforderten  Integi'ationen  lassen  sich,  so  oft  Dilferen- 
tialquotienten  unter  dem  lutegi'alzeicheu  stehen,  also  von  j  f"  (.r-\-z)  dz 

0 

=  /'(.{■+  1) — f\x)  an  beginnend,  leicht  vollziehen,  und  man  erhält 

demnach 
1 

fix)  =ff{x  +  z)  dz  - 1  {f,x  + 1)  -  fix))  +  ^,  (r  :a-  + 1 '  -r(p^)) 

0 

+  4(r(^-  +  i)-r(^))  +  ^(r(^+i)-r"(^))— •• 

Man  kann  ein  ganzes  System  ähnlicher  Gleichungen  aufsteUeu, 
ijidem  man  x  durch  a"  -|-  1 .  durch  x  -{-  2  •  ■  ■  ersetzt.  Innerhalb  der 
Klammern  erscheint  dann  in  jeder  folgenden  Gleichung  als  Subtrahend 
der  Minuend  der  vorhergehenden  Substitution,  und  bei  Addition  des 
Gleichungssystems,  so  dass  mau  links  f(x)  -\-  f{x  -\-  1)  -\-  f{x  +  ~) 
-\-  ■  ■  ■  -\-  f(x  -\-  n)  zu  stehen  bekommt,  bleibt  rechts  in  der  ei-sten 
Klammer    fix  -{-  n  -{-  1)  —  f^x)    und    Aehnliches    in    den    folgenden 

Klammern.    Die  den  Klammergrössen  voraussrehenden  bestimmten  In- 

1 
tegi-ale    vereinigen    sich    aber    auch,    denn    es    ist  j  f\^x  -\-  1  -\-  z)  dz 

0 

i  11 

=ffix  +  z)  dz  u.  s.  w.,  also//-(:r  +  z)  dz  -{-J'f{x  +  1  +  .")  dz  -{ 

1  0  0 

1  1  •>  n  +  1 

+ j/'Ov  +  »  +  z)  dz  =Jf[x  +  z)  dz  -i-ff[x  -\-z)dz  +  -  +//•(.<■  +  z)  dz 

0  U  1  n 

71  +  1  l+n  +  l 

=ff{x-\-zjdz=Jf(z)dz.     Man  erhält  also  endlich 

0  X 

x  +  n  +  l 

fix)  +  /-(o-  +  n  +  ••  •  -{-fix  +  u)  =ffiz)dz  -  i  if,x  +  »  +  l)-f{x)) 

X 

+  ~  if'y--  +  n  +  l)-f'(.x))  -  4  if"'(x-\-»-\-l)-f'"{x}) 
und  das  ist,  nur  deutlicher  geschrieben,  die  Eulers'che  Summen- 
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formel  (^S.  635Y  Die  Frage  liegt  allzunalie,  ob  Maclauriii  die  Ar- 
beiten seines  Vorgängers  auf  diesem  Gebiete  im  VI.  und  im  VIll.  Bande 
der  Abhandluncren  der  Petersbursfer  Akademie  sjekaiint  habe  oder  nicht, 
als  dass  sie  nicht  aufgeworfen  worden  wäre.  Man  hat  sie  verneinend 
beantworten  zu  müssen  geglaubt'),  und  wir  sind  auch  zu  der  gleichen 
Uebeiv^eugioug  gekommen.  Es  ist  ja  richtig,  dass  Maclaurin  die  Ver- 
öffentlichungen der  Petersburger  Akademie  offenbar  studirt  und  benutzt 
hat.  Er  führt  in  seinem  Tnatise  of  Jluxions  den  I.,  IL,  III.,  V.  Baud 
der  Commentarii  Academiae  Petropolifanae  als  Quelle  an-),  aber  eine 
Erwähnung  späterer  Bände  ist  uns  nicht  bemerklich  gewesen.  Schon 
damit  ist  wahrscheinlich  gemacht,  dass  Maclaurin  den  VI.  und 
VUI.  Band  nicht  benutzte.  Beachtung  des  Erscheinungsjahres  ver- 
stärkt die  Wahrscheinlichkeit.  Der  VIII.  Band  mit  Euler's  Her- 
leitung  der   Summenformel    gelangte    1741    zur  Ausgabe   unmittelbar 

O  DO  O 

vor,  vielleicht  gleichzeitig  mit  dem  Drucke  des  Treatise  of  fluxions, 
von  seiner  Benutzung  kann  mithin  keine  Rede  sein.  Aber  auch  der 
VI.  Band,  in  welchem  die  Formel  ohne  Herleitung  zu  finden  war, 
und  der  1738  im  Druck  erschienen  ist,  wnrde  von  Maclaurin  kaum 
benutzt.  Er  beruft  sich  einmaP)  auf  eine  Abhandlung  von  Clairaut, 
welche  er  einen  lafe  ingenioiis  essay,  einen  jüngst  veröffentlichten  sinn- 
reichen Versuch  nennt.  Diese  Abhandlung  gehört  den  P.  T.  von  1737 
an,  und  damit  dürfte  der  Endzeitpunkt  der  von  Maclaurin  benutzten 
Literatur  bezeichnet  sein.  Nimmt  man  hinzu,  dass  Maclaurin  mit 
Verweisungen  keineswegs  geizte,  und  dass  endlich  die  Art,  wie  er  zur 
Siunmenformel  gelangte,  so  gut  wie  keine  AehnUchkeit  mit  Euler's 
.Gedankengange  besitzt,  so  ist  damit  Maclaurin's  durchaus  unabhängige 
Xachei-findung  in  unseren  Augen  wenigstens  sichergestellt. 

Bis  zu  einem  gewissen  Grade  gehört  auch  die  sogenannte 
Simpson'sche  Regel  zur  Reihensummation  und  mag  daher,  wenn 
auch  nicht  in  strenger  Einhaltung  der  Zeitfolge,  hier,  wo  wir  über 
ein  englisches  Werk  berichteten,  eingeschaltet  werden.  Wir  erinnern 
uns,  dass  Newton  schon  in  den  Principien  eine  Curve  als  Parabel 
zu  betrachten  lehrte  (S.  358),  dass  er  später  auf  den  gleichen  Ge- 
danken eine  angenäherte  Quadratur  gründete  (S.  361 — 362).  Thomas 
Simpson  führte  die  Anwendung  um  einen  gi-ossen  Schritt  weiter, 
indem  er  eine  sehr  bequeme  Formel  angab,  welche  seinen  Namen 
behalten  hat  und  denselben  bekannter  machte  als  manches  andere, 
welches  wissenschaftlich  bedeutender  ist.     Die  Fonnel   steht  in   den 


')  Reiff  S.  87.  ')  Maclaurin,   Treatise  of  fluxions  pag.  441   (§  523), 

pag.  464  i§  .544),  pag.  485  (§  569),  pag.  671  (§  826),  pag.  691  (Note,  wo  auf  einen 
Eulefächen  Aufsatz  des  V.  Bandes  hingewiesen  ist).         ')  Ebenda  pag.  726  (§  905). 
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Matlwmatical  Dissertations  on  a  raridy  of  physical  and  anahjtical  suh- 

jeds  von  1743  und  zwar  in  der  Abhandlung  Of  the  areas  of  curves  etc. 

hy  approximation^).    Sei  ahc  (^Fig.  108)  als  Bogen  einer  gewöhnlichen 

Parabel  gedacht  und  aA, 
hB,  cC  als  di-ei  gleichweit 
von  einander  abstehende  zu 
^tTsenkrechte  Durchmesser 
derselben.  Weil  hB  Durch- 
messer ist  und  die  Sehne 
flc  in  r  halbirt,  wird  die 
Berührungslinie  an  die  Pa- 
rabel in  h  der  ac  parallel 
sein.      Des    Weiteren     ist 

nach   einer  bekannten  Eigenschaft   der  Parabel  jedes  Parabelsegment 

2  .  .  2 

—  des    ihm    umschi-iebenen  Parallelogramms,    also  abcra  =  —  aSTc 


{ASTC  —  Äac  C)  = 


2    AS+  CT 


3 

^  (2Bb  —  Aa  —  Cc). 
AC 

3 


.^c-i 


2    Aa  -\-  Cc 


AC 


3  2 

Wird    das    gi-adlinige    Viereck    AacC 

(3  3       \ 

—  Aa  -\-  —  Cc)    zum    Segmente   addirt,    so    entsteht    AabcC 

=  ~  {2Bb  -{- ^  Aa -\- ~  Cc)  =  ~  {Aa  +  ABb  +  Cc).   Nun  kann 

fortgesetzt  jedes  folgende  Curvenstück  cde,  cfg,  glii  als  Pai-abelbogen 
betrachtet  werden,  und  ist  fortgesetzt  AB 


:  BC=  CD  =  BE=  EF 


=  I G  ^  GH ^  HJ,  so  erhält  mau  neben 


AabcC  ^ 
CcdcE  = 


AB 
AB 

3 
AB 


{Aa  +  ABh-{-Cc) 
{Cc  +  ADd  +  Ee) 


EefgG  =  ~  {Er  -^4Ff+  Gg) 


Ggh iJ=  ^  {Gg  +  4Eh  +  Ji)  . 

AB 
und  als  Summe  AabcdefghiJ=  -—  [Aa  -\-  Ji  -\-2  {Cc  -{-  Ee  -{-  Gg) 

-f-  4{Bb  -\-  Dd  -{-  Ff  -\-  Ell)]  und  das  ist  die  Simpson'sche  Regel. 
War  sie,  wie  wir  oben  sagten,  auch  keineswegs  die  bedeutendste  von 
Simpsons  Leistungen,  neu  war  sie  jedenfalls,  und  nicht  jeder  Schrift- 
steller hätte  Simpson's  Bescheidenheit  besessen,  der  in  der  Vorrede  er- 
klärte^), sie  sei  von  Newton  erfunden,  von  De  Moivre,  von  Stirling 


')    Simpson,    Mathematieal   dissertaticms    pag.    109 — 119. 
Preface  pag.  VII. 


*)  Ebenda 
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und  anderen  vervollkommnet,  er  nehme  für  sich  nichts  in  Ansijrnch 
als  das  Recht,  dön  Gegenstand  in  ein  helles  und  den  Leser  befrie- 
digendes Licht  zu  setzen. 

Auf  das  europäische  Festhuid  zurückkehrend  dürfen  wir  in  aller 
Kürze  auf  einen  Brief  Daniel  Bernoulli's  an  Euler  aufmerksam 
machen,  welcher  muthmasslich  1741  geschrieben  ist,  und  in  welchem 
wohl  ei-straals  von  einem  anderen  Mathematiker  als  Eiiler  der  Buch- 
stabe e  in  der  Bedeutung  der  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems benutzt  ist^). 

Euler  war  seit  1741  in  Berlin.  Beiträge  aus  seiner  Feder  zu 
dem  174;)  gedruckten  YU.  Bande  der  3IisccUaiiea  Berolinensia ,  wie 
damals  die  akademischen  Veröifentlichungen  dort  hiessen,  müssen  er- 
wähnt werden.     Da  ist  in  einem  Aufsatze  über  bestimmte  Integrale^) 

die  Summe  sin  s  -\-  sin  (ä  +  h)  +  sin  (s  -\-  2u)  -\ f-  sin  (s  -f-  (p —  l)w) 

gefunden^)  und  nicht  minder  die  Snmme  cos  s  -\-  cos  (s  -}-  u) 
-)-  cos  (s  -\-  2«)  +  •  •  •  +  cos  (.s  +  {p  —  l}u),  welche  letztere  in  dop- 
pelter Weise  hergeleitet  ist*),  einmal  unabhängig  von  der  Formel  für 
die  Summe  der  Sinusse  der  in  arithmetischer  Progression  wachsenden 
Bögen,  einmal  mittels  Differentiation  dieser  ersteren  Formel. 

Da  ist  in  einer  Abhandlung  Euler's:  De  summis  serienim  reci- 
procarum  ex  potesfafibiis  numcmrum  nafuraliu»!  ortarum^),  über  die 
Summen  der  reciproken  Potenzen  der  Zahlen  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe, die  fi-ühere  Hei-leitung  der  gleichen  Summe  mittels  der  als 
Gleichung  unendlich  hohen  Grades  betrachteten  Sinusreihe  (S.  636) 
bemängelt.  Man  wisse  freilich,  dass  die  Factoren  der  damals  gebil- 
deten Factorenfolge  den  reellen  Wurzeln  jener  Gleichung  entstammen, 
aber  man  wisse  nicht,  ob  eben  jene  Gleichung  nicht  auch  imaginäre 
Wurzeln  besitze,  und  sei  dieses  der  Fall,  so  seien  alle  früheren  Fol- 
gerungen falsch.  In  einem  Versuche,  an  die  Stelle  der  als  mangel- 
haft  erkannten    Gedankenreihe    eine   einwandfreie    zu   setzen,    ist   mit 

dürren  Worten  ausgesprochen^),  dasse-==  (1  -j — )  ,  und  dass  sins 


e 


vcn_    .yzn 


, Schon    1730    oder    1731    hatte    Euler    erkannt 

(S.  633),  dass  I '— 1  =  —  log.?,  und  von  da  an  war  der  Ueber- 

gang  zur  Auffassung  der  Exponentialgrösse  als  Grenzwerth  angebahnt. 
Auch  der  Zusammenhang  zwischen  trigonometrischen  Ausdrücken  und 
Exponentialgrössen  mit  imaginären  Exponenten  war  Euler  nachweis- 


')  Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  nd  annum  1741 — 174.i,  T.  XIII,  4. 
=)  Miscdlanea  BeroUnensm  VIT,  129—171.         ^  Ebenda  VII,  13.S.         ^)  Ebenda 
Vif,  14-2— 143.         ^)  Ebenda  VII,  172-192.         «j  Ebenda  VII,  177. 
Castob,  Geschichte  der  Mathematik,    in,  3.  43 
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lieh  schon  früher  nicht  entgangen.  Er  hat  1740  von  Formeln 
Gebrauch  gemacht,  welche  dieses  beweisen  (S.  655),  er  hat  ein 
Jahr  später,  am  9.  Deeember  1741,  an  Goldbach  geschrieben*):  Ich 
habe  letztens  auch  ein  merkwürdiges  Paradoxon  gefunden,  nehmlich, 

dass  der  Werth  Ton  dieser  Expression ^ quam  proxime 

gleich   sei  — ,  und  dieser  Brach  diiferirt  nur  in  partibus  millionesimis 

von    der  Wahrheit.     Der   wahre    Werth    aber    dieser  Expression    ist 

der    Cosinus    dieses    arcus    0,6931471805599,    oder    des    arcus    von 

39"  42' 51"  52'"  91^    in    einem    Circul,    dessen   Kadius    =1.      Beide 

Thatsachen  verhindern   aber  nicht,  den  Aufsatz  von   1743   als  erste 

nicht    misszuverstehende    deutliche    Verkündisrunor    der    beiden    merk- 

würdigen    Wahrheiten    in    der    OeflfentKchkeit    erscheinen    zu    lassen. 

p      .                             p'i-7  ,  ^-jy:::i 
Eben  dort  findet  sich-)  die  Formel  coss  = -^ ,    während 

tf^^^  =  cos  s  -(-  y —  1  sins,  eine  so  naturgemässe  Folgerang  aiis  den 
Werthen  von  sin  5  und  von  cos  s,  dass  sie  einem  Euler  nicht  ent- 
gangen sein  kann,  nicht  vorkommt. 

Den  Jahren  1742  und  1743  gehört  ein  Briefwechsel  an,  welcher 
für  die  Geschichte  der  Reihenlehre  von  Bedeutung  ist,  der  Brief- 
wechsel zwischen  Xiclaus  I  Beruoulli  und  Euler,  oder  rich- 
tiger gesagt,  indem  wir  uns  auf  das  noch  Vorhandene  beschränken, 
vier  Briefe  des  Ersteren  an  den  Letzteren').  Euler  hat  die  Briefe 
beantwortet,  Bernoulli  nimmt  auf  die  Antworten  Bezug,  aber  sie 
scheinen  sich  leider  nicht  einhalten  zu  haben,  sind  jedenfalls  nicht  ver- 
öflfentlicht.  Niclaus  I  Bernoulli,  aus  dessen  Briefen  an  Leibniz 
aus  den  Jahren  1712  und  1713  wir  (S.  355 — 356 1  merkwürdig  klare 
Anschauungen  über  Convergenz  und  Divergenz  von  Reihen  mitzutheilen 
hatten,  ist  in  diesen  seinen  Ansichten  in  den  inzwischen  vei-stricheneu 
30  Jahren  nur  noch  mehr  befestigt.  Er  zeigt  sieh  überhaupt  in 
seinen  Briefen  als  einen  ungemein  ideenreichen  Kopf  Sehreibt  er 
doch  unter  dem  13.  Juli  1742  in  dem  ersten  der  gedruckten  Briefe 
an  Euler*),  er  habe  1728  seinem  Onkel,  das  ist  also  Johann  Ber- 
noulli, mitgeteilt,  er  sei  bei  Untersuchungen  über  reem-rente  Reihen 


(■+^¥^)"-(-'-^)" 


zu    der    Formel    sin  *== ^^^ — ^ (n=x)   o®^*°o*> 


2y— 1 

und  vielleicht  bot  diese  Aeusserang  für  Euler  den  Anlass,   dass  er 
deutlicher  als  seither  in  dem  oben  erwähnten  Aufsatze  von  1743  die 


■)  Corresp.  miith.  (Fuss)   I,  111.  *)   Miscellatiea  Berolinensia  VII,   179. 

ä)  Corre»p.  math.  (Fuss)  n,  681—713.        *)  Ebenda  II,  683. 
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Sätze  aussprach,  zu  welchen  er,  der  172>!  ei-sfc  21  Jahre  alt  war,  ver- 
muthUch  ziemlich  viel  später  als  Niclaus  I  BernouUi,  aber  doch  auch 
selbständig  gekommen  war. 

Im  zweiten  Briefe  vom  24.  October  11 4S  giebt  Bernoulli  zwar 

s'  s* 

zu'),    man    könne    aus    sin  s  =  s  —  yT^Ts  +  T^   3i  s>  ~  "  "  • 

=  s  (l  -  ■':)  (l  -  ~)  (l  —  -^.)  .  . .    die    Folgerung  -^  =  \  +  -^ 

H~  q    s  +  •  ■  ■  ziehen,  aber  die  erstere  Gleichung  erfordre  zunächst  den 

Beweis  der  Convergenz  der  Reihe  s  —  V  +  v^  —  "  "   • 

Im  dritten  Briefe  vom  ü.  April  1743  schreibt  Bernoulli"-):  Ich 
wundi-e  mich,  dass  Sie  mich  in  einer  leichten,  Ihnen  nicht  unbekannten 
Frage  nicht  verstehen  sollten.  Ich  kann  mir  nicht  vorstellen,  dass 
Sie  annehmen,  eine  divergente  Reihe,  welcher,  auch  wenn  sie  in's 
unendliche  fortgesetzt  wird,  immer  Etwas  fehlt,  gebe  den  genauen 
Werth   des   entwickelten  Ausdruckes.     Als  Beispiel   wird    angeführt, 

es    sei    nicht    etwa =  1  +  .r  +  .r-  -4-  ■  ■  ■  4-  x  *,    sondern    

1    ^'  1111/  1    „, 


Auch  im  vierten  Briefe  vom  29.  November  1743  kehrt  der 
gleiche  Gegenstand  wieder').  Es  heisst  dort:  Ich  halte  den  Begriff 
einer  Summe  oder  der  Vereinigung  vieler  Glieder  für  nicht  verein- 
barlich  mit  dem  Begriffe  endlos  weiter  gehender  Glieder  und  sehe 
diese  beiden  Begi'iffe  als  einander  widersprechend  an.  Jener  schliesst 
das  Denken  sämmtlicher  Glieder,  des  ersten,  des  letzten,  der  mittleren 
ein,  in  diesem  ist  das  Denken  eines  letzten  Gliedes  nicht  eingeschlossen; 
der  Geist  wird  vielmehr  von  dem  Denken  eines  letzten  Gliedes  ab- 
gezogen und  folglich  auch  von  der  Zusammenfassung  eines  Ersten, 
Mittleren  und  eines  Letzten.  Die  Unterscheidung  zwischen  einem  ab- 
soluten unendlichen  und  einem  bestimmten  Unendlichen  gebe  ich 
nicht  zu.  Ich  behaupte,  jedes  Unendliche,  welches  in  Rechnung  tritt, 
muss  als  ein  Bestimmtes  aufgefasst  werden,  und  deshalb  meine  ich, 
dass  die  Eigenschaften  abgeschlossener  algebraischer  Gleichungen,  bei- 
spielsweise die  Gleichheit  des  negativ  genommenen  Coefficienten  des 
zweithöchsten  Gliedes  mit  der  Summe  aUer  Wurzeln,  keine  richtige 
Anwendung  auf  Gleichungen  mit  endlos  fortschreitenden  Gliedern  finde, 
deren  keines  als  das  Letzte  betrachtet  wird,  Gleichungen  also,  bei 
welchen   der  Begriö'  der  Anzahl   der  Wurzeln   wie   der   ihrer  Summe 


>)  Corresp.  math.  (Fnss)  II,  C91.         -)  Ebemla  n.   701—702.         ^  Ebenda 
II,  708—710. 
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fehlt.  Bernoulli  giebt  nun  Beispiele  divergenter  Reihen.  Er  bedient 
sich  dabei  einer  Kürze  der  Ausdrucksweise,  welche  einem  Euler 
gegenüber  gerechtfertigt  war,  welche  aber  anderen  Lesern  im  ersten 
Augenblick  Schwieriglaeiten  bereiten  könnte.  Wir  wollen  deshalb 
nicht  einfach  übersetzen,  sondern  den  Sinn  der  Beispiele  erläutern. 
Nimmt  man  von  der  Reihe  1  —  3-|-5  —  ?-)-•••  erst  1  Glied,  dann 
deren  2,  3,  4  u.  s.  w.,  so  zeigen  sich  die  Summen  1,  —  2,  3,  —  4  •  •  •. 
Die  Summe  der  unendlichen  Reihe  1  —  3  -|-  .5  —  7  -(-  •  •  •  muss  also 
das    unendlich    ferne    Glied    der    Reihe    1  —  2-f-3  —  4+  •••    oder 

l  —  x 

1  —  1 


—  cx)  ( —  1)"    sein.      Andererseits     ist    durch    Division 


=  1  —  3a;  -j-  5x-  —  Ix^  -\-  ■  ■■  und  mittels  x  ^  1  entsteht  ,  ,  «  ,  . 
^0=1  —  3  -|-  5  —  ?-(-■••  als  unlösbarer  Widerspruch.  Ein  ähn- 
licher Widerspruch  ist  folgender:  Durch  Division   ist  :j =  1  -j-  .r 

-j-  X'  -f-  a"'  -)-  •  •  •  und  :j ^  =  1  -|-  .r  -(-  '2x-  -\-  '^x^^  +  •  •  ••    Setzt 

man  in  die  erste  Entwicklung  x^2,  in  die  zweite  x '^  1,  so  er- 
hält man 

-l  =  l  +  2  +  4  +  8  +  ... 
und 

-1  =  1  +  1  +  2  +  3  +  .... 

Beide  unendliche  Reihen  müssten  also  einander  gleich  sein,  während, 
abgesehen  vom  Anfangsgliede  1,  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  grösser 
als  das  ihm  entsprechende  Glied  der  zweiten  Reihe  ist.     Ein  letztes 

Beispiel  bildet  , ^ — A-^t-t-3  =  1  +  3.r  +  s.r-'  +  19,r»  +  48.r*  +  ..-. 

^  1  —  3.1-  -|-  X-  -f-  •2.i'^  III  I 

Setzt    man    x  =  1,    so    entsteht    1  =  1  +  3  +  8  +  1!»  +  43  -^ 

d.  h.    die   ganze    Reihe    ist    gleich    ihrem    ersten    Gliede,    das    Ganze 

gleich  einem  winzig  kleinen  Theile  desselben. 

Wir  haben  schon  gesagt,  dass  Euler's  Antworten  keine  Ver- 
offen tlichung  gefunden  haben,  und  ebensowenig  Bernoulli's  weitere 
Briefe  über  den  Gegenstand,  der  noch  lange  nicht  abgethan  war. 
Wir  müssen  uns  statt  ihrer  mit  einem  Briefe  Eulei-'s  an  Gold- 
bach begnügen,  der  die  noch  etwa  anderthalbjährige  Fortdauer  jenes 
Briefwechsels  mit  Niclaus  I  Bernoulli  bezeugt.  Euler  also  berichtet 
an  Goldbach  ^)  aus  Berlin  unter  dem  7.  August  1745: 

Ich  habe  seit  einiger  Zeit  mit  dem  Hen-n  Prof.  Nicoiao  Bernoulli 
zu  Basel  eine  kleine  Dispute  über  die  series  divergentes,  dergleichen 
diese  ist  1  —  1  +  2  —  G  +  24  —  120  +  720  —  etc.  gehabt,  indem 
derselbe  geläugnet,  dass  alle  dergleichen  .series  eine  determinirte  Summ 


')  üorresp.  math.  (Fürs)  I,  323  flgg. 
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haben,  ich  aber  das  Gegenthcil  behauptet,  weilen  ich  glaube,  dass 
eine  jegliche  series  einen  bestimmten  VVerth  haben  müsse.  Um  aber 
allen  Schwierigkeiten,  welche  dagegen  gemacht  werden,  zu  begegnen, 
so  sollte  dieser  Werth  nicht  mit  dem  Namen  der  Summ  beleget 
werden,  weil  man  mit  diesem  Wort  gemeiniglich  einen  solchen  Be- 
griff zu  verknüpfen  pflegt,  als  wenn  die  Summ  durch  eine  würidiche 
Summirung  herausgebracht  würde:  welche  Idee  bei  den  seriebus 
divergentibus  nicht  Statt  findet.  Da  nun  eine  jegliche  series  aus  der 
Evolution  einer  expressionis  finitae  entsteht,  so  habe  ich  diese  neue 
Definition  von  der  Summ  einer  jeglichen  seriei  gegeben:  Summa 
cujusque  seriei  est  valor  expressionis  illius  finitae,  ex  cujus 
evolutione  illa  series  oritur.  Der  Herr  Bernoulli  hat  diese  De- 
finition vollkommen  approbirt,  zweifelt  aber  noch,  ob  nicht  öfters 
eben  dieselbe  series  divergens  aus  verschiedener  expressionum  fini- 
tarum  evolutione  entstehen  könne,  also  dass  man  nach  dieser  Definition 
verschiedene  Werthe  zugeben  müsste.  Darüber  hat  er  zwar  kein 
Exempel  gegeben,  ich  glaube  aber  gewiss  zu  seyn,  dass  nimmer  eben 
dieselbe  series  aus  der  Evolution  zweyer  wirklich  verschiedener  ex- 
pressionum finitarum  entstehen  könne.  Und  hieraus  folgt  dann  un- 
streitig, dass  eine  jegliche  series,  sowohl  divergens  als  convergens 
einen  determinirten  Werth  oder  summam  haben  muss. 


Für  die  am   Anfange   des   Briefes  angeführte  Reihe   1  —  1  -f- 


o 


—  6  -|-  24  —  120  +  720  —  ■■•  giebt  Euler  als  Summe  den  Werth 
0,5963475922,  welchen  er  mittels  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch 
sich  verschafft.  Goldbach's  Antwort^)  (vermuthlioh  vom  25.  Sep- 
tember 1745)  pflichtet  Euler  in  allen  Dingen  bei  und  macht  dabei 
einen  Vorschlag,  wie  man  eine  divergente  Reihe  in  eine  convergente 
verwandeln  könne.  Wir  werden  im  112.  Kapitel  sehen,  wie  Euler 
auf  Goldbach's  Gedanken  einging. 

Aus  einem  anderen  Briefwechsel  Euler's  bemerken  wir  hier,  dass 
Daniel  Bernoulli  ihm  unter  dem  20.  September  1741  schrieb"^): 
Ich  habe  Ew.  meditata  über  die  series  gelesen;  selbige  sind  freilich 
ingeniös  und  profund,  aber  ich  formire  mir  eine  ganz  andere  Idee 
von  den  seriebus.  Ich  glaube  nicht  dass  man  allhier  den  calculum 
differentialem  und  integralem  ohne  Limitation  gebrauchen  dürfe,  weil 
es  nicht  erlaubt  ist,  eine  seriem  als  quantitates  continuas  aut  fluentes 
zu  betrachten,  indem  es  lauter  quantitates  discretae  sind.  Was  Sie 
also  de  interpolatione  terminorum  sagen,  ist,  meiner  Meinung  nach, 
nicht  proprie  und  stricte  zu  verstehen. 

Wenn   Daniel    Bernoulli    dann    am    7.    März    1742    sagte'):    Die 

')  Corresp    math.  (Fuss)  I,  330—3:^1.  =)  Ebenda  li,  47G.  ',  Ebenda 

U,  487—488. 
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methodum  series  inveniendi  siimmabiles  per  methodum  integrationnm  et 
difFerentiatiouum  hab  ich  schon  gebraucht,  ehe  ich  bin  auf  Petersburg 
kommen,  so  sehen  wir  keinen  Widerspruch  zwischen  den  beiden  Stellen. 
Daniel  Bernoulli  hat,  scheint  uns,  im  September  1741  nicht  etwa 
darüber  Scrupel  empfunden  (  wie  man  einen  Augenblick  glauben  könnte ), 
ob  man  eine  unendliche  Reihe  differentiiren  und  integriren  dürfe,  das 
war  ihm  eine  selbstverständliche  Wahrheit,  sondern  nur  darüber,  ob 
von  Reihengliedern  mit  nicht  ganzzahlig  positivem  Stellenzeiger  die 
Rede  sein  könne. 

In  seinem  Briefe  an  Goldbach  vom  7.  August  1745  hatte  Euler, 
wie  wir  oben  sagten,  von  der  Umwandlung  einer  Reihe  in  einen 
Kettenbruch  gesprochen.  Diese  Stelle  benutzen  wir  als  Brücke,  um 
auf  seither  von  uns  Vernachlässigtes,  auf  die  Lehre  von  den  Ketten - 
brüchen  überzugehen.  Wir  haben  allerdings  schon  früher  (zuletzt 
S.  92 — 94)  derartige  Ausdrücke  von  Mathematikern  benutzt  gesehen, 
aber  die  praktische  Benutzung  war  dabei  überall  das  Hervortretende, 
eine  Theorie  der  Kettenbrüche  war  kaum,  ein  Name  für  dieselben 
überhaupt  nicht  vorhanden.  Beides  verdankt  man  Euler,  der  in 
zwei  Abhandlungen  im  IX.  und  XL  Bande  der  Commentarii  Academiae 
Petropolitanae  zeigte,  welches  die  Eigenschaften  sind,  um  deren  willen 
die  fractiones  conUnnae  —  das  sind  eben  die  Kettenbrüche  —  eine 
nähere  Betrachtung  lohnen. 

In   dem   ersten  Aufsatze  De  fradionihiis  continuis^)   ist  sogleich 

der    unendliche    Kettenbruch  '^        ,    ,    o        definirt.     Dabei  erhalten 

h  -\-  ß 

c  +  y 

d  +  etc. 
alle    durch    griechische  Buchstaben    bezeichnete    Zahlen    den   Namen 
Zähler,  während  die  durch  lateinische  Buchstaben  bezeichneten  Zahlen 
insgesammt  (auch  a  mit  eingeschlossen)  Nenner  heissen.     Je  nach- 
dem man  «  oder  "  oder  y  ,    a    u-  s.  w.     der    Ausrechnung 

c 

,         .    ».  ,  ..,.  TTT     ii  «  ab  4-  a  abc  -{-  ac  4-  ßa 

unterwirrt,     ei-halt     man      Werthe     -  ,      — r — ,      , — .    „         , 

'  1  '  0      '  bc  -\-  p        ' 

abcd  -\-  acd  4-  Bad  -\-  yah  4-  ay  ,   ,  i  i      i    j        ■ 

— ; — T-— 5-,   ,     , ' — -   u.   s.   w.,    welche    abwechselnd    emen 

bcd  -\-  ßd  -\-  yb  ' 

kleineren  und  einen  grösseren  Betrag,  als  der  des  ganzen  unendlichen 

Kettenbruches  ist,   bedeuten.     Man   kann   dem   genauen   Werthe   des 

Kettenbruches  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  beliebig  nahe  kommen^). 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annuin  1737.  T.  IX,  98 — 137. 
')  Ebenda  T.  IX,  102:  Ätque  hoc  modo  fractionem  continuam  successive  abrum- 
pendo  alternative  lalores  iusto  maiores  et  minores  prodibunt;  unde  quantumvis 
prope  ad  verum  fradioiiis  continuae  valorem  accederc  licebit. 
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Zieht  mal)   dfii  ersten  so  gehindcueu  Wertli  vom  zweiten,  den  zweiten 
vom   dritten,  den    dritten  vom   vierten    ii.   s.   w.   ab,    so   erhält  man 

die  abwechselnd  positiven  und  negativen  Differenzen  v- ,  —  .  „   ",  ~-„r , 
a§y  ttßyS 


Näherungswerth,   oder   der  Kettenbruch  ist  =  «  4-  "  —  ,—-  "\   ,, — f- 

O  >  II,  J)(J)c-\-§)      ' 


(bc  +  ß)  {bcd  +  ßi1-\-yh)>  (bcd  -j-ßd-\-yb)  (bcde  +  ßde  +  ybe  +  Sbc  +  ßS) 
n.  s.  w.  Diese  Diöerenzen  zu  a  hinzugefügt  geben  dann  selbst  wieder 
den    zweiten,    dritten,    vierten,    fünften    u.    s.    w.    vorher    ermittelten 

gswerth,   oder   der  Kettenbruch  ist  =  «  4 

aßy  aßyS 

(bc+ß)(bcd'-\-ßd  +  yb)   ~   (bcd  +  ßd  +  yb)  {bcde  ■]- ßde  +  ybe  +  Sbc  +  ßä) 

+  •  •  •.      Hier    kann    man    aber    neuerdings    zusammenfassen    y  — 

.,,  ",  a,  =  VT T — r-5T  ^^nd  ebenso  je  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder, 
b{bc  -\-  ß)        l(bc-{-ß)  •'  "  ' 

deren  erstes  positiv  und  deren  zweites  negativ  ist,  in  eine  regel- 
mässig positive  Summe.  Man  erhält  dadurch  die  Umwandlung  des 
Kettenbruches  in  eine  heftig  convergireude  Eeihe  von  Brüchen,  deren 
Zähler    und     Nenner     einem    nach    dem    Vorhergehenden    sich    von 

selbst    ergebenden    Gesetze    gehorchen^),    nämlich    »+,,",    „   4- 
°  °  ^'  '    l{bc  -\-  ß)     ' 

ccBve 

n — I  o\  n — 7 — I  o  ,  I — 1 — tvt — I  oj  +  •  •  •  •  Die  Raschheit  der  Con- 
(6c -j-  p)  {bcde-\-  ßde  -\-  ybe  -\-  Sbc  -\-  ßS)    ' 

vergenz  hängt  insbesondere  davon  ab,  dass  die  Zähler  a,  ß,  y,  ö  ■  ■  ■ 
recht  klein,  die  Nenner  a,  h,  c,  d,  e  ■  ■  ■  recht  gross  gewählt  werden. 
Sind  alle  Zähler  und  Nenner  ganze  Zahlen,  was  durch  Erweiterung 
immer  hervorgebracht  werden  kann,  so  findet  die  rascheste  Con- 
vergenz  der  Reihe,  also  auch  des  ihr  gleichen  Kettenbruches  statt, 
wenn  sämmtliche  Zähler  der  Einheit  gleich  sind.  Euler  verwandelt 
nun  gegebene  Brüche  in  Kettenbrüche  der  letzteren  Art  und  sucht 
aus  ihnen  wieder  Näheruugswerthe  zum  ursprünglichen  Bruche  in 
kleineren  Zahlen.  Als  Vorgänger  auf  diesem  Gebiete  wird  aus- 
schliesslich Wallis  genannt"),  die  Arbeiten  von  Huygens  auf 
diesem  Gebiete  (S.  9o — 94)  müssen  Euler  demnach  unbekannt  ge- 
blieben sein. 

Periodische  Kettenbrüche,  für  welche  allerdings  ein  beson- 
derer Name    nicht   angegeben   ist,    werden   dann   ausgewerthet.     Aus 

X  =  r  r    .        wird     geschlossen'),     dass    x  —  a  ^  t—, und 

b  -\-  l  °  •"  b-\-  X  —  a 

b+  ... 


')  Commentarii  Academiae  PetropoKtaniie  ad  amium  1737.  T.  IX,  105: 
cuius  numeratorum  et  denominatorum  lex  ex  superiore  sponte  sc  prodit.  '}  Ebenda 
T.  IX,  112.    Vgl.  auch  T.  XI,  39.         ')  Ebenda  T.  IX,  117. 
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x  =  a  —  ;7  +  1/ 1  +  T'   ^1^°  ^-  ^-  24-1^"^"'    "'"'    ähnlich 

erkennt    man    den    Werth    eines    Kettenbi-uches,    dessen    Periodicität 
sich    über    mehr    als    nur    je    einen    Nenner    ausdehnt,    z.   B.    x  = 

-,    ,  ^  a  —  ^  +  [/  -  +  7-  •      Als    wahrscheinlich    erwähnt 

Euler      bei      dieser      Gelegenheit')      die      Kettenbruchentwicklungen 

'2+1  e^  —  1  3+1  e  +  1 2+1 

^  ~  "1  +  1     '        2        ~~  5^  +  i  '    e  — i  ~  6+1 

"2+1  7^+1  10+  1 

T+JL^  9"+-.  U+-. 

^  +  i 

4  +  ... 

und  manche  andere. 

Eine  Aufgabe,  bei  welcher  gleichfalls  verweilt  wird,  ist  die  der 
Umwandlung  von  Ketteubrüchen,  wie  der  für  e  angegebene,  bei 
welchem  die  eine  arithmetische  Progression  bildenden  Nenner  2,  4, 
6,  8  ■  •  •  durch  andere  periodisch  auftretende  1,  1  unterbrochen  werden, 
in  Kettenbrüche    ohne    periodische  Unterbrechung    des   Gesetzes    der 

2+1 
Nenner,  z.  B.  in  -)  e  =         j  1   .,      ■    Endlich  kommt  Euler   zu  Be- 

5+£ 

10  + J^ 

14+1 

18  +  J_ 

22  +  •. 

Ziehungen    zwischen    unendlichen    Kettenbrüchen    und   gewissen    Dif- 
ferentialgleichungen '). 

Euler's  zweiter  Abhandlung  über  Kettenbrüche  hat  derselbe 
Verfasser  eine  solche  über  unendliche  Factorenfolgen:  De  jyro- 
ductis  ex  infinitis  factoribus  ortis*)  vorausgeschickt,  auf  die  er  sich 
alsdann  bezieht.  Auch  der  in  dieser  Abhandlung  untersuchte  Gegen- 
stand schliesst  sich  der  Reiheulehre  eng  genug  an,  dass  wir  in 
diesem  Kapitel  darüber  kurz  berichten  dürfen,  wie  wir  es  ähnlich 
im  vorigen  Kapitel  gehalten  haben.  Wir  erinnern  an  Euler's  Sum- 
mirung  reciproker  Potenzreihen  mit  Hilfe  von  Factorenzerlegung 
(S.  636),  wir  erinnern  insbesondere  an  die  Untersuchungen  über  eine 


')  Commentarii  Acadeiiiiac  Pcl ropoUtanae  ad  aniiuin  1737.   T.  IX,  120 — 122. 
=)  Ebenda  T.  IX,  126.  »)  Ebenda  T.  IX,  129  sqq.  ■■)  Ebenda  173fl.  T.  XI, 

3—31. 
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traiisci'inleiite   Koilie   (^S.  633).     Wie   Euler   in    der    Ahliaiulluu^   von 

1730  Beziehungen  zwischen  Factoreufolgen  und  bestimmten  Integralen 

aufdeckte,  damals  noch  nicht  alles  enthüllend,  was  ihm  bekannt  wai-, 

indem    er   schon    unter   dem    13.    Oetober    1729    die    Definition    der 

Gammafimction    als    unendliche    Factorenfolge    in    einem    Briefe    an 

Goldbach  ausgesprochen  hatte*),  bilden  solche  Beziehungen  auch  den 

wesentlichen  Inhalt  des  Aufsatzes  von  1739.  Euler  entnimmt-)  hier  der 

älteren  Veröffentlichung  die  Formeln  (f-\-g)  (f-{-'2'j)  •■■  (f-\-n(f)  = 
1 

y und     /  y — loga'  dx  =  -  Yn ,    aus    welchen 

<f+(n+l)g)fx^il-x)''dx  " 

0 

er  dann  weitere  Folgerungen   zieht.     Wir  erwähnen  von    letzteren^) 

die  Formeln  ^  =   ff^I^fg,  •    /^^^Tllf:,      iL  =    fj^  . 
0  c>  u      ' 

,    so  wie  mancherlei    Factorenfolgeu  als   Auswerthung  be- 


1 
stimmter  Integrale  von  der  Gestalt 


Wir  haben  gesagt,  dass  Euler  in  seiner  zweiten  Abhandlung 
über  Kettenbrüche:  De  fradionihus  continuis  ohscrvationes^)  sich 
auf  diese  Ergebnisse  beziehe.  Zu  Anfang  ist  allerdings  von  be- 
stimmten     Integralen      keine      Rede,      sondern       der      Kettenbruch 

C4-D         ^rd  als  identisch  mit  der  Reihe  A  -\-       p  —  p—  + 

E  +  11 

G  +  H 

—7}k RS 1"  ' ■  ■   erklärt,  welche,  so   oft  die  Ä,  B,  C,  D  ■  ■  ■ 

alle  positiv,  im  üebrigen  aber  beliebig  abnehmend  oder  wachsend 
sind,  da  P=  C,  Q=EP-j-D,  R=GQ-\-FP,  S=IB-{-RQ  ■•• 
ist,  als  convergent  sich  erweise,  weil  jedes  folgende  Glied  kleiner  als 
das  ihm  vorhergehende  werde.  Wir  bemerken  beiläufig,  dass  die 
Behauptung   der  Abnahme   der  Glieder   an   sich   richtig   ist,    da  z.  B. 

BTjFH    BBF       HO  HO         ^1      j  ,  •        11  ■      f.-      j- 

— ^^ — ■    Ö>r  ^^  "o^  =  TR  4-  HO  ^    '     ^^^   ^         ^'®   allem    lur    die 


')  Corresp.  inath.  (Fuss)  I,  3 — 4.  *)  Cominentarii  Academiae  PetropoU- 

taime  ad  annum  1739.  T.  XI,  5  und  7.       ')  Ebenda  T.  XI,  10,11,27.       *)  Ebenda 
T.  XI,  32—80. 


674  110.  Kapitel. 

Convergenz  der  betreffenden  Reibe  trotz  des  von  Glied  zu  Glied 
wechselnden  Vorzeiclieus  nicht  ausreicht.  Dazu  wäre  nothwendig, 
dass  die  Glieder  beim  Abnehmen  unter  jeden  angebbaren  Werth 
sinken,  was  bei  der  Allgemeinheit,  in  welcher  A,  B,  C,  D  ■■■  ge- 
wählt werden  dürfen,  keineswegs  sicher  ist.  Euler  kümmert 
sich    darum    nicht,    sondern    zeigt    nun    rückwärts    die   Verwandlung 

,         ü   -1        -B  BD     ,     BDF         BDFH      .         ,  t-  i.i     u       i. 

der    Keihe    -p   —    p^  -\-  —(yß-  —  — p-^ —     in      den     Kettenbrucn 

-fi   ,    j,T,  und  der  Reihe  -  —  Z-L-i l1  —  ...    Jq 

P  -\-  DP  p         q     '     r  s     '     t 

Q-D  +FPQ 


B  —  FP+HQB 

S-SQ  + 


den  Kettenbruch         ,    ,    ,  von   welcher   Beispiele   arerechuet 


uq  —  hp  +  "c?' 


br  —  cq  -\-  bdr^ 


CS  —  dr  -f-  •. 

werden.     Eine   eben   solche   Reihe   ist    aber    nicht    selten    das  Ergeb- 

niss    einer   bestimmten  Integration,   und   auf  diesem  Umwege  kommt 

Euler     dazu,     ein     bestimmtes     Integral     durch     einen     unendlichen 

1 

Kettenbruch     auszudrücken. 


Beispielsweise ')     ist       / ; 

J   (l—x"f 


j_  /    il-x"')^ 

m  -|-  ftM* 

vm  -f-  {v  —  {1)11  -\-  v{ii,  -\-  v)  {in  -f-  **)* 


(3v  —  it,)-\-{v  —  fi)»»  4-  2i>(jt-|-2ii)(2w  +  w)' 

(5„-2,0-f  (r-^)n+  ..   ^ 

Eine  andere  Gedankenreihe  führt  zu  folgenden  Betrachtungen. 
Wallis  hatte,  wo  er  Brouncker's  Kettenbruch  für  ic  (Bd.  II,  S.  698) 
mittheilte,  den   Satz   ausgesprochen,   dass  er  das  Product  der  beiden 

unendlichen    Kettenbrüche  -7 ,  „  und 

'2{a  —  1)  +  9 

2(n—  l)-|-25 


2(a-l)  +  -.. 

^"''      '    - — ,-—  ,  „  sei,  und  Euler  hatte  schon  in  der  ersten 

2(ffl-fl)  +  9 ' 

2(a+l)-f25 


2(a+l)  +  -.. 
Kettenbruchabhandlung  an  dieses  Ergebniss  erinnert^).    Jetzt  kam  er 
neuerdings    auf    den    gleichen    Satz     zurück^).       Gestatten    wir    uns 
(was     Euler     nicht      thut)     die     abgekürzte     Bezeichnung      K^  = 


')    Coimnentarü   Äcademiae  Petropolitnnne    ad    annum    1739.     T.    XI,    36. 
2)  Ebenda  1737.  T.  IX,  101.         ^)  Ebenda  1739.  T.  XI,  40. 


Reihen  seit  1737.  fi7r> 

^"'"        I  ]x  I  9  >  so  heisst  der  von  Wallis  ausgesprochene 

2(0  +  1)  +25 


2(«  +  l)+-, 
Satz  ÄL 1  ■  A'j  =  a-,   und   ihm  stehen  augenscheinlich  beliebig  viele 
ähnliche   Sätze   zur  Seite,   welche  man  erhält,   indem  man  a   durch 
f/  +  2,  durch  «  +  4,  durch  «  +  6  ■  ■  •  ersetzt.     So  ist  demnach 

K—i  ■  K^  =  a- 
{a  +  2  )^  =  K,.K, 
K,K,    =(a  +  4)^ 
(a  +  6)^  =K,K, 

und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wie  sie  unter  einander 
stehen  und  Weglassung  der  auf  beiden  Seiten  vorhandenen  Factoren 
K^,   K.„   K;    findet  man    {a -{- 2)- ■  (a  +  6)-K-i  =  a'- ■  (a -\- 4y-E,, 

also   auch    Ä_i  =  a 1— — p—  ■  — ~-z  ■ 

a  +  2     0  +  2     a  +  6     o  +  6 

Euler    nimmt    nun    an,    ohne    diese    Annahme    ausdrücklich    in 

Worte  zu  kleiden,   dass  man  die   Schlüsse   fortsetze,   bis  rechts    als 

letzter  Factor  — t^ — — -  erscheint,  und  dass  dieser  letzte  Ausdruck 

n  +  4  u  +  2  ' 

sich  bei  wachsendem   tt   nicht   mehr   von   der  Einheit  unterscheidet. 

o         1,-u  i'  «  +  1  +  1  aa  +  4 

So  erhalt  er  jS_i  =  —. rr    .   „  =  a j— 5 p—  ■ 

■2{a  —  1)  +  9  a  +  2     a  +  2 

2(a  — l)  +  25 


2(a  — 1)  +  -. 
T_    ■    't    ■■■.     Den  in  der  Abhandlung  über   unendliche  Factoren- 
folgen  gewonnenen  Ergebnissen  entnimmt  nunmehr-  Euler,  dass 

1  

a        0  +  4     n  +  4    0  +  8  0 


a  +  2     0  +  2     a  +  6     a  +  6  1  ' 

fx''-\lx:yi  —  x* 
0 

und  somit  ist  der  wiederholt  von  uns  definirte  Kettenbruch  ÄLi 
das  (f-fache  des  eben  angegebenen  Quotienten  zweier  bestimmten 
Integrale. 

Auch  an  verwandten  Kettenbrüchen  werden  ähnliche  Kunstgriffe 
geübt,  so  dass  der  Kettenbruch  zunächst  in  eine  Factorenfolge,  dann 
in  einen  Quotienten  zweier  bestimmter  Integrale  umgewandelt  er- 
scheint.    Durch  Einsetzung  besonderer  Werthe  zeigt  sich^) 


')  Commentarii  Äeademiae  Petropolitanae  ad  annum  1739.  T.  XL,  48. 
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« 


o   =1+1 

1  +1^ 

1      +2-3 

^1"+  3    4 

Als  weitere  Aufgabe  stellt  sich  dann  vor  die  Auseu,  derartisre  he- 
1  -      1 

stimmte  Integrale  jPdx  und    fPBdx   zu   finden,   dass   ihr   Quotieut 

0  ü 

sich  als  unendlicher  Kettenbruch  darstellen  lasse,  eine  Aufgabe,  welche 
Euler  gleichfalls  in  ziemlicher  Allgemeinheit  löst'),  um  alsdann  wieder 
besondere  Beispiele  der  Rechnung  zu  unterwerfen. 

111.  Kapitel. 
Enler's  Introductio,  Band  I. 

Zahlreiche  Abhandlungen  hatten  Euler  schon  allbekannt  ge- 
macht, auch  seine  als  besondere  Bände  gedruckten  Meclmnim  von 
1736  uud  MefhodHS  inveniendi  von  1744,  von  welcher  letzteren  im 
117.  Kapitel  die  Rede  sein  wird,  waren  in  den  Händen  derjenigen 
Mathematiker,  welche  im  Stande  waren,  den  damals  höchsten  Gebieten 
ihrer  Wissenschaft  Geschmack  abzugewinnen.  Da  erschien  1748  Euler 's 
Introdudio  in  anah/sin  infhiitorunr),  von  De  Castillon  während 
des  in  Lausanne  stattfindenden  Druckes  beaufsichtigt  (S.  489 ),  uud 
dieses  Werk  gab  erst  dem  Namen  Leonhard  Euler 's  den  volksthüm- 
lichen  Klang,  der  ihm  vermuthlich  für  alle  Zeiten  anhaftet. 

Ein  umfangreiches  Vorwort,  allzimmfangreich  um  es  hier  ab- 
zudrucken, was  sein  Wortlaut  eigentlich  verdiente,  erörtert  die  Ab- 
sicht, welche  der  Veröffentlichung  zu  Grunde  lag.  Euler  will  zu- 
sammenstellen, was  zu  wissen  bei  Erlernung  der  lufinitesimalrechnung 
nothwendig  oder  wenigstens  wünschenswerth  sei,  man  könnte  vielleicht 
sagen  was  überhaupt  ohne  Infinitesimalrechnung  erworben  werden 
kann,  und  er  geht  darin  viel  weiter,  als  man  es  gewohnt  war.  Er 
schuf,  um  eine  moderne  Benennung  anzuwenden,  ein  Lehrbuch  der 
algebraischen  Analysis  sowie  ein  eben  solches  der  analytischen 
Geometrie. 


')  Commentarn  Academiae  Petropolüanae  ad  ummm  1739.  T.  XI,  59  sqq. 
*)  Eine  deutselie  Uebersetzung  von  Johann  Andreas  Christian  Michelsen 
(Berlin  1788)  hat  den  ursprünglichen  2  Bänden  noch  einen  3.  Band  Anmerkungen 
und  Zusätze  beigefügt,  beziehungsweise  1791  folgen  lassen.  Eine  deutsche 
ücber.setzung  von  H.  Maser  (Berlin  1885)  enthält  nur  den  1.  Band  der 
Introductio. 
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Der  I.  Band  der  Introductio  oder  die  algebraische  Analysis  zer- 
fällt in  13  Kapitel,  über  welche  wir  in  denkbarer  Kürze  berichten 
wollen.  Wir  bemerken  dabei  ein  für  alle  Mal,  dass  Euler  es  liebt, 
den  Gang  seiner  Untersuchungen  durch  geschickt  gewählte,  lehr- 
reiche Beispiele  zu  unterbrechen. 

Das  1.  Kapitel,  Von  den  Functionen  überhaupt,  erklärt  die 
Function  einer  veränderlichen  Zahlengrösse  als  einen  anah'tischen 
Ausdnick,  der  auf  irgend  eine  Weise  aus  der  veränderlichen  Zahlen- 
grösse, d.  h.  einer  unbestimmten,  allgemeinen  Zahlengrösse,  welche 
alle  bestimmten  Werthe  ohne  Ausnahme  in  sich  begreift,  und  aus 
eonstauten  Zahlengrössen  zusammenoresetzt  ist.  Die  Function  einer 
Veränderlichen  ist  wieder  eine  Veränderliche.  Sie  zerfällt  in  ver- 
schiedene Unterarten.  Algebraische  Functionen  stehen  im  Gegen- 
satz zu  Transcendenten,  unter  den  algebraischen  Functionen  werden 
rationale  von  irrationalen,  unter  den  rationalen  ganze  von 
gebrochenen  unterschieden.  Eine  sich  anknüpfende  Sonderung  be- 
trifft eindeutige  und  mehrdeutige  Functionen^).  Zur  Bezeichnung 
einzelner  eindeutiger  Functionen  dienen  grosse  Buchstaben  wie  P,  Q, 
R,  S,  T.  Des  weiteren  wird  von  graden  und  ungraden  Functionen 
gesprochen.  Jene  behalten  ihren  Werth,  mag  man  ihre  Veränderliche 
=  -\-  l-  oder  =  —  l'  setzen,  diese  nehmen  durch  die  beiden  erwähn- 
ten Substitutionen  entgegengesetzte  Werthe  an.  Aehn liehe  Functionen 
von  //  und  s  nennt  man  Y  und  Z,  wenn  Y  auf  eben  die  Art  durch  y 
und  constante  Zahlengrössen  bestimmt  wird,  wie  Z  durch  z  und 
constante  Zahlengrössen. 

Das  2.  Kapitel,  Von  der  Umformung  der  Functionen, 
unterscheidet  zunächst  zwei  Gattungen  von  Umformungen,  je  nachdem 
dieselbe  Veränderliche  beibehalten  oder  eine  andere  Veränderliche  an 
Stelle  der  ereten  eingeführt  wird.  Bleibt  die  Veränderliche,  so  bleibt 
auch  die  Art  der  Abhängigkeit  ihrer  Function  von  derselben,  nur 
können  vielleicht  in  der  neuen  Gestalt  manche  Eigenschaften  deut- 
licher hervortreten.  In  dieser  Beziehung  ist  die  Zerlegung  einer 
ganzen  algebraischen  Function  in  einfache  Factoren  von  besonderer 
Wichtigkeit.  Eine  ganze  Function  Z  von  z,  in  welcher  der  Exponent 
der  höchsten  Potenz  von  s  gleich  n  ist,  wird  n  einfache  Factoren  ent- 
halten, was  ohne  Weiteres  daraus  gefolgert  wird,  dass  f -\- g  s -\- ]i /- 
in  zwei,  f  -{-  gs  -\-  hz'-  -\-  iz'"'  in  drei  einfache  Factoren,  d.  h.  in  solche 
zerlegbar  sei,  in  welchen  z  nur  in  erster  Potenz  vorkomme.  Man 
findet  die  einfachen  Factoren  von  Z,  indem  man  die  Wurzeln  der 
Gleichung  Z  ^  ^)  aufsucht.     Aus  jedem  Wurzelwerthe  entspringt  ein 


')  Functiones  uniformes,  muUifarnies. 
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einfacher  Factor  der  Function  Z.  Die  einfachen  Facto ren  des  reellen 
Productes  Z  sind  theils  reell,  theils  imaginär.  Letztere  treten  immer 
in  grader  Anzahl  auf,  und  zwei  imaginäre  einfache  Factoren  ver- 
einigen sich  dann  zu  einem  reellen  Factor  2'^"  Grades,  den  man  auch 
einen  reellen  zweifachen  Factor  nennt.  Die  ganze  Function  Z  von  z 
ist  eindeutig.  Wird  Z  ^  A  bei  z  =  a  und  Z  =  B  bei  z  =  b,  d.  h. 
geht  Z  von  A  ux  B  über,  während  z  von  a  in  h  übergeht,  so  kann 
ersterer  Uebergang  nicht  anders  als  durch  alle  zwischen  A  und  B 
gelegene  Zwischenwerthe  hindurch  erfolgen,  d.  h.  es  muss  einen 
zwischen  z  =  a  und  z^=lj  gelegenen  Werth  z  =  c  geben,  der  Z=C 
hervorbringt,  wenn  C  zwischen  A  und  B  liegt.  Mit  anderen  Worten, 
wenn  Z  —  .4  =  0  und  Z  —  B  =  0  je  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  so 
muss,  wenn  A  <  C  <  B  oder  A^  C^  B  ist,  auch  Z  —  C  =  0  eine 
reelle  Wurzel  besitzen.  Ist  beispielsweise  Z  von  ungrader  Höhe, 
d.h.  Z  =  z^"  +  ^  -{-  az'^"  -{-  ßz-"^^  -\-  ■■■,  so  bewirkt  z  =  (X,  dass 
Z  =  <x>  und  z  =  —  oo  dass  Z  =  —  oo  wird,  mithin  haben  Z  —  oo 
und  Z  -\-  oo  je  einen  bekannten  reellen  einfachen  Factor  z  —  oq  und 
z  -\-  CO .  Alsdann  muss  auch  Z  —  0  ^  Z  einen  reellen  einfachen 
Factor  besitzen  oder  z""  +  ^  -\-  az'"'  -^  ßz-"-^  ^  ■  ■  ■  =  0  hat  min- 
destens eine  reelle  Wurzel.  Die  Gleichung  Z  =  g-"  -\-  az^''~^  -\- 
ßz'"~-  4;  ■■■  i  "^  — A  =  0  mit  positivem  A  hat  mindestens  zwei 
reelle  Wurzeln.  Die  Annahmen  z  =  —  oo  und  ^  =  0  liefern  näm- 
lich Z  =  oo  und  Z  =  — A,  zwischen  welchen  Z  =  0  liegt,  welches 
durch  irgend  ein  negatives  z  ^  —  c  erzeugt  werden  muss.  Anderer- 
seits liefern  .5  =  0  und  s  =  oo  die  Werthe  Z  ^^  — A  und  Z=  oo, 
zwischen  welchen  abermals  Z  =0  liegt,  welches  durch  irgend  ein 
positives  z  =  d  erzeugt  werden  muss.  Das  sind  lauter  Sätze,  auf 
welche  Euler  1749  zurückkam  (S.  581).  Nun  kommt  die  Zerfällung 
einer  echtgebrochenen  Function  in  Partialbrüche  an  die  Reihe.     Der 

einfachste  Fall  -^  =  ~, rv,,   wo  S  den   einfachen  Factor  p  —  qz 

N       (p  —  g.z)i^ 

nicht  weiter  enthält,   wird   erledigt    durch   die  Annahme 


N        p  —  qs 

+  1"  oder  M=^AS  +  (j)  —  qz)  P,  woraus  A  =  ^~^~^-^  folgt. 
Hierein  setzt  man  (weil  A  eine  Constante  ist,  darf  man  das) 
V  —  qz  =  0  und  erhält  yl  =  -7  .       Der     verwickeitere     Fall, 

dass  p  —  qz  mehr  als  einmal  als  Factor  in  N  vorkomme,  und  dass 
also  Partialbrüche  mit  den  Nennern  2>  —  qz ,  (j)  —  q^f,  ij>  —  qzy  ■■■ 
zu  ermitteln  sind,  beschliesst  das  Kapitel. 

Das  3.  Kapitel,  Von  der  Umformung  der  Functionen  durch 
Substitution,    hat   die    Ratidnalisirung   irrationaler   Ausdrücke   zum 
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m  1 

Zweck.  So  wird  1/  ={a  -\-  bz)"  durch  {a -\- bz)"  =  x  in  rationale 
Gestalt  übergeführt.  Ebenso  wird  (-^r^  )  =^  (  1  j  J  durch  ratio- 
nale Werthe  von  z  und  y  erfüllt,  indem  man  den  beiden  Aus- 
drücken   gemeinsamen    Werth     in    die    Gestalt    x'""    kleidet.      Bei 

,,^yJ^rTh^)'F+'ciz)  setzt  Ealer  ;^  =  x',  ^  =  B^i, 
worauf  y  =  (a  +  bz)  x  =  -,— r — 3—    wird.      Eine     andere    Methode 


der  Rationalisirung  von  y  =  "j/p  -\-  qz  -\-  rz^  besteht  darin,  dass 
}/  =  xz  -j-  Yp  oder  auch  y  =  .<■  -(-  ]/>•  s  gesetzt  wird,  je  nachdem  }) 
oder  r  positiv  ist.  Sind  beide  Constanten  p  und  )•  negativ,  und  ist 
zugleich  q-  ^  4j;r,  so  ist  y  wesentlich  imaginär.  Ist  dagegen  p  und  r 
negativ,  aber  5-  >  ^p>',  so  ist  man  im  Stande  p  4"  U-  ~f"  ''•" 
=  (rt  -|-  bz)  (c  -}-  ^~)  zu  setzen,  wie  vorher  gelehrt  wurde.  Neben 
dieser  ersten  Anwendung  von  Substitutionen  lehrt  alsdann  Euler  eine 
zweite,  welche  darin  besteht,  dass  er,  wenn  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  z  vorliegt,  eine  dritte  Hilfsveränderliche  ,/  wählt  und  Be- 
ziehungen zwischen  ;(/  und  x  sowie  zwischen  z  und  x  aufsucht,  ver- 
möge deren  die  ursprüngliche  Gleichung  erfüllt  wird.  Sei  z.  B. 
ay"  4"  bzi'  -f"  cy^^  =  0,  so  setzt  Euler  zunächst  y  =  x"'z"  und  erhält 
ax""'z"''  -\-  bz!^  -\-  cxy'"z''f"+'^  =  0  und  es  kommt  darauf  an,  h  so  zu 
wählen,  dass  aus  der  neuen  Gleichung  z  in  x  gefunden  werden  kann. 

Dazu  liegen  drei  Wege  vor.     Erstens  kann  an  =  ß,   n  =  —  gesetzt 

werden,    dann    ist    nach    Division    durch    ^.*   die    weitere    Behandlung 

augenscheinlich.    Zweitens  kann  yn  -\-  d  =  ß,  n  =  —-     gesetzt  und 

abermals   durch    z^  dividirt    werden.      Drittens    kann    an  =  yn  -f-  8, 

gesetzt  und  durch   :""  dividirt   werden.     Andere    Beispiele 


u  —  y 
erfordern  und  gestatten  andere  Kunstgi-iife. 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Darstellung  der  Functionen  durch 
unendliche  Reihen,  ist  schon  dui'ch  den  einleitenden  Paragraphen, 
welcher  zeigt,  wie  Euler  über  Reihenentwicklungen  dachte,  von 
höchster  Bedeutung.  Die  Natur  transcendenter  Functionen,  sagt 
Euler,  dürfte  sogar  besser  zu  erkennen  sein,  sobald  dieselben  in  einer 
solchen,  wenn  auch  ins  Unendliche  fortlaufenden  Form  ausgedrückt 
sind.  Denn  ebenso  wie  die  Natur  einer  ganzen  Function  am  besten 
dann  erkennbar  ist,  wenn  sie  nach  Potenzen  von  z  entwickelt,  also 
auf  die  Form  A  -\-  Bz  -\-  ('•-  +  J>z"'  -{-••■  gebracht  ist,  so  ist  auch 
diese  Form,  selbst  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  gross  ist, 
am  geeignetsten,  um   sich  von   der  wesentlichen  Beschatienheit  aller 
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anderen  Functionen  eine  klare  Vorstellung  zu  bilden.  Wir  dürfen 
bei  dieser  Gelegenheit  an  die  Bemerkung  erinnern,  welche  wir 
(S.  447)  an  Newton 's  Integration  durch  unendliche  Reihen  knüpften. 
Wenn  wir  dort  eine  nur  unbewusste  Verwandtschaft  mit  heutigem 
Denken  zu  erkennen  vermochten,  so  ist  Euler 's  Aeusserung  von  ganz 
anderer  Natur.  Mag  ihm,  wie  wir  mehr  als  nur  einmal  gesagt  haben 
und  künftig  zu  wiederholen  haben  werden,  das  Gefühl  für  die  An- 
forderungen, welche  die  Mathematik  an  die  von  ihr  zu  benutzenden 
unendlichen  Reihen  zu  stellen  hat,  mehr  abgegangen  sein,  als  dieses 
bei  Newton  der  Fall  war,  den  analytischen  Nutzwerth  der  Reihen, 
wenn  wir  so  sagen  dürfen,  klar  ausgesprochen  zu  haben,  ist  Euler's 
Verdienst.  Die  einfachste  Art  der  Reihenentwicklung  ist  die  der 
Division  bei  Umwandlung  eines  Bruches,  und  sie  erzeugt  die  re- 
currente  Reihe,  deren  Namen  und  erste  Untersuchung  nach  Euler's 
Aussage  De  Mo i vre  angehöre.  Jene  Umwandlung  selbst  braucht 
nicht  durch  Division  vollzogen  zu  werden.  Sie  erfolgt  besser  durch 
Multiplication  des  Bruchnenners  mit  einer  versuchsweise  unter  Be- 
nutzung unbestimmter   Coefficienten  aufgestellten  unendlichen  Reihe. 

Euler  setzt  z.  B.  — 'V  =  Ä  A-  Bz  +  Cz-  4-  Bz"  -\-  ■■■    und    erhält 

a  =  («  +  ßz)  {A  +  Bz  -f  Cr  +  Bz"  -\ )  =  aA-^{aB+  ßÄ)s 

+  (^ß  C  -f  ßB)  z'  +  (kB  -f  ßC)  z"  -i ,  woraus  neben  Ä  =  ^-    die 

einander  vollständig  ähnlich  gebauten,  die  Recursion  vermittelnden 
Gleichungen  0  =  aB  -}-  ßÄ,  0  =  aC -{-  ßB,  0=  aB  -^  ßC--- 
hervorgehen.    lu  wesentlich  übereinstimmendem  Verfahren  wird  sodann 

-Ji+^^A-^Bz-\-Cz'  +  Bz'+---   und  a  +  hz  =  (a -^  ßz 

+  yz-)  (A  +  Bz  +  Cz-  +  Bz'  +  ■■■)  =  ccA  -j-  {aB  +  ßA)z  + 
(aC  -f  j3i?  +  yA)z-  -f  («D  +  /3C -f  ;^-B)r'  -| gesetzt,  woraus 

erstlich  die  zwei  Coefficienten  A  =  — ,    B  =  —  =  -^  und  ferner  die 

unmittelbar  nur  a,  ß,  y  aber  nicht  a,  1)  enthaltenden  Recursions- 
gleichungeu  0^  aC -{- ßB-[- yA,  0  =  aB  -{-  ßC  +  yB  ■■■  entstehen. 
Je  mehr  Glieder  der  Nenner  u  -\-  ßz  -j-  yz'  +  •  •  ■  besitzt,  um  so 
zahlreicher  sind  die  Glieder  der  einzelnen  Recursionsgleichungen,  und 

die  von  den  Coefficienten  des  Zählers  a  -j-hz  -\ abhängenden  Zahlen 

A,  B  •  •  •  mehren  sich  in  gleicher  Weise.  Voraussetzung  des  Ver- 
fahrens ist  ein  von  Null  verschiedenes  «,  da  sonst  die  Entwicklung 
mit  ^  =  —  =  oo  beginnen  müsste.  Unter  der  gleichen  erfüllten 
Voraussetzung  einer  von  Null  verschiedenen  Anfangsconstante  des 
Nenners  wird  auch  der  Bruch  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  Z 
fortschreitende    recurrente    Reihe     verwandelt,    dessen    Nenner    die 
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m"  Potenz  von  1  —  as  ist,  während  im  Zähler  Glieder  bis  zur  Höhe 
von  2"~'  vorkommen.  Setzt  man  nach  vollzogener  Eütwicklung 
a  =  z  =  \,  so  geht  die  Reihe  in  eine  arithmetische  Progression 
H  —  l''"''  Ordnung  über,  welche  somit  auch  eine  recurrente  Reihe  ist. 
Euler  geht  alsdann  zur  Entwicklung  von  Ausdrücken  über,  deren 
Nenner  eine  Potenz  des  Polynoms  1  —  uz  —  ßz-  —  •  •  ■  ist,  ferner 
zu  dem  bis  dahin  ausgeschlossenen  Falle,  dass  die  Änfangsconstante 
des  Nenners  Null  wird,  und  den  er  dadurch  erledigt,  dass  er  z,  oder 
welche  Potenz  i"  von  z  dem  wirklich  vorhandenen  Anfangsgliede  des 
Nenners  angehört,  als  Factor  heraussetzt.  Dann  ist  die  ohne  Berück- 
sichtigung dieses  Factors  entwickelte  Reihe  noch  durch  ^"  zu  divi- 
diren.     Sie   behält    dabei   ihren    Charakter   als   eine   nach   steigenden 

A 
Potenzen  von  z  fortschreitende  Entwicklung,  beginnt  aber  mit   — 

m  2" 

Nun    folgen    die    Reihen    füi-    (P  -\-  Q)"    und    allgemeiner    für    die 

—     Potenz   von  Polynomen.     Von  einem   Beweise   ihrer   Richtigkeit 

ist  keine  Rede.  Der  Binomialsatz  und  Polynomialsatz  tritt  bei  ge- 
brochenem Exponenten  in  Anwendung,  als  wenn  es  sich  von  selbst 
verstände. 

Im  .5.  Kapitel,  Von  den  Functionen  zweier  oder  mehrerer 
Veränderlichen,  fällt  das  Hauptgewicht  auf  die  homogenen 
Functionen,  deren  Name  1726  von  Johann  Bernoulli^)  einge- 
führt worden  war.  Ist  V  eine  homogene  Function  n^"^  Dimension 
von  .V  und  z,  so  wird  die  Substitution  y  =  uz  zu  dem  Producte  von 
z"  in  eine  Function  von  «  führen.  Ist  n  =  0,  d.  h.  ist  V  eine 
Function  nullter  Dimension  von  y  und  z,  so  wird,  wegen  z"  =  1, 
die  Substitution  y  =  uz  dahin  führen,  dass  V  als  Function  von  u 
allein  erscheint. 

Das  t).  Kapitel,  Von  den  Exponentialgrössen  und  den 
Logarithmen,  schildert  das  Wesen  der  genannten  Functionen,  wo- 
bei die  Behauptung  auftritt,  ausser  den  Potenzen  der  Basis  a  gebe 
es  keine  Zahl  b  mit  rationalem  Logarithmus,  nebst  dem  unbewiesenen 
Zusätze,  der  Logarithmus  von  h  könne  auch  keine  irrationale  Zahl 
sein   und   müsse   deshalb   zu    den   Transcendenten   gerechnet   werden. 


•)  Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  T.  I,  abgedruckt  in  Job.  Ber- 
noulli  Opera  IIl,  108 — 124:  De  integrationibus  aequationum  differentialmm. 
In  §  IX  dieser  Abhandlung  heisst  es:  .  .  .  p  et  q  designant  functiones  rationales 
et  homogeneas  indeterminatarum  x  et  y  utcunique  inter  se  complicatarum  atque 
permixtarum,  modo  indeterminatae  in  singulis  terminis  eundem  habeant  exponen- 
tiuiii  summam  propter  quod  functiones,  quae  ita  sunt  comparatae,  .  .  .  voco 
homogeneas. 

Caktob,  Geschichte  der  Usthematik.   lU,  3.  44 
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Von  den  zur  Anwendung  der  Logarithmen  eingeschalteten  Beispielen 
nennen  wir  zwei.  Einmal  fragt  Euler,  wie  gross  nach  lOlJ  Jahren 
die  Bevölkerung  eines  Landes  sein  werde,  welche  jetzt  aus  100000 
Menschen  bestehe  und  sich  jährlich  um  ihren  dreissigsten  Theil  ver- 
mehi'e.  Wir  erkennen  hier  einen  Vorläufer  der  schon  (S.  346)  er- 
wähnten Untersuchungen  Euler's  von  176U  über  Bevölkeruugs- 
verhältnisse.  Ein  andermal  fi-agt  Euler  nach  der  Anzahl  x  der 
Jahre,  welche  zur  Tilgung  einer  mit  p  Procent  verzinslichen  Schuld  n 
erforderlich  sei,  wenn  jährlich  für  Zins  und  Rückzahlung  die  Summe  b 

verwandt  werde.    Unter  Benutzung  der  Abkürzung  — 77^  =  '*  findet 

Euler    die     Gleichung    n^a  = ,    welche    man    neuerdings    die 

Amortisationsgleichung   zu    nennen    liebt,    und    folgert    aus    ihr 

log  b  —  log  (b  —  (n  —  1)  a) 

log  n 
Das  7.  Kapitel,  Von  der  Darstellung  der  Exponential- 
grössen  und  der  Logarithmen  durch  Reihen,  giebt  seinen  In- 
halt durch  die  Ueberschi-ift  aufs  Deutlichste  an.  Der  Gedankengang 
ähnelt  sehr  dem,  welchen  Halley  1695  eingeschlagen  hatte  (S.  81), 
ohne  dass  auf  diesen  Schriftsteller  verwiesen  wäre.  Wir  haben  dieses 
Schweigen  wohl  weniger  daraus  zu  erklären,  dass  Euler  Halley's 
Abhandlung  nicht  gekannt  hätte,  als  wahrscheinlicher  daraus,  dass  er 
Dinge,  welche  seit  mehr  als  fünfzig  Jahren  der  Oeffentlichkeit  an- 
gehörten, als  wissenschaftliches  Gemeingut  betrachtete,  von  welchem 
Jeder  ohne  Quellenangabe  Gebrauch  machen  dürfe.  Sei  a,  die  Basis 
des  zu  wählenden  Logarithmensvstems,  grösser  als  1,  sei  ferner  a 
eine  unendlich  kleine  positive  Zahl,  so  wird  a"'  =  1  -|-  j^i^  wo  tlf 
gleichfalls  positiv  unendlich  klein  ist  und  etwa  =  Z^oj  gesetzt  werden 
darf.  Ist  a"'^  1  +  ^'ö,  so  ist  a  =  logi  1  -f-  ^'m  )  in  dem  Logarithmen- 
systeme von  der  Basis  a.  Ei-hebt  man  «'"  ^  1  +  Zw  auf  die 
«*^  Potenz   mit   vorläufig   beliebigem   /,    so    wird    a''"=  ( 1  -)- A' w)'= 

1  4-  ila  -\-  ^  l  „  Ira'  +  •  •  •■  Ist  aber  /  =  -  und  z  endlich,  so 
wird   i^cc,  zugleich   aber  auch   coi  =  z  und   «  ^  4  •     Diese  Sub- 

stitutionen  liefern  a-  =1  -\-  l'S  -\-      ^    .  Jc^g^  -j — -    ^     — r^  h^z^-\ . 

Bei  i  ^  (x  streichen  sich  die  in  den  Zählern  und  Nennern  auf- 
tretenden  *   enthaltenden  Factoren  gegen  einander,   und  man   erhält 

a=  ^  1  -\-  Jcz  -^  '-^  +   —^-^  +  • "  ■    i'iit    endlichen    a,   Je,   z.      Wird 

vollends  z  =  1,   so   zeigt   sich  der  zwischen  a  und  /,   obwaltende  Zu- 

sammenhang    '^'  =  1  +    '   +  t— ^   +  ^   .,   „  +  •  •  •.      Der   Ausdruck 
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a"'' ^  {1  -^  l-co)',  welcher,   wie   wir   sahen,   den   Werth   1    übersteigt, 

kimn    als    l  -)-  .r    bezeichnet    werden.      Alsdann    ist    einerseits    coi  = 

1  1^ 

log(l  -j-  x),  andererseits   1  -j-  ^'w  =  (1  +  •*■)' ;    ^'^'^  =  (1  +  ^)'  —  1> 

„;  =  •[(,+„;_  l]  =  .[■._  .i^..  +  fcH<fcä>^_...] 

=  i[-A^  +  r^/^^^'-  ;]^  »ei  ,■-»  ve,.- 
einfachen  sich  wieder  die  /  im  Zähler  und  im  Nenner  mit  sich 
führenden     gebrochenen     Coefficienten,     nnd     mit     Benutzung     von 

a i  =  log ( 1  +  .r)  erhält  man  log  (1  +  x)  =  j  ix o  +  ^5 ■    ■ )  ■ 

Diese  Reihe  verhilft   alsdann    zur  Ermittelung  von  k  aus  a,   was  aus 

/,•           k-               k^                      .                        . 
rt  =  1  -j-  Y  +  ","~^  4"  :j — ir~u  ~l~  ■ "  ■  nicht  zu  erreichen  war.    Sei  näm- 
lich  1  -|-  ■'■  ^  "?  ■*'  =  "  —  1;   log  ( 1  +  X)  =  log  «,  =  1,   so  geht  die 
Reihe  über  in  1  ^  v- 1 — ^^ — 1 --^^ •  •  •  ,    beziehungs- 


-"»■^ 


weise  m  /.■  =  — ~-  -j : •  •  •.     Uei    a  =  10    wird 

9          9-9' 
Je  =  -~  —  -5-  +  -^ ■  •  •  eine  Reihe,  von  welcher  Euler  in  fast  naiver 

1  J  O 

Weise  sagt,  es  sei   schwer  einzusehen,   wie  sie   den  Werth   2,3025S 
haben   könne  ^).     Dazu   gelangt   er   durch    folgende   Schlüsse.      Neben 

h  log  (1  -|-  .r)  =  ;f 5"  -)-  ^5 wird  bei  negativ  gewähltem  x  auch 

Ä'  log  (1  —  x)  =  —  X •••  sein,  und  Subtraction  führt  zu 

-  log  ,  ^  V  +  V  +  -.-  +  •  •  ••  Jetzt  setzt  Euler  ~-^  =  a, 
2°l  —  xi'3'5'  1  —  X         ' 

wodurch    log7-^^'^  =  l     und     x  =  — ,-,     wird.      Dann     zeigt     sich 
°1  —  X  a+1 

-  =  — |— -  +  T  (^  ,  , )  +  ^  ( — ,--■•)  +  •  •  ■  und  bei  n  =  10  die  rasch 
2  a-\-l     '     3  \«  +  1/      '     0  \a  -\-  1/      ' 

zur     Ermittelung     des     entsprechenden    /.■     führende     Reihe     —  =  - 

1  /  9  \*^         1   /  9  \  5 
~^"  T  \iT/  ~^  's  \n)  "!"■■■•     Wird  aber  /.•  als  bekannt   angenommen, 

z.  B.  k  =  1,  so  geht  1  +  I  +  j-,  +  rrl^g  +  •   •   in   1  +  -  +  ri 

-|-  +  ■•■  über,  einen  Werth,  der  durch  a  bezeichnet  die  Basis 

der  natürlichen  oder  hyperbolischen  Logarithmen  heisst,  und 
den  Euler  auf  23  Decimalstellen  berechnet  angiebt.  Durch  <i  =  r, 
/,■  =  1    geht    o'"  ^  ( 1  -|-  kaY    über   in   e""=  (1  +  a)' ,    und    da  bei 

mt=  z,  a  =  ^  war,  so  hat  man  r--  =  ( 1  -1-  ^)  .    Wir  bemerken 

')  Eni  er,  Introduetio  I,  §  120  am  Schlüsse. 

44* 
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dabei     beiläufig,     dass     der     Sonderfall     (I  +  -7)  =1  +  1  + 

; — ö  +  1 — ö~Q    schon    am    30.   Januar    1728    im    Besitze  von  Daniel 

Bernoulli  war,  der  ihn  damals  brieflich  Goldbach  mittheilte^). 

Das  8.  Kapitel,  Von  den  transcendenten  Zahlengrössen, 
welche  aus  dem  Kreise  entspringen,  nimmt  die  auf  127  De- 
cimalstellen  angegebene  Zahl  ä  und  die  trigonometrischen  Functionen 
in  Untersuchung.  Mittels  der  bekannten  Formeln  für  den  Sinus  und 
den  Cosinus  zusammengesetzter  Winkel  kommt  Euler  leicht  zu  den 
Gleichungen 

sin  {2y  -}-  s)  =  2  cos  y  sin  (y  -\-  z)  —  sin  z 

cos(2ii  -\-  g)  =  2 cosy  cos{y  -\-  z)  —  cos,?, 

welche  Recursionen  darstellen,  deren  Fortgang  einleuchtet,  wenn  s 
durch  y  -\-  2  ersetzt  wird,  was  beliebig  oft  geschehen  kann.  Auch  bei 
Ausführung  der  Multiplication  (cos  ?/  +  )/ —  1  sin  y)  (cos  s  +  Y —  1  sin  s) 
=  cos  (;*/  -\-  z)  +  ]/ —  1  sin  [y  +  z)  bedient  sich  Euler  der  Formeln 
cosy  ■  cos  z  —  sin  11/  ■  sin  2  =  cos  [y  +  z)\  cos  y  •  sin  ^  -|-  sin  y  ■  cos  z  = 
sin  {jj  +  z).  Die  fortgesetzte  Multiplication  führt  allmälig  zu 
(cos  z  +  y —  1  sin  z)''  =  cos  tiz  +  Y —  1  sin  nz,  mit  n  als  ganzer  po- 
sitiyer  Zahl,  was  Euler  allerdings  zu  betonen  unterlässt,  und  dann 
weiter    zu    2  cos  nz  =  (cos  z  +  Y—  1  sin  z)"  +  (cos  z  —  Y —  1  sin  z)" 

und  zu  2Y — l  sin  nz=  (cos  z -^Y — Isin^j" — {cosz  —  Y — Isin^)". 
Die  Binominalentwicklung  der  hier  vorkommenden  w'''°  Potenzen 
liefert  Werthe  von  cos  nx  und  von  sin  nx  ausgedrückt  durch  Pro- 
ducte  von  Potenzen  von  cos  z  und  von  sin  z 

n(n  —  1)  „     o    •      9 

cosnz  =  cosz" cosz"—^  smz'^ 

,     w(M  — l)(w  — 2)(n— 3)  „4.4 

H ^ '  \   „    ■- cos  z"-*  smz^  —  •  •  • 

Sin  nz  =  —  cosr'~^  sin,? cosz"~^  smz-* 

1  1  .  —  -  o 

,     n(n  —  1)  •  •  ■  (m 4)  r     .       r, 

-| i — ^  '^    _^ cos  z"^^  smz^ . 

Ist  nz  =  V  und  dabei  n  unendlich  gross,  z  unendlich  klein,  so  kann 

cos  z  =  1,  sin  .r  =  ^  =  -     gesetzt    werden    nebst    denjenigen    Veriln- 

derungen  der  auftretenden  Brüche  in  Bezug  auf  n,  welche  im  vorher- 
gehenden Kapitel    benutzt   waren.     Man    erhält    die   Reihen    cos  v  = 

i-r:^+ 1.2.3-4 '  ^'"^'  =  ^'^rTir3  +  i.2.3.4.5 • 


1)  Corres2}.  muth.  (Fuss)  II,  246. 
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Werden  diese  Reihen  benutzt,  um  die  Sinus  und  Cosinus  von  Bögen 
unterhalb  ^  (=30")  zu  berechnen,  so  findet  man,  da  sin  30"  ^ - 
und  somit  sin  (30"  +  z)  =  cos  ^  —  sin  (30"  —  £)  nebst  cos  (30"  -(-  3) 
=  cos  (SO"  —  z)  —  sin  /,  von  den  Functionen  der  kleineren  Winkel 
aus   mit   Leichtigkeit    die    der   grösseren.     Die    gleiche    Substitution 

US  ^  V  mit  n^i  (infinitum.  unendlichgross),  z^~  lässt  die  für 
2  cos  nz  und  für  2  ]/ —  1  sin  nz  gefundenen  Formeln  in  folgende 
übergehen:  2cos  f  =  ( 1  +  "  '~  )  +  ( 1  —  ^~^- — )  und  2}/ —  1  sini; 
=  h  4-LLET)'_^_!LV;pI)'.      Nun    war    aber    r  =  (l  +  4)', 

mithin  ist  auch  e'y~^=  (l  +  *^5^)',   c-'^^^  =  (^  ~  "^^T^'^^^' 

cos  V  = 4 ,    sin  V  = ; ,     ei "  •  ~'  =  cos  v 

2  '  2 1/ 1 

+  sini)|/ — 1.       Ferner     war     im     natürlichen     Logarithmensysteme 

log  (1  -\-  x)  =  /  ((1  -{-  x)'  —  l).  Ersetzt  man  1  +  x  zuerst  durch 
cosi'  -\-  y —  1  sin^,  dann  durch  cosz —  ]/ —  1  sini'  und  zieht  beide 
Ergebnisse    von    einander    ab ,    so    entsteht   log  (cos  z  +  Y —  1  sin  z) 

1       /'  1  / T     •       ^  1        cos  s  +  1/ —  1  sin  z  .  f  ■  , 

—  log  (cos  z  —  y —  1  sin  i)  =  log  ' — -^= =  i    (cos  z  -\- 

cos  z  —  y —  1  sin  z  '- 

_        i  in 

y —  1  sin^)'  —  (cosi'  —  y —  1  sins)'J.  Wiewohl  vorhin  die  Her- 
leitung der  Formel  2  )/ —  1  sin  nz  =  (cos  z  -\-  "}/ —  1  sin  z)"  — 
(cos  z  —  y —  1  sin  z)"  die  Nothwendigkeit  eines  positiven  ganzzahligen 
«  mit  sich  führte,  welche  wir  deshalb  besonders  hervorhoben,  nimmt 

Euler  nicht  den  geringsten  Anstand  n  =  -r   zu  setzen,  und    er  ge- 

1 
langt     damit     zu     2  ]/ —  1  sin  4  =  (cos  z  -\-  y — -  1  sin  z)'  —  (cos  z 

—  y —  1  sin  z)'  beziehungsweise  zu  log ' =  2y —  1  ■ 

cos  2  — ■  y —  1  sin  5 

/  ■  sin  ^  •     Wird  /  =  :x>,  so  geht  ?  sin  4  in  i  ■  —  ^  z  über,  und  mau 

erhält  z  =  — -^z^  log  - — "        ,        — -  oder  eine  Gleichung,  welche 
2  y— 1  cos  «  —  y^^  sin  z 

den  Logarithmen  einer  imaginären  Zahl  auf  einen  Kreisbogen  zurück- 
führt.     Der    logarithmirte    Bruch    kann    auch    durch    cos  z    gekürzt 

werden,  worauf  z  =  — -=  log  — —  entsteht.    Im  7.  Kapitel 

2y— 1    "  1  — y— 1  tngz 

war  ^  log =  T  4"  v  +  "^  +  ■  ■  ■  gefunden  worden.    Einsetzung 
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von    X  =  y^l  tug  .-    liefert  i  log  L±>^Ll°f_^  =  y-  i  (!^  _ 

1  —  y —  1  tog  z  ^1 

tngg'     ,     tngr°     i          \        i               -i                tng  £          tng^=     ,     tng2^     , 
^-  +  -i-  +  •••],   also  auch  .^  =  -= ^^-  +  -«-    +  •  •  • 

beziehungsweise    mittels    tng  z  =  t,    ^  =  arctg  ^    auch     arctg  t  = 

^  +  ^ •  •  ••     Diese   zahlreichen   Ergebnisse   des    i^.   Kapitels 

sind,  wie  kaum  hervorgehoben  zu  werden  braucht,  weder  in  einwand- 
freier Weise  erworben,  noch  einzeln  genommen  neu.  Johann 
Bernoulli  hatte  1702  den  Zusammenhang  zwischen  einem  Arcus- 
tangens  und  dem  Logarithmen  einer  imaginären  Zahl  erkannt 
(S.  348),  James  Gregory  besass  1671  die  Eeihe  für  ai-ctg^  (S.  72), 

Leibniz  hat  deren  besonderen  Fall  —  =  1 1 -=-  +  ■■■  ge- 

4  3      '      5  7      '  ° 

funden  (S.  75).     Machin  hat  1706  eine  zur  praktischen  Anwendung 

vortheilhaftere  Reihe  für  --  veröffentlicht  (S.  350).    Euler  selbst  hat 

1737  eine  Anzahl  von  Reiben  zur  Berechnung  von  ;r  in  den  Druck 
gegeben  (S.  646).  Jetzt  kam  er  in  der  Introductio  auf  die  Um- 
formung der  Arcustangensreihe  zurück.     Ausgehend  von   tng  (fr  -f-  h) 

=  — °°  \      1    und  von  tng  -^  ^  1    findet   er,    dass,    wenn    a  4-  h 

1  —  tng  a  •  tng  6  °  4  '  '  ' 

7t    .   ,       H  tng  a  4-  tng  b  .  ,      ,         ,  1  —  tng  a 

1  2  1 

Mithin    ergiebt    sich    aus    tng  a  =  .,    ein    tug  b  = ^  =  —    und 

—  =  arctg 1-  arctg  —  ,   worauf  zweimalige   Anwendung   der  Arcus- 

tangensreihe  eintritt. 

Das  9.  Kapitel,  Untersuchung  der  trinomischen  Factoren, 
kehrt  zu  dem  Gegenstande  des  2.  Kapitels  zurück.  Dort  war  von 
den  reellen  einfachen  Factoren  und  von  den  paarweise  auftretenden 
imacrinären  Factoren  einer  ganzen  reellen  algebraischen  Function  die 
Rede,  welche  letztere  einander  zu  einem  reellen  trinomischen  Factor 
vervielfachen,  und  auf  sie  wendet  Euler  nunmehr  sein  Augenmerk.  Das 
Trinom  j)  —  ^Z-'  +  ''-'  besteht  aus  zwei  imaginären  einfachen  Factoren, 

wenn  Apr  > 'f  oder  — ^  <  1  ist.     Jede  Zahl,  welche  kleiner  als  1 
■2ypi- 

ist,  kann   als   ein    Cosinus  gedacht   werden,   z.  B.      ''=  =  0089    als 
'  -2-1  pr 

Merkmal,  dass  ^)  —  ü-  'i'  ''-'  ^^^  imaginären  einfachen  Factoren  ent- 

tand.      Das   Trinom    heisst    alsdann   p  —  2cos  qp  l//^  .£■ -(- r  »'^    oder 

wenn    p    durch    p-   und   r   durch   q-   ersetzt    wird,    ^r — ■  2 pqz  cos  (p 


s 
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+  q-z-  =  {f/z  — 2){cos(p  +  y —  1  sinqp)]  •  [qz — ^(cosqp — )/ — 1  sinqp)]  , 
und  die  gauze  algebraische  Function  cc  -\-  ßz  -\-  yz'  -\-  8z'^  +  ■  ■  ■, 
auf  deren  Zerlegung  es  ankommt,  muss  verschwinden,   sowohl  wenn 

Z  =  —  (cos  qc  +  y —  1  sin qp)  als  auch  wenn  z=  ~ (cos qp  — ]/ —  1  sin gs) 
eingesetzt  wird,  was  unter  Benutzung  von  (cos  q;  -j-  ]/ —  1  sin  q>)"  = 
cos  nq:  A^y — 1  sin  M(p  zu  geschehen  hat.  Diese  allgemeinen  Vor- 
bemerkungen leiten  über  zur  Zerlegung  von  a"  -f-  z",  bei  welcher  die 
beiden  Fälle  eines  ungraden  und  eines  graden  n  unterschieden  werden. 

Ist  n  ungrad,  so  hat  a"  -\-  z"  ausser  dem  Factor  a  -\-  z  noch  — -— 
trinome  Factoren,  ist  «  grad,  so  sind  ausschliesslich  trinome  Factoren 
.-  an  der  Zahl  vorhanden.  Aehnliches  gilt  für  die  Zerlegung  von 
a"  —  z".  Bei  ungradem  ii  ist  der  Factor  a  —  z  neben  — - —  trinomen 
Factoren  vorhanden,  bei  gradem  )i  vereinigen  sich  die  beiden  ein 
fachen  Factoren  a  —  z  und  n  +  z  mit  — ;; —  trinomen  Factoren. 
Sodann  sind  die  einzelnen  Factoren  von  a"  -{-  z"  und  von  a"  —  z" 
wirklich   gebildet.     Letztere    heissen    «-  —  2az  cos 1-  z',   wo    h 

alle  positiven  ganzen  Zahlenwerthe  von  0  anfangend  erhält,  bis  das 
Product    der    Factoren    die     nöthige    Dimension    erreicht.      Es    war 


o^ 


'■^=1  +  1  +  l^  +  ^  +  - und  ebenso  ("•=(!  +  ^)''^^^.  Folglich 
muss,  unter  der  Voraussetzung   i  =  oo,  auch  sein  1  +  "  +  :p^  + 

r!^  +  -  =  (i  +  f)'.  f  +  A+m  +  -  =  ('  +  f)'-i- 

Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  von  der  Form  a"  —  z" ,  wenn  a  =  1 
-f- — ,   2=1,   n  =  i,   und  die  Factoren  desselben  werden  (l  +  ^j 

_  2  (l  +  I)  cos  ^^  +    1.       Bei     l-  =  0     erscheint     (l  —  j)' 

—  2  (l  +  y)  cosO  +  1  =  (l  +  J  -  l)'  =  (I)',  welches  aber  durch 

—  ersetzt  werden  muss,  weil  -'  +  ^j — ^  +  +  ••  sich  nur  durch 
X  (beziehungsweise  -.),  aber  nicht  durch  .'-  (beziehungsweise  -.,-) 
als  theilbar  erweist.  Bei  l:  >  0  ti-itt  für  cos  — .—  seine  Reihenentwick- 
lung 1 —  —  ( — —)  +57(~~)  —  •  •  •)  welche  aber  wegen  /  =  oo 
auf    die    beiden    Anfangsglieder    1 .,—    beschränkt    werden    darf. 
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So    wird    das    Trinom    (l  +  f)"  — 2  (l  +  j)  cos  ':^  +  1  =  '^^  -f 

"-7^ 1 ^ —  =     ".;     (l  -| — r  -\-  T-2,s— 2) ,  wobei  der  constante  Factor 

unberücksiclitifft  bleiben  darf.    Somit  zerfällt  e^  —  1  in  iinend- 


4,k'7c 


lieh  viele  jetzt  bekannte  Factoren,  d.  h.  man  erhält  --  +  t^  +  ^j — s—g 

setzt  ausdrücklich  die  Bemerkung  hinzu ^):  Obwohl  hierin  die  ein- 
zelnen Factoren  den  unendlich  kleinen  Theil  —  enthalten,  so  darf 
derselbe  doch  nicht  weggelassen  werden,  weil  sich  aus  ihm  nach  aus- 
geführter   Multiplication    aller    —    trinomen    Factoren    das    Glied    ~ 

ergeben  wird;  Euler  nennt  das  eine  Unbequemlichkeit,  der  er 
aus  dem  Wege  gehen  will,  und  dazu  bedient  er  sich  einer  anderen 

^ ist     e—  =  (1- -]:)'=  1  —  ^+j^-^^  H und 

(1  +  -;')''  -  (1  -  D' =  2  [f  +  rfm  +  ■  ■  ■]  •  Nun  setzt  Euler 
(1  +  f )' -  (1  -  f )' =  a«  -  .",  d.h.  a=l+f,  .=  l-f, 
n  =  i.      Hierdurch    wird    ar  —  2« 2  cos  ^^—  +  .?"  =  2  +  ^^t= 

2(1 T~\  COS  — ^  •    Man  kann  wieder  cos  '—^  =  1 ^—  schreiben 

,       1  „1,     ,             9         r>               2/;^    .      0         4«°    ,    4^'w-         4jt*7t'a;' 
und  erhalt  dann  a'  —  Jas  cos 1-  2'  =  -^ — ^ r, —  = 


4fc^ 


(1  +  ^,  -  5)'  °<^""  ^'—  =  f  +  y  +  •  •  •  ist  durch  1  + 

=^— i .„    theilbar.    Hiervon  aber,  fährt  Euler  fort,  kann  man  sicher 

den   Theil   -^  weglassen,  weil  derselbe  auch  mit  /  multiplicirt  immer 
noch    unendlich    klein    bleibt.      Somit    ist    also    ermittelt:    j  +  -^ 

+  yS  +  5So  +  -  =  -(i  +  3(i  +  Ä)(i  + £)••••      D-- 
Gleichung  dient  selbst  wieder  als  Ausgangspunkt  neuer  Zerlegungen. 

So  lässt  X  =  2  y —  1  links  die  Sinusreihe  entstehen,  rechts  Factoren 
1  —  p-^  =  M  —  ,    )  M-j-/'  j^   uud    daher  hat   man    die   Zerlegung 


')  Euler,  Introdiidio  I,  §  156  am  Anfang. 
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sin  .  =  .  (l  -  ;)  (l  +  ^)  (l  -  ^)  (l  +  ^)  ■  •  •  Wieder  cino  neue 
Betrachtung    begiunt    mit    — ^ =  1  -(-  ^^-.^  +  - — _^—x — 7  +  •  ■  • 

= v; mit    (f  =  1  +  -  ,    r  =  1 r ,    n  =  I.     Man 

erhält  eine  Factorenzerlegung  von  1  +  -^^  +  ,    .,   n    .  +  •■■>  welche 

mittels  ^  =  .|/^  in  COS. =  (l-^)(l  +  3(l-K)(l  +  ii)--- 

übergeht.     Auch  die  Ausdrücke  (l  -| ^—j  +  (l  +  ~T~/'  '^^^i*^^" 

die  Gestalt  a"  +  ."  und  führen  Factorenzerlegungen  herbei.  Die  tri- 
uomen  Factoren  sind,  nachdem  der  auftretende  Cosinus  durch  die 
beiden  ersten  Glieder  der  ihm  gleichen  Reihe  ersetzt  und  ein 
constanter    Factor    unberücksichtigt    geblieben    ist,    von    der    Form 

^  ~l .  5  /  ,  _  'ri    mit    ungradem,    beziehungsweise   gradem    m,    je 

nachdem  die  Summe  oder  die  Differenz  der  beiden  Potenzgrössen  zu 
zerlegen  war.  Auch  bei  e''+"^  +  e'^~^  muss,  damit  eine  wirkliche 
Gleichung  entstehe,  ein  Divisor  hinzutreten,  und  zwar  c*  +  e",   weil 

r-^!= durch  .V  =  0  in   1   übergeht,   wie  alle  Factoren  der  Zer- 

e*  +  e"^  "       ' 

legung  durch  .»;  ^  0  zu  1  werden.  Besondere  Annahmen  wie  h  =  0, 
c  =  —  <;,  .7;  =  ^  werden  gemacht  und  mittels  c^gY — 1,  j/  =  y]/ — 1 
noch  weiter  ausgebeutet.  Schliesslich  entstehen  Factorenzerlegungen 
für  cos  z  -\-  tng  _-  sin  s  und  für  cos  .;■  —  cotg  --  sin  s.     Es  lohnt,  die 

frühere  Herleitung  von  Factorenfolgen  (S.  636)  zu  vergleichen,  um 
den  Fortschritt  zu  erkennen,  so  ungenügend  uns  vom  gegenwärtigen 
Zustande  der  Mathematik  aus  auch  die  Schlüsse  in  der  Introductio 
noch  vorkommen  mögen. 

Das  10.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauche  der  gefundenen  Pro- 
ducte  bei  der  Bestimmung  der  Summen  unendlicher  Reihen, 
erinnert  gleichfalls  an  Euler's  Abhandlung  von  1734.  Genau  nach 
denselben   Grundsätzen    wie    damals   folgert   Euler   aus  1  +  ^r  +  v^. 

mittels    x'  =  n'z    in    1  -(-  |:  -  .  +  ^  .  ^^>  +  ^  .  .-^  +  .  .  .  = 

(1  +  y)  (1  +  i)  (1  +  ^)  ■  •  •  übergeht,  dass  !L:,  ^,  _g_  .  .  .  die 
Summe  der  in  den  einzelnen  zweigliedrigen  Factoren  auftretenden 
Coefficienten  von  2,  ihrer  Producte  zu  je   zweien,    zu  je  dreien  •  •  ■ 
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.sein  muss,  uurl  nennt  man  P,  Q,  M,  S,  T  ■■  ■  die  Snmme  der  1'™,  2'™, 
ßten^  4ten^  5ten  . . .  Potenzen   jener    Coefficienten,    welche    mittels    des 

Girard'schen   Satzes    aus   — - ,  -^ ,  — -  hergeleitet  werden,  so  entsteht 

p  =  i  -4- A  _i  J_   1         _  !!!      n  —  Lj_Lj-Lj_       _  !^ 

1«   "T     2-     I      3-  "T   ■  ■  ■  ~    6  '        »^  ~    1^  "T    2^  "■"  3<  ~l     ■  ■  ■  ~  90' 

ii  =  -6  +  —„4-  -;  +  •■•  =^  777T ,  und  aUffemein  zeigt  sich  -^  -\ r- 

1""      '       2        '       3»      '  945'  °  °  j3n      I       .,2« 

1  ...  2-"~^:i^" 

-| — 5 — h  •  •  •    als  summirbar.     Die   Summe  ist  - — — — — p— —   ver- 

'    32«    '  1  ■  2  ■  3  •  •  •(2n-j-  1) 

vielfach t  mit  Constanten,  welche,  wie  Euler  bei  dieser  Gelegenheit 
sagt^),   eine  beim  ersten  Anblick  ziemlich  unregelmässige  Reihe  von 

Brüchen  1,    -,  --     —     — ,  -^-,  -^■•-  bilden,  die  bei  sehr  vielen  Ge- 

legenheiten  gebraucht  werden.  Jacob  Bernoulli  ist  nicht  erwähnt 
und  ebenso  wenig  wird  der  Beziehungen  gedacht,  welche  zwischen 
den  von  Jenem  beobachteten  Zahlen  (S.  333)  und  den  hier  genannten 

obwalten.    Euler  leitet  dann  aus  der  Factorenzerlegung  von  — ^ 

=  1  -(-  ^  -|"  ^  +  -^^  +  ■  ■  ■    ähnliche    Reihensummirungen   ab,    bei 

welchen  wir  uns  nicht  aufhalten  wollen,  und  ebenso  gehen  wir  über 
die  Herleitung  von  Reihen   für  die  Tangente  hinweg^). 

Das  11.  Kapitel,  Von  anderen  unendlichen  Ausdrücken  für 
die  Bögen  und  die  Sinus,  setzt  den  Gegenstand  fort.     Euler  hat 

den  Wallis'schen  Ausdruck  (Bd.  II,  S.  827)  "^  =  l\t'l'l'l"' 

selbständig  hergeleitet.     Er  hat  ihn    durch  Zusammenfassung  von  je 

zwei    Factoren    des    Zählers    und    des    Nenners    tt — ,    ,, ,,      ,   ,,  = 

(2»+  l)(2n  +  1) 

i-(27r+-i-  '"  ^''  ^^^*^"  f  =  (i-i)(i-Ä)(i-Ä)--- 

gebracht  und  hat  auch  mittels  sin  —  =  — ;  unter  Anwendung  der 
Factorenzerlegung  der  Sinusreihe   ]/2  =      "  —  gefunden. 

Logarithmirung  giebt  ihm  log  ^  =  log  (l  —  -^)  +  log  (l  —  ^r) 
+  log  (1  —  — )  +  •  •  •,  wo  jeder  der  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
befindlichen     Logarithmen     sich     vermöge     log  (1  —  .c)  =  —  x  — 

'— —  •  •  •    in   Reihengestalt   anschreiben   lässt.     So  wird,    wenn 

man    die    mit    den    Coefficienten   1,    — ,   -^  •  ■  ■   vervielfachten   Glieder 


')  Euler,  Introductio  I,  §  168  am  Ende.         ')  Ebenda  I,  §  ISl. 
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sämmtliclier  Reihen  vereinigt,  log  jr  =  log  4  —  l  (^^,.  -(-  .  j  +  -^s  +  •  •  -j 

-l(i  +  H|.  +  --)-ä(i  +  i.  +  f.  +  ')--  -^>"» 

in  Klammern  befindlichen  Summen  sind  dem  Leser  des  10.  Kapitels 
bekannt,  wenn  auch  unser  Berieht,  um  nicht  über  Gebühr  sich  aus- 
zudehnen, sie  übergehen  musste.  Euler  berechnet  mit  deren  Hilfe 
log  %  im  natürlichen  Logarithmeusysteme  auf  23  Decimalstellen^). 
Dass  auch  die  Logarithmen  eines  Sinus,  eines  Cosinus  von  der 
Factorenzerlegung  der  Sinus-,  der  Cosinusreihe  aus  ermittelt  werden, 
liegt  in  der  Natur  der  Untersuchung.  Den  Schluss  des  Kapitels 
bilden  weitere  Reihen  für  die  Tangente,  welche  aus  denen  im 
10.  Kapitel  dadurch  gewonnen  werden,  dass  in  ihnen  auftretende 
Brüche  abermals  in  Reihenform  gebracht  werden. 

Das  12.  Kapitel,  Von  der  Entwicklung  der  gebrochenen 
Functionen  in  reeller  Form,  kehrt  zu  der  im  2.  Kapitel  be- 
gonnenen Zerlegung  eines  Bruches  in  Partialbrüche  zurück.  Dort 
war  auf  das  ReeU-  oder  Imaginärsein  der  in  den  Nennern  der  Partial- 
brüche auftretenden  Factoren  des  ursprünglichen  Nenners  keinerlei 
Gewicht  gelegt;  jetzt  vereinigt  Euler  wieder  je  zwei  Partialbrüche 
imaginären  Nenners  zu  einem  einzigen,  in  dessen  Nenner  ein  reelles 
Trinom  zweiten  Grades  erscheint,  d.  h.  es  handelt  sich  um  die  Er- 
mittlung der  Brüche  von  der  Gestalt  ;  .     Heisst 

{p^  —  2pqz  cos  qp  +  2*2*) 

der  zu  zerlegende  Bruch  -^,  ist  zunächst  N  =  (jß  —  2pqz  cos  gj 
-\-c^z^)Z,  wo  Z  durch  das  erwähnte  Trinom  nicht  weiter  theilbar 
sein   soll,    und  setzt  man  -^  = -z — ;; ■ \ — s— ,  + -7y ,    so    zeigt 

sich   Y  =  — — ;; , — r-s ,  welches  aber  eine  ganze  Function  sein 

jj- — 'äjiqz  cos  cp  -\-  q'z-'  ° 

muss.  Mithin  muss  der  Ausdruck  M — 3t Z — aZz  durch  den  tri- 
nomen  Nenner  theilbar  sein  oder  gleichzeitig  mit  p^  —  2pqs  cos  93 
-|-  q^  e-  verschwinden,  beziehungsweise  verschwinden,  wenn  z  = 
—  (cos  9+]/ —  1  sin  cp)  ist.  Die  Vollziehung  der  beiden  Substitutionen 
fiir  z  in  31 —  3(Z —  aZs  unter  Anwendung  von  z"  =  (-)  (cos  n<p 
-f-  y —  1  sin  n<p)  liefert  zwei  Gleichungen,  denen  3(  und  0  zu  ent- 
nehmen sind.  Im  weiteren  Verlaufe  des  Kapitels  wird  alsdann  der 
allgemeinere  Fall  erörtert,  dass  N  das  Trinom  /,>mal  als  Factor  ent- 
hält und  die  ganze  positive  Zahl  Je  >  1  ist. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  recurrenten  Reihen,  kehrt  zu  dem 
Gegenstande  des  4.  Kapitels  zurück.     Dort  war  die  recurrente  Reihe 

')  Euler,  Introductio  I,  §  190  am  Ende. 
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aus  einem  ihr  gleichen  Bruche  unter  Anwendung  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  hergestellt,  während  die  Division  als  Ent- 
wicklungsmittel verschmäht  wurde.  Jetzt  tritt  grade  die  Division 
in  ihre  Rechte.  Zugleich  kann  aber  der  erzeugende  Bruch  in  seine 
Partialbrüche  zerlegt  werden.  Jeder  Partialbruch  gibt  für  sich  eine 
recurrente  Reihe,  und  die  Summe  dieser  Reihen  muss  gleich  der  aus 
dem  unzerlegten  Bi'uche  hervorgegangenen  Reihe  sein,  wobei  der  Satz 
in  Anwendung  kommt,  der  die  eigentliche  Grundlage  der  Methode 
der  unbestimmten   Coefficienten  bildet,    dass   aus   der   Gleichheit  der 

Reihen  Ä  +  Bz  +  Cz^ -{-  Dz^  ^ =  9(  +  S^  +  6^=  +  S^'  +  •  ■  • 

mit  Nothwendigkeit  die  Gleichheit  der  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  z  in  beiden  Reihen  folge.  Euler  war  der  Erste  ge- 
wesen, der  diesen  Satz  unmittelbar  aussprach  (S.  654),  er  war  auch 
der  Erste,  der  die  Empfindung  der  Nothwendigkeit  einer  Rechtferfci 
gung  des  Satzes  besass.  Sein  Beweis')  besteht  darin,  dass  er  mittels 
z  =  0  zeigt,  dass  A  =  91  sein  müsse,  dass  er  alsdann  durch  Weg- 
lassung dieser  einander  gleichen  Grössen  aus  der  anfänglichen  Gleichung 
und  darauf  folgende  Division  durch  z  sich  die  neue  Gleichung  B-\-  Cz 
_(-  D.i  -j_  .  .  .  =  sg  _j_  g  -  _|_  ^^2  _|_  .  .  .    verschafft,    aus    welcher    er 

mittels  z  ^  0  auf  i?  ==  58  schliessen  kann  u.  s.  w.  Der  Nutzen  der 
von  uns  als  Grundgedanke  des  Kapitels  bezeichneten  Betrachtung 
liegt  darin,  dass  die  vorhergegangene  Zerlegung  in  Partialbrüche  es 
vielfach  ermöglicht,  das  an  sich  undurchsichtige  allgemeine  Glied 
einer  recurrenten  Reihe  deutlich  zu  erkennen.    Eine  solche  Undurch- 

sichtigkeit    herrscht    z.  B.    bei    den    Coefficienten    von ; —         . 

=  1  +4^+  14.-^  +  46 .-ä+  146^*  +  454^5  _^...,  während  ^-3"^=^ 

zeigt,  dass  das  allgemeine  Glied  (2-3"  —  2") 2"  heisst.  Verwickelter, 
aber  keineswegs  unlösbar  wird  die  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der 
einer  Division  entstammenden  recurrenten  Reihe  zu  finden,  wenn  die 
reellen  Nenner  der  gebildeten  Partialbrüche  Trinome  zweiten  Grades 
oder  deren  Potenzen  sind. 

Das  14.  Kapitel,  Von  der  Vervielfachung  und  Teilung  der 
Winkel,  ist  die  Fortbildung  der  dem  8.  Kapitel  angehörenden  Re- 
cursionsformeln 

sin  (2y  -{-  z)  =  2  cos  >/  ■  sin  (y  -\-  z)  —  sin  ^- 
cos(2y  -\-  s)  =  2cosy  •cos(y  +  ~)  —  cos^. 

Wie  im  8.  Kapitel  wird  der  Sinus  und  der  Cosinus  des  »-fachen 


')  Euler,  Introdii€tio  I,  §  214. 


Euler's  Introductio,  Band  1.  693 

Winkels  aus  den  Functionen  des  einfachen  Winkels  gefunden,  aber 
auch  umgekehrt  ist  der  Sinus  oder  Cosinus  des  einfachen  Winkels 
als  Wurzel  einer  Gleichung  )*'*"  Grades  aufzufassen,  welcher  eine 
Function  des  «fachen  AVinkels  als  Gleichungsconstante  dient.  Dem 
algebraischen  Nachweise,  dass  eine  solche  Gleichung  n  Wurzeln  be- 
sitze,    steht    die     Thatsache     zur     Seite,     dass    sin  s  =  sin  (tc  —  s) 

=  sin  (2ä  -|-  s")  =  sin  (3;r  —  s)  =  •  •  •  und  dass,  wenn  r  ^  —  ist,  auch 
r  = ,  s  =  — ^^  ,  2  =  -^ ^  ■  •  •  gewählt  werden  darf,  wodurch 

sin  z  umd  cos  z  jedes  so  viele  verschiedene  Werthe  erhält,  als  die 
Zahl  n  angiebt.  Jede  zum  voraus  zu  erkennende  Gleichungswurzel 
entspricht  einem  Factor  des  Gleichungspolynoms,  und  nun  ergiebt 
sich  die  Zerfällung  des  Gleichungspolvnoms  in  Factoren,  ergiebt  sich 
die  Vergleichung  der  Gleichuugscoefficienten  mit  den  Coefficienten  des 
Productes  aus  den  ei-kannten  Factoren,  ein  Verfahren,  welches  im 
9.  Kapitel  nicht  angewandt  worden  war.  Die  erwähnten  Recursions- 
formeln  für  Sinus  und  Cosinus  von  in  arithmetischer  Progression 
fortschreitenden     Kreisbögen     führen')     zu     sin  a-\-z-  sin  [a  -f-  h) 

,      V      •     '      1    m  ■,    1               sin  a-\-  z  (sin  la  -\-h)  —  2  sin  a  ■  cos  h)        ,      . . ,   , 
+  2-  •  sm  ( a  +  26  H ^ — —! f— ; — i und  mittels 

'  ^      '  '  1  —  2?  cos  0  +  i' 

z  =  \  zur  Summirung  der  unendlichen  Reihe  sin  a  +  sin  [^a  -\-  b) 
,      .     ,      ,.->,,               sin a -|- sin (a  +  6)  —  2  sin  o- cos  6        sina  —  sinfa  —  h) 
+  sm(a  +  2&,  +  .-.= 2-2COS6 =      2a-cosfc) 

2cosla  —  —  1  sin  —        cosla  —  —  I 

=  — TS = 1 Ganz  ähnlich  muss  die  unendliche 

,    .     0-  .    0 

4  sin  —  2  sm  — 

Reihe  sin  (a  -)-  r«  -|-  V)  h)  -\-  sini«  -|-  (n  -\-  %  h)  +  sin  ('«  +  (n  +  3)  /)) 

cosU+(n4--j  b) 

-j-  •  ■  •  ^ T sein,   und   durch  Subtraction    der   beiden 

2sin- 

unendlichen  Reihen  von  einander  entsteht  die  endliche  Reihe  sin  ff -(- 

cos\a—-j  -cos(a  +  yn+^^jb\ 
sinCa  +  b) + sin  (a  +  2  fc)  H 1-  sin(n  +  n  h)  = ^ '—^ 

2  •  sin  — 
2 

siiH^a  +  — j    sin^ — i~^ 

= T Es  ist  geradezu  merkwürdig,   wie  Euler 

sin  — 
2 

hier  auf  dem  Umwege  über  zwei  ganz  unzulässige  Summirungen  di- 
vergenter Reihen  zu  einer  durchaus  richtigen  Summe  einer  endlichen 


')  Euler,  Introductio  I,  §  258. 
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Reihe    gelangte.      Wie    für    den    Sinus    verfuhr   Euler    auch    für    den 
Cosinus.      Er    gelangte^)    zu    dem    unrichtigen    cos  a -|- cos  («  +  6) 

sin  In  —  —  1 

-|-  COS (a  -\-  2b)  -\-  ■  ■  ■  ^ r—  lind  von  da  aus  zu  dem  rich- 

2  sin  — 
o 

tigen    cos  a  +  cos  [a  -|-  h)  +  cos  («■  -f-  2/>')  -j-  •  ■  •  -|-  cos  (a  -\-  tih) 

(.«+  1)^ 


i-'^'^y 


sin  - 


.     & 
sin  ~ 

Das  15.  Kapitel,  Von  den  Reihen,  welche  aus  der  Ent- 
wicklung von  Producten  entspringen,  enthält  Untersuchungen, 
welche  mau  Anwendungen  der  Reihenlehre  auf  die  Zahlentheorie  zu 
nennen  versucht  wäre,  indem,  wo  seither  alle  ganzen  Zahlen  der  Reihe 
nach  gewählt  wurden,  um  das  Gesetz  einer  Reihe  zu  verwirklichen, 
jetzt  ausschliesslich  Primzahlen  an  deren  Stelle  treten.  Schon  im 
Briefwechsel  Euler's  mit  Goldbach  von  1739  traten  solche 
Dinge  auf'j.  Bei  Annahme  gleichen  Werthes  für  die  beiden  unend- 
lichen Ausdrücke  (1  -f  az)  (1  +  ßz)  [l  +  yz)  (1  -\-  dz)  ■  ■  ■  =  l  -{-  Az 
+  Bz'-  +  C'*^  +  -Dä^*  +  ■  ■  ■  zeigt  sich  Ä  als  Summe  der  einzelnen 
Zahlen  u-{-ß-\-y-{-d-{----,  JB,  C,  D  ■  ■■  als  Summe  ihrer  Producte 

zu    ie  2,   3,  4  •  •  •.     Ist    nun    «^— ,  /3  =  — ,   y  =  — ,   8^  —  ■••, 

d.  h.  hat  man  die  reciprokeu  h'™  Potenzen  der  Primzahlen  gewählt, 
so   ist   Ä   deren   Summe   u.  s.   w.,    und   das   ganze   Product    wird    bei 

.  =  i.„P  =  (i  +  i)(i  +  i)(i  +  i)(i+i)..-  =  i  +  ± 

-A 1 1 1 1 h  •  ■  •    und    die    Nenner    der    addirten 

'     3"         5"         6"         7"         10" 

Brüche  sind  die  «*™  Potenzen  aller  Zahlen,  welche  weder  Potenzen, 
noch  durch  irgend  eine  Potenz  theilbar  sind.  Wird  z  =  —  1  an- 
genommen, so  sind  die  Glieder  der  aus  dem  Producte  entstandenen 
Reihe  absolut  betrachtet  die  gleichen  wie  vorher,  nur  mit  derart 
wechselnden  Vorzeichen,  dass  bei  ungrader,  beziehungsweise  bei 
grader  Factorenzahl  derjenigen  Zahl,  deren  n^"  Potenz  im  Nenner 
steht,    das    Minuszeichen,    beziehungsweise    das   Pluszeichen    auftritt. 

P  =  /i_i\/'i_lwi_i\/i_lV..  =  i_l_l_l 

V  2'7  V  3V  V  5'7  V  7"/  2«         3"         5" 

-\ 1 •  •  • .    Dann  kommt r-; — ^-^-, — j-^ — 

=  1  -\-  Az  -\-  Bz-  +  C^^  -f  Dg^  -\ an  die  Reihe.  Hier  sind  offen- 


')  Euler,  Introdnctio  I,  §  260.  -)  Corresp.  matt.  (Fuss)  I,  82  sqq. 
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bar,  sagt  Euler*),  die  A,  B,  C,  D  ■  •■  aus  deu  a,  ß,  y,  Ö  ■■■  so  zu- 
sammengesetzt, dass  Ä  die  Summe  dieser  Zalilen  einzeln  genommen, 
B,  C,  T)  ■■■  die  Summe  der  Producte  aus  je  2,  3,  4  •  ■  •  ist,  jedoch 
so,  dass  bei  der  Bildung  dieser  Summen  diejenigen  Producte,  welche 
zwei  oder  mehrere  gleiche  Factoren  enthalten,  nicht  ausgeschlossen 
werden  dürfen.  Euler  dachte  sich  muthmasslich  die  Hei-leitung 
mittels  auf  einander  folgender  Division  durch  die  einzelnen  Nenner- 
factoren.    So  bekam  er  :; ^  1  +  «^  -1-  u-z-  4-  u^z^  +  •  •  ■,  dann 

'-^^^^^^^^^^^l+iu  +  ß)z  +  {a^  +  aß  +  ß-^)z'  +  {a'  +  a^ß 
+  aß^+ß^)z^+...,  ferner  L+l"+gJ^+i^!+g W>M-^if +"-g±^^ 

=  \  +^a  +  ß+  y\z  +  {a'  +  r./3  +  ß-  +  ccy  +  ßy  +  f)z'  + 
(«3  _^^2ß_^^ß-2^ßo_^  ^äj,  ^  ^ßy  +  ß-y+  «r  +  ßf  +  f)z'  +  ■  ■  -, 
und  ähnhch  muss  jede  folgende  Division  wirken,  wenn  man  sich  mit 
der  rein  formalen  Bildung  der  Quotienten  in  Gestalt  unendlicher  Reihen 
begnügt.  Auch  hier  setzt  Euler  .r  =  1  und  wählt  für  a,  ß,  y,  ö  •■  ■ 
die  reeiproken  Primzahlen  mit  Ausschluss  der  1.  Die  Keiheueutwick- 
lung  muss  sämmtliche  Stammbrüche  liefern,  deren  Nenner  Primzahlen 
oder  aus  solchen  durch  Multiplicationen  entstanden  sind,  d.  h.  überhaupt 

alle  Stammbrüche,  und  es  muss  daher  sein  -. -:—. —- -r-7 tt — 

=  1  -(-  .^  +  o+T  +  ~  +  "'-  Nach  dem  gleichen  Verfahren  ge- 
langt   man     zu — ~- -^ : — —  =  1  H — ;;  + 

\    ~2"JV   ~3"/V    '^'}\    ^7"/ 

-\ 1 \-  •■■■     Kenntniss  des  Werthes  des  im  Nenner  links  vom 

Gleichheitszeichen  auftretenden  Productes  führt  also  zur  Kenntniss  der 
Reihensumme  rechts  und  umgekehrt.  Ferner  kann  auch  rechts  und 
links  die  Logarithmirung  voi"genommen  werden.  Links  entstehen 
Summen  von  Logarithmen,  deren  jeder  durch  eine  unendliche  Reihe 
ersetzt  werden  kann,  und  so  kommen  wieder  neue  Reihen  mit  neu 
bekannt  werdenden  Summen,  beziehungsweise  neue  Producte  zu  Stande. 
Das  Ki.  Kapitel,  Von  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  Theile, 
setzt  die  zahlentheoretischen  Betrachtungen  fort  und  zwar  an  einer 
Aufgabe,  welche,  wie  wir  wissen  (S.  597),  vor  1743  von  Philip 
Naude  dem  Jüngeren  gestellt  worden  war.  Euler  bringt  sie  in 
Verbindung  mit  Productenbildungen,  wie  das  15.  Kapitel  sie  gelehrt 
hatte.      Wird   (1  +  ./■" z)  (l  +  .r.^^)  (1  -\-  xr s)  ■  ■■  =  \  +  Pz  +  Qz^- 


.3" 


')  Euler,  Intioductiü  l,  §  270. 
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+  Bs^  +  •  •  •  gesetzt,  so  ist  P  =  x"  +  .n*  -f  .(■>'  +  •  •  •.  Die  nach 
folgenden  Coefficienten  sind:  Q  die  Summe  derjenigen  Potenzen  von  a;, 
deren  Exponenten  die  Summen  je  zweier  verschiedener  Zahlen  aus  der 
Reihe  a,  ß,  y  ■■■  sind,  U  die  Summe  derjenigen  Potenzen  von  .r,  deren 
Exponenten  die  Summe  je  dreier  verschiedener  unter  den  genannten 
Zahlen  sind  u.  s.  w.  Kann  ein  Exponent  auf  mehrere  verschiedene  Arten 
durch  Addition  hervorgebracht  werden,  so  erhält  das  betreffende  Glied 
einen  Zahlencoefficienten.  Das  Auftreten  von  Nx'^z"'  in  dem  gebil- 
deten Producte  bedeutet  also,  dass  n  in  N  verschiedenen  Arten  aus  m 
unter  einander  verschiedenen  Zahlen  der  Reihe  a,  ß,  y  •■■  additiv  her- 
gestellt wurde,  oder  N  ist  die  Zerlegungszahl  von  n  in  m  verschiedene 
Theile.  Die  Bedingung  der  Verschiedenheit  der  Theile  fällt  weg,  so- 
bald der  Quotient  7 ^7 -r-^-p —  in   die  Reihe  1  +  P.t 

-\-  Q  s'''  -\-  R  s^  -\-  ■  ■  •  verwandelt  wird.  Die  Aufgabe  der  Zahlen 
Zerlegung  ist  damit  auf  eine  andere  Aufgabe  zurückgeführt.  Zu  ihrer 
Lösung  genügt  die  Möglichkeit,  in  den  beiden  vorerwähnten  Haupt- 
fäUen  die  Coefficienten  P,  Q,  R  ■  ■  ■  leicht  ermitteln   zu  können.     Ist 

Z=(l+a-)(l  +  xV)(l+a.'^^)-,  soist^^  =  (l+A)(l+^='.0-. 

Das  ist  aber  das  gleiche  Product,  welches  entsteht,  wenn  in 
(1  -\-xz){l  -j-x^s)---  der  Buchstabe  z  durch  xz  einsetzt  wird.  Das 
Z  genannte  Product  heisst  als  Reihe  1  -j-  Ps  -\-  Qz-  +  •  •  • .  Ersetzt 
mau   in   ihr  z    durch  xz,   so  entsteht   1  -f-  Pxz  -\-  Qx^z"  -{-■••    und 

Z 

man  erhält  die  Gleichung  — -r — ^  =  1  -|-  Pxz  -)-  Qx- z- -\-  ■••,  woraus 

Z  =  (1  +  xz)  (1  +  Pxz  +  Qx'z'  H )  =  1  +  (1  +  P)xz  + 

{P -\-  QjX'z-  -^  ■■■  folgt.  Durch  Gleichsetzung  der  gleiche  Potenzen 
von  z  in  sich  schliessenden  Glieder  der  beiden  Reihenformen  für  Z 
entsteht  P  =  (1  +  P)x,    §  =  (P  +  Q)x-,  R  =  {Q  +  R) x^  ■■■    und 

p__^     /0=-^=— — ^!— —     7?  =  -i^= - 

^       1—x'   ^       1—x^       {l  —  x)(l  —  xy  1—x^       (l—.i-)(l  — *■')(!— .1:') 

u.  s.  w.    Der  allgemeine  Ausdruck  für  den   wi"'°   Coefficienten  heisst 


m(m4-l) 
X 


Da   nun   der   Bruch 


(1 — a:)  (l  —  x')  ■■■(!—  x"')  (1 — «)  (1  —  a')  •  ■  ■  (1  —  .r") 

in   eine  Reihe    entwickelt    genau    dieselben  Reihenglieder  liefert  wie 

derjenige,  welcher  x  -  im  Zähler  besitzt,  wenn  man  auf  die  Coeffi- 
cienten allein  achtet,  während  freilich  der  Unterschied  der  Exponenten 
von  X  in  einander  der  Rangordnung  und  den  Coefficienten  nach  ent- 
sprechenden Gliedern  stets  .,  ~  ist,  da  ferner  die  Coefficienten 
die  Zerleguugszahlen  sind,  so  folgt  der  Satz:   Die  Zahl  n  -\ ^ 
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lässt  sieb  auf  ebensoviele  Arten  in  ni  nngleiche  Tlieile  zerlegen,  als 
die  Zahl  n  aus  den  Zahlen  1,  2,  ■■■  »t  durch  Addition  zusammen- 
gesetzt werden  kann.  Wird  das  dem  Sinne  nach  gleiche  Verfahren 
auf  den  anderen  Fall  anerewandt,  wo  Z  ■■ 


°  '      ^   "        ,1— .rz)(l— x'z II !—.'■» /;■•■ 

=  1  +  Pz  -f-  Q^'  +  Ji^^  +  ■  ■  ■   '^s.Y,  so   findet  sich  als  allgemeiner 

a;'" 
Ausdruck    für   7^,  Q,  B  ■  ■■    der  Bruch und 

'       '  (1— a:).l— .r=l---(l— j;'") 

daraus  der  Satz:  Die  Zahl  «  -|-  »i  lässt  sich  auf  ebensoviele  Arten  in 
»1  gleiche  oder  ungleiche  Theile  zerlegen,  als  die  Zahl  h  aus  den 
Zahlen  1,  2,  •  •  •  »i  durch  Addition  zusammengesetzt  werden  kann. 

Das  17.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauch  der  recurrenteu  Reihen 
bei  der  Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichungen,  hat  uns 
schon  (S.  621)  den  Aulass  zu  einer  Verweisung  gegeben.  Euler  ver- 
spricht nämlich  in  den  Einleitungsworten  des  Kapitels  eine  sorgfäl- 
tigere Auseinandersetzung  der  von  Daniel  Bernoulli  im  IV.  Bande 
der  Petersburger  Commentarien  über  denselben  Gegenstand  enthal- 
tenen  Untersuchungen.  Unser  Bericht  wird  sich  auf  die  ersten  Para- 
graphe   des   Kapitels   beschränken    dürfen,   welche   den   grundlegenden 

Gedanken    erörtern.     Sei    in    dem  Bruche  , ^^ ^^^ —    der 

1  —  az  —  ßz^  —  yz^  —  ••■ 

Nenner  das  Product  lauter  von  einander  verschiedener  reeller  ein- 
facher Factoren  (1  —  pz)  (1  —  qz)  (1  —  rz)  ■  •  ■,  und  sei  der  Bruch 
ebensowohl  in  Gestalt  einer  recurrenten  Reihe  Ä  -(-  Bz  -\-  Cz-  -{-■■■ 
-\-  Pz"  -}-  ^2"  +  ^  -)-  •  •  •)    f'ls    in    seiner   Zerlegung    in    Partialbrüche 

:; 1- 1-  . h  •  •  •    bekannt.     Jeder    Partialbruch    siebt 

1 — ps    '    1 — qz    '    1  —  rz    '  6 

91 
selbst  wieder  eine  recurrente  Reihe  wie  =  91  -f-  9(  ^jä  +  'Sip-z'-  -\ 

-\- "Kp"  z" -\- ■  ■  ■ ,  und  setzt  man  die  Summe  dieser  partiellen  recur- 
renten Reihen  gliedweise  gleich  der  aus  dem  ursprünglichen  Bruche 
hervorgegangenen  Reihe,  so  zeigt  sich  P  =  3lp"  +  ^q'  -\-  Sr"  +  ••• 
und   Q  =  91^)"  +  '  -\-  ^Sq"+^  -\-  6r''  +  i  +  •  ■  •.     Ist  nun  p   am  grössten, 

oder  —  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  1 — uz  —  ßz-  —  yz'' =  0 

und  n  eine  grosse  Zahl,  so  dass  ^"  über  q",  r"  ■■■  und  ^;"  +  i  über 
qn+i^  r"  +  *  ••■  weit  überwiegt,  so  ist  annähernd  P  =  %p'',  Q  =  9(^j"+^ 

und  demzufolge  p  ==%,  ein  Werth,  der  um  so  richtiger  ist,  je  grösser 

n  gewählt  wurde.  Zugleich  ist  aber  ^J  die  grösste  Wurzel  derjenigen 
Gleichung,   welche  aus    1  —  az  —  ßz'^  —  yz^  —  ■  ■  ■  =  0    mittels   der 

Substitution  z  ^  ~  entsteht.  Die  Zählercoefficienten  a,  h,  c,  d  ■  •  • 
sind  dabei  vollkommen  willkürlich,  können  somit  so  gewählt  werden, 
dass  die  Rechnung  so  wenig  Mühe  als  möglich  macht. 

Caktor,  Geschichte  der  Mathematik.   III,  :}.  45 
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Das  18.  Kapitel,  Von  den  Kettenbrüchen,  endlich  beruht  auf 
den  beiden  Abhandlungen  im  IX.  und  XI.  Bande  der  Petersburger 
Commentarien  (S.  670 — 676).  Neues  ist  so  gut  wie  nicht  hinzu- 
getreten, vielmehr  ist  nur  der  Inhalt  jener  Abhandlungen,  soweit  er 
elementarer  Natur  ist,  klar  und  einfach  dargestellt. 


112.  Kapitel. 

Reihen  1749 — 1754.    Pie  Grundlagen  der  Differentialrechnung. 

In  der  Introductio  war  der  umfassendste  Gebrauch  von  Exponen- 
tialgrössen  mit  eomplexen  Exponenten  gemacht.  De  Moivre  (S.  624) 
hatte  1730  einen  für  jene  Grössen  grundlegenden  Satz  ausgesprochen. 
D'Alembert  (S.  566)  hatte  1746  erörtert,  dass  jede  Function  einer 
imaginären  Zahl  sich  auf  die  Form  A  -{-  BY —  1  bringen  lassen 
müsse.  Euler  (S.  580)  bestätigte  in  dem  auf  das  Erscheinen  der 
Introductio  folgenden  Jahre  1749  D'Alembert's  Behauptung.  Euler 's 
Bestätigung  wurde  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie 
gedruckt  nnd  in  einer  anderen  Abhandlung  ebendesselben  Bandes 
wandte  sich  Euler  einer  verwandten  Frage  zu,  die  schon  lange  theils 
in  dem  Drucke  übergebenen  Abhandlungen  von  Johann  Bernoulli 
(S.  348)  und  Leibuiz  (S.  353)  angedeutet,  theils  in  dem  Briefwechsel 
Beider  erörtert  war  (S.  357).  Dieser  Briefwechsel  war  aber  seit  1745 
in  allen  Händen,  und  damit  war  der  Aufmerksamkeit  der  Zeitgenossen 
ein  Gegenstand  empfohlen,  welchen  endgiltig  zu  erledigen  der  Augen- 
blick gekommen  war.  Der  Titel  von  Euler's  Abhandlung^)  lautet: 
Ueber  die  Meinungsverschiedenheit  von  Leibniz  und  Bernoulli  bezüg- 
lich der  Logarithmen  negativer  und  imaginärer  Zahlen. 

Euler  beginnt  damit,  über  BernouUi's  Meinung,  man  müsse 
log  ( — .z)^log.r  setzen,  zu  berichten  und  die  von  ihrem  Urheber 
angegebenen  Gründe  zu  prüfen.  Wenn  Johann  Bernoulli  anführe,  die 
nach  X  genommenen  Differentialquotienten  von  log  ( —  ./■  l  und  von 
log  X  seien  einander  gleich,  oder,  was  eigentlich  dasselbe  nur  in  geo- 
metrischer Form  besage,  die  Differentialgleichung  der  Curve  yd.r  =  di/ 
bleibe  unverändert,  wenn  y  durch  —  y  ersetzt  werde,  und  daraus 
folge,  dass  jene  Curve  auch  unterhalb  der  Abscissenaxe  einen  Ast 
besitzen  müsse  fvergl.  Fig.  4S  auf  S.  357),  so  könne  dem  entgegen 
gehalten  werden,  die  Gleichheit  der  Differentialquotienten  bedinge  die 


')  De  la  contrurerse  entre  Mrs.  Leihniz  ei  Beriundli  siir  les  Logarithmes 
des  nombres  negatifs  et  imaginaires  pur  M.  Euler  in  der  Histoire  de  l'Academie 
de  Berlin.    Annee  1749.  T.  V.  l.!9— 17'J. 
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Gleichheit    ihrer    Integrale    nur    unter    Zuziehung    einer    Constanten. 

Finde  doch  auch  die   Gleichunor         gn-n  __  _(^gjj  g^j^^jt     ^,;(j  (j^g]^ 

°        d.v  dx  ' 

sei  nicht  log  nx  =  log  x,  sondern  log  nx  =  log  x  -\-  log  n,  und  ähn- 

licherweise    sei   log  ( —  x)  =  log  x  -f-  log  ( —  1 ).     Wenn    Bernoulli 

sich  für  die  Zusammensetzung    der  loa:arithmischeu  Curve  aus   zwei 

Aesten  weiterhin  darauf  stütze,  die  Differentialgleichung  dx  =  —   ge- 

höre,  so  oft  n  eine  ganze  ungrade  Zahl  sei,  stets  zu  einer  symmetrisch 
zur  Abscissenaxe  zweiästig  verlaufenden  Curve,  und  n  =  1  könne 
keinen  Ausnahmefall  darstellen,  so  erinnert  Euler  daran,  das  sei 
höchstens  wahr,  so  lange  es  sich  um  algebraische  Curven  handle, 
und  auch  bei  diesen  könne  das  Einsetzen  bestimmter  Werthe  den 
Charakter  der  Curve  wesentKch  ändern.  Aus  y  =yax  -j-  Yä" (b -\- x) 
entstehe  z.  B.  durch  Rationalisining  eine  Gleichung  8'*°  Grades,  in 
welcher  i/  nur  grade  Exponenten  besitze,  die  Curve  habe  also  zwei 
zur  Abscissenaxe  symmetrische  Aeste.  Werde  der  besondere  Fall 
^  =  0  ins  Auge  gefasst,  und  rationalisire  man  y  ^yax-\-ya^x, 
so  entstehe  »/*  —  2a xy-  —  -ia'- xy  ~\-  a'-x'  —  a^x  =  0,  und  das  in 
dieser  Gleichung  vorkommende  GKed  —  4a^xy  beweise,  dass  von 
einer  Symmetrie  zur  Abscissenaxe  nicht  die  Rede  sein  könne.  Wenn 
Bernoulli  endlich  sage,  wegen  ( —  «)-  =  (-{-  a)'  sei  log  [( —  a)-] 
=log[(-f-«r]  oder  21og( — n)  =  21og(+a),  also  log( — a)  =  log(-|-«), 
so    könne   man  mit  genau   gleichem  Rechte   aus  {a  Y —  l)*  =  (-|-  ß  )■* 

und  aus  ( ~- a)  =  ( -f-  a)^  auch  folgern  log  a  =  log  (a  ]/ —  l) 

=  log  ( ^Y^ «)•     Dass  aber  log  (]/ — l)    nicht    0    sei,    habe 

grade  Johann  Bernoulli  einst  selbst  gelehrt,  wo  er  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Logarithmen  imaginärer  Grössen  und  der  Rectifi- 
cation  des  Kreises  in  einer  Weise  erkannte  (S.  348),  welche  auf  die 
Behauptung  log  {Y —  l)  ^  ^V —  1   hinausläuft. 

Auf  der  anderen  Seite  führe  die  Bestreitung  der  Bernoulli'schen 
Meinung  zu  grossen  Schwierigkeiten.  Ist  z.  B.  log  ( — a)  von  log« 
verschieden,  also  log  ( —  1)  nicht  =  0,  so  sei  log  ( —  Ij  ^  cj.  Nun 
ist  ( —  1)  •  a;  =  ^—  und  durch  Logarithmirung  log.r  -(-  co  ^  logx  —  gj, 

oder  CO  =  —  a,  was  einen  Widerspruch  gegen  die  Behauptimg,  w  sei 
von  0  verschieden,  enthält. 

Euler  geht  sodann  zur  Prüfung  der  Leibniz'schen  Meinung 
vom    Imaginärsein    von    log  ( —  1 )    über.     Die    logarithmische    Reihe 

log  (1  +  o;)  =  a:  —  'ö  ^^  "^  "3  •**  —  4  "'^  +  ■  ■  •  ''-ß'o*^  b*^!  ■'-'  =  'J?  tläss 

46* 
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log  1=0  sein  müsse  ^).  Setze  man  ,/■  ^=  —  2,  so  komme  man  zu 
log  ( —  li  =  —  2  —  —  —  -  —  ■••  und  die  Summe  dieser  divergenten 
Reihe  könne  nicht  0  sein,  also  sei  log  ( —  1)  von  Null  verschieden. 
Aber  warum,  wirft  Euler  sich  selbst  ein,  soUte  —  2  —  —  —  --  —  ■  •  • 

von    0    verschieden    sein    müssen?       Setze    man    in    — -r—  =1  —  r 

l-l-.T 

-\-  X-  —  ,r^  -f~  •  ■  ■    zuerst   a*  =  —  3,    dann    x  =  1,    so    erhalte    mau 

—  .^=l  +  3  +  9  +  27  +  --,   1=1_1  +  1_1^ ,    und 

die  Addition  beider  Entwicklungen  fühj-e  zu  0  =  2  +  2  -(-  10  +  2ij  -j , 

was  nicht  weniger  Schwierigkeit  besitze,  als  die  Annahme  0  ^  —  2 

—  —  —  :-  —  •  ■  •.     Einen  anderen  Beweis  dafür,  dass  log  I —  1 )  nicht 

=  0    sein   könne,    erhalte    man    von    der   Reihenentwicklung   r''  =  1 

-|- Y -j- -^ -|- — ';^    -f- "  ■  ■  ^us,    welche   immer  convergire,   eine 

wie  grosse  Zahl  man  auch  für  ;/  wähle,  so  dass  die  aus  der 
Natur  der  divergenten  Reihen  entnommenen  Gegengründe 
nicht  Platz  greifen-).    Wenn  e"  ^  —  1,  y  =  log  ( —  1)  sein  solle, 

liefere  diese  Reihe  —  1  =  1  +  ^  +  —^  -\-      ^      +  •  •  ■    ind  dieser 

Gleichung    könne    nicht    durch    //  =  0    genügt    werden,    weil    sonst 

—  1  =  1  sein  müsste.  Aber  auch  hier  weiss  Euler  einen  Einwand, 
der  sich  dahin  ausspricht,  dass  die  Function,  welche  einer  Reihe  als 
Ursprung  diene,   Werthe  besitzen  könne,   welche   in   der  Reihe   nicht 

--  1  1-3    , 

ihren  Ausdruck  finden.    So  sei  z.  B.   (1  —  x)    '■'  =  1  -\-  -^  x  -\-  7r~i^' 

1.3.5  .  ...  TTT 

-\-  x^  -\-  ■  ■  ■,   und    die    Reihe    gebe    einen    eindeutigen    Werth, 

während  die  E'unction  zweideutig  sei  und  ebensowohl  positiv  als  ne- 
gativ genommen  werden  dürfe'). 

Nachdem  Euler  so  die  imleugbaren  Schwierigkeiten  hervorgehoben 
hat,  welche  sich  ergeben,  mag  man  nun  für  Bernoulh  oder  für  Leibniz 
Partei  ergi-eifen,  fragt  er  nach  dem  tieferen  Grunde  aller  dieser 
Schwierigkeiten  imd  findet  ihn  in  der  bis  dahin  von  Niemand  be- 
merkten Unendlichvieldeutigkeit  der  Logarithmen.  Ist  y^ log a: 
und  .r  =  (1  +  10)",  wo  n  unendlich  gross,  ta  unendlich  klein,  so  ist 

bekannt,  dass  y  =  na.    Aber  aus  x  =  (1  -f-  o)"  folgt  co  ^yx —  1, 


')  Sistoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1749.  T.  V,  149  schreibt  hier 
infolge  eines  offenbaren  Druckfehlers  die  Substitution  .r  =  1  anstatt  .r  =  0  vor. 
Auf  andere  Druckfehler,  die  nicht  gar  selten  sind,  machen  wir  nicht  besonders 
aufmerksam.         -)  Ebenda  T.  V,  150,         ')  Ebenda  T.  V,  152. 
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Hio  =  n  [}  X  —  l)  oder  logx^M  (yx  —  lj(„  =  3,,.  Wie  eine  Quadrat- 
wurzel 2,  eine  Kubikwurzel  3  von  einander  verschiedene  Wertlie  hat, 
so  muss  es  bei  einer  «'""  AVurzel  n  dergleichen  geben.  In  dem  der 
Aufsuchung  von  log  .<•  zu  Grunde  liegenden  Falle  ist  )i  =  x>,  folglich 

giebt  es  hier  unendlich  viele  y  .r  und  ebensoviele  log  x.  Ist  ins- 
besondere .)•  =1,  so  findet  sich  (/  =  log  1=0  \yl  —  l)  oder 
(l  -|-  ■  I  —  1=0,  aus  welcher  Gleichung  die  n  Werfche  von  ij  her- 
vorgehen, indem  mau   (1  -(-  -  )  —  1    in    n   einfache  Facto ren   zerlegt, 

deren  jeder  für  sich  =  0  zu  setzen  ist,  deren  zwei  sich  aber  auch  zu  einem 
reellem  trinomen  Factor  vereinigen.    Nun  weiss  man,  dass  ein  reeller 

2},7t 

trinomer  Factor  von  ^)"  —  q"   die  Gestalt  p^  —  2pq  cos  — —  -f-  q-  be- 

2  JLtc 

sitzt,  wo  X  beliebig  ganzzahlig  ist,  und  dass  p'  —  2^3^  cos h3"  =  0 

zu  p  ^  q  (cos +  y —  1  sin  - — j   führt.     In  dem  besonderen  Falle 

von  /)^1  +  — ,0=1  wird  also  1  -(-  --  =  cos  - —  -f-  l/ —  1  sin 

Dabei  ist  h  =  oo,  folglich  cos  "    -  =  1 ,  sin  "  —  = ,  mithin  1  +  ^ 


2l7C 


^  1  +  y —  1  ■  ' —  und  !j  =  +  2111}/ —  1   als  unendlichvieldeutiger 

Logarithmus  von  1,  indem  A  jeden  ganzzahligen  Werth  annehmen  kann. 
Die  Annahme  A  ^  0  liefert  den  einzigen  reellen  log  1^0.  Um 
log  ( —  1)   mit   seinen    unendlichvielen   Werthen   zu   finden,    hat   man 

y^Iog( — l)  =  M(y  —  1  —  l)  zusetzen,  beziehungsweise  (l-(-—j  =  —  1, 

und  der  in  n  Factoren  zu  zerlegende  Ausdruck  heisst  ( 1  -|"     )  +  1  • 

Die  trinomen  Factoren  von  p"  -\-  if  sind  p-  —  2pq  q,o%- 1-2^> 

und  setzt  man  diese  allgemeine  Form  des  Trinoms  =0,  so  wird 
p  =  g(cos'^^~^^— +T/^^8in^^^~^^'')-  Gegenwärtig  ist  j9=  1+1^, 


cos 


n 


und  ij  =  log  (—  1)  =  -f-  (2A  —  lln:!/^^. 
Xun  bleiben  noch  die  Logarithmen  imaginärer  Zahlen  zu  bestimmen. 
Jede  imaginäre  Zahl  kann  auf  die  Form  a  -\-h  ]/ —  1  gebracht 
werden.     Man    kann =  cos  m ,  —  =  sin  <p   setzen ,    und 

das    entsprechende  tp   trigonometrischen  Tabellen    entnehmen.     Setzt 
man  femer  "[/a^  -f-  ir  =  c,  so  ist  a-\-h  ]/ —  1  =  c  (cos  tp  -\-  ]/ —  1  sing)) 
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=  ff  (cos  qp  +  y —  1  sin  9) .  Demzufolge  ist  log  \a  -\-h  ]/ —  l)  =  C 
-f-  log  (cos  q>  -{-  y —  1  sin  (p)  und  es  kommt  auf  die  Auffindung  von 
y  =  log  (cos  cp  -\-  y —  1  sing))  an,  zu  welcher  die  Gleichung  ( 1  +  —  j 

—  (cos  q>  -\-  y —  1  sin  qo)  =  0  führen  müsste,  wenn  man  im  Stande 
wäre,    ihr  die   Gestalt  ;/'  —  (j"  =  0   zu   geben.     Nun   ist  cos  99  =  1 

-iT2  +  1.2.3.4 '     ä'°    y-'y-iTäT^  +  ia-ail. ' 

y —  Isin  cp,  d.  h.  die  Umwandlung  (l  -\-  — )    —  (cos  (p  -\-  y —  1  sin  9) 

=  (1  +  ')  -  (1  +  ^^'"    -t    ^rf^lgt'    -^^  i'  =  1  +  i  "^1  =  1 

-\ Die  einzelnen  Factoren  ergeben  sich ,  wenn  fortwährend 

n  ^  00  berücksichtigt  und  deshalb  der  Cosinus  eines  durch  n  geteil 
ten  Bogens  durch  1,  sein  Sinus  durch  den  Bogen  ersetzt  wird,  mittels 

,^,(cos^±y=risin^^)  =  ,(i±^)/=rT),d.h.  1  +  1 

=  (1  +  |y=^)  (1  +^]/=^)  =  1  +  ^^  +  ^4^y^ 

und  y  =  log  (cos  qp  +  ]/ —  1  sin  qp)  =  (9p  +  2  Are) "}/ —  1,  beziehungs- 
weise log  («+ 6/^^)=  C'+ (9+2  An:)  ")/^^,  wo  C=log)/a-  +  6% 

o  .  &  ,      h 

q>  =  arccos    ,  =  arcsin  —^=^=  =  arctg  —  • 

Die  Lehre  von  den  imaginären  Zahlen  war  damit  plötzlich  um 
ein  Wesentliches  gefordert,  so  wenig  mau  vergessen  darf,  dass  der 
erzielte  Fortschritt  allmälig  und  seit  geraumer  Zeit  von  Cot  es,  von 
De  Moivre,  von  Euler  selbst  vorbereitet  war.  Aber  in  einem 
Punkte  war  noch  keine  Klarheit  geschaffen.  Das  Imaginäre  galt  nach 
wie  vor  als  unmögliche  Schöpfung  einer  ungezügelten  Einbildungs- 
kraft. Man  hatte  gelernt,  alle  ei-sinnlichen  Rechnungsarten  an  ima- 
ginären  Zahlen  auszuüben,  aber  man  hatte  nicht  gelernt,  sie  selbst  zu 
versinnlichen.  Den  ersten  Vei-such  dieser  Art  machte  Heinrich 
Kühn^l  (1690 — 1T69\  der,  in  Königsberg  geboren,  seit  1733  am 
Gvmnasium  in  Danzig  wirkte,  auch  1743  an  der  Begi-ündung  der 
Danziger  naturforschenden  Gesellschaft  theilnahm.  Die  Abhandlung 
Meditationes  de  Quantität ihus  imaginarm  construendis  et  radicihus  inuir 
tjiyiarüs  exhihendis,  um  derenvrillen  wir  Kühn  zu  nennen  haben,  ist 
von    der    Petersburger   Akademie    veröffentlicht -|.     Kühn"s   Gedanken 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XVII,  341.  Artikel  von  S.  Günther. 
*)  Noci  Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  annum  1750  et  1751.  T.  m, 
170—223. 
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über  die  Constructiou  imaginärer  Grössen  und   über  die  Nach- 
weisung  imaginärer  Wurzeln  sind  folgende.      Seien  (Fig.  109)   vier 
congi-uente  Rechtecke  «,  ß,  y,  d  aus  deu  Seiten  a,  b  hergestellt  und 
um    den    Punkt    P    herumgelegt, 
eine  Annahme,  deren  erster  Theil 
fast  unmittelbar  dahin    abgeändert 
wird,  dass  die  Rechtecksseiten  als  ) 

gleich  gedacht  und  die  Rechtecke 
dadurch  zu  Quadraten  werden. 
Die  entgesensresetzte  Richtung  der 
Seiten  zwingt  dazu,  wenn  PQ^-{-a, 
PB=-\-b  ist,  P^  =  — «,  Fr=  —  h 

zu    setzen.     Die   Flächen   der    ein-  g  r  © 

zelnen  Rechtecke  sind  demnach 
u  =  -\-a-\-h=-\-ah,  ß  =  —  b- 
+  «  =  —  ba,  y  ^  —  a  ■  —  b  = 
-f-  b(x,    b  =  —  rt-  +  6  =  —  ab . 

Man  erkennt  a  =  y,  ß  =  d.  Die  formell  verschiedene  Anoi'dnung 
der  Factoren  ah,  ba  in  den  Producten  ist  nur  gewählt,  um  äusserlich 
zwischen  a  und  y,  zwischen  ß  und  d  zu  unterscheiden.  Ist  die  abso- 
lute Länge  von  a  =  b  =  S,  so  haben  die  Quadi'ate  a  und  /  jeweils 
die  Fläche  9,  die  Quadrate  ß  und  ö  jeweils  die  Fläche  —  9,  und 
+  ]/9,  4-y —  9  müssen  die  Seiten  jener  Quadrate  sein.  Es  ist  un- 
thunlich,  dagegen  deu  Einwand  zu  erheben,  eine  Grösse  wie  +y —  ^ 
sei  nur  imaginär,  unmöglich  und  unangebbar^),  weil  aus  —  a'  in 
keiner  Weise  eine  Quadratwurzel  gezogen  werden  könne,  da  sowohl 
+  a  •  -(-  fl  =  -|-  a"  als  auch  —  a  ■  —  o  =  -f-  «'  sei;  denn  einestheils 
könne  eine  Rechnung,  welche  von  möglichen  oder  reellen  gegebenen 
Grössen  ausgehe  und  in  Uebereinst  immun  ff  mit  unzweifelhaften  Grund- 
Sätzen  behandelt  sei"),  auf  keinerlei  Weise  zu  Unmöglichem,  oder 
XichtreeUem,  oder  IJnangebbarem  führen,  und  anderutheils  lasse  die 
vorgeschriebene  Construction  erkennen,  dass  die  Voraussetzung,  alle 
reellen  Quadrate  seien  positiv,  nicht  zu  Recht  bestehe^).  Auch  auf 
quadratische  Gleichungen,  denen  das  Glied  ei-sten  Grades  nicht  fehlt, 
geht  Kühn  in  fast  zu  ausführlicher  Darstellung  ein,  um  die  FäUe 
zu  unterscheiden,  in  welchen  deren  Wurzeln  imaginär  werden,  dann 
auf  die  Gleichungen  dritten  Grades,  zu  deren  Versinnlichung  er  acht 


')  Novi  Cominentarü  Acudemine  Petropolitanae  ad  annum  1750  et  1751 
T.  in,  176:  esse  mere  imaginarias,  ini}/ossibiks  et  inassignabiles.  ^  Calculus  ex 
datis  possibilihus  aut  reaUhus  profectus,  et  axiomatibus  induhiis  convenienter  tracta- 
tus.        ')  minus  recte  etiam  supponi  videtur,  omnia  guadrata  realia  esse  positiva. 
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lim  einen  Punkt  des  Raumes  hernmgelagerte  Würfel  benutzt-,  deren 
Rauminhalt  absolut  genommen  gleich,  dem  Vorzeichen  nach  ver- 
schieden ist.  Es  sind  das  Untersuchungen,  welche,  wenigstens  so  weit 
quadratische  Gleichungen  in  Frage  treten,  auch  Wallis  im  66.  bis 
69.  Kapitel  seiner  Algebra  beschäftigten.  Eine  Frage  stellte  Wallis, 
stellte  Kühn  nie  und  nirgend,  auf  deren  Beantwortung  es  grad  am 
meisten  ankäme:  wenn  das  in  Fig.  lüO  gezeichnete  Quadrat  ß  einen 
negativen  Flächeninhalt  besitzt,  wo  liegt  dessen  zur  Versinnlichung 
der  imaginären  Zahl  geeignete  Seite?  Und  ganz  ähnlich  fehlt  die  ent- 
sprechende Frage  bei  der  Untersuchung  über  die  cubische  Gleichung. 
Mag  der  Verfasser  der  dem  III.  Bande  der  neuen  Petersburger  Com- 
mentarien  vorausgeschickten  Einleitung,  in  welcher  über  den  Inhalt 
der  einzelnen  Abhandlungen  mehr  oder  weniger  genügende  Andeu- 
tungen gegeben  sind,  an  Kuhns  Arbeit  mit  den  Worten  vorbei- 
gegangen sein:  Diese  Abhandlung  ist  so  werthvoU,  dass  wegen  der 
Art  der  Auseinandersetzung  nichts  zu  sagen  ist,  und  wir  vorzögen, 
dass  die  Leser  die  Abhandlung  selbst  in  Augenschein  nähmen'),  so 
hindert  das  von  ihm  ausgesprochene  überschwängliche  Lob  doch  nicht 
den  Eindi-uck,  als  ob  jenes  Lob  eine  Art  von  Verlegenheitsredensart 
gewesen  sei,  hinter  welcher  ein  gewisses  Nichtverstehen  sich  verbarg. 
Alles  in  allem  wird  man  es  begreiflich  finden,  dass  Kuhns  Verdienst, 
die  Frage  nach  dem  sinnlichen  Vorhandensein  des  Imaginären  auf  die 
Tagesordnung  gesetzt  zu  haben,  nachmals  höher  geschätzt  wurde,  als 
die  Art,  in  welcher  er  selbst  sich  mit  der  unleugbaren  Schwierigkeit 
abzufinden  suchte. 

Der  Band  Petersburger  Akademieschriften,  in  welchem  Kühu's 
Erläuterungsversuch  des  Imaginären  der  Oeffentlichkeit  übergeben 
wurde,  enthält  auch  zwei  Euler 'sehe  Aufsätze,  in  welchen  der  Lehre 
von  den  Reihen  eine  neue  Seite  abgewonnen  ist.  Deren  erster.  De 
serienim  determinatione  seil  nova  methodus  invemendi  ferminos  generales 
seriermn^),  oder  Bestimmung  von  Reihen  und  neue  Methode,  das  all- 
gemeine Reihenglied  zu  finden,  beleuchtet  eine  Schwierigkeit  der  In- 
terpolationsaufgabe. Mau  sei,  sagt  Euler,  geneigt  anzunehmen, 
dass  der  Verlauf  einer  Reihe  bekannt  sei,  wenn  man  beliebig  viele 
Glieder  derselben  kenne,  aber  dem  sei  nicht  so.  Denke  man  sich  die 
einzelnen  Reihenglieder  als  Ordinaten  zu  Abscissen,  deren  Länge  die 
Ordnungszahl  des  betreffenden  Reihengliedes  angiebt,  so  kann  durch 
die  Endpunkte  jener  Ordinaten  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Curven 
gezogen  werden,   welche   alle   unter   einander  verschieden   darin  allein 


')  Novl   cnmmentarii   Academiae    Petropolitanae   ad   annum   1750    et    1751 
T.  m,  Einleitung  pag.  18.         =)  Ebenda  T.  III,  36—85. 
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übereinstimmen,  dass  sie  bei  gaiizzahlig  positiver  Abscisse  die  gleiche 
Ordiuate  besitzen.  Für  die  Interpolation  der  vorgelegten  Reihe,  für 
die  Auffindung  eines  Reihengliedes  mit  nicht  ganzzahlig  positiver 
Ordnungszahl,  oder  geometrisch  gesprochen  für  den  Verlauf  der  Curve 
zwischen  den  gegebenen  Punkten  sei  gar  nichts  gewonnen.  Soll 
z.  B.  bei  jedem  ganzzahligen  Werthe  von  x  die  Ordinate  y  =  x  sein, 
.^o  wird  dieses  erreicht,  wenn  //  die  Summe  von  ,c  und  solchen  Aus- 
tlrücken  ist,  welche  bei  ganzzahligem  x  zu  XuU  werden,  wie  z.  B. 
sinM:TX  bei  irgend  ganzzahligem  n.  Man  kann  also  jedes  Reihenglied 
ansetzen  als  (/  ^  x  -\-  P  ■  sin  nx  -J-  Q  ■  sin  2;tx  -|-  II  ■  sin  Snx  +  •  ■  •, 
wo  P,  (^,  R  ■  ■  ■  beliebige  Functionen  von  x  bedeuten.  Euler  geht 
dann  zu  Betrachtungen  über,  welche  zu  tief  in  die  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen  eingreifen,  als  dass  sie  hier  besprochen  werden 
könnten.  Wir  werden  im  1 18.  Kapitel  in  Kürze  darauf  zurückkommen. 
Euler 's  zweiter  Aufsatz  in  dem  betreffenden  Baude,  Considcmtio 
quarumclam  serieritm  qitae  singuhiribus  prop-ietatihus  sunt  praeditae^), 

geht  von  einer  besonderen  Reihe  aus,  nämlich  von \- '- i-^ 

.    {\—x){a  —x)(fl*  —  x)    ,  ,    (1  — a!)(o  — a!)(a-  — a;)---(a"~^— x)    , 

'  a'  —  a"  "1  '  i    ,      ..         1 


-n(n  — 1)  -n;n  +  l) 

o  —  a 


deren  Summe  =  n  ist,  wenn  x  =  a",  wie  durch  Induction  sich  er- 
giebt,  wenn  nach  einander  x  =  a''=l,  x  =  a^,  .'==«-,  .i=fl^  u.  s.  w. 
eingesetzt  wird.  Aber  diese  Summenbestimmung  hört  auf  richtig  zu 
sein,  wenn  x  einer  Potenz  von  a  mit  nicht  ganzzahlig  positivem  Ex- 
ponenten gleich  gesetzt  wird,  anders  ausgesprochen:  s  als  Summe  der 
genannten  Reihe  ist  nicht  immer  der  Logarithmus  von  x  für  die 
Basis  a,  sondern  nur  dann,  wenn  x  eine  Potenz  von  a  mit  ganzem 
positivem  Exponenten  ist.  Euler  schreitet  dann  weiter  zu  Umwand- 
lungen der  Reihe  fort,  aus  welchen  vielfältige  Folgerungen  gezogen 
werden,  deren  wir  nicht  näher  gedenken,  weil  sie  nicht  das  Wesen 
der  Reihen  überhaupt  betreffen. 

Anders  steht  es  mit  zwei  Aufsätzen  Euler's  im  V.  Bande  der 
neuen  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie.  Der  Aufsatz 
Subsidium  calculi  sinuum-)  bildet  eine  Ergänzung  zum  8.  Kapitel  des 
L  Bandes  der  Litroductio  ( S.  684).  Dort  war  der  Cosinus  beziehungs- 
weise der  Sinus  eines  vielfachen  Bogens  durch  Potenzen  der  Functionen 
des  einfachen  Bogens  dargestellt,  jetzt  wurden  Formeln  abgeleitet, 
welche  Potenzen  der  trigonometrischen  Functionen  einfacher  Bögen 
auf  Functionen  vielfacher  Bögen  zurückführen.    Die  Grundlage  bildet 


')  Novi  Commentarii  Acadetniae    Petropolitanae   ud   annum  17.50   et   1751. 
T.  m,  86—108.         »;  Ebenda  1754  et  1755.     T,  Y,  164—204. 
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die  mittels  fortgesetzter  Multiplication  bewiesene  und  demgemUss  n 
als  ganze  positive  Zahl  voraussetzende  Formel  (cos  9)  +  ^ii^  9"  V —  l)" 
=  cos  nq)  +  sin  nq)  Y —  1.  Wird  abkürzend  cos  15p  -}"  sin  9  ]/ —  1  =  u, 
cos  q)  —  sin  gj  ]/ —  1  ^  y  gesetzt,  so  ist  cos  gj  =  — ^^  und 
2«  .  cos  q"  =  ((,(  +  v)"  =  W  +  mi'—^v  +  ''—^  M"-2»2  -f  .  .  .. 
Ofl'enbar  kann  man  auch  2"  •  cos  95"  =  (r  +  '*)"  ^^  ^'"  ~t~  '>i'V"~^v  -\- 
t;''-ä|r  +  ■  ■  ■  schreiben  und  beide  Gleichungen  addiren.  Man  er- 
hält 2«+i  cos  q)"  =  (m"  +  V)  +  n  (u"--  +  v''--^)nv  +  ——  («"-*  + 

v"~*)  M^i'"  +  •■••  Leicht  ersichtlich  ist  uv  =  irv'-  =  •■•  ^  1,  sowie 
u"  -{-  r"  =  2  cos  71  q)    u.  s.  w.      Man    gewinnt    dadurch    2"  •  cos  q"  = 

cos«:qD  +  n  cos (nq>  —  ^q>)  -\ — \ — ,, —  cos(w(;p  —  4qr)  -\-  ■  ■  ■.    Die  Reihe 

bricht  ab,  sobald  der  Binomialcoefficient,  der  in  jedem  Gliede  auf- 
tritt, den  Werth  0  annimmt.  Tritt  vorher  ein  cos(«q9  —  tnq>)  mit 
m  >  ?<  auf,  so  ist  zu  erwägen,  dass  cos (iiqi  —  mq))  =  cos  (itiq)  —  nq>). 
Nachdem  die  Untersuchung  so  weit  mit  genügender  Strenge  geführt 
war,  setzt  Euler  plötzlich  und  ohne  die  geringste  Rechtfertigung 
seines  Verfahrens  h  als  negative  ganze  Zahl,  so  dass  die  entstehende 
Reihe   nicht   von   selbst  abbricht,   sondern   ins   Unendliche   fortläuft. 

Mit  verblüffender  Sorglosigkeit  schreibt  er =  cos(p  —  cosSop 

°         °  2  cos  (p  '^  ^ 

-\-  cos  4g)  —  cos5qp  +  " "  ■;  7 1  =  cos 2g)  —  2  cos  4g)  -f"  3  cos 6g) 

—  4  cos  8g)  +  •  •■,  ^ ä  ==  cos  3g)  —  3  cos  5g)  -)-  6  cos  7g)  — 

10  cos  9g)  -|-  ■  ■  •  u.  s.  w.  In  beiden  Entwicklungsgruppen,  bei  posi- 
tivem wie  bei  negativem  n,  geht  Euler  vom  Cosinus  zum  Sinus  über, 

indem  er  g3=  '^  ~  ip  schreibt.    Dadurch  wird  cosg)  =  sin  ip,  cos  2  g) 

=  —  cos2ip,  cos 3g)  =  —  sin3t^,  cos 4g)  =  cos 4?^  u.  s.  w.  Zunächst 
treten  Gleichungen  für  2"'^^smip"  auf,  in  welchen  wegen  positiv 
ganzzahligem  n  rechts  vom  Gleichheitszeichen  die  Reihe  abbricht  und 
vorher  bei  ungi-adem  n  nur  Sinus,  bei  gradem  v  nur  Cosinus  enthält, 
z.  B.  sin  ip  =  sin  ^,    4  sin  t^'  =  —  sin  'ii'  -\-  3  sin  il;,    2  sin  tjj-  = 

—  cos  2il)  -\-  1 ,  8  sin  i^*  =  cos  Atp  —  4  cos  2j/)  -|-  3  u.  s.  w.  Neben 
diesen    gesicherten    Ergebnissen    steht    in    grösster    Unbefangenheit 

^r~. —  =  sin  «il  +  sin  3  li'  +  sin  5  jii  +  sin  7  li»  -f-  ■  ■  -,  , — =  —  -,  =  — cos  21/1 
2  sin  if>  '  '  '  '  '  4  sm  i/i  - 

—  2  cos  A4<  —  3  cos  (Sil)  —  4  cos  81^  —  •  •  •  u.  s.  w.  War  bis  dahin 
nur  cos  g)  =  "T  unmittelbar  benutzt  und  der  Uebergang  zu  Sinus- 
formeln vom  Cosinus  aus  gewonnen  worden,  so  liefei't  auch  sin  g)  ^ 
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"  "ZJ     Stoff  zu  weitereu  üntei-suchiinffen.  Will  man  etwa  sin  cp'"  •  cos  tp" 

•-'  y—  1 

iu  Reihengestalt  iinsetzen,  so  genügt  dazn  die  Erwägimg,  dass  sing)'"- cos qp" 
=  ^^"'(^t±f  =      ^"jtL,     (l  -  ^)"'  (1  +  -^)".     Zur  Reihen- 

entwicklung  des  Ausdruckes  S  =  [l  —  -)"'■  {l  -\-  ^j  benutzt  Euler, 
nachdem  er  -  ^  z  gesetzt  hat.  die  logarithmische  Differentiation. 
Er    schreibt    log  S  =  m  log(  1  —  z\  +  «  log (1  +  z),     dann     -^  = 

1  —  r  "1"  1  +  s  1  —  2^  ^  '  dz         ' 

-\-  gSz  ^0,  wo  die  Abkürzungen  /==  «  —  »(,  f/  =  m  -\-  n  bedeuten. 
Wird  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  S  =  1  + 
Äz  -\-  Bz^  -\-  Cz^  +  ZJr*  +  ••  •  angenommen  und  in  die  gewonnene 
Differentialgleichung  eingesetzt,  so  entsteht  (A — f)  +  {2B  —  fA-\-g)z 
+  {ZC  —  A  —  fB  +  gA^^^  -\-  (AB  —  2B  —  fC  -{-  rjB^z'  -\-  -  =  0, 
woraus  die  einzelnen  Coefficienten  'der  Reihe  für  S  folgen,  welche  die 
Gleichungen  erfüllen  müssen  A  =  f,  2B  =  f'A  —  (j,  3 C  =  f'B  — 
{g—\)A,  4:D  =  fC—([/  —  2)Bu.s.vr.  Bei  der  Wahl  der  Ex- 
ponenten »I  und  )i  lässt  Euler  sich  wieder  den  weitesten  Spielraum. 
Er  setzt  unter  anderen  w  =  —  m,  so  dass  eine  Reihendarstellung  von 

?P  =  tng  (p'"  in  Frage  kommt.     Am  Schlüsse    des  Aufsatzes  wird 

cos  qc'" 

von  der  Differentiation  sowie  von  der  Integration  unendlicher  trigono- 
metrischer  Reihen  ganz  beliebige  Anwendung  gemacht.     Euler  hatte 

gefunden    cos  w  -\-  a  cos  2q>  -\-  a-  cos  Sqp  +  •  •  •  =  ;, — ; — ^^ — , 

ö  7-1  -r     \  -r     \  1  -\- a- — 2  a  cos  q;' 

sin  o)  +  fl  sin  2<p  4-  a^  sin  3g)  -(-••=  -- — 5 — J Einsetzung 

^    '  ^    '  ^     '  1+0*  —  2acosqp  ° 

von  «  =  1,  dann  von  «  =  —  1  liefert  ihm  cosg»  -j-  cos  2  g)  -|-  cos  3  g) 
+  •  •  •  =  —  n  •  '^'^^  f  —  ^^^  -V  ~\~  *^os  3  g)  —  . . .  ^  ^  j  sin  g)  -|-  sin  2  g) 

+  sin3g;  +  ■    ■  = >  sing?  —  sin 2g)  -f-  sinSgi =  —  tng  ^• 

2tng| 

Differentiation  der  zweiten  Reihe  führt  zu  sin  g;  —  2  sin  2g>  +  3  sin  3  g) 

—  •  •  •  ^  0,  wiederholte  Differentiation  zu  cos  g;  —  4  cos  2q)  -\-9  cos  3  g) 

—  •  •  •  =  0.  Dagegen  führt  die  Reihe  cos g)  —  cos  2g)  +  cos  3g-  —  •  •  • 
=  —  durch  Integration  zu 

sin  g)  —  -  sin  2  g)  +  —  sin  3  g)  —  ' ' '  ^  f  ? 

einem  Ergebnisse,  welches  unter  die  vielen  falschen  Angaben,  man 
möchte  fast  sagen,  sich  verirrt  hat.  Die  an  dieser  Stelle  zuerst  auf- 
tretende Reihenentwicklung  von  ~   wurde   in   späterer   Zeit    vielfach 
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bestätigt.    Wiederholte  Integration  lülirt  alsdaun  zu  coscp co.s2ff) 

■Je 

-\-  —  cos'd(p  —  •  ■  •  =  «  —  -—  •  Die  Constante  «  wird  gefunden,  indem 
9  =  0  eingesetzt  wird.  Alsdann  entsteht  1  —  J  ~\'  7;  —  ■  •  •  =  «  und 
da  die  Summe  —  der  mit  wechselndem  Vorzeichen  versehenen  reci- 
proken  Quatratzahlen  bekannt  ist,   «  =  75  • 

Euler  war  (S.  667— 669 )  seit  1743  von  Niclaus  I  Bernoulli 
wegen  seines  Gebrauches  divergenter  Reihen  zur  Rede  gestellt  worden, 
und  niemals  hat  er  mehr  Missachtung  der  ihm  gemachten  Vor- 
Stellungen  an  den  Tag  gelegt  als  in  dem  Aufsatze,  über  welchen  wir 
soeben  berichtet  haben.  Vielleicht  war  dieser  Umstand  die  Veran- 
lassung, dass  Euler  in  unmittelbarem  Anschlüsse  an  den  betreffenden 
Aufsatz  die  allgemein  wichtige  Streitfrage  öffentlich  zu  behandeln 
beschloss,  und  so  entstand  vermuthlich  die  Abhandlung  De  seriehus 
(livercjentihus^).  Im  ersten  Paragraphen  erklärt  Euler  convergente 
Reihen  als  solche,  deren  Glieder  fortwährend  abnehmen 
und  schliesslich  verschwinden;  Reihen,  deren  Glieder  nicht 
schliesslich  verschwinden,  sondern  entweder  von  endlicher 
Grösse  bleiben  oder  ins  Unendliche  wachsen,  müssen,  weil 
sie  nicht  convergiren,  zu  den  divergenten  Reihen  gerechnet 
werden.  Unter  ihnen  sind  wieder  zwei  Abarten  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  alle  Glieder  gleichen  Vorzeichens  sind  oder  von  Glied  zu 
Glied  abwechselnd  bald  positiv  bald  negativ  aufti-eten.  Bei  divergen- 
ten Reihen  mit  durchweg  positiven  Gliedern  kann  nach  Euler's  im 
zweiten  Paragraphen  vorgetragener  Meinung  ein  Zweifel  nicht  be- 
stehen. Ihre  Summe  wird  immer  durch  einen  Ausdruck  -^  darge- 
stellt werden.  Um  so  bestrittener  ist  der  Summenwerth  divergenter 
Reihen  mit  abwechselnd  positiven  und  negativen  Gliedern.  Euler 
berichtet  hier  mit  grosser  Unparteilichkeit  über  die  Gründe  und 
Gegengründe,  welche  geltend  gemacht  wurden,  seit  Leibniz  gewagt 

hatte     1  —  1  +  1  —  l-j---  =  —     zu    setzen.      Die    Gegner    dieser 

Meinung  stützen  sich  wesentlich  darauf,  dass  z—-, —  ^1  —  a  -4-  cv 

—  0"+'  1  -,  a"+^ 

-\-  u"  -4-  -—. —  und  dass  :, =  1  -\-  a  4-  a-  4-  ■  ■  ■  4-  a"  +  :, sei, 

—  'l-J-a  1  —  a  1  —  a 

und  dass  die  Mantisse  (Euler  versteht  darunter  das,    was   man  heute 

Restglied  nennt)  nur  dann  weggelassen  werden  dürfe,  wenn  a  einen 


')  Novi  Commentarii  Academiae   Petropolitanae  ad   annum   1754  et  1755. 
T.  V,   205—237. 
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echtgebroebeiu'ii  Wertli  besitze.  Nur  in  diesem  Falle  dürfe  also  die 
Reihe  rechts  vom  (Tieiehheitszeichen  als  eine  uuendliehe  in  Rechnuiier 

gezogen  werden.  Dagegen  sei  1  —  1  -(-  1  —  1  -(-■•■==  ^  und 
1  -f--+-l  +  ''^  +  ''  =  —  1)   wovon    das    erste   Ergebniss    aus    der 

Reihe   für    r—, —    durch    «  =  1 ,    das   zweite   aus   der  Reihe   für   

1  +  o  '  1  —  a 

durch  n  =  2  hervorgehe,  gleich  unstatthaft.    Die  Anhänger  der  divei"- 

geuten  Reihen  behaupten  ihrerseits  theils  mit  Leibniz  (S.  352),  die 

Reihe  1  —  1  +  1  —  1+--  an  und  für  sich  ins  Auge  gefasst  habe 

bei    grader   Gliederzahl   die   Summe   0,   bei   ungrader   Gliederzahl   die 

Summe    1 ,    im    Unendlichen    gebe    es    weder    Grades    noch    Ungrades, 

folglich   müsse   dort   der   mittlere   Wei-th   zwischen  '•   und    1    oder   — 

auftreten,  theils  berufen  sie  sich  zur  Erklärung  der  Möglichkeit  von 
—  1^1  -|-2-|-4-f-8-f"---  darauf,  dass  zum  Negativen  der  Durch- 
ffang  durch  das  ünendlichgrosse  nicht  minder  führe,  als  der  Durch- 
gang  durch  0.  Sie  schliessen  sich  also  an  Wallis  (Bd.  II,  S.  825) 
an.     Brüche,    sagen   sie,    wachsen   mit  Abnahme   des   Nenners;    wenn 

aber   .  <y<"S"<^<T<7y)  so  müsse  dieses  Gesetz  auch  Geltung 

haben,  wenn  der  Nenner  unter  0  herabsinke,  so  müsse  ^  <  — -   d.  h. 

"V.  <  —  1  sein.  Jetzt  lässt  Euler  wieder  die  Gegner  der  divergenten 
Reihen  zum  Worte  kommen.  Es  gebe  überhaupt  keine  Summe  der- 
selben. Wenn  man  1-|-  —  -(-  —  -|-^-{--  =  2  setze,  so  sei  es  zu- 
lässig von  einer  Summe  2  zu  reden,  denn  je  mehr  Glieder  der  Reihe 
man  durch  gewöhnliche  Addition  vereinige,  um  so  näher  komme  man 
an  die  2  heran,  bei  divergenten  Reihen  dagegen  sei,  je  mehr  Glieder 
man  durch  Addition  vereinige,  um  so  weniger  eine  Annäherung  an 
einen  bestimmten  Werth  vorhanden,  im  Gegentheil  unterscheide  sich 
jede  Summe  beliebig  vieler  Glieder  um  so  mehr  von  der  nächsten, 
eine  je  grössere  Gliederzahl  man  in  ihr  zusammenfasse.  Merkwürdig 
findet  Euler  M,  dass  trotz  dieses  Gegensatzes  der  Meinungen  niemals 
ein  durch  Anwendung  divergenter  Reihen  hervorgebrachter  eigent- 
licher  Fehlschluss   habe   nachgewiesen   werden    können!     Wo   immer 

man    z.  B.    die    Reihe    1  —  1  +  1  —  1  +  ---    durch    -   ersetzt  habe, 

sei  Fehlerloses  hervorgetreten.  Es  gewinne  daher  den  Anschein,  als 
ob  es  sich  nur  um  einen  Wortstreit  handle,  und  in  Wirklichkeit 
verhalte   sich   die   Sache    so.     Wenn   mau    in    der  Analysis    zu   einem 


')   Not^i  Commentarii    Aaideuüne   PetropolücDinr    ad    iiiiiiuin    1754   et    1755. 
T.  V,   -211,  §  10. 
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gebrochenen  oder  zu  einem  transcendenten  Ausdrucke  gelange,  so 
pflege  man  ihn  in  eine  geeignete  Reihe  zu  verwandeln,  mittels  deren 
die  weiteren  Rechnungen  leichter  ausgeführt  werden  können:  unend- 
liche Reihen  finden  dem  entsprechend  in  der  Analysis  nur  in  so  weit 
eine  Stelle,  als  sie  aus  der  Entwicklung  irgend  eines  geschlosseneu 
Ausdrucks  hervorgegangen  sind,  und  deshalb  kann  auch  rückwärts 
an  Stelle  der  unendlichen  Reihe  allemal  die  Formel  gesetzt  werden, 
aus  deren  Entwicklung  sie  entstand.  Der  Fruchtbarkeit  der  Regeln 
zur  Verwandlung  geschlossener  Ausdi-ücke  in  unendliche  Reihen  steht 
der  grosse  Nutzen  solcher  Regeln  gegenüber,  mit  deren  Hilfe  man 
dem  geschlossenen  Ausdruck  auf  die  Spur  kommt,  aus  welchem  eine 
vorgelegte  Reihe  zu  entstehen  vermag,  und  da  dieser  Ausdruck  immer 
ohne  Fehler  an  Stelle  der  unendlichen  Reihe  gesetzt  werden  kann, 
so  muss  der  Werth  beider  derselbe  sein.  Es  giebt  also  keine  unend- 
liche Reihe  von  der  Art,  dass  nicht  ein  gleichartiger  geschlossener 
Ausdruck  gedacht  werden  könnte ' ).  Alle  Schwierigkeiten  verschwinden 
folglich,  wenn  man  den  hergebrachten  Begriff  einer  Summe  dahin 
abändert,  dass  man  sagt:  Summe  einer  jeden  Reihe  sei  der 
geschlossene  Ausdruck,  aus  welchem  sie  durch  Entwicklung 
hervorgebracht  werden  kann.  Nach  diesen  einleitenden  Be- 
merkungen glaubt  Euler  berechtigt  zu  sein,  mit  divergenten  Reihen 
ganz  beliebig  umzuspringen  und  irgend  welche  Kunstgriffe  anzu- 
wenden, welche  zu  einer  zweckmässig  erscheinenden  Umformung  ver- 
helfen. Ist  z.  B.  s  =  a  —  b  -\-  c  —  d  -\-  e  —  /  +  '  ■ "  ^i^i^  umzuwan- 
delnde Reihe,  so  kann  man  die  aufeinanderfolgenden  Difl'erenzenreihen 
bilden,  deren  jede  entsteht,  indem  man,  absehend  von  den  den  Reihen- 
gliedern vorstehenden  alternirenden  Vorzeichen,  mit  welchen  verbunden 
sie  s  bilden,  jedes  vorhergehende  Reihenglied  von  dem  nachfolgenden 
abzieht.  Die  erste  Differenzenreihe  besteht  also  aus  b  —  a,  c  —  b, 
d  —  c,  e  —  d,  f — e  •••.  Die  zweite  besteht  aus  c  —  2b -\- a, 
d  —  2c-\-b,  e  —  2d  +  c,  f  —2e-\-  d  ■■■.  Die  dritte  lautet 
d  —  3c  +  35  —  ff,  e  —  3f/  +  3c  —  ?;,  /  —  3e  -f-  3f/  —  c  •  ■■  u.  s.  w. 
Heissen  a,  ß,  y,  d  ■  ■  •  die  Anfangsglieder  der  aufeinander  folgenden 
Differenzenreihen,   d.  h.  ist  «  =  ?^  —  a,  ß  =  c  —  2b  -\-  a,   y  ^  d  — 

3c  +  36  —  ff,  d  =  c  —  4(/  +  6e  —  4b  -\-  a  u.  s.  w.,  so  ist:  -  —  j 
+  f-i6  +  Ä  =  S«-ä'^+¥^-ä'^+ä'"-  Bleibtmanaber 


')  Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitanac  ad  annum  1754  et  1755. 
T.  V,  212:  et  cum  haec  exjiressio  semper  sine  errore  loco  seriei  infinitae  m(bstitui 
possit,  necesse  est,  ut  utriusque  idem  sit  valor;  ex  quo  ef/icitur,  nuUam  dari  serii 
infinitam,  quin  simul  expressio  finita  Uli  aeqxiivalens  cmicipi  queat. 
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nicht  bei  d  stehen,  sondern  führt  die  neue  Reihe  nach  dem  in  den 
angeschriebenen  Gliedern  auftretenden  Gesetze  endlos  weiter,  so  er- 
hält man  einen  mehr  und  mehr  mit  .s  zusammenfallenden  Werth, 
d.  li.  mau  erhält: 

2  4  "•"  S  16  '  32 
und  diese  Reihe  convergirt  ausserordentlich  viel  i-ascher  als  die  ur- 
sprüngliche. Auch  eine  Umwandlung  einer  Reihe  in  einen  Ketten- 
bruch wird  gelehrt,  bei  deren  Erörterung  wir  uns  die  den  Grund- 
gedanken zur  Erscheinung  bringende  Aenderung  gestatten,  dass  wir 
die  Coefficienten  durch  mit  Stellenzeigern  versehene  Buchstaben  be- 
zeichnen, während  Euler  seine  Rechnung  mit  bestimmten  Zahlen- 
coefficienten  führt.  Sei  also  in  dieser  Beziehung  über  Euler  hinaus- 
gehend ^-1=1  —  rtj.r  -|-  a.2X^  —  a^x^  +  ■  •  ■•  Setzt  man  A  =  v-jrji > 
so    wird   B  =  -. 1  =  — ^^-j =  , 5 r^ — T-^ s = 

1 -x-{--^x- 

■  \^  „,     beziehungsweise     .    ,   ^  = ,   "'    . und      C  = 


{l  —  a^x  +  a^x- )  —  (l  —  ^x  +  ^x- ) 


1 -.T-f-'.T- 1 f-X-] ~X^ 

Nun   kann   man    durch    weitere   Anwendung    des    gleichen    Gedankens 

"s  ~  °1  '  X 

C  =   .   ,'  T^     setzen  und  so  fort.    Man  erhält  A=  —  , 

1  -\-  D  1  -)-  a,  a; 


!  +  ••. 

Beide  Um wandluugs verfahren  und  Abarten  derselben    werden   an   be- 
stimmten divergenten  Reihen  in  Anwendung  gebracht. 

Etwa  gleichzeitig  mit  der  Einreichung  von  Euler's  Abhandlung 
über  divergente  Reihen  bei  der  Petersburger  Akademie  erschien  1754 
in  Paris  der  I.  Band  eines  dreibändigen  Werkes  von  D'Alembert: 
Beclierdtes  sur  differens  point<i  importans  du  Systeme  du  »londe.  Schon 
der  Titel  zeigt,  dass  wir  nicht  eingehender  davon  zu  reden  haben, 
nur  eine  einzige  Stelle')  fordert  unser  Verweilen.  D'Alembert  gab 
nämlich  dort  seine  später  so  berühmt  gewordene  Herleitung  der 
Tavlor'schen  Reihe  mittels  partieller  Integration.  Taylor 
selbst  wird  dabei   nicht   genannt.     Sei  <p(z)  eine  Function   von  s,  so 


')  D'Alembert,  Recherches  sur  differens  points  importans  du  systhne  du 
mmide  1,  50. 
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beginnt  D'Alembert  unter  Benutzung  eines  Functionalzeicheus,  welches, 
wie  wir  im  118.  Kapitel  sehen  werden,  etwa  20  Jahre  früher  gleich- 
zeitig von  Euler  und  von  Clairaut  erfunden  worden  war.  Die 
aufeinander  folgenden  Differentialquotienten  von  (p{z)  nach  z  nennt 
D'Alembert  alsdann  A(z),  r(z),  ^(z)  mit  systemloser  und  dadurch 
wenig  durchsichtiger  Aiiswahl  der  Functionalbuchstaben,  wie  denn 
überhaupt  Klarheit  der  Darstellung  niemals  eine  hervorstechende 
Eigenschaft  DAlembert's  gewesen  ist.  Man  wird  uns  gestatten,  zur 
leichteren  Uebersicht  uns  der  späteren  Bestrichelung  der  Differential- 
quotienten bedienen  zu  dürfen,  also  Ai>)  =  (p'{z),  r(/)  =  cp"{z), 
^(z)  =  9' "(~)  ^1  setzen.  D'Alembert  nimmt  weiter  ^  als  eine  sehr 
kleine  Grösse  an,  eine  Annahme,  deren  Nutzen  er  zwar  in  keiner 
Weise  begründet,  welche  ihm  jedoch  vielleicht  die  Berechtigung  ge- 
währen sollte,  sich  einer  nach  steigenden  Potenzen  von  g  fortschrei- 
tenden unendlichen  Reihe  zu  bedienen.  Nun  setzt  D'Alembert 
(p{z  -\-  £)  ^  qo(^)  +  u  und  differentirt  diese  Gleichung  nach  g,  während 
s  constant  bleibt,  was  gestattet  sei^).  Er  erhält  q>'(z -\- ^)d^  ^  du 
und  u=J'(p'{z'}-t)cH,  mithin  (p{2 -\- ^)  =  q)(z)  +  fq)'{z-\- t)  d^ 
Weiter  sei,  fährt  er  fort,  (p'{s  +  £)  =  (p'(z)  -\-  Jq}"(z  -f  g)  d^,  ferner 
q>"{z  +  ?)  =  'P"(^)  +  /sP  "(•^  +  5)^^  ^-  S-  '^-  Durch  aUmäUge  Ein- 
setzung dieser  Werthe  entstehe:  (p(z  -\-  ^)  =  (p(z)  -{-  J(p'(z)d^ 
+  fdtfg>"{z)dt  +  fdtfdtj<p'"{z)di  +  .  -  .  =  9,(^)  +  ^^'(z)  + 

^   ^^^  -(-     ^  ^^   4"  "  ■  ■•     ^iiß  Integrationsconstante  fügt  DAlembert 

nirgend  hinzu,  sagt  aber  auch  nicht,  dass  er  von  0  bis  £  integTire, 
und  dass  deshalb  jene  Constante  =  0  sei. 

Die  nächsten  Untersuchungen  Euler's  über  Reihen  sind  in  seiner 
Differentialrechnung  von  1755  enthalten.  WoUen  wir  diesem  hoch- 
bedeutenden Werke,  ähnlich  wie  wir  es  mit  dem  I.  Baude  der  Intro- 
ductio  hielten,  einen  ausführlichen  Bericht  widmen,  so  dürfte  es 
o-erathen  sein,  uns  zuvor  umzuschauen,  was  inzwischen  im  Laufe  der 
Jahre  aus  der  Differentialrechnung  überhaupt  geworden  war,  imd 
zwar  ist  es  wesentlich  England,  wohin  wir  unsere  Blicke  zu  richten 
haben. 

Mochte  auch  die  Verfehmung  Leibnizens  und  seiner  Schule, 
eine  Frucht  des  Prioritätsstreites,  über  Newton's  Tod  hinaus  manchen 
Engländer  vom  Studium  und  noch  mehr  von  der  Würdigung  fest- 
ländischer Werke  zurückhalten,  so  ganz  absperren  konnte  auch  die 
englische  Mathematik  sich  nicht,  und  Edmund  Stone^),  jener 
Gärtnersohn,    der    1725    zum   Mitgliede   der   Royal    Society   gewählt, 

')  ee  qui  iioiis  est  permis.         ■)  Poggendorff  IT,  101«. 
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1742  oder  1743  aus  ihren  Listen  wieder  gestrichen  wurde,  gab  1730 
Ä  incthod  of  fhixions  heraus,  deren  erster  Theil  nichts  anderes  war, 
als  eine  Uebersetzung  von  L'Hospital's  Analyse  des  infhüment  pctits. 
Auch  in  anderer  Weise  äusserte  sich  eine  Art  von  Gegenwirkung 
gegen,  die  unbedingte  Verhimmelung  Newton's  und  aller  seiner 
Leistungen  auf  mathematischem  Gebiete.  George  Berkeley') 
(1685 — 1753),  aus  einer  hohen  englischen  Beamtenfamilie  in  Irland 
geboren,  erhiölt  seine  Ausbildung  im  Trinity  College  in  Dublin,  dem 
er  zuerst  als  Schüler,  dann  als  ünterlehrer  (fellow)  bis  1713  ange- 
hörte. Dort  Hess  er  schon  1707  eine  Ariflnnetica  ahsque  Alyebra  aiit 
Euclide  demonstrata  gefolgt  von  Miscellanca  mathematica  erscheinen, 
eine  herzKch  unbedeutende  Schrift,  welche  wir  im  vorigen  Abschnitte 
mit  Fug  und  Recht  übergehen  durften.  In  Dublin  gab  er  auch  1709 
den  Essay  toirards  a  neiv  Ttteory  of  Vision'-)  heraus,  welcher  mehr 
die  Physiologie  als  die  Physik  des  Sehens  zum  Gegenstande  hat,  in 
Dublin  ferner  1710  die  Principles  of  Human  KnoicJedge  und  von 
Dublin  aus  wenigstens  1713  die  Dialogues  bcticeen  Hylas  and  PhiJonous. 
Die  beiden  letztgenannten  Schriften,  besonders  die  über  die  Grund- 
lagen der  menschlichen  Erkenntniss,  enthalten  Berkeley 's  philosophi- 
sches Glaubensbekenntniss,  ein  vollendetes  Leugnen  der  Materie.  Sie 
ist  nicht  vorhanden.  Es  giebt  keine  an  und  für  sich  ausserhalb  des 
Geistes  bestehende  Körperwelt.  Nur  dem  Menschen  und  Gebilden 
innerhalb  seines  Geistes  kommt  wirkliches  Dasein  zu.  Im  Jahre  1713 
beginnen  Berkeleys  Wanderjahre,  welche  ihn  sieben  Jahre  in  ver- 
schiedenen Eigenschaften  in  Frankreich  und  Italien  umherführten. 
Von  1721  bis  1728  war  er  wieder  in  England,  dann  bis  1731  in 
Amerika,  wohin  seine  neu  angetraute  Gemahlin  ihn  begleitete. 
Schriftstellerische  Thätigkeit  füllte  nach  Berkeley 's  abermaliger  Rück- 
kehr nach  England  drei  Jahre  aus,  1734  wurde  ihm  der  Bischofssitz 
zu  Cloyne  in  Irland  übertragen.  Dort  verweilte  er  bis  1752.  Er 
zog  sich  alsdann  nach  Oxford  zurück,  wo  er  nach  einigen  Monaten 
starb.  Seine  letzten  Schriften  waren  medicinischen  Inhaltes  zum  Lobe 
des  Theerwassers,  welchem  er  die  grösste  Heilki-aft  nachrühmte. 
Dem  Jahre  1734  gehört  Berkeley's  Schrift  Tlie  Analyst  an,  deren 
Veröffentlichung  mit   seiner  Uebersiedelung   nach  Cloyne   nahezu    zu- 


')  George  Berleley's  Works.  3  Bände.  London  1820.  —  Berkeley,  Die 
Principien  der  menschlichen  Erkenntniss,  übersetzt  und  mit  einer  Einleitung 
über  Berkeley's  Leben  und  Schriften  versehen  von  F.  Ueberweg.  Berlin  1869 
[12.  Band  von  Kirchmann's  Philosophischer  Bibliothek].  —  Friedrich 
Clausen,  Kritische  Darstellung  der  Lehren  Berkeley's  über  Mathematik  und 
Naturwissenschaften.    Halle  1889.  ';  Im  Jahre  17.33  folgte  Theory  of  vision 

vindicated  and  explaitied. 

Camtob,  Geschichte  der  Mathematik.   Ur,  3.  46 
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sammenfällt,  und  um  derenwillen  namentlich  wir  Berkeley  hier  zu 
erwähnen  haben. 

Schon  in  den  Gnindlagen  der  menschlichen  Erkenntniss  von  1710 
hatte  Berkeley  im  118.  bis  130.  Paragraphen  von  der  Mathematik 
gesprochen,  insbesondere  von  den  die  Iniinitesimalbetrachtungen  ein- 
schliessenden  Kapiteln  derselben.  Als  ein  Widerspruch  erscheint 
ihmM  die  Annahme  einer  aus  unendlich  vielen  Theilen  bestehenden 
endlichen  Ausdehnung,  imd  die  Lösung  des  Widerspruchs  verlangt  er 
von  dem  BewTisstwerden^),  dass  die  einzelnen  Linien  in  den  zur 
Unterstützung  geometrischer  Untersuchunofen  gezeichneten  Ficniren 
nur-  so  betrachtet  werden  dürfen,  dass  man  ihre  Grösse  ausser  Acht 
lässt.  Es  giebt  nichts  derartiges,  sagt  er,  wie  der  zehntausendste 
Theil  eines  Zolles,  wohl  aber  einer  Meile  oder  des  Erddurchmessers, 
welche  durch  jeuen  ZoU  dargestellt  werden  können.  Wenn  ich  also 
ein  Dreieck  auf  Papier  zeichne  und  eine  Seite,  die  z.  B.  nicht  über 
einen  Zoll  lang  ist,  als  Radius  eines  Kreises  wähle,  so  kann  ich  diesen 
als  in  10  000  oder  in  100000  oder  mehr  Theile  getheilt  mir  vor- 
stellen. Die  Linie  sei  dann,  meint  er,  ein  blosses  Zeichen  für  grössere 
Ausdehnungen,  bei  welchen  so  viele  oder  mehr  Theile  thatsächlich 
genommen  werden  können.  In  der  jüngsten  Zeit,  fuhr  Berkeley  in 
dem  Buche  von  1710  fort^i,  sind  die  Speculationen  über  unendKche 
Grössen  so  weit  getrieben  worden  und  haben  so  seltsame  Vorstellungen 
erzeugt,  dass  dadurch  nicht  geringe  Zweifel  und  Widerstreit  der 
Meinungen  unter  den  Geometera  der  Gegenwart  veranlasst  worden 
sind.  Berkeley  bezieht  sich  dabei  darauf,  dass  man  sich  nicht  damit 
begnügt  habe,  endüche  Längen  in  eine  unendliche  Zahl  von  Theüen 
zu  zerlegen,  sondern  dass  man  jeden  dieser  unendlich  kleinen  Theile 
selbst  wieder  in  eine  unendliche  Zahl  unendlich  kleiner  Grössen 
zweiter  Ordnung  zerlegbar  sein  lasse  und  so  fort  selbst  ins  Un- 
endliche. 

Diesem  frühen  Geplänkel  folgte  1734  ein  ernster  Angriff.  Ein 
Freund  Berkeley "s  hatte  auf  dem  Krankenbette  geistlichen  Zuspruch 
abgelehnt,  weil  Halley,  der  so  gewandte  Handhaber  von  Beweisen, 
ihn  der  Un begreifbarkeit  der  Lehren  des  Christenthums  versichert 
habe.  Das  erfuhr  Berkeley,  uud  nun  schrieb  er  seinen  Aiuili/sf  oder 
Rede  an  einen  ungläubigen  Mathematiker  —  gemeint  war  Halley  — 
in  welcher  geprüft  wird,  ob  Gegenstand,  Grimdlage  und  Folgerungen 
der  modernen  Analysis  deutlicher  zu  erfassen  oder  augenscheinlicher 
herzuleiten  sind,  als  religiöse  Geheimnisse  und  Glaubenssätze. 


')  Berkeley,  Principles  of  Human  Knowledge  %  1-24.        *)  Ebenda  §  126 

?7  s>  T^Vipnrla  S   ISO 


bis  127.        ')  Ebenda  §  130. 
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Er  begüiüt  mit  der  Anrede:  Pei"sönlicli  siud  Sie  mir  fremd,  aber 
nicht  fremd  ist  mir  der  Name,  den  Sie  in  dem  Wissenszweige,  welcher 
Ihr  besonderes  Studium  bildet,  erworben  haben,  und  ebensowenig  die 
Machtfülle,  welche  Sie  in  Ihrem  Berufe  ganz  fremden  Dingen  bean- 
spruchen, noch  auch  der  Missbrauch,  welchen  Sie  und  nur  zu  viele 
Ihi-esgleichen  bekanntermassen  mit  einer  ihnen  nicht  zukommenden 
Machtfülle  treiben,  um  unachtsame  Persönlichkeiten  bei  Fragen  von 
höchster  Bedeutung  irre  zu  leiten,  bei  denen  Ihr  mathematisches 
Wissen  keineswegs  ausreicht,  Ihnen  die  Eigenschaft  eines  berufenen 
Richters  zu  gewähren. 

Mit  ähnlich  scharfen  Worten  fährt  Berkeley  fort,  schickt  er  im 
§  2  sich  au,  Zweifel  zu  erheben,  ob  denn  der  Mathematiker  als  solcher 
über  ganz  besonders  scharfe  Denkweise  verfüge,  welche  ihn  befähige 
ein  Richteramt  auszuüben,  und  prüft  er  von  §  3  au  die  Grundlagen 
der  Fluxionsmethode  als  des  Schlüssels,  mittels  dessen  die  modernen 
Mathematiker  die  Geheimnisse  der  Geometrie  und  in  deren  Gefolge 
die  der  Natur  erschliessen.  Ein  Haupteinwurf  geht  gegen  die  Fluxionen, 
beziehungsweise  die  Differentiale  höherer  Ordnung.  Wenn  Newton 
die  Fluxion  als  die  Geschwindigkeit  bezeichne,  mittels  deren  Grössen 
erzeugt  werden,  so  möge  das  gestattet  sein;  aber  was  sei  denn  die 
zweite,  die  dritte  Fluxion  und  so  fort  ins  Unendliche?  Was  bedeute 
Geschwindigkeit  einer  Geschwindigkeit  u.  s.  w.?  An  anderen  Stellen 
erkläre  Newton  die  erste  Fluxion  als  Zuwachs  üi  statu  nascemli. 
Dadurch  sei  der  Schwierigkeit,  einen  Begriff  mit  den  höheren  Fluxionen 
zu  verbinden,  ebensowenig  abgeholfen.  Leibniz  und  die  Mathematiker 
des  europäischen  Festlandes,  welche,  sich  deutlicher  ausdrückend, 
geradezu  die  unendlich  kleinen  Theile  einer  Grösse  als  deren  Differen- 
tiale erklären -"^ ) ,  lassen  ziemlich  gleichlautende  Gegenbemerkungen 
unbeantwortet.  Ungemein  wichtig  sei  es,  die  Fluxion  eines  Rechtecks 
zu  finden,  und  Newton  mache  das  im  2.  Lemma  des  II.  Buches  der 
Principien  folgendermassen -j.  Er  sage,  A  möge  die  eine,  B  die 
andere  Rechtecksseite,  a  und  h  deren  momentane  Zuwächse  sein.  Ein 
dem  Rechteck  AH  in   der  Entstehung  vorhergehendes  Rechteck  sei 

[a  —  ~)[B—^  =  AB~~aB  —  \  bA  +  {  ai.     Ein    auf  AB 
folgendes   Rechteck    sei    (^A -{- ~)  [b -i- ^)  =  AB -\- ^  aB-\- ^bA. 


')  Wir  dürfen  liier  aufmerksam  machen,  dass  Berkeley  über  die  Ent- 
stehung der  Diiferentialrechnung  als  Engländer  denkt.  Im  §  18  des  Analyst 
stellt  er  Fluxionstheorie  und  Calculus  differentialis  einander  gegenüber,  which 
method  is  supposed  to  Jiaee  been  borroiced  from  the  fornier  icitli  some  aUeratians. 
*)  Berkeley,   The  Analyst  §  9. 
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4"  T  fl^-  Ziehe  man  das  vorhergehende  Rechteck  von  dem  nach- 
folgenden ab,  so  bleibe  aB  -\-hÄ  als  Fluxion  des  Rechteckes.  Aber 
Newton  gestatte  sich  da  ein  unerlaubtes  Kunststück.  Man  müsse  Ä 
und  B  um  ihre  ganzen  Zuwächse,  nicht  um  halbe  sich  ändern  lassen, 
und  dann  erscheine  {Ä  -\-  a)  (B  -\-  h)  —  AB  =  aB  -\-  bÄ  -f-  ah. 
Nachmals  habe  Newton  die  Fluxion  von  x"  durch  ein  anderes  Kunst- 
stück hergeleitet  ^).  Er  habe  (x  +  o)"  —  x"  =  nx"  ~ '  o  +  "^"'~'^^  x"  -  -  o^ 
-f- •  •  ■  zu  (X -\- o)  —  x  =  o  in  Verhältniss  gesetzt  und  nx"~^  -\- 
--^ —  x"~-o  -(-  •  ■  ■  gefunden,  welches  bei  o  =  0  in  »a"~^  übergehe. 

Das  sei  wieder  unerlaubt.  Wenn  x  beim  Fliessen  den  Zuwachs  o 
erhalte,  so  müsse  dieser  Zuwachs  als  solcher  bestehen  bleiben  und 
dürfe  nicht  nachher  =  0  gesetzt,  d.  h.  als  gar  nicht  vorhanden  be- 
trachtet  werden. 

Allerdings  verwahrt  sich  Berkeley  dagegen,  selbst  missverstanden 
zu  werden.  Er  beabsichtige  keineswegs  die  mathematischen  That- 
Sachen  anzuzweifeln,  welche  die  Anhänger  der  neuen  Methoden  be- 
weisen. Er  untersuche  nur  die  Rechtmässigkeit  ihrer  Darlegungen, 
deren  Klarheit  oder  Dunkelheit,  ob  sie  den  Werth  der  Wissenschaft- 
lichkeit oder  nur  den  eines  Umhertasteus  besitzen,  und  er  wolle  dabei 

zeigen,  wie  Irrthum  Wahrheit,  wenn  auch 
nicht  Wissenschaft  hervorzubringen  vermöge"). 
Sei 2)  z.  B.  (Fig.  110)  ABN  eine  Parabel, 
deren  Gleichung  y'  =  px  und  TBL  deren 
Berührungslinie  im  Punkte  B.  Sei  ferner 
AP  =  x,  PM=dx,  PB=ij,  BN=dy. 
In  der  Infinitesimalrechnung  nimmt  man  an, 
das  Differentialdreieck  BBN  sei  dem  Drei- 
ecke TPB  ähnlich,  weil  die  Curve  als  Un- 
endlichvieleck mit  geradlinigen  Seiten  gedacht 
wird,  deren  eine  BN  mit  der  Berührungs- 
linie zusammenfalle.  Aus  jener  Dreiecks- 
ähnlichkeit folgt  BJSf-.EB  =  PB-.PT,  also 

PT=—, Das    ist    aber    falsch,     denn 

dy  ' 

nicht  das  Dreieck  BBN,  sondern  BEL  ist  dem  TPB  ähnlich,  und 
ist  NL=^s,  so  müsste  es  richtig  heissen  PT  =  -^  '■  ,  und  der 
vorige  Nenner  war  zu   klein.    Die  Differentialrechnung  folgert  ferner 


1)  Berkeley,  The  Analyst  %  13—14.  =)  Ebenda  §  W.  ">)  Ebenda 

§  21—22. 
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aus    y'=J>i'.     dass    <ll/  =  -7, — 

(y  +  (/(/)-  —  }f^=p(j:  +  tlx)  —  px  liefert  ^ifdif  -f  <V 


falsch,    denn 
pdx  und 


dy  = 


p  ili: 


den  Werth 


pdx 


Setzt  man  also   in    PT  ^- 


II  dx 


dii 


für  den  Nenner 


so   wird  derselbe  zu  otoss.     Mau  hat  zwei  Fehler 


begangen,  hat  einen  Nenner  erst  zu  klein,  dann  zu  gross  gewählt, 
und  die  beiden  Fehler  heben  einander  auf,  so  dass  ein  richtiges  Er- 

gebniss  PT  ^  -—  =  2x  herauskommt.    Dass  in  der  That  die  Fehler 

einandei-  aufheben  können,  dass  z  =  ~,  beweist  Berkeley  wie  folgt. 

Gemäss  der  Eigenschaften  der  Parabel  ist  i/'  =  px,  PT  =  '2x,  und 


oben  war  PT  =  J—,--  ■     Demnach  ist  2x  =  f  f 
dy  +  z  dy  +  z 

ypdx        ypdx       pdx       ,  ,  .^     7      ,     -, 

—  ^^~  —  q^  =  -^ ,   also  p  dx  =  2!fd>j  +  2i/s 


z,  (h 


ydx 

2x 


Die  Parabel- 


•2px  ly  )ly 

gleichung  liefert  femer,  wie  oben  gezeigt,  2ijdx -\- dtß  ^  pdx  und 
die  Tergleichung  der  beiden  Werthe  von  pdx  lässt  erkennen,  dass 
dy^ 


2tjz  =  dij-  oder  ^  =  Yy 


Nun  wirft  sich  Berkeley  selbst  Folgendes 

ein^).  Sei  (Fig.  Uli  die  C'unre 
ARS  gegeben,  deren  Gleichung 
y  =  X'.  Sei  31  ES  eine  Secante 
der  Curre,  L  R  deren  Berührungs- 
linie in  R,  JilX  =  s  die  Sub- 
secante,  LX  die  Subtangente  der 
Curve.  Man  setze  XR  =  y, 
AN  =  X,  NO  =  V,  PS  =  r. 
Dreiecksähnlichkeit  lässt  erken- 
nen, dass  —  ^  — ,  also  s  ^  -^■ 
'  V         s  '  3 

Wie  y  =  X-,   ist  auch  y  -{-  2  = 
{x -\- v)-  und  daher  2^2cx-{-v^. 

Mithin  ist  .s  =  . , — .=  r — i — 

2i-x-j-v-      ix-\-v 

Bei  unendlich  kleinem  v  geht  die  Subsecaute  in  die  Subtangente  mit 
dem  ganz  richtigen  Werthe  —  über,  und  hier  scheint  doch  nur  ein- 
mal ein  Unendlichkleines  weseelassen  zu  sein.  Aber  es  scheint 
nur  so!  Eine  Secante  wird  niemals  Tangente,  eine  Subsecante  nie- 
mals Subtangente.  Der  Irrthum  des  Weglassens  von  v  wird  durch 
den  zweiten  Irrthum,  31 N  und  LN  als  gleich  anzusehen,  aufgehoben. 


Fig  m. 


')  Berkeley,  l'he  Analyst  j  -i- 
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Berkeley  zeigt  dann  noch  an  anderen  Beispielen,  wie  die  Annahme 
Terschwindender  Zuwüchse  stets  an  dem  Mangel  leide,  dass  jede  Be- 
rechtigung fehle,  eine  Grösse  o,  aus  deren  Vorhandensein  man  eben 
erst  Schlüsse  gezogen  hatte,  plötzlich  =  0  werden  zw  lassen.  Zum 
Schlüsse  kommt  er  wiederholt  auf  die  Schwierigkeiten  zu  reden,  welche 
das  Verständniss  der  Fluxionen  höherer  Ordnung  bereite. 

Kaum  war  Tlie  Analyst  erschienen,  so  traten  Kämpfer  für  die 
Fluxionsrechnung  auf,  zunächst  zwei  Professoren  der  Universität 
Cambridge,  Conyers  Middleton  und  Robert  Smith,  welche  sich 
aber  nicht  nannten,  sondern  ihrer  gemeinsam  verfertigten  Schrift  den 
Titel  beilegten:  Geometrij  no  friend  to  infidelifif  hy  Phücdethes  Canta- 
Irigiensis,  dann  ein  Dubliner  Professor  Walton,  der  Verfasser  einer 
Yindication  of  Sir  Isaac  Neuion's  Principles  of  Fluxions. 

Wir  kennen  keine  der  beiden  Schriften  aus  eigenem  Augenschein, 
wohl  aber  neue  Entgegnungen  Berkeley's,  und  wenn  diese  nur 
einigermassen  ehrlich  geschrieben  sind,  was  bei  dem  Charakter  ihres 
Verfassers  keinem  Zweifel  unterliegen  kann,  so  muss  man  gestehen, 
dass  die  Vertheidigung  der  Fluxionsrechnung  nicht  leicht  von  unge- 
schickteren Händen  hätte  geführt  werden  können.  Scheint  es  doch, 
dass  insbesondere  der  pseudonyme  Philalethes,  wie  schon  aus  der  ge- 
wählten Ueberschrift  erhellt,  es  namentlich  darauf  abgesehen  hatte, 
den  Vorwurf  des  Unglaubens  von  den  Mathematikern  abzuwenden, 
der  ihnen  gar  nicht  im  Allgemeinen  gemacht  war.  Einzelne  Mathe- 
matiker, das  hatte  Berkeley  im  Analyst  behauptet,  und  das  wieder- 
holte er  in  der  Defciice  of  freetJiinkiuy  in  matJiematics,  missbrauchten 
ihren  Einfluss  auf  Freunde,  um  diese  zu  Zweiflei-n  an  Glaubenssätzen, 
die  nicht  streng  beweisbar  seien,  zu  machen.  Dem  gegenüber  zeige 
er,  dass  die  Sätze  der  modernen  Infinitesimalrechnung  noch  weniger 
als  jene  Glaubenssätze  beweisbar  seien.  Er  denke  nicht  daran,  ein 
Ketzergericht  gegen  Mathematiker  heraufzubeschwören,  er  woUe  nur 
zeigen,  wie  wenig  grade  diese  berufen  seien,  strenge  Beweisführung 
für  das  zu  fordern,  woran  man  glaube.  Und  nun  kehren  die  im 
Analyst  erhobenen  Einwendungen  wieder 'j,  eine  Fluxion  sei  etwas 
Unverständliches,  eine  zweite,  dritte,  vierte  Fluxion  sei  noch  unver- 
ständlicher, es  sei  nicht  möglich,  sich  einen  Begriff  von  einem  ein- 
fach Unendlichkleinen  zu  machen,  noch  weniger  von  dem  Unendlich- 
kleinen eines  Unendlichkleinen.  Berkeley  fordert^)  für  Leser  ohne 
mathematische  Vorbildung,  aber  mit  gesundem  Menschenverstand  das 
Recht,  darüber  zu  urtheilen,  ob  er  sich  eine  Geschwindigkeit  ohne 
Bewegung,  eine  Bewegung  die  keinen  Raum  durchmesse,   ob  er  sich 


')  Berkeley,  Defence  of  f'reethinking  in  mathematics  §17.       -)  Ebenda  §20. 
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Grössen  denkeu  köinio.  die  weder  endlich  noch  unendlich  seien,  oder 
ein  Ding  ohne  Grösse,  welches  noch  theilbar  sei,  eine  Figur  ohne 
Raumausdehnung,  ein  Verhältniss  von  Nichts  zu  Nichts,  ein  wirk- 
liches Produkt  aus  Nichts  vervielfacht  mit  Etwas.  Die  letzterwähnten 
Worte  zielen  auf  Newton's  im  Analyst  bekämpfte  Herleitung  der 
Fluxion  eines  Rechtecks.  Sind,  sagt  Berkeley  etwas  später  M,  a  und  h 
wirkliche  Grössen,  dann  ist  ah  ein  Etwas  und  bringt  einen  wirldichen 
Unterschied  hervor,  sind  beide  Nichts,  dann  werden  auch  die  Recht- 
ecke zu  Nichts,  in  welchen  sie  als  Seiten  auftreten,  und  das  ganze 
momcnfum  oder  incremcnlum  ist  gar  Nichts.  Berkeley  versäumt  nicht, 
von  dem  Meinungswechsel  in  Newton"s  Schriften  Gebrauch  zu  machen, 
den  er  allerdings  nicht  als  solchen,  sondern  als  Widerspruch  gegen 
sich  selbst  vorführt: 

Sagen  Sie  mir  doch,  scharfsichtiger  Herr!  ob  Newton's  momentmn 
eine  endliche  Grösse  ist,  oder  ein  Unendlichkleines,  oder  nur  eine 
Grenze?  Sagen  Sie  eine  endliche  Grösse,  so  heben  Sie  gefalligst  den 
Widerspruch  gegen  das  Scholium  des  2.  Lemma  des  1.  Abschnittes 
des  I.  Buches  der  Principien  auf:  Cave  iiüelUyas  quantitaks  magnitu- 
dine  determinatus,  sed  cogita  semper  diminuendas  sine  liniite.  Sagen  Sie 
ein  Unendlichkleines,  so  heben  Sie  den  Widerspx'uch  gegen  die  Ein- 
leitung der  Quadratura  auf:  Vulai  ostcndcre  qiiod  iji  methodo  fhixioniim 
non  opus  sit  figuras  infinite  parvas  in  geometriam  introducere.  Sagen 
Sie  eine  blosse  Grenze,  so  versöhnen  Sie  das  mit  dem  Ausspruche 
des  1.  Falles  des  2.  Lemma  des  H.  Buches  der  Principien:  übi  de 
latenhus  A  et  B  durant  momentorum  dimidia,  wo  eine  Theilung  der 
Momente  vorgenommen  ist-). 

Wir  sehen,  wie  Berkeley  im  Analyst  das  Erscheinen  richtiger 
Sätze  trotz  Anwendung  der  Lifinitesimah-echnung  aus  dem  Vorkommen 
zweier  entgegengesetzter  Fehler  erklärte.  Seine  Gegner  nannten  diese 
Erkläning  alt  und  längst  von  Newton  im  1.  Abschnitte  des  L  Buches 
der  Principien  vorweggenommen.  Das  konnte  Berkeley  leicht  be- 
streiten. Erstens,  sagt  er^),  habe  er  mit  diesem  Bruchstücke  seiner 
Ki-itik  sich  gar  nicht  gegen  Newton,  sondern  gegen  den  Marquis 
de  l'Höpital  gewandt,  und  zweitens  sei  es  unwahr  und  ein  Zeichen 
der  uneiTeichbaren  Wahrheitsmissachtung  des  Philalethes,  dass  Aehn- 
liches  bei  Newton  sich  vorfinde,  Philalethes  wird  öffentlich  heraus- 
gefordert, die  von  ihm  behauptete  Thatsache  zu  beweisen:  er  werde 
dazu  nicht  im  Stande  sein. 

Dem  zweiten  Gegner,  Walton,  widmete  Berkeley   zunächst  nur 


')  Berkeley,  Defcnce  of  freeihinking  in  matJiematics  §  32.  *)  Ebenda 
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eiueu  kui'zen  Anhang  zur  Defence  of  freethiuling  in  mathematics. 
Darauf  scheint  Waltou  unter  dem  Titel  Füll  aiiswer  erwidert  zu 
haben,  und  ihm  neuerdings  Berkeley  mit  einem  Briefe:  üeason  for 
not  replyimj  to  Mr.  Walton's  füll  ansicer.  Das  Hauptgewicht  ist  auf 
die  Frage  gelegt,  ob  Geschwindigkeit  ohne  Bewegung,  Bewegung  ohne 
Ausdehnung,  Ausdehnung  ohne  Grösse  gedacht  werden  könne.  Walton 
sage  Ja.  Die  Geschwindigkeit,  welche  einem  Körper  durch  eine 
stetig  wirkende  Kraft  beigelegt  werde,  sei  nicht  die  gleiche  in  irgend 
zwei  Pimkten  des  durchlaufenen  Weges,  ändere  sich  vielmehr  bei 
dem  geringsten  Platzwechsel.  Berkeley  spottet  über  diese  Beweis- 
fühning,  die  nicht  ernst  gemeint  sein  könne ^i.  Wie?  Wenn  in  zwei 
Punkten  nicht  die  gleiche  Geschwindigkeit  stattfinden  kann,  so  soll 
daraus  folgen,  dass  in  einem  Punkte  eine  Geschwindigkeit  stattfindet? 
Ist  das  nicht  ein  Schluss  von  der  gleichen  Art,  wie  wenn  man  sagte: 
ein  und  derselbe  Mann  kann  sich  nicht  in  zwei  Nussschalen  befinden, 
also  kann  er  sich  in  einer  Xussschale  befinden?  Auf  Berkeleys  Be- 
mängelung der  Fluxion  des  Rechtecks  AB  hatte  Walton  geantwortet, 
m  Äh  -{-  Sa  bedeuteten  h  und  a  keine  ausgedehnten  Grössen,  sondern 
nur  Geschwindigkeiten.  Was  ist,  fragt  Berkeley  neuerdings" i,  ein 
Product  aus  einer  Linie  in  eine  Geschwindigkeit?  Der  Zuwachs  eines 
Rechtecks  kann  nur  wieder  ein  Rechteck  sein,  ein  Product  zweier 
Linien,  also  müssen  h  und  a  Linien  sein  oder  Zuwächse  von  Linien, 
was  dasselbe  ist.  Gegen  die  Bemängelung  der  Fluxionen  höherer 
Ordnung  hatte  Walton  sich  auf  das  Beispiel  eines  Würfels  berufen, 
der  sich  vergrössert  zeige,  möge  man  nur  eine  oder  zwei  oder  alle 
drei  in  einem  Eckpunkte  zusammentreffende  Kanten  als  einer  Ver- 
grösserung  unterworfen  denken.  Wo,  entgegnet  Berkeley^),  ist  bei 
Newton  die  Rede  davon,  dass  bei  höheren  Fluxionen  ihm  Würfel 
vorschweben?  Jede  Grösse,  auch  eine  Länge,  muss  zweite,  dritte, 
vierte  Fluxionen  der  Auffassung  zugänglich  machen,  und  wie  kann 
dieses  geschehen? 

Es  lässt  sich  nicht  leugnen,  dass  Berkeley's  Angriffe,  wenn  auch 
nicht  durchweg  neu  (S.  245),  nicht  durchweg  vernichtend,  immerhin 
den  Grundlagen  der  noch  immer  verhältnissmässig  neuen  Methoden 
gefährlich  waren,  und  das  von  Berkeley  erfundene  Hilfsmittel  der  sich 
gegenseitig  aufhebenden  Fehler  wurde  nachmals  1797  von  Lazare 
Garnot  zum  Ausgangspunkte  für  eine  Rechtfertigung  der  Infinitesi- 
malrechnung genommen. 

In  England  fühlte  sich  Maclauriu  als  der  berufene  Verth eidiger. 


•)  Berkeley,  Reason  for  not  replying  to  Mr.   Wnhon's  füll  answtr  §  4. 
ä)  Ebenda  §  9.        '')  Ebenda  §  15. 
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Sein  1742  erschienenes  Lehrbuch  (S.  655)  A  treatise  of  fluxions  wurde, 
wie  es  ausdrücklich  in  dessen  Einleitung  ausgesprochen  ist,  durch  den 
Analyst  von  1734  hervorgerufen,  durch  die  dort  sich  kundgebenden 
Angrifie  auf  die  Fluxionsrechnuiig,  deren  falsche  Schlüsse  und  Ge- 
heimnisse. Der  grösste  Theil  des  I.  Buches  von  Maclaurin's  Lehrbuch 
war  schon  1737  gedruckt,  wenn  auch  das  Werk  erst  1742  in  den 
Handel  kam.  Wir  sprechen  nicht  neuei-diugs  von  den  Kapiteln, 
welche  wir  in  unserem  110.  Kapitel  benutzt  haben,  wohl  aber  müssen 
wir,  wie  wir  dort  zusagten,  über  Anderes  berichten.  Maclaurin  greift 
auf  die  Exhaustionsmethode  der  Alten  zurück,  deren  Wesen  er  in 
folgendem  Satze  kennzeichnet*!:  Wenn  zwei  veränderliche  Gi'össen 
AP  und  AQ,  welche  fortwährend  in  unveränderlichem  Verhältnisse  zu 
einander  stehen,  sich  gleichzeitig  zwei  bestimmten  Grössen  AB  und 
AD  in  der  Weise  nähern,  dass  sie  sich  von  ihnen  um  weniger  als 
irgend  ein  Angebbares  unterscheiden,  so  muss  das  Verhältniss  dieser 
Grenzen  AB  und  AD  das  gleiche  sein,  wie  das  unveränderliche  Ver- 
hältniss der  AP  und  AQ.  Erst  nachdem  er  sich  länger  mit  diesen 
Begriffen  beschäftigt  hat,  kommt  Maclaurin  zur  Erzeugung  von 
Grössen  mittels  Bewegung.  Zwei  Principien,  sagt  er^),  sind  grund- 
legend. Das  erste  besteht  darin,  dass,  wenn  erzeugte  Grössen  ein- 
ander fortwährend  gleich  sind,  auch  die  erzeugenden  Bewegungen 
foi-twährend  gleich  sein  müssen.  Das  zweite  Princip  ist  die  Um- 
kehrung des  ersten:  sind  erzeugende  Bewegungen  einander  fortwährend 
gleich,  so  müssen  auch  die  in  gleicher  Zeit  erzeugten  Grössen  ein- 
ander fortwährend  gleich  sein.  Das  erste  Princip  bildet  die  Grxind- 
lage  der  directen,  das  zweite  die  der  inversen  Fluxionsmethode. 
Der  Berkeley'sche  Vorwurf  einer  Bewegung  oder  Geschwindigkeit 
ohne  Raum  oder  Zeit  wird  alsdann  entkräftet.  Setzen  wir  voraus'), 
dass  ein  Körper  in  irgend  einem  Augenblicke  der  Zeit,  während 
welcher  er  sich  bewegt,  eine  Geschwindigkeit  besitze,  so  ist  damit 
keineswegs  vorausgesetzt,  Bewegung  könne  in  einem  Endpunkte,  einer 
Grenze,  einem  Augenblicke  der  Zeit  oder  in  einem  untheilbaren  Punkte 
des  Raumes  stattfinden.  Wir  werden  vielmehr  diese  Geschwindigkeit 
stets  durch  den  Raum  messen,  welcher  durchlaufen  werden  würde, 
wenn  die  Geschwindigkeit  gleichförmig  während  einer  gegebenen  end- 
lichen Zeit  anhielte,  und  so  wird  sicherlich  nicht  gesagt  werden,  wir 
erhöben  den  Anspruch,  eine  Bewegung  oder  Geschwindigkeit  ohne 
Beachtung  von  Raum  oder  Zeit  denken  zu  müssen.  Fluxionen  ver- 
schiedener Ordnung  erläutert  Maclaurin  mit  Hilfe  der  Bewegungslehre^), 


•)  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  ya,g.  6.       ')  Ebenda  pag.  55.       ^)  Ebenda 
pag.  56,  §  8.         *)  Ebenda  pag.  99—103,  §  66—70. 
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und  hier  tritt  der  Begrifi"  der  Beschleunigung  zu  dem  der  Ge- 
schwindigkeit. Maclaurin  vernachlässigt  überhaupt  keine  Betrach- 
tungsweise, welche  sich  dazu  eignet,  die  Fluxionslehre  dem  Verständ- 
nisse näher  zu  bringen,  und  deshalb  erinnert  er  auch  an  Neper  und 
seine  Logarithmenerklärung  (Bd.  II,  S.  671).  Deren  Natur  und 
Entstehung,  sagt  er^),  ist  von  dem  Erfinder  nach  einer  Methode  her- 
gestellt, welche  derjenigen  ähnelt,  die  in  der  Fluxionstheorie  zur  Er- 
klärung der  Entstehung  von  Grössen  jeglicher  Art  dient,  und  er  be- 
schrieb diese  Methode  nahezu  mit  den  gleichen  Ausdrücken.  Zu  der 
Lehre  von  dem  Unendlichkleinen  leitet  die  Bemerkung  hinüber-), 
es  wäre  unverantwortlich,  den  Geometern  nicht  gestatten  zu  wollen, 
sich  eine  gegebene,  beispielsweise  einen  Zoll  lange,  und  in  der  Ent- 
fernung von  zehn  Fuss  sichtbare  Strecke  in  mehr  Theilchen  getheilt 
zu  denken,  als  in  dieser  Entfernung  unterschieden  werden  können, 
da  bei  Näherbringung  der  Strecke  eine  grössere  Anzahl  von  Theilchen 
thatsächlich  unterschieden  werden.  Dann  heisst  es  an  einer  anderen 
Stelle^),  die  infinitesimalbetrachtungen  seien  nur  andere  Ausdrucks- 
weisen für  die  Auffassung  sich  bewegender  Grössen.  Das  Gleiche 
gelte  für  die  ersten  und  letzten  Verhältnisse.  Allerdings  sei  Vorsicht 
unerlässlich;  bei  Infinitesimalbetrachtungen  müsse  man  namentlich 
darauf  achten,  dass  mau  nicht  über  die  Ordnung  des  Lnendlichkleinen 
strauchle:  bei  Uebung  der  nöthigen  Vorsicht  aber  seien  die  vorge- 
worfenen  Irrthümer  in  der  Infinitesimalrechnung  wie  in  der  Fluxions- 
methode  gegenstandlos. 

Neben  diesen  der  Begründung  der  Infinitesimalmethoden  gewid- 
meten Stellen  enthält  Maclaurin's  Treatise  of  fluxions  noch  sehr  viel 
Leseuswei-thes.  Wir  heben  hier  nur  zweierlei  hervor,  werden  auf  ein 
Drittes  im  118.  Kapitel  zu  reden  kommen. 

Die  Lehre  von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  war 
früher  nur  so  weit  geführt,  dass  man  das  Verschwinden  der  ersten 
Ableitung  und  das  Vorzeichen  der  zweiten  Ableitung  derjenigen 
Function,  die  auf  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  untersucht  werden 
sollte,  beachtete.  Sie  erhielt  jetzt  die  Weiterbildung*),  dass  unter  Um- 
ständen noch  die  folgenden  Ableitungen  hergestellt  wurden,  und  dass 
Maclaurin  zeigte,  dass,  wenn  ein  Werth  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  sämmtliche  Ableitungen  der  Function  y  von  der  1'^°  an- 
fangend bis  zuletzt  zur  «"^"  verschwinden  lasse,  ein  Maximum  oder 
Minimum  nur  dann  stattfinde,  wenn  n  ungrad  ist,  bei  gradem  n  da- 


')  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  pag.  158,  §  151.         *)  Ebenda  pag.  243, 
§  291.  ^)  Ebenda  pag.  413—423,  §  495—505.  *)  Ebenda  pag.  226,   §  261 

und  pag.  659,  §  859. 
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gegen  nicht  stattfinde,  und  dass  im  ersteren  Falle  das  negative,  be- 
ziehungsweise positive  Vorzeichen  der  n  +  1'""  Ableitung  das  Kenn- 
zeichen eines  Maximum,  beziehungsweise  eines  Minimum  bilde. 

Das  Zweite,  was  wir  hier  zu  erwähnen  nicht  unterlassen  wollen, 
ist  der  später  sogenannte  Maclauriu'sche  Satz  von  der  An- 
ziehung coufocaler  EUipsoide^).  Schon  der  Begriff  der  diesem 
Satze  zu  Gi'unde  liegenden  Körper,  ja  der  der  entsprechenden  ebenen 
Figuren  war  neu,  und  uns  wenigstens  ist  keine  frühere  Erwähnung 
concentrischer  und  zugleich  confocaler  Ellipsen  erinnerlich,  als  wenn 
Maclaurin  sagt-):  Seien  ABP,  Pdp  zwei  Halbellipsen,  welche  den 
gleichen  Mittelpunkt  C  und  den  gleichen  Brennpunkt  F  besitzen. 
Maclaurin  hat  nun  nach  einander  folgende  Sätze  bewiesen:  1.  Die 
Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotationsellipsoide  —  Maclaurin  nennt 
sie  durchweg  Sphäroide  —  denselben  auf  ihrer  verlängerten  Rotations- 
axe  liegenden  Punkt  anziehen,  vei'halten  sich  wie  ihre  Massen. 
-.  Die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotationsellipsoide  denselben  in 
der  verlängerten  Ebene  ihres  Aequators  liegenden  Punkt  anziehen, 
verhalten  sich  wie  ihre  Massen.  3.  Die  Kräfte,  mit  denen  dreiaxige 
confocale  Ellipsoide  denselben  auf  ihrer  verlängerten  Axe  liegenden 
Punkt  anziehen,  verhalten  sich  wie  ihre  Massen.  Die  Beweise  der 
beiden  ersten  Sätze  sind  synthetisch -geometrischer  Natur  und  genau 
durchgeführt.  Der  Beweis  des  dritten  wesentlich  allgemeineren  Satzes 
überlässt  dem  Leser  die  Ausfüllung  einiger  weniger  Lücken,  schliesst 
sich  aber  so  eng  an  die  vorhergehenden  Beweise  an,  dass  es  keinem 
Leser,  der  bis  dahin  verständnissvoll  folgte,  schwer  fallen  konnte,  jene 
kleinen  Ergänzungen  vorzunehmen. 

Was  wir  übrigens  von  der  Natur  der  Beweise  zu  den  Sätzen 
über  Anziehung  sagten,  das  gilt  von  dem  ganzen  Werke.  Maclaurin 
hat  sich  fast  überall  bemüht,  synthetisch  geometrische  Beweise  zu 
liefern.  Nicht  allein,  dass  er  dadurch  in  einen  gewissen  Einklang 
mit  Newton's  Principien  kam,  er  konnte  auch  der  niemals  angezwei- 
felten Exhaustionsmethode  der  Alten  sich  nähern  und  dadui-ch  um  so 
sicherer  den  Zweck  erfüllen,  den  er  (S.  721)  sich  als  eigentliche  Auf- 
gabe gestellt  hatte,  die  Infinitesimalmethode  gegen  Angriffe  zu  ver- 
theidigen. 

Möglicherweise  wäre  an  dieser  Stelle  ein  Eingehen  auf  Georg 
Wolfgang  Krafft's  1752  in  Petersburg  gedruckte  Schrift  De  inß- 
nlto  mathematico  ejusquc  natura  geboten,  doch  kennen  wir  dieselbe 
nur  dem  Titel  nach. 


■)  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  pag.  540,  §  649;  pag.  541,  §  651 ;  pag.  543, 
§  653.  Vergl.  F.  Grube  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.  XIV,  261—266.  ')  Ebenda 
pag.  539,  §  648. 
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113.  Kapitel. 

Enler's  DifFerentialrechnniig. 

Wir  sind  bei  Enler's  Differentialrechnung^)  von  1755  an- 
gelangt. Es  ist  schwer,  so  beginnt  Euler  seine  Vorrede,  die  Diffe- 
rentialrechunng  und  die  Analysis  des  Unendlichen,  wovon  jene  ein 
Theil  ist,  denen  zu  erklären,  die  darin  noch  gar  keine  Kenntniss  be- 
sitzen. Die  Verhältnisse  der  Zuwächse  einer  Veränderlichen  und  ihrer 
Function,  heisst  es  dann  ungefähr,  sollen  unter  der  Voraussetzung 
beiderseitigen  Nullseius  untersucht  wei'den,  und  die  Differentialrech- 
nung ist  nichts  anderes  als  die  Methode,  das  Verhältniss  der  ver- 
schwindenden Zuwächse  oder  Incremente  zu  bestimmen,  welche  die 
Functionen  veränderlicher  Grössen  erhalten,  wenn  die  veränderliche 
Grösse,  deren  Functionen  sie  sind,  um  ein  verschwindendes  Increment 
vermehrt  werden^).  Die  Integralrechnung  ist  dann  die  Methode,  aus 
dem  Verhältnisse  der  verschwindenden  Incremente  die  Functionen  zu 
linden,  von  welchen  sie  dergleichen  Incremente  sind"*).  Um  jene  Ver- 
hältnisse bezeichnen  zu  können,  hat  man  für  die  verschwindenden 
Incremente  Symbole  eingeführt  imd  hat  sie  Diiferentiale  genannt,  nur 
muss  man  dabei  beständig  vor  Augen  haben,  dass  man  daraus,  weil 
sie  im  strengen  Verstände  Null  sind,  nichts  weiter  ableite,  als 
das  Verhältniss  derselben  zu  einander,  welches  man  allerdings  im  Stande 
ist,  durch  endliche  Grössen  anzugeben*).  Dass  die  Differentiale  nicht 
etwa  unendlich  klein,  sondern  streng  Null  sind,  folgt  aus  der  Richtig- 
keit der  Ergebnisse,  welche  aus  dem  Weglassen  von  Differentialen  in 
der  Differentialrechnung  gewonnen  werden;  es  müsste  sonst  irgend  ein 
Fehler  entstehen,  es  sei  denn,  dass  man  den  begangenen  Fehler  durch 
einen  entgegengesetzten  verbessert  hätte,  und  das  ist  nicht  der  FalP). 

So  hat  Euler  sein  Glaubensbekenntniss  gleich  in  der  Vorrede 
niedergelegt.  Er  entfernt  sich  von  Leibniz,  indem  er  von  dem  Un- 
endlichkleinen nichts  wissen  will,  er  nimmt  auch  nicht  mit  Berkeley 
einander  aufhebende  Irrthümer  an,  er  verschmäht  Newton 's  Grenz- 
werthe,  er  sieht  in  den  Differentialen  wirkliche  Nullen,  in  den  Difle- 
rentialquotienten  Brüche  mit  Nullen  im  Zähler  und  Nenner,  welche 
aber  gleichwohl  einen  endlichen  Werth  besitzen. 

Die  Vorrede  ist,  wie  es  meistens  geschieht,  für  solche  Leser  ge- 


')  Wir  bedienen  uns  der  sehr  verbreiteteten  deutschen  Uebersetzung  von 
Michelsen  (1790),  auf  welche  sich  die  Seitenzahlen  unserer  Anführungen  be- 
ziehen. Die  gleichfalls  angegebene  Paragraphennummer  vermittelt  die  Ver- 
gleichung  des  lateinischen  Originals.  ^  Eni  er,  Differentialrechnung  I,  S.  LIV. 
')  Ebenda  I,  S.  LVl— LVll.         ')  Ebenda  1,  S.  LXm.         ')  Ebenda  1,  S.  LXXV. 
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schrieben,  welche  den  im  Werke  behandelten  Gegenstand  schon  mehr 
oder  weniger  beherrschen.  Die  Ausführung  der  dort  angedeuteten 
Gedanken  giebt  die  Differentialrechnung  selbst. 

Das  1.  Kapitel,  Von  den  Differenzen,  entwickelt  folgende  Be- 
griffe. Ist  y  eine  Function  von  .r  und  ersetzt  man  in  ihr  .r  durch 
X  -\-  cj,  durch  x  -\-  2a,  durch  x  -\-  oa,  ■  •  ■  durch  x  -\-  na,  so  ent- 
stehen aus  1/  die  Werthe  y^,  ;/",  ?/™  ■  •  •  ?/'"',  deren  Differenzen  man 
bildet.  Man  erhält  \)  t/ — y  =  Ay,  y"  —  //^  =  A?/^,  y^^ — y"^Ay^^u.  s.w. 
mit  erstmaliger  Einführung  des  Differenzenzeichens.  Wir  müssen 
nämlich  einen  ( S.  o5S  und  S.  439 1  begangenen  Irrthum  verbessern, 
auf  welchen  wir  aufmerksam  gemacht  worden  sind").  So  richtig  es 
ist,  dass  Johann  Bernoulli  sich  1700  des  Zeichens  A  bediente  und 
dabei  sagte:  en  prcnant  A  pour  Je  siyne  ou  la  charack'ristique  des  diffe- 
rences  des  fonctions,  so  hat  er  doch  damit  keine  endlichen  Differenzen, 
sondern  Differentialquotienten  gemeint,  und  Euler  tritt  wieder  als 
derjenige  in  den  Vordergrund,  welcher  die  gebräuchlich  gebliebene 
Bezeichnung  in  Uebung  gebracht  hat.  Auch  die  höheren  Differenzen 
hat  Euler  eingeführt  und  symbolisch  dargestellt'):  AA(/  =  Ay^  —  Ai/, 
AA«/^  =  A»/"  —  A«/^,  A'y  =  AAy^  —  AA//  u.  s.  w.  Die  nächst- 
liegenden Aufgaben  bestehen  darin:  zu  gegebenen  Functionen  ihre 
Differenzen,  zu  gegebenen  Differenzen  ihre  Functionen  zu  ermitteln. 
Die  erste  dieser  Aufgaben  wird  stufenweise  gelöst.  Differenzen  jeder 
Ordiiung  einer  Summe  von  Functionen  bestehen  aus  der  Sumnle  der 
Differenzen  der  einzelnen  Functionen.  Differenzen  einer  Constanten 
sind  Xull.  Differenzen  des  Productes  einer  Function  in  einen  con- 
stanten  Coefficienten  bestehen  aus  dem  Producte  jenes  Coefficienten 
in  die  entsprechende  Differenz  der  Function.  Die  erste  Differenz  des 
Productes  pq  zweier  Functionen*)  ist  p  •  ^Ü  +  i  •  Ajj  -(-  A^  ■  Ag- 
Dann  kommen  die  Differenzen  aller  Ordnungen  der  Potenz  x"  an  die 
Reihe  und  bei  ihi-er  Bildung  erweist  sich  eine  kleine  Tabelle  als 
nützlich,  welche  in  ihren  Anfängen  folgendermassen  aussieht^): 


y 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Ay 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

A'y 

0 

0 

2 

6 

14 

30 

62 

126 

254 

A^y 

0 

0 

0 

6 

3G 

150 

540 

1806 

5796 

A*y 

0 

0 

0 

0 

24 

240 

1560 

8400 

40824 

A'y 

0 

0 

0 

0 

0 

120 

1800 

16800 

126000 

A'y 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

720 

15120 

191520 

AUj 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

5040 

141120 

')  Euler,  Differentialrechnung  I,  5,  §  4.  ^)  Eneström   iu  der  Bihlio- 

theca  mathematka  189G,  pag.  21.         ^)  Euler,  Differentialrechnung  I,  6 — 7,  §  G. 
•)  Ebenda  I,  10—11,  §  12.         ')  Ebenda  I,  16,  §  14. 
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und  deren  Entstehung  der  Art  ist,  dass  jede  ihrer  Zahlen  gefunden 
wird,  indem  man  die  vorhergehende  Zahl  ebenderselben  Zeile  zu  der 
darüber  stehenden  Zahl  addirt  und  die  Summe  mit  dem  Ordnungs- 
zeiger des  vorn  stehenden  Differenzenzeichens  multiplicirt,  z.  B. 
5  (1800  +  1560)  =  16800.  Führt  man  femer,  woran  Euler  noch 
nicht    dachte,    Abkürzungszeichen    für    die    Binomialcoefficienten    ein, 

schreibt  z.  B.  " ''"       i   q  ''"  z-  "^  (z- j ;  ^o  entstehen  die  Gleichungen 

Ay  =     Q  (ox"-^  +  0  m'x"-^-  +  (3)  a'  x"-'  +  •  ■  • 
A-y  =  2  (2)  co-x"-'-  +  6  Q  m' x"-^  +  14  Q  a^x'-^  +  ■  •  • 

A-iii  ==  6  (3)  cjäj;"-3  +  36  Q  m^x"-^  +  150  (j)  a^x"-''  -{ 

A*y  =  24  Qta*  x"-^  +  240  (")  oäx"- ^  +  1560  Q  o«  .c"-"  -\ 


wo  jede  Reihe  fortgesetzt  wird,  bis  sie  von  selbst  abbricht,  was  bei 
ganzzahHg  positivem  n  stets  der  Fall  sein  muss.  Auch  die  allgemeine 
Formel  für  A"' [x" }  ist  Euler  nicht  entgangen^),  und  er  geht  so  weit, 
von  allen  diesen  Formeln  auch  noch  Gebrauch  zu  macheu,  wenn  n 
keine  ganze  positive  Zahl  ist.  Dann  brechen  freilich  die  für  die  ein- 
zelnen Differenzen  sich  ergebenden  Reihen  nicht  ab,  sondern  laufen 
ins   Unendliche    fort.      Die    gleichen    unendlichen    Reihen    z.    B.    für 

A{or~^)   ergeben  sich   auch   folgendermassen.     Ist  y  =  x~-  =  -^i,  so 

ist  w^  =  -. — I — r-,    und    A  %i  =  , — , — r. -,  •     Verwandelt    man    dann 

"  (x  -\-  <a)-  '  {x  -\-  CO)-         x' 

-t  ...  1  . 

durch  Division  in   eine  nach  Potenzen   von  —  fortschreitende 


unendliche  Reihe,  deren  Anfangsglied  -^  durch ^  vernichtet  wird, 

'  o  ^  X-  X-  ' 

'2(0 
SO    entsteht,    wie    aus    der    allgemeinen    Formel,     A  (x~-)  =  —  — 3- 

-\ j ^  -f"  ■  ■  ■•  Eine  dem  letztgelehrten  Verfahren  nachge- 
bildete Entwicklung  führt  zu  den  Differenzen  ti-anscendenter  Functionen. 
Der  Zusammenhang  der  auf  einander  folgenden  y,  y^,  ■  ■  ■  2/*"'  mit  Ay, 

A-y  ■  ■  •  wird  erörtert^)  und  y^"^  =  2/  +  (")  Ay  +  (."]  A^y  +  (3)  A^z/-| 

ermittelt.  So  oft  n  ganzzahlig  positiv  ist,  bricht  der  Reihenausdruck 
für  y'-"'>,    d.  h.    für  den  Werth,    welchen   y  annimmt,  wenn  x   durch 


')  Euler,  Differentialrechnung  I,  17,  §  15.         ';  Ebenda  I,  25,  §  23. 
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X  -\-  Hü3  ei-setzt  wird,  von  selbst  ab,  ulleiu  auch  hier  wird  die  Formel 
mit  grösster  Unbefaugenlieit  als  unendliche  Reihe  benutzt,  um  y^~"'' 
zu  ermittelu,  d.  h.  den  Werth,  welchen  y  in  Folge  des  Ueberganges 
von  X  in  .1:  —  na  annimmt.  Als  zweite  Hauptaufgabe  bezeichneten 
wir  es,  die  Function  aus  ihrer  Differenz  zu  finden,  eine  Operation, 
welcher  das  Summenzeichen  ^  dient \).  Wenn  z  =  Ay,  so  ist 
y  =  ^z,  genauer  y  =  ^z  -(-  C,  da  die  hinzutretende  additive  Con- 
stante  bei  der  Differeuzenbildung  wegfällt.  Das  ^  einer  Summe 
besteht  aus  der  Summe  der  y.  Ein  constanter  Coefficient  hinter 
dem^  kann  vor  dasselbe  gesetzt  werden.  Beide  Regeln  vereinigt 
führen  zur  Kenntniss  von  ^{x").  Da  nämlich  A  (x^)  =  ra,  A  {x^) 
=  '2ax  +  ra-,  A  (x^)  =  dax-  -\-  'da-x  -f-  o''  u.  s.  w.,  so  ist^(w)  =  .r, 
_^  {2ax -\- <x)-)^  x-  =  ^(2  ax) -}- ^(a^)  =  2a  ^  X  -\-  03X     und 

yix  =  ~  —  ^-     Ferner ^{Sax-  +  3  co- x  +  a')  =  x^  =  ^^(Sax-) 

+  ^(3  <a-x)-{-^(a'')  =  3(o_^(x-)  +  -icj' ^x  +  (o-x  =  3(o_^(x-) 

-^0,- ^  X  +  a-x  =  3(a  ^  {x-}  -\-  -^  x'  —  ^  x    und  ^  (x-) 

== -\ — r-  u.  s.  w.    Die  allgemeine  Formel")  zeigt  ^(x")    als 

o  CO  2  o  '  o     ^^  \ 

eine  Summe  von  Gliedern  beginnend  mit  x"+^,  x",  x"~^,  danu  aber 
umschichtig  auftretenden  Potenzeu  von  x,  als  a;"""^,  a;"~°  •  •  •.  Auch 
bei  negativem  n  wendet  Euler  mit  grösster  Gemüthsruhe  die  Formel 
an,  ausser  in  dem  einzigen  Falle  n  ^  —  1.    Das  Glied  der  Entwick- 

lung,  welches  .i"+^  enthält,  heisst  nämlich  immer  7^,—rz-   und  würde 
'^'  '  {n-f-  i)ca 

x" 
bei  n  =  —  1  in  -- —    übergehen.     Wesentlich    bequemer   findet   sich 

das  ^  gewisser  Producte  ^ ).    Aus  A  [( ./•  -\-  a)-{x-\-2a)]  =  2a(x  -\-2(o) 

folgt  ^Ij:-)-  2<d)  ^-—{x-^  a){x-{-  2ta),  beziehungsweise  ^(x'-j-^io) 

=  ^~  (a;  -|-  I«  ^  li  o)  (x  -\-  na).        Aus    A  [(.r  -|-  (u  —   1)  0)  • 

(x  -\-  na)  ■  (x  -\-    it  -\-  1- w|  ^  'da(x  +  )no)  (x  -\-  \)i  -\-  1)  a)    folgt 

^  [1./;  +  na)  (x  +  "'  +  1   wj]  =  —  (x  -f-  y>t  —  l)oj)  •  (x  -\-  na)  ■ 

(x  -\-  yn  -\-  1 '  a)   u.  s.  w.      Auch    bei    deu    Differenzen    gebrochener 

Functionen     erweist     dieser    Weg     sich     gangbar.       A  (— x )  = 

— ,    ,      I — TV-    —   — i =  ■; i ^-, — i i — : — N     und     deshalb 

*■  +  ("  +!■)<''  X  -\-  na  (a;  +  '*")  {x  -\-  (n  -\-  1)  co) 


')   Euler,    Differentialrechnung  I,    27,    §  20.  =)  Ebenda  I,    31,   §  29. 

«)  Ebenda  I,  33— .3."),  §  32—34. 


728  113.  Kapitel. 

y( L_ )  = 

.^  \{x  +  na)  (.T  +  (»  +  \)m)l 


•.{X  +  »10))  (.T  +  (»  +  l)«<j)/                           fi)    .T  -|-  «OJ 
( ^ )  =  -^ 

\(a;  +  «oj)(a;  +  (w+ l)fi))(a;4-(n4-2)a))/  2<a 


Aehnlicherweise    ist 


.^  V(a;  +  na)  (a;  +  (w  +  1)«))  (a;  -f-  (n  +  2)a))/  2ra  (a;  -|-  na)  {x  +  (w  +  Dai) 

u.  s.  w.  Ist  die  Function,  deren  _^  gesucht  wird,  eine  echtgebrochene, 
aber  mit  nicht  constantem  Zähler,  so  ist  der  Bruch  in  seine  Partial- 
brüche zu  zerlegen  und  für  jeden  derselben  die  Bildung  des_^  vor- 
zunehmen. Wir  haben  einen  sehr  ausführlichen  Auszug  aus  dem 
1.  Kapitel  veranstaltet,  weil  in  ihm  erstmalig  ein  Lehrbuch  der  Diffe- 
rentialrechnung eine  leichtverständliche,  wenn  auch  nicht  immer  gründ- 
liche Lehre  von  den  endlichen  Differenzen  und  Summen  zum  Aus- 
gangspunkte nahm.  Wir  glauben  wenigstens  trotz  des  Vorausgehens 
von  Taylor's  Mdhoäus  incrcmentomm  diesen  Ausspruch  rechtfertigen 
zu  können,  da  jenes  Werk  kaum  als  leichtverständlich  und  noch  we- 
niger als  Lehrbuch  der  Differentialrechnung  wird  bezeichnet  werden 
wollen. 

Das  2.  Kapitel,  Von  dem  Nutzen  der  Differenzen  in  der 
Lehre  von  den  Reihen.  Es  giebt  Reihen,  bei  denen  in  Folge  von 
so  oft  als  nöthig  wiederholter  Differenzenbildung  zwischen  den  ein- 
zelnen Gliedern  irgend  einmal  lauter  Nulldifferenzen  auftreten,  und 
andere  Reihen,  bei  denen  dieses  nie  der  Fall  ist.  Zu  den  letzteren 
gehört  die  geometrische  Reihe,  deren  Differenzen  stets  auf's  Neue  geo- 
metrische Reihen  bilden,  zu  den  ersteren  gehören  die  arithmetischen 
Reihen  verschiedener  Ordnuug,  und  von  ihnen  will  Euler  handeln. 
Bei  ihnen  ist  das  allgemeine  Glied  und  das  summirende  Glied 
zu  finden,  d.  h.  zwei  Functionen  von  x  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  die  erste  das  a;'"  Glied  der  vorgelegten  Reihe  liefert,  die  zweite 
die  Summe  der  ersten  x  Gheder  derselben.  Alle  Reihen,  deren  Diffe- 
renzen einer  bestimmten  Ordnung  constant,  oder  die  der  nächsthöheren 
Ordnung  als  Nullen  erscheinen,  sind  recurrente  Reihen'),  und  deren 
allgemeines  Glied  kann  gefunden  werden.  Mittels  desselben  findet  sich 
sogar  der  Werth  eines  GHedes  mit  gebrochenem  Stellenzeiger,  d.  h. 
die  Interpolation  einer  Reihe  ist  ermöglicht-).  Auf  einander 
folgende  summirende  Glieder  bilden  selbst  eine  Reihe,  die  summi- 
rende Reihe,  zu  welcher  die  gegebene  Reihe  als  erste  Diflerenzen- 
reihe  gehört.  Sind  also  die  h'^"  Differenzen  der  gegebenen  Reihe 
constant,  so  bilden  diese  die  n  -\-  1'"°  Diflerenzeu  der  summirenden 
Reihe,  welche  folglich  wieder  eine  recurrente  Reihe  ist,  deren  allge- 
meines Glied  daher  gefunden  werden  kann  ^  i.    In  eine  Formel  gekleidet, 


')    Eulei-,    Differentialrechnung  I,  47,  §  4G.  ')    Ebenda   I,  52,   §52. 

ä)  Ebenda  I,  53,  §  53. 
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spricht  diese  Folgerung  sieh  also  aus^):  Sei  X  das  x*"  Glied  der  vor- 
gelegten Reihe,  S  die  Summe  ihrer  x  ersten  Glieder.  Offenbar  ist 
S  —  X    die    Summe    der    x  —  1    ei-sten    Glieder    und    A(S  —  X) 

=  S  —  (Ä  —  X)  ^  X,  mithin  S  —  X^  ^  X .    Unter  Hinzufügung 

der  Constanten  C  wird  also  S  ^  C  -\-  X  -\-  ^X,  wo  C  sich  dadurch 
bestimmt,  dass  augenscheinlich  bei  a;  =  0  auch  S"  =  0  sein  muss. 
Euler  wendet  die  Formel  an,  um  die  Summe  der  h'*°  Potenzen  der 
X  ersten  Zahlen  zu  ermitteln,  wozu  der  im  1.  Kapitel  gefundene  Werth 
Yon^^.r"  dient.  Eiüer  macht  dann  darauf  aufmerksam"),  dass  die 
auf  einander  folgenden  Summen  1"  -\- 2"  -\-  ■  ■  ■  -\-  x''  und  1"+' 
_j_  2"+i -|- •••-{- x"+^  leicht  aus  einander  gefunden  werden  können, 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  indem  alsdann  von  dem  höchsten  Gliede 
der  Summenformel   anfangend    ein  jedes    mit  n  -\-  \    und   noch    mit 

einem  Factor  vervielfacht  wird,  welcher  der  Reihe  nach  — r 


»  +  2  '    »  +  1  ' 

,   dann -,  -,    ••■  —    heisst.     Ist    n    ungi-ad,    so    heisst    der 

letzt  erscheinende  Zahlenfactor  - ,  dann  aber  tritt  in  der  Summen- 
formel der  n  -\-  1'°°  Potenzen  noch  ein  neues  Glied  (px  hinzu.  Die 
Constante  cp  findet  man,  indem  .r  =  1  gesetzt  wird;  cp  muss  nämlich 
alsdann  die  übrigen  Coefficienten  der  Formel  zur  Einheit  ergänzen. 
Den  gleichen  Satz  hatte  ( S.  333 1  Jacob  Bernoulli  ausgesprochen 
und  vermuthlich  ebenso  hergeleitet. 

Das  3.  Kapitel,  Von  dem  Unendlichen  und  dem  Unendlich- 
kleinen, leugnet  eigentlich  die  Begriffe,  welche  seine  Ueberschrift 
bilden.  Eine  unendliche  Grösse  giebt  es  nicht ^),  weil  jede  Grösse 
ins  Unendliche  vermehrt  werden  kann.  Eine  Grösse  aber,  die  immer- 
fort vermekrt  wird,  wird  nicht  früher  unendlich,  ehe  sie  ohne  Ende 
gewachsen  ist,  und  was  ohne  Ende  geschehen  muss,  das  kann  man 
nicht  als  schon  geschehen  betrachten.  Ein  Unendlichkleines  aber  ist*) 
nichts  anderes,  als  eine  verschwindende  Grösse  und  folglich  in  der 
That  =  0.  AVenn  eine  Grösse  kleiner  sein  soll  als  jede  Grösse,  die 
sich  angeben  lässt,  so  muss  sie  nothwendig  ^  0  sein,  weil  sich,  wenn 
sie  nicht  =  0  wäre,  eine  andere  ihr  gleiche  Grösse  angeben  Hesse, 
welches  wider  die  Voraussetzung  streitet.  Mit  dieser  Vereinheitlichung 
der  beiden  Begriffe,  des  Uuendlichkleinen  und  der  Null,  ist  Euler  auf 
dem  Standpunkte  angelangt,  den  er  schon  in  der  Vorrede  als  den 
seinigen    schilderte.     Von    ihm    aus    betont    er    dann   weiter °),    dass 


')  Euler,  Differentialrechnung  I,  57,  §  59.  «)  Ebenda  I,  61—62, 

ä)  Ebenda  I,  73,  §  75.         *)  Ebenda  I,  79,  §  83.         ')  Ebenda  I,  81,  §  85. 
Cantob,  Geschichte  der  Mathematik.    XEl,  3.  47 
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w  0  =  0  und  also  «  :  1  ==  0  :  0  ist,  dass  zwei  Nullen,  ob  sie  gleich 
arithmetiscli  betrachtet  in  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit 
stehen,  dennoch  jedes  geometrische  Verhältniss  zu  einander 
haben.  Letztere  Möglichkeit  giebt  auch  die  Erklärung  der  Unend- 
lichkleinen verschiedener  Ordnung.  Ist  dx  ein  Unendlichkleines,  also 
thatsächlich  =  0,  so  gilt  das  Gleiche  für  (/./-,  für  dx^  u.  s.  w.  Es 
gilt  auch,  dass  UnendKchkleines  gegen  Endliches,  Unendlichkleines 
höherer  Ordnung  gegen  solches  niedrigerer  Ordnung  weggelassen 
werden  kann,  beziehungsweise  das  Verhältniss  der  Gleichheit  nicht 
stört,  mag  man  arithmetisches  oder  geometrisches  Verhältniss  darunter 

verstehen:    (o  -(-  n  ■  dx)  —  a  =  n  ■  dx  =  0    und =  1  -)- 


11 
a 


dx  =  1    bestätigen   diese  Wahrheit   ebenso    wie   (dx  +  dx^)  —  dx 

d  'S  i~  d 30" 
=  +  dx-  =  0  und        — =  1  +  (^a-  =  1  •     Wie   dx   ein   Symbol 

des  Unendlichkleinen  oder  der  0  ist,  so  hat  man  rv  als  Symbol  des 
Unendlichgrossen,  des   Quotienten   eines  Endlichen  dividirt  durch   0, 

aufzufassen.    Ja  es  scheint  aus  der  Gleichung    -  =  oo  selbst  möglich, 

dass  Nichts  mit  Unendlichgross  multiplicirt  ein  endliches  Product 
gebe,  welches  allerdings  auffallend  sein  müsste,  wenn  man  nicht  durch 
eine  ganz  richtiore  FolgeruDo;  darauf  käme^l.  Jenes  Product  kann 
sogar    unendlich    gross    werden,    wie    es    unendlich    klein    sein    kann: 

— -  •  h  ■  dx'"  =  ahdx"'~"  ist,  je  nachdem  »i  >  h,  »i  =  w,  m  <  tt,  un- 

dx" 

endlichklein,  endlich,  unendlichgross").  Die  Stellung  der  0,  aber  auch 
des  Unendlichgrossen,  innerhalb  von  Reihen  endlicher  Grössen  giebt 
zu  mannigfachen  Betrachtungen  Anlass.  Die  nach  rückwärts  fort- 
gesetzte Zahlenreihe  ■  •  •  —  4,  —  3,  —  2,  —  1,  0,  1,  2,  3,  4  .  •  •  führt 
durch    die    0    hindurch    vom   Positiven    zum    Negativen.     Die   Reihe 

•••  Z?l»  =^.  Zr^>  =1^  l'  J>  i»  h  i  ■■■  ^oll^ie^t  *i«°  gleichen 
Ue])ergang  durch  das  Unendlichgrosse  hindurch.  Man  hat  aus  Ersterem 
geschlossen,  die  negativen  Zahlen  seien  kleiner  als  0,  aus  Letzterem 
sie  seien  grösser  als  oo  [Bd.  II,  S.  825].  Solche  Schlüsse  sind  vor- 
eilig. Setzt  man  die  Quadrate  der  positiven  und  negativen  Zahlen 
und    deren    Umkehrungen    in   Reihengestalt    an,    so    tritt    in    ( —  4)^, 

i-Sy,  (-2)^  (-l)-^  0^  V,  -J,  3^  4=  und  in  [-^^\  (-^^\  (-^^\ 
[-zrijy  ^'  Y'  i'    9'   1^    '^^^   *^    zwischen    1    und    1,    aber    auch  co 


')  Euler,  Differentialrechmiiig  T,   SC,   §  '.»'2.     Vergl.   auch  1,  88,  §  94   am 
Schlüsse.         *)  Ebenda  I,  90,  §  97. 
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zwischen  1  uuJ  1 ,  und  Niemand  wird  von  diesen  Reihen  behaupten 
wollen,  sie  setzten  in  ihren  Gliedern   das  Grösserwerden  regelmässig 

fort,  so  wenig  man   aus   der  Zahlenreihe   -^-^,  ,  ,  , 

'  °  Y—i'  ]/=!'  }/=r^'   V— 1 

-^r ,  — =r ,  -^ ,  — ,  ^^  auf  Beziehungen  zwischen  dem  TJnendlich- 
|/o'  vT'  >'2'  ya'  Vi  ^ 

grossen  und  dem  Imaginären  schliessen  darf^).  Den  Schluss  des 
Kapitels  bilden  Erörterungen  über  den  Begriff  einer  divergenten  Reihe 
und  ihrer  Summe")  in  genauer  üebereinstimmung  mit  dem,  was  Euler 
kurz  zuvor  im  V.  Bande  der  neuen  Petersburger  Commentarieu  aus- 
geführt hatte.  Er  sucht  die  ganze  Schwierigkeit,  deren  Vorhanden- 
sein er  keineswegs  leugnet,  auf  den  Sinn,  der  mit  dem  Worte  Summe 
verknüpft  wird,  überzuladen  (S.  710). 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Natur  der  Differentiale  aller 
Ordnungen,  führt  Euler  zu  den  Ergebnissen  des  1.  Kapitels  zurück. 
Er  lässt  den  Zuwachs  w,  welchen  ./:  erhalten  soll,  ==  0  sein  und 
deutet  ihn  deshalb  durch  das  Sjmbol  dx  au,  worauf  A»/  zu  dem 
gleichfalls  von  0  nicht  verschiedenen  dy  wird.  Wie  es  Differenzen 
höherer  Ordnung  gab,  in  welchen  ra  einen  Bestandtheil  bildete,  so 
werden  Differentiale  höherer  Ordnung  wieder  durch  oj  =  dx  gebildet 
werden.  Die  Bezeichnung  ist  au  und  für  sich  sehr  nebensächlich, 
und  es  lohnt  kaum,  darüber  zu  streiten,  ob  man  Newton  oder 
Leibniz  in  Schreibweise  und  Benennung  nachahmen  solle.  Für  die 
Leibnizische  Form  spricht  vorzugsweise  die  Möglichkeit,  ein  Differen- 
tial unbestimmter  Ordnung  mittels  rf"</  zu  bezeichnen,  dem  die  eng- 
lische Schreibweise  nichts  Aehnliches  an  die  Seite  stellen  kann^). 
Freilich  äussert  Euler  nebenbei  einen  Wunsch,  der  leider  unerfüllt 
geblieben  ist.  Als  Wurzelzeichen,  sagt  er*),  gebrauche  man  den  Buch- 
staben r,  dem  man  aber  die  Gestalt  "j/  gegeben  habe,  und  dadurch 
sei  r  zu  beliebiger  Verwendung  wieder  frei  geworden.  Wenn  man 
Logarithmus  durch  /,  Differential  durch  d  abkürze,  empfehle  es  sich, 
diese  Buchstaben  gleichfalls  in  etwas  veränderter  Gestalt  anzuwenden, 
damit  man  sie  nicht  mit  den  gewöhnlichen  Buchstaben,  durch  welche 
man  beliebige  Grössen  zu  bezeichnen  wünschen  könne,  verwechsle. 
Die  Differentiale  höherer  Ordnung  von  x  selbst,  welches  voraussetzungs- 
mässig  sich  durch  immer  gleiche  Zuwächse  dx  ändert,  müssen  wegen 
der  Ünveränderlichkeit  von  dx  an  sich  0  sein.  Damit  ist,  sagt  Euler 
bei  dieser  Gelegenheit"),  nicht  etwa  gemeint,  es  seien  d'x  =  0, 
tPa;  ^  0  als  unendlich  kleine  Grössen,  sondern  diese  höheren  Diffe- 


')  Euler,  DifFerentialrechnung  I,  90—93,  §  98  —  101.  -)  Ebenda  I,  93—100, 
§102—111.  ä)  Ebenda  I,  104,  §  IIC.  ')  Ebenda  I,  IOC,  §  119.  ^)  Ebenda 
I,  109—111,  §  124—125. 
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rentiale  seien  ebensowohl  jedes  für  sich  0,  als  auch  im  Vergleich  mit 
irgend  welchen  Potenzen  von  dx,  eine  Eigenschaft,  welche  sie 
mit  den  Differentialen  jeder  Ordnung  aller  constanten  Grössen  theilen. 
Anders  verhält  es  sich'j  mit  den  Differentialen  höherer  Ordnung  der 
Function  y.  Hier  ist  dy  =  pdx,  und  setzt  man  voraus  (7^  =  qdx,  so 
wird  d~y  =  qdx'-,  d.  h.  das  zweite  Differential  von  y  hat  ein  end- 
liches Verhältniss  zur  zweiten  Potenz  von  dx.  Ganz  anders  lauten 
die  Foi'meln  der  höheren  Differentiation  von  y  und  werden  z.  B. 
d^y  =  pd^x  -)-  qdx',  wenn  dx  nicht  beständig  ist,  d.  h.  wenn  die 
Werthe  x,  x^,  x^  ■  ■■  nicht  in  arithmetischer  Progression  auf  einander 
folgen,  welches  eintrifft,  wenn  x  und  ebenso  y  Functionen  einer  dritten 
Veränderlichen  sind,  die  selbst  einander  gleiche  Incremen te  erhält^). 
Bei  Gleichungen  zwischen  Dilferentialausdrücken  muss  Homogenität 
herrschen,  wobei  die  Ordnung  der  Differentiale  für  ihre  Dimension 
gilt,  und  Glieder  höherer  Dimension  neben  niedrigeren  additiv  ver- 
schwinden'). Das  Kapitel  schliesst  mit  kurzen  Bemerkungen  über 
einfache  und  wiederholte  Integration,  welche  den  Differentiationen 
gegenüberstehen  und  mit  Vorschriften  bezüglich  der  Bezeichnung. 
Der  Buchstabe  d  soll  ausschliesslich  zu  dem  ihm  nachfolgenden  ge- 
hören, mit  welchem  er  ein  untrennbares  Ganzes  bildet,  auf  welches 
sich  ein  etwa  auftretender  Exponent  bezieht.  SoU  eine  Potenz  der 
Veränderlichen  differentiirt  werden,  so  muss  eine  Klammer  oder  ein 
Pünktchen  solches  andeuten  und  d  {x^)  =  d  ■  x^  von  dx^  =  {dxY 
unterscheiden'').  Auch  von  den  Bezeichnungen  der  Integralrechnung 
ist  die  Rede. 

Das  5.  Kapitel,  Von  der  Differentiation  der  algebraischen 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse;  das  (j.  Kapitel,  Von 
der  Differentiation  der  transcendenten  Functionen;  das 
7.  Kapitel,  Von  der  Differentiation  der  Functionen  zweier 
oder  mehrerer  veränderlicher  Grössen;  das  8.  Kapitel,  Von 
der  ferneren  Differentiation  der  Differentialformeln;  das 
9.  Kapitel,  Von  den  Differentialgleichungen,  beschliessen  den 
I.  Theil  der  Euler 'sehen  Differentialrechnung.  Wir  können  verhältniss- 
mässig  rasch  über  sie  hinweggehen.  Euler  lehrt  in  ihnen  das  eigent- 
liche Differentiiren,  mithin  Dinge,  welche  zumeist  schon  in  allen  vor- 
handenen Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  vorhanden  waren, 
wenn  auch  die  Herleitung  nicht  überall  in  gleicher  Weise  erfolgte. 
Euler  setzt  den  binomischen  Lehrsatz   als  für  jeden  Werth  des  Ex- 


')  Euler,  Differentialrechnung  I,  111,  §  127.  '-)  Ebenda  I,   112—114:, 

§  129—130.  ')  Ebenda  I,  116—118,  §134—137.  *)  Ebenda  I,  122—123, 

§  144—140. 
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ponenteu  unbedingt  giltig  voraus  und  findet  von  ihm  aus  d(x") 
^  nx"~^(lx,  wovon  er  dann  bei  der  Differentiation  verwickelterer 
Functionsformen  Gebrauch  macht.  Er  kommt  dabei  zu  dem  bedeut- 
samen Satze*'),  dass  man  bei  Aufsuchung  des  Differentials  einer 
Function  das  Differential  eines  jeden  Theiles  so  nehmen  solle,  als 
wenn  nur  dieser  Theil  veränderlich  und  die  übrigen  alle  beständige 
Grössen  wären,  worauf  man  alle  gefundenen  Differentiale  zu  einer 
Summe  zu  vereinigen  habe.  In  heutiger  Redeweise  entspricht  diesem 
Satze  die  Regel,  dass  das  totale  Differential  einer  Function 
sich  aus  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale  zusammen- 
setze. Der  Satz  wird  z.  B.  auf  die  Differentiation  von  p'  angewandt"), 
später  auf  die  Differentiation  von  Functionen  mehrerer  Veränderlichen '), 
und  wir  finden  auch  ein  erstes  Symbol  partieller  Differentiation 

mittels  Einklammerung.     Euler  schreibt  (-,—  ),  um  den  partiellen 

Differentialquotienten    von   Q   nach  x  zu  bezeichnen^),    also   für    das 

heutige   -^-     Innerhalb   des   7.  Kapitels    erscheint   der  hochwichtige 

Satz*),  der  sich  unter  dem  Namen  von  Euler 's  Satz  von  den 
homogenen  Functionen  eingebürgert  hat.  Ist  V  eine  Function 
von  X  und  y  und  dV  =  Pdx  +  (^dij,  so  muss  zwischen  P  und  Q 
eine  gewisse  Beziehung  obwalten..  Wäre  z.  B.  V  eine  Function  von 
X  und  y  von  der  Dimension  0,  so  muss,  mittels  y  =  tx,  die  Ver- 
änderliche X  gänzlich  aus  V  verschwinden,  und  nur  t  noch  in  der 
Function  übrig  bleiben,  die  alsdann  T  heissen  soll.  Dann  ist 
dT=Qdt  und  0  eine  Function  von  f.  Aus  y  =  tx  folgt  ferner 
dy  =  tdx  +  xdt,  also  Pdx  +  Qdy  =  {P  +  Qt)dx  +  Qxdt  =  Qdt, 

P              Px 
A.h.  P -\-  Qt  =  0,  Q= T  ^ ,  beziehungsweise  Px -\-  Qy  =  Q 

neben  0  =  Qx.  Weil  aber  0  weder  x  noch  y  enthält,  oder  nullter 
Dimension  nach  diesen  Veränderlichen  ist,  muss  auch  Qx  nullter  Di- 
mension nach  X  und  y  sein,  und  mit  Hilfe  von  Px  -\-  Qy  =  0  (eben 
der  oben  als  uothwendig  bestehend  augekündigten  Beziehung  zwischen 
P  und  Q\  erkennt  man  leicht,  dass  auch  Px  uud  Qy  nullter  Dimension 
nach  X  und  y  sein  müssen.  Die  mehrerwähnte  Beziehung  Px  -\-  Qy  =  (• 
merkt  sich  Euler  in  der  Weise,  dass,  wenn  in  dV  =  Pdx  ~\-  Qdy 
die  Grössen  dx  und  dy  durch  x  und  y  ersetzt  werden,  das  Nullfache 
von  V  entsteht.  Ist  femer  V  eine  Function  von  x  und  y  von  'der 
Dimension   n,  und   setzt  man    auch  hier  y  =  tx,   so    geht   V  in  Tx" 


•)  Euler,   Differentialrechnung  I,  146,  §  170.  =)  Ebenda  I,  164,  §  189. 

»)  Ebenda  I,  183—185,  §  213—215.         *)  Ebenda  I,  197—198,  §  231.         ^)  Ebenda 
I,  186—192,  §  217—225. 
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über,  wo  T  wieder  eine  Fuuctiou  von  t  allein  und  dT=Qdt  ist. 
DifiFereutiation  liefert  dann  dV  =  d{Tx''^  =  nx"~^ Tdx  -\-  x^dT 
neben    dV  =  Pdx  +  Qdy  =  Fdx  +  Qtdx  +  Qxdt    und    «,<■"->  T 

=  ^=  P  +  $/,    mF=  P.f  +  ^^x  =  P.r  +  Qy.     Abermals   ist 

also  Pdx  -\-  Qdy  durch  Einsetzung  von  x  und  y  statt  dx  und  dy 
zu  verändern  und  dem  «-fachen  von  V  gleichzusetzen.  Euler  hatte 
den  Satz  schon  1736  für  den  Fall  einer  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen in  Besitz  und  deutete  ihn  damals  in  seiner  Mechanik^)  so  weit 
an,  dass,  als  dei-selbe  Satz  von  Fontaine  nachentdeckt  wurde,  Euler 's 
Früherrecht  Anerkennung  fand'j.  Wir  kommen  im  118.  Kapitel 
darauf  zurück.  Der  Satz  behält  seine  Richtigkeit,^  wenn  F  eine 
Function  von  der  Dimension  i/  (worunter  selbstverständlich  wie  oben 
eine  homogene  Function  von  der  Dimension  ii  gemeint  ist )  mehrerer 
als  nur  zweier  Veränderlichen  bedeutet.  Aber  auch,  wenn  V  eine 
ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  und  fortwährend  d  V  =  Pdx 
-\-  Qdy  ist,  muss  immerhin  eine  Beziehiing  zwischen  P  und  Q  ob- 
walten. Sie  heisst^)  in  heutiger  Schreibweise  -.—  =  ^,  wofür  auch 
^  ^  eil        ex' 

^-  =  - — ^—  geschrieben  werden  kann*i,  und  dieser  Satz  erweitert 

ex- cy        cy ■ ex  °  ' 

sich  wieder  dahin,  dass  auch  bei  ^ — .- — ^^  die  Reihenfolge  der  par- 
'  ex- cy ■ c  z  °  ^ 

tiellen   Differentiation    gleichgiltig   ist^V     Ist    Pdx  -\-  Qdy    gegeben, 

d  P  c  Q  ■ 

ist  aber  -^—  von  -^  verschieden,    so    kann   Pdx  -\-  Qdy  kein  totales 
cy  ex  '  i     1    j 

c  P        c  Q  ■ 
Differential  sein ;  ob  es  aber  unter  der  Voraussetzung  -^-  =  ~  immer 

"  cy        ex 

ein  totales  Differential  sein  muss,  ist  eine  Frage,  die  erst  in  der 
Integralrechnung  gründlich  beantwortet  werden  kann^i. 
Wir  werden  uns  im  117.  Kapitel  überzeugen,  dass  Euler  schon  1732 
von  dem  Dasein  eines  integrir enden  Factors  zum  Mindesten  eine 
Ahnung  hatte,  und  dadurch  vergi-össert  sich  die  Tragweite  des  Aus- 
Spruches  von  1755,  so  dass  wir  annehmen  dürfen,  Euler  sei  damals 
mit  der  Integration  totaler  Differentialgleichungen  im  Reinen 
gewesen.  In  dem  8.  Kapitel  ist  ausführlich  von  der  Vertauschung 
der  Veränderlichen  die  Rede.  Euler  kleidet  die  Aufgabe  in  die 
Worte,  es  solle  nicht  dx,  sondern  irgend  ein  anderer  Differential- 
ausdruck, beispielsweise  ydx-  -\-  dy^  als  beständig  betrachtet  werden, 
was   bei   Anwendung   der  Differentialrechnung    auf    die    Curvenlehre 


•)  Euler,  Mechanica  T.  II,  Propositio  14,  §  106.  *^  Histoire  de  l'Aca- 

demie  des  sciences  de  Paris.  Annde  1740  pag.  322,  Fussnote.  ')  Euler,  Diffe- 
rentialrechnung I,  193—195,  §  226—228.  *)  Ebenda  I,  196—197,  §  231. 
*'  Ebenda  I,  2Ü0— 201,  §  235,         *)  Ebenda  I,  205,  §  240. 
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häufig  geschehe '  >.  Das  1\  Kapitel  hat  es  mit  deujeuigen  Aufgaben 
zu  thuu,  welche  in  späterer  Zeit  als  Differentiation  impliciter 
Functionen  benannt  wurden.  Unter  Anderem  ist  gezeigt,  wie  mittels 
Differentiation  Constante  aus  einer  Gleichung  entfernt  werden  können^). 
Ist  x^  +  1/^  =  oaxi/,  so  folgt  mittels  Differentiation  dx'-(Lc  -\-  Sirch/ 

j3i     „3 

=  'dat/dx  +  au.idti  =  'da {ydx  +  xdi/)  =  '    J-i-  (ydx  +  xdy)  oder 

xy 

(2x^y  —  y^)dx  -\-  (2xy^  —  x*)dy  =  0.    Eben  diese  Gleichung  erhält 

man  aber  auch  ohne  nachmalige  Elimination  von  a,  wenn  man  zuerst 

die  ursprüngliche  Gleichung  auf  die  Gestalt  - — ^^^-^- ^  3«  bringt  und 

alsdann  differentiirt.  Wenn  Euler  in  diesem  Kapitel  aussprieht'M,  es 
sei  möglich,  jede  Differentialgleichung  auf  eine  endliche  Form  zu 
bringen,  worin  bloss  endliche  Grössen  enthalten,  und  woraus  alle 
Differentiale  oder  unendlichkleine  Grössen  weggeschafft  seien,  so  ver- 
steht er  darunter  die  Benutzung  von  Differeutialquotienten  unter 
Entfernung  der  Differentiale.  Er  gebraucht  dabei  regelmässig  die 
Buchstaben  j),  q,  r  für  die  drei  ersten  Differentialquotienten  von  y 
nach  .r. 

Der  II.  Theil  von  Euler's  Differentialrechnung  will,  seinem  be- 
sonderen Titel  entsprechend,  den  Gebrauch  dieser  Rechnung  in  der 
Analysis  des  Endlichen  sowie  auch  in  der  Lehre  von  den  Reihen 
zeigen.     Er  besteht  aus  achtzehn  Kapiteln. 

Das    1.  Kapitel,    Von   der   Umformung    der  Reihen,    bedient 

sich*)  nach  einander  der  doppelten  Substitution  x  =    ^    ,  y  = , 

deren  zweite  die  unmittelbare  Folge  der  ersten  ist,  indem  nur  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Substitution  die  vorkommenden  Brüche  in 
unendliche    Reihen   verwandelt    werden.      Die    Reihe    S  =  ax  -{-  hx" 

(11/  t)  U  C  tJ 

+  cx'+--    wird    demnach    &' =  ^-^  + --^—  +  ^^_  +  .  .  . 

=  a[y-y'  +  y'->/  +  y' ]  +  6[2/^-2y3  +  3y*- 4^^  + -..] 

+  f[j/»-3y*  +  6i/^ ^+--^ay  +  (l-a)y^  +  {c-2l  +  a)y^ 

.  ax       .     (6  —  a)x^    .    {c ~  ih -\- a) x^    ,  -t\-    ^-  o,     • 

+  •  •  •  =  fTT^  +  -(Tir^^-  +        (1-.:)'^  +  •  •  ••    ^'^  ^1«^  auftreten- 

den  Coefficienten  a,  b  —  a,  c  —  26  -(-  a  ■  ■  ■  sind  aber  die  Differenzen 
verschiedener  Ordnung,  welche  aus  den  Coefficienten  a,  &,  c  •  •  •  der 
ursprünglichen  Reihe  gebildet  wurden,  und  sie  können  durch  a,  Art, 
A'-rt  ■  ■  ■  bezeichnet  werden.     Folglich   ist    S  =  ax  -\-  hx"  -{-  cx^  +  •  •  • 

a  -\-  7- r^  Ao  +  ,- r^  A^a  +  •  •  •.    Sind  die  Coefficienten 


1  —  x        '    (1— x)«  '    [i  —  x] 


')  Euler,  Difierentiah-echnung  I,  229,  §  269.  =)  Ebenda  I,  250,  §  289. 

«)  Ebenda  I,  259,  §  299.         <)  Ebenda  ü,  4—7,  §  2—4. 
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0,  h,  c  ■  ■  ■  so  beschaffen  j  dass  sie  zu  constanten  Differenzen  irgend 
einer  Ordnung  führen,  so  bricht  die  umgefonnte  Reihe  nothwendig 
irgend  einmal  ab,   d.  h.  sie  stellt  eine   Summenformel  der  xirsprüng- 

lichen  Reihe  dar.     Die  Reihe  la:  +  4a;-  +  2x^  +  16x*  -\ 1-  «-.r" 

-(-  •  •  •  z.  B.  besitzt  3,  5,  7,  9  •  •  •  als  erste  Differenzen  der  Coefficienten, 
2,  2,  2  ■  ■  •  als  deren  zweite  Differenzen,  mithin  ist  la;  -f-  4x^  -f-  9x^ 

+  16x*  H h  n'x"  +  •  ■  ■  =  ^  +  -r^,  -f  TT^a  =  ??^»- 

'  '  '  '  1  —  X    '     (1  —  x)'    '    (1  —  x)*         (1  —  x)' 

Ist  eine  ähnlich  gebaute  abgeschlossene  Reihe  ax  -\-  hx^  -f-  er'  +  ••• 
-(-  ox"  zu  summiren,  so  bildet  man  die  beiden  Summen^)  der  unend- 
lichen Reihen  ax  -\-  bx^  -\-  cx^  +  •  ■  ■  und  ^>a;"  +  *  -|-  qx"'^^  -\-  rx''+^ 
-(-••■  ^  ar"  (px  -\-  qx-  -\-  rx^  +  ■  •  ■),   deren   erste  uns  schon  bekannt 

X  x' 

ist,  während  sich  die  zweite  in  der  Gestalt x'p  -f-  ,.,   ■     ..« x"  Ap 

+ r^  a;"A^p  +  ■  ■  ■    darstellt.      Der    Unterschied    dieser    beiden 

'    (1  —  x)'  -^    ' 

Summen  bildet  den  Werth  der  abgeschlossenen  Reihe,  mithin  aa  -j- 

bx^  +  cx'+ \-  ox"  =  j-^  (o  —  x'p)  +  ^j^^5  (Aa  —  a"Ap) 

x^ 
-(- rj  (A^a  —  x"A^p)  +  ■•••     Eine  grade  für  Euler  höchst  auf- 

(1       X) 

fallende  Bemerkung  bezieht  sich  auf  Reihen,  deren  Coefficienten  nicht 
zu  constanten  Differenzen  irgend  einer  Ordnung  führen,  bei  welchen 
also  die  umgewandelte  Reihe   nicht   abbricht.     Ist  alsdann,   heisst   es 

wörtlich^),  x-<l  in  der  Reihe  ax  -{-bx-  -\-  cx^  -\ ,  und  in  diesem 

Falle  findet  die  Summation  im  eigentlichen  Verstände  allein 

statt,  so  ist >  X,  und  die  gefundene  Reihe  convergirt  weniger 

als  die  gegebene.  Entgegengesetzt  verhält  es  sich  mit  Reihen,  deren 
Glieder  abwechselnde  A^orzeichen  haben,  und  welche  aus  den  vorher- 
gehenden entstehen,  indem  man  x  negativ  nimmt  ^).    Dann  geht  S  = 

ax  —  bx^  +  cx^  —  ■  •  •    in    S  =  r—, —  a  —  rr-j — r»  Aa  -j- 

'  1  -f  X  (1  +  x)'  ' 

—  •  •  •  über,  und  diese  Umwandlung  ist  immer  vortheilhaft,  weil  bei 
positivem  ,c  unter  allen  Umständen  .  <  1,  die  gefundene  Reihe 
also  stärker  als  die  gegebene  convergirt.     Bei  a;  ^  1   wird  a  —  b  -\- 

c  —  ■  •  •  ^  -^  a Art  -1-  -^  A^rt  —  ■  ■  •,  und  diese  Formel  dient  als- 

dann  zur  Summirung  divergenter  Zahlenreihen  wie  1  —  1  +  1  —  1 
+  ---  =  |,  1-4+  0-  16  +  ...=i- 1+1  =  0  u.  s.  w. 
Bricht  die  umgewandelte   Reihe  nicht  ab,   so   bedingt  das  Verfahren 


>)  Euler,  Differentialrechnung  ü,  7—9,  §  5.  *)  Ebenda  II,  9,  §  6. 

')  Ebenda  E,  9—12,  §  7—9. 
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an   Reihen   mit   wechselndem   Vorzeichen   ausgeführt   mindestens    die 
Herstellung    einer    neuen    convergentei-en    Reihe,    deren    Summirung 

durch  Addition  näherungsweise  gelingt*),  z.  B.  1  —  Tr  +  ^  —  ~^  ~^  '" 
=  —;;  4"  ;r~os  4"  5~"ö5  ~l"  '  ■  ■    Ausser  den  Substitutionen  x  =  — ^  , 

y  =  —^ —  nimmt  Euler  im  Verlauf  des  Kapitels  noch  andere  vor. 

Das  2.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  summirbarer  Reihen, 
bedient  sich  vorzugsweise  der  Differentiation  von  abgeschlossenen  oder 
unendlichen  eine  allgemeine  Grösse  enthaltenden  summirbaren  Reihen, 
um  neue  Reihen  ähnlichen  Charakters  zu  erhalten.  Eine  Verallge- 
meinerung des  Verfahrens  tritt  ein,  wenn  die  gegebene  Reihe  und 
ebenso  ihi-e  Summenformel  vor  der  Differentiation  noch  mit  irgend 
einer  Potenz  der  allgemeinen  Grösse  vervielfacht  wird.  Auch  fflied- 
weise  Vervielfachung  einer  summirbaren  Reihe,  welche  nach  den 
Potenzen  von  x  fortschreitet,  mit  je  einem  Gliede  einer  schliesslich 
auf  constante  Differenzen  führenden  Zahlenreihe  liefert  neue  summir- 
bare  Reihen,  wovon  wir  ein  einfachstes  Beispiel")  anführen.  Sei 
S  =  ax  -}-  hx'-  4"  cx^  +  •  •  ■•  Multiplicatiou  mit  x'"  und  Differentiation 

nach    X   bringt   1^!!^  =  mx'"-' S  +  x™  ^  =  [m  +  1)  ax'"  + 

[m -\- 2)h3f"'^^ -\- (m -\- ^)cx"'+- -\- ■■■  hervor,   und  Division  durch 

jf'-^  liefert   mS  -\-  x'-^  =  [m  -\-l)ax  -\-  {»i  +  2)  bx-  -\-  (m  -\-  3)  cx^ 

+  ■  •  ■ .     Nun  sei  m  =  "      " ,  so  entsteht  nach  dieser  Substitution  und 

nachfolgender  Multiplication    mit   ß    die    Reihe:    aax  -{-  (a  -\-  ß)bx^ 

+  i^u  +  2ß)ex'  +  -..  =  (u-ß)S+ßx^^- 

Das  3.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Differenzen,  will 
die  Differenzen  der  Functionen  mit  Hilfe  ihrer  Differentiale  berechnen, 
also  die  Umkehruug  der  im  ersten  Bande  erledigten  Aufgabe  der 
Auffindung  der  Differentiale  mit  Hilfe  der  Differenzen  bewerkstelligen'). 
Euler  versteht  danmter  die  Herstellung  der  Taylor'schen  Reihe, 
welche  er  fast  wörtlich  so  vollzieht*)  wie  der  Ei-finder,  dessen  Ver- 
fahren wir  (S.  367 — 368 1  mitgetheilt  haben.  Die  Veränderung,  welche  x 
erleiden  soll,  nennt  Euler  +  co,  und  er  findet  als  den  Werth  der  Func- 
tion y,  der  dem  veränderten  Werthe  von  x,  also  x  +  a,  entspricht, 

y  +  C3  ~  4-  —  ,-•;  H — -  -r4  +  --  ^,  +  •  •  •.     Die  Differenz  von   ii, 
•'  -^       dx    '     2    dx*  -^   6    dx^  ^^  24  dx'  -^  '^' 

auf  deren  Aufsuchung  das  eigentliche  Bestreben  gerichtet   ist,   findet 


')  Enler,  Differentialrechnung  ü,  16,  §  11.  ')  Ebenda  ü,  30,   §  24. 

»j  Ebenda  H,  52,  §  44.         •)  Ebenda  II,  52—56,  §  45—49. 
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sich  uaturgemäss  durch  Subtractiou  des  ersten  Werthes  von  y  von 
dem  nachfolgenden  zweiten  Werthe  oder  i^y  =  ip-  —  y.  Ersetzt  man 
X  durch  a;  +  2c3,  durch  ./;  +  3m  •••,  so  entsteht  ?/",  j/™  ■••  und 
daraus  h?y  =  y"  —  2y^  -\-  y,  A^y  =  if"  —  3«/^^  +  3/  ~  y  u.  s.  w., 
beziehungsweise  unter  Anwendung  der  Taylor'schen  Reihe  für  y\ 
für  i/",  für  y"  •  •  •  Ausdrücke  für  die  höheren  Differenzen  von  y, 
in  welchen  die  Differentialquotienten  von  y  nach  .c  vorkommen'). 
In  der  Reihe,  welche  den  Werth  von  y  unter  der  Voraussetzung, 
dass  X  durch  ./■  —  co  ersetzt  werde,  angiebt,  nimmt  Euler  co  =  x, 
d.    h.    eigentlich    x  =  0.      Er     erhält     den     entsprechenden     Werth 

von  )/  in  Gestalt  der  Reihe-)  //  —  '  t^  +  3— ^  :r^!  —  ,  \  „  j-^ 
+  ,    q        .  T-^i  —  •••.     Das  ist    die    von   Johann  Beruoulli    her- 

rührende  Reihe  ( S.  220),  welche  als  Sonderfall  der  Taylor'schen  Reihe 
auftritt. 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Umwandlung  der  Functionen  in 
Reihen,  wendet  die  BernouUi'sche  iind  die  Taylor'sche  Reihe  auf 
bestimmte  Functionen  an.  Die  binomische  Reihe  entsteht  z.  B.  mittels 
der  Taylor'schen  Formel''),  allerdings  ein  Kreisschluss,  da  im  ersten 
Bande  die  Differenzirung  von  x"  mittels  des  Binomialsatzes  gewonnen 

worden  war  (S.  733).     Euler  zieht  aus  (./■  -|-  o)"  ^  x"  -\-  (    )  x"~^(o 
"  ^  G)^  -|-  •  •  •   eine  geistreiche  Folgerung.     Sei  a  ^  ■ , — , 

X  -{-  CO  =  — , —  ,    so   wird =  X"  —  1,1  — , —   +     „  )  7 — ; — ,. 

—  •  •  •.     Division  durch  x^"  liefert  (x  -\-  t()~"  =  x""  —  (    j  x"'' 

— ^^  —  ■  •  •.    Wird  nun  n  =  —  m  gesetzt,  so  erscheint 


+  (;•)-- 


+  (:)■ 

/       1       \  1    »»     .        '«        1     mtm-\-  1)     .  M*         ,  •       -n   ■! 

(x  4-  u)'"  =  X'"  -f  -  X'"  — , \^-^  X'"  -. — ■. — r,  A ,  eme  Reihe, 

^       '       ■>  '     1         a:-\-u    '  1-2  (x  +  m)'    '        '  ' 

welche  ins  Unendliche  fortläuft,  wenn  m  positiv  ist,  und  welche  von 

selbst  abbricht,  wenn  ni  ganzzahlig  negativ  ist.    Auch  auf  gebrochene 

n  wird  die  Reihe  für   (x  -\-  a)"  angewandt   und   mit   ihrer   Hilfe   der 

Werth  verschiedener  Wurzelgrössen  gesucht.    Dann  kommen  transcen- 

dente    Functionen    an    die    Reihe,    Logarithmen,    Arcussinus,    Arcus- 

cosinus,  Arcustangens,  Sinus,  Cosinus,  Tangens  u.  s.  w. 

Das  5.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Summen  der  Reihen 

aus  dem  allgemeinen  Gliede,  bringt  Untersuchungen,  welche  Euler 

im  VI.  und  VIII.  Bande   der  Petersburger   Commentarien   angebahnt 


')  Euler,  Differentialrechnung  11,  58—60,  §  52—53.  ')  Ebenda  II,  74, 

§  67.         ')  Ebenda  II,  80—82,  §  72-73. 


Euler's  Differentialrechnung.  739 

hatte  (S.  635  und  641)  mit  welchen  auch  Maclauria  sich  unabhängig 
von  Euler  beschäftigt  hatte  ( S.  {j62).  Sei  y  das  ;c'°  Glied  einer  Reihe 
und  Sij  die  Summe  der  .v  ersten  Glieder,  mithin  0,  wenn  o;  =  0. 
Ist  y  ==  p  -\-  q  ^  )■  -}-  ■■■,  SO  ist  selbstverständlich  Sy  =  Sp  -\-  Sq 
-\-  Sr  -\-  ■  •  ■.  Das  x  —  1'^  Eeihenglied,  welches  y  unmittelbar  vorher- 
geht, heisse  v,  so   dass  also  i-  aus  y  entsteht,  wenn  darin   x  durch 

X  —  1    ersetzt    wird.      Daraus    lolgt    v  =  ii r^  +  ^  3-^  —  -r  "y^ 

°  •'         dx    '     2   dx-  6   dx' 

-f-  —  -— ;,  —  ■  •  •  neben  Sv  ==  Sy  —  y  -\-  A,  insofern  das  Summen- 
zeichen S  sieh  stets  über  x  Glieder  zu  erstrecken  hat.  Man  muss 
nämlich  alsdann,  um  Si'  überhaupt  bilden  zu  können,  noch  ein  nulltes 
Glied  der  ursprünglichen  Reihe,  welches  A  heissen  soll,  nach  rück- 
wärts hinzudenken,  oder  mit  anderen  Worten,  Ä  ist  eine  Summations- 
constante.    Summirt  man  jetzt  gliedweise  die  für  v  aufgestellte  Reihe, 

so  wird  neben  Sv  =  Sy  —  y  -\-  A  auch  Sv  =  Sy  —  S  -~-\-  S  —  ^-^ 

„  1    d^y     ,     „   1    d*i/  ,      r,  dij  <      I      o  1   '^'1/ 

6    dx^     '  24  rf.c*  dx  •'  '  2   dx^ 

S  -~  3-^  +  S  -  — ^  —  •  •  • ,  worin  die  Constante  A  am  einfachsten  der- 
6   dx"    '         24  dx* 

art  bestimmt  wird,    dass  man   x  =  0   setzt,    wodurch    die   Ausdrücke 

auf    beiden    Seiten    des    Gleichheitszeichens    verschwinden    müssen. 

Ist  --,-==  z,  so  wird  — -  <= -,    und    (/ =  Isdx,    in    welches   un- 

dx       '  ax'"      dx'"-"-  ■'      J       ' 

bestimmte  Integral  die  Constante  —  A  mit  inbegriffen  werden  kann, 

und    man  erhält  Sz  =  Izclx  4-  —  S  ^  —  —  S  3—,  4-  ^  S  -j—„  —  •  •  • , 
J  '     2       dx         6       dx^    '     24       dx^  ' 

da  Zahlencoefficienten  wie  — ,  —,  ^7  •  •  •  augenscheinlich  dem  Summen- 
zeichen vorgesetzt  werden  dürfen.  Die  nicht  ausdrücklich  angeschrie- 
bene Integrationsconstante  zu  Isdx  ist  so  zu  wählen,  dass  x  =^  0 
die  Summe  Sz  zum  Verschwinden  bringe.     Entsprechend   der  Reihe 


für  Sz  findet  man:    S '!'  =  z  +  l  S  f''. 
dx              '     2       dx- 

1    „  d'z                    ^  d'z 

dz     ,     1    „d^z         1    c,  d*z    , 
dx+2^dx^        l-^dx*  +  --    "■   ^-   ^- 

Einsetzung    dieser    Werthe 

verwandelt  aber  die  Reihe  für  Sz  in 

dz    ,        d-z    ,     5  d'z 


Sz  =  Jzdx  +  uz  +  /3  -^  +  j.  ^^,  +  ö  — ^  +  . . ., 

und  wird  rückwärts  statt  jedes  Werthes  dieses  neuen  Ausdruckes 
die  ihm  gleiche,  Summenzeichen  enthaltende  Form  benutzt,  wird 
also 
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c,  dz  a    „  d°z  .      a    „  d^Z 

/,  dz   _  ^  d'z         ß    ^  d'z 

d^  _  9  ^  _ 


gesetzt  lind  nach  Addition  aller  dieser  Gleichungen  die  links  vom 
Gleichheitszeichen  entstehende  Summe  gegen  das  zu  rechter  Hand 
sich  findende  Sz  gestrichen,  so  sind  die  noch  übrigen  rechts  stehenden 
Glieder  nur  dann,  ohne  Rücksicht  auf  die  Art  wie  z  von  x  abhängt, 
=  0,  wenn  die  Zahlencoefficienten  der  einzelnen  Summen  =  0  sind,  d.  h. 

—  -5-  +  ß  =  0     oder     «  =  -5- 
|-|  +  /3  =  0     oder     /3  =  12 


Die   nächsten   Werthe  ^ )    sind    d  ^  —  -„-  ,  «  =  0    u.  s.  w.     Man   hat 

720 ' 

d'z  d*z 

damit  y    und  e    d.  h.   die  Zahlencoefficienten  von    ^—^   und   von   t— . 

'  dx-  dx* 

als  0  erkannt,    und   Euler   will   nunmehi-    allgemein   beweisen,    dass 

jedes  — -.    den    Zahlencoefficienten    0    besitzen    muss^).      Zu    diesem 
dx'" 

Zwecke  setzt  er    V  =  1  -\-  au  -\-  ßi(?  +  j'**^  +  •  •  •    und  hebt  hervor, 

dass  vermöge  der  Recursionsgleichungen,  welche  a,  ß,  y  ■■  ■  verbinden, 

die    Reihe    für   V  eine    recurrente    sein    müsse,    und    zwar    dieselbe, 

welche  aus  der  Division    V  = :j z sich  ergebe. 

2^6  24       ^ 

Bekanntlich    ist    c~"  =  1  —  n  -\-  —  ir  —  ir  »'  +  ^  «*  —  •  ■  •    und 

2  b  24 

daraus  1  —  e~"  =  zt  —  -  u^  -\-      m^  —  st  "^  +  •  •  •,   beziehungsweise 
=1  —  2"  '*  "^  6"  "^  ~~  24  "^  "^  ■  '  '  •      ^^    ^^^    gefunden    V  = 

u        u    _„ 

und   V  —  —  = =  -sr  -—^ Man  verwandelt 

den  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  durch  Multiplication  mit 


•)  Euler,  Differentialreclinung  II,  120—127,   §  103—112.  ')  Ebenda 

n,  127—129,  §  113—115. 
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K  U  U 

i  „nd  erhiiit  i"-  "  _ "  '^t£l.    Ab»  ,?_  1  +  ;;  + 1  (I)' 

+ 1  (r+Ä  (ir+-  'und'r:-= 1  - 1+ ■-  ("-r-i  (d- 

+  ä  (I)' ■     Demzutolge   ist  J  +  „-i  _  2  [l  +  i  {ff  + 

i(ir+...]"«^^-.-=ä»K+i(ir+ii.(ir+...]^ 

1  -| 1 1 

Also   endlicli    V ,  = 5 i Vollzieht    man 

-        1  +  ^  + "^ +  ... 

~4-6~  4-6-8-10' 

die   rechts   vom   Gleichheitszeichen   angedeutete  Division,   so   können 

im    Quotienten    nur   Potenzen   von    u    mit    gradem    Exponenten    er- 

1  u 

scheinen.      Andererseits    war    a  ^  -,   also    V  —  —  =  F  —  a «=  1 

-f-  j3(r  -|-  yn^  -\-  öu^  -\-  su^  -\-  ■  ■  ■,  und  da  nach  dem  soeben  Bewiesenen 
Potenzen  von  h  mit  ungi-adem  Exponenten  in  der  Entwicklung  nicht 
vorkommen  können,  so  muss  j/  =  £  ^  •  •  •  =  0  sein.  Ausserdem  giebt 
der  Bruch,  dessen  Werth  l  -\-  ßu-  -\-  8u^  -\-  ■  ■■  durch  die  letzte  Er- 
örterung bekannt  geworden  ist,  neue  Recursionsgleichungeu  zwischen 
ß,d--.  Euler  zieht  vor,  in  der  Reihe  für  Sz  wechselnde  Vorzeichen 
auftreten  zu  sehen,  und  schreibt  sie  deshalb,  nachdem  a  durch  seinen  be- 
kannten Zahlen  werth  ~  ersetzt  ist,  Sz  =  1  z  dx  -\-  ~  z  4-  A  ^ B  3-4 

2  '  J  '    2       '        dx  dx' 

+  (^  jzi  —  ^d~^  "!"■■■>  während  A,  B,C,D--  die  Werthe  besitzen, 


1- 


,  ,                 j        TT,    ,     •  ,  ,                    2-4   '    2-4-6-8       2-4-6-8-10-12 
welche   aus  der  Entwicklung  1 j 


w 


4-6    '    4-G-810       4-6-8101'214    ' 

=  1  —  Aii^  —  Bu^  —  Cu^  —  Du^  —  •  ■  ■  sich  ergeben^).    Aber  Zähler 
und   Nenner   des    hier   auftretenden   Bruches   sind    bekannte    Reihen: 

2^  "f"  2  .  4  •  6  •  8         2-4.6-81012  ~r  '  '  '  ~  ^^^   ■^  >      ^  JT^  + 

4.6.8.i0-4.6.8.l0.i2n4+    --^K^^^ä  "°^  daher  ^  cotg  ^  = 
1  —  Ai(^  —  Bh^  —  Cu^  —  I)u^  —  ■  •  •,    beziehungsweise    -  cotg  -^  == 

-  —  Ah  —  Ba^  —  Ca''  —  Du' oder    die    Zahlen  A,   B,    C, 

u  >        >       > 

D  ■  •  ■   treten    als   Coefficienten    in    der    Cotangensreihe    auf. 

Setzt  man       — Au — Bu° — Cu^ — Bu' =s  oder    r  =  arccotff2s 

u  2  ° 

')  Euler,  Differentialrechnung  II,  131—132,  §  118. 
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und  differentiirt    nach    it.   so    erhält   man  -== — ,    "  ,  ^r-,    4-r^-l-  1 

■2        1  -|-  4s-  du'       du    ' 

ds  . 

-\-4:S°  =  0.    Aber  ieder  der  Ausdrücke  4  t—  und  4s-  kann  in  Reihen- 
•'  du 

form  berechnet  und  in  4  -3-^  +  1  +  4s-  =  0  eingesetzt  werden,  welche 

Gleichung  bei  allgemein  gelassenem  Wei-the  von  u  nur  dann  erfüllt 
werden  kann,  wenn  die  Zahlencoefficienten  aller  Potenzen  von  u 
vei-schwinden.      Diese    Bedingung    liefert    die    Recursionsgleichungen 

A  ^^  -^,  Ji  =    - ,  t=  — ^ — ,  JJ  = •  •  •  und  es  lallt  aus 

diesen  Formeln  sehr  deutlich  in  die  Augen,  dass  jeder  dieser 
Werthe  positiv  sein  muss').  Euler  setzt  alsdann  1  ■  2 J.  =  3t, 
l-2-3-4.B=33,  l-2-3-4-5-6C=e,  1 -2 -3  ^-ö-ö-T -82)  =  2>  •■• 
und  nennt  diese  letzteren  nach  dem  Namen  ihres  Erfinders, 
Jacob  Beruoulli,  die  Bernoulli'schen  Zahlen,  deren  15  erste  er 
angiebt"),  während  Beruoulli  nur  5  derselben  ermittelt  hatte. 

Wir  dürfen  nicht  weiter  ähnlich  eingehend  berichten.  Wir 
müssen  das  6.  Kapitel,  Von  der  Summation  der  Progressionen 
durch  ohne  Ende  fortlaufende  Reihen;  das  7.  Kapitel,  Fort- 
führung der  Summation  der  Progressionen  durch  unendliche 
Reihen:  das  8.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauch  und  dem  Nutzen 
der  Differentialrechnung  bei  Bildung  der  Reihen,  als  solche 
kennzeichnen,  welche  die  allgemeinen  Sätze  des  5.  Kapitels  anwenden. 
Im  8.  Kapitel  kommen  vielfach  Entwicklungen  folgender  Art  vor. 
Es  seien  Z,  X,  S  drei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen, 
deren  letzte  hypothetisch,  d.  h.  mit  unbestimmten  Coefficienten  ange- 

nommen     ist     und     -^  =^  S.      Logarithmirung    und    darauf   folgende 

Differentiation     liefern        ^  —  ^"-  — ■  —  =  0,     beziehungsweise 

mNSdZ — nZSdN — ZXdS  =Q,  imd  bei  Ausrechnung  der  links 
vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Ausdrücke,  deren  Xullwerden  auf 
dem  Vei-schwinden  der  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x 
beruht,  erscheinen  zahlreiche  Gleichungen,  welche  die  Coefficienten  in 
S  zu  bestimmen  gestatten.  In  eben  diesem  8.  Kapitel  erscheinen  zum 
ersten  Male  die  Secantencoefficienten^). 

Das  9.  Kapitel,  Von  dem  Xutzen  der  Differentialrechnung 
bei  der  Auflösung  der  Gleichungen,  behandelt  zuerst  die  An- 
Wendung  der  Taylor'schen  Reihe  auf  Gleichungen.  Ist  y  eine  Function 
von    X,    welche    durch    ./  =  f  zu    Null    wird,    d.    h.    hat    ;/  =  0    die 


>)  Euler,  Differentialrechnung  II,  133,  §  119.         ^  Ebenda  II,  137,  §  12-2. 
')  Ebenda  ü,  iöö— 260,  §  224. 
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Wurzel  .1'  ^  /'  =  •»■  +  (/" —  -c),  so  ist  nach  der  Taylor'schen  Entwick- 

lung   0  =  .v  +  (/-.r)^^  +  ^4-^^--l  +  ^^^-,+  ■••,     und 

kennt  man  ein  von  dem  waliren  Werthe  /  nicht  sehr  abweichendes  x, 
welches  /'  —  x   imd   noch   mehr   dessen   höhere  Potenzen  sehr  klein 

werden  lässt,  so  kann  man  näherungsweise  y  -\-  (f'  —  x)  -~  =  0  oder 

1/  +  (t  —  X)  ~  -+-  - — z—^  3--,  =  U  setzen  und  daraus  einen  ange- 
J    I     \i  ■  dx    '         2        dx-  ° 

näherten  Werth  von  /'  linden,  der  dann  selbst  wieder  für  x  ange- 
nommen eine  weitere  Annäherung  gestattet.  Man  kann  aber  auch 
sagen'),  es  sei,  wenn  (/  eine  Function  von  .r  ist,  auch  x  eine  Function 
von  y,  deren  Werth  unter  der  Voraussetzung  y  ^  0  gesucht  wird. 

Dann  muss  anstatt  0  =  t, -\- (f  -  x)  §^  +  ^^  p,  +  ^^^  p, 

'      '     ^'  ■'  rf.r    '  2         dx-    '  6         rf.-r' 

-}-••■  eine  andere  Gleichung  stattfinden,  welche  /'  für  0  und  0  für  f, 
y  füi-  ./"  und  .r  für  y  erscheinen  lässt,  d.  h.  die  Gleichung  f=x  —  y  -t~ 

+  ~  3—,  —  ~  3-A  +  •  •  ■•    Ein  zweiter  Gegenstand,  der  im  9.  Kapitel 
'      2    dy-  6    dy'    '  o  >  f 

zur  Behandlung  kommt"),  ist  das  Auftreten  mehrfacher  Wurzeln  einer 
Gleichung.  Euler  geht  hier  ron  der  Annahme  aus,  man  wisse,  dass 
eine  Gleichung  zwei  um  a  verschiedene  Wurzeln  besitze,  dass  also  x 
und  x-\-a  beide  genügen,  um  (/  =  0  werden  zu  lassen.  Der  besondere 
Fall  0  =  0  enthüllt  alsdann  die  bekannten  Merkmale  mehrfacher 
Wurzeln. 

Das  10.  Kapitel,  Von  den  grössteu  und  kleinsten  Werthen 
der  veränderlichen  Grössen,  giebt  seinen  Inhalt  durch  die  üeber- 
schrift  deutlich  genug  zu  erkennen.  Dass  es  in  ihm  weder  an  lehr- 
reichen Beispielen,  noch  an  lesens werthen  Einzelheiten  fehlt,  bedarf 
kaum   der   Erwähnung.     Wir   machen   nur   etwa    auf   die   Auffindung 

P 
des   Maximum    oder   Minimum    von    (/  =  y,  aufmerksam^),  wo  dy  = 

^ ^ =  -^.—   ist,   und   wo    i?  =  0   den  Werth   von   x   liefert, 

welcher  ein  Maximum  oder  Minimum  von  y  hervorbringt,  je  nachdem 
(IR  ^  0  ist. 

Das  11.  Kapitel,  Von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen 
der  vielförmigen  Functionen  und  der  Functionen  mehrerer 
veränderlichen  Grössen,  ist  gleichfalls  in  der  Ueberschrift  deutlich 
gekennzeichnet.  Bei  vielförmigen  Functionen  betont  Euler,  dass  sie 
ihre  Versinnlichung  in  Curven  besitzen,  welche  aus  so  vielen  Schenkeln 


')  Euler,   Differentialrechnung  ü,  271—273,  §  231—233.  =)  Ebenda 

n,  287—294,  §  244— 24y.         »)  Ebenda  III,  28,  §  266. 


744  113.  Kapitel. 

bestehen,  als  //  für  jedes  x  Werthe  besitzt,  und  dass  jeder  solche 
Schenkel  für  sich  auf  grösste  und  kleinste  Werthe  der  Ordinate  y 
zu  untersuchen  sei').  Bei  vielförmigen  Functionen  giebt  es  aber 
auch   eine  Art  grösster  und   kleinster  Werthe,    welche  nicht  mittels 

y-  ==  0    gefunden    werden  -).      Es    sei    y   eine    zweiförmige   Function 

von  X,  und  zwar  seien  ihi'e  beiden  Werthe  reell  und  verschieden  bei 
x</',  ihre  beiden  Werthe  reell  und  gleich,  etwa  =g,  bei  x  =  f, 
ihre  beiden  Werthe  imaginär  bei  x  >  f,  so  ist  y  =  y   ein  Maximum 

oder  Minimum,  ohne  dass  j^  =  0  wäre.    Wir  werden  im  116.  Kapitel 

hierauf  zurückzukommen  haben.  Ist  eine  Function  zweier  Veränder- 
lichen X  und  y  auf  ihre  grössten  und  kleinsten  Werthe  zu  prüfen, 
so  ist  der  Fall  der  einfachste,  in  welchem  die  Function  X.-\-  Y  heissfc, 
wo  X  ausschliesslich  von  x,  Y  ausschliesslich  von  y  abhängt^). 
Diese  Summe  wird  Maximum,  beziehungsweise  Minimum,  wenn  so- 
wohl  X  als  Y  für  sich  diese  Eigenschaft  besitzt,  wogegen  Werthe 
von  X  und  y,  welche  die  eine  der  beiden  Functionen  X  und  Y  zu 
einem  Maximum,  die  andere  zu  einem  Minimum  machen,  für  die 
Summe  IL  -\-  Y  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hervor- 
bringen. Ganz  ähnliche  Betrachtunaren  ruft  die  Function  X  —  Y 
hervor.  Ist  ü  eine  irgendwie  beschaffene  Function  von  x  und  y,  so 
ist  die  Behandlung  folgendermassen^j.  Differentiation  möge  dU  = 
Fdx  -\-  Qdy  hervorbringen,  wo  P,  Q  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten von  U  nach  x  imd  y  sind.  Wäre  der  Werth  von  y  bekannt, 
der  ü  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  und  nur  der  ent- 
sprechende Werth  von  x  gesucht,  so  wäre  U  nach  x  allein  zu  differen- 
tiiren  und  dieser  Differentialquotient  von  ü  nach  x,  mithin  P  =  0 
zu  setzen.  Desgleichen  wäre  Q  =  0  zu  setzen,  wenn  der  Werth  von 
X  bekannt  wäre,  der  U  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht, 
und  nur  der  zugehörige  Werth  von  //  in  Frage  stünde.  Wenn  also 
sowohl  X  als  y  veränderlich  sein  sollen,  so  muss  gleichzeitig  P  ^  0 
und  Q  =  0  sein.  Darüber,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von 
U  vorhanden  ist,  würde  in  den  beiden  getrennt  besprochenen  FäUen 

das  Vorzeichen  von  --  =  i^-^   und  von   ^^  =  ^^^     den    Ausschlag 
(X        ex-  cy         cy-  ° 

geben.  In  dem  allgemeinen  Falle  müssen  wieder  diese  beiden  Aus- 
drücke befragt  werden,  und  sie  müssen  gleichen  Vorzeichens  sein, 
sonst  kann  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  von  U  stattfinden. 

Von  der  in  späterer  Zeit  hinzugetretenen  Bedingung  bezüglich  g^g 


')  Euler,   Differentialrechnung  lU,  46,  §  273.  =)  Ebenda  HI,  55— 5Ü, 

§  278.  ä)  Ebenda  III,  G9— 70,  §  286.  •*)  Ebenda  ni,  73—76,  §  288—290. 
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ist  iiocli  keine  Rede,  was  man  Euler  nicht  so  hoch  aurechuen  darf, 
da  die  ganze  Frage  nach  grössten  und  kleinsten  Werthen  von  Func- 
tionen zweier  Veränderlichen  in  seiner  Differentialrechnung  zum  ersten 
Male  allgemein  gestellt  ist. 

Das  12.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauche  der  Differentiale  bei 
der  Erforschung  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen, 
bringt  hauptsächlich  den  Satz,  dass,  wenn  z  =  .("  —  Ax"~^  -\-  Bx"~- 
—  t'.i""'^ -)-  •■•,  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  s  =  0  mit  der 
Anzahl  der  Maximal-  oder  Minimalwerthe  von  z  in  Zusammenhang 
stehe,    und    diese    wieder    mit    der   Anzahl    der    reellen   Wurzeln    von 

-y^  ==  II.  Hat  z  =  0  etwa  vi  reelle  Wurzeln ,  so  hat  --  =  0  deren 
dx  '  ((.V 

gewiss  mindestens  m  —  1 ,  und  das  Vorhandensein  von  weniger  als 
»I  —  1   reellen  Wurzeln  von   —  =  0    lässt    erkennen ,    dass    z  =  0 

(I.V 

weniger  als  m  reelle  Wurzeln  besitze,  wie  viele  weniger  ist  unbe- 
kannt,  da  die  Wurzeln  von   z  =  0   sogar  insgesammt   imaginär   sein 

dz  . 

können,  während  die  von  -j-  =^  insgesammt  reell  sind').   Ein  sicherer 

Schluss  von  den  Wurzeln   von  -^  =  0  auf  die  von  z  =  0  lässt  sich 

nur  dann  ziehen,  wenn  von  den  beiden  Werthen  von  ,?,  die  durch 
Einsetzung    solcher    ^Verthe    von    x    erscheinen,    welche    benachbarte 

Wurzeln  von    j— ,  =  0  sind,  der  eine  positiv,  der  andere  negativ  ist'^j. 

Von  diesen  grundlegenden  Sätzen,  welche  mit  solchen,  über  welche 
im  105.  und  106.  Kapitel  berichtet  wurde,  mannigfache  Aehnlichkeit 
besitzen,  werden  dann  zahlreiche  Anwendungen  auf  bestimmte 
Gleichungen  gemacht,  namentlich  auf  solche  des  2'^°,  3*"°  und 
4.ten  Grades  und  dann  auch  auf  trinome  Gleichungen^).  Das  12.  Kapitel 
lehrt  mittelbar  auch  die  Anzahl  der  imaginären  Gleichungswurzeln 
erkennen,  welche  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
«"°  Grades  zu  n  ergänzen  muss. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  Kennzeichen  der  imaginären 
Wurzeln,  sucht  deren  Anzahl  unmittelbar.  Es  kann  genügen  zu 
wiederholen,  was  Euler  selbst  ausspricht*),  dass  es  sich  um  die 
Wiedergabe  der  Regeln  handelt,  welche  Newton  aufstellte,  Campbell 
ergänzte. 

Das  14.  Kapitel,  Von  den  Differentialen  für  besondere 
Fälle,  erörtert  Dinge,  welche  seitdem,  wenigstens  in  der  von  Euler 
gewählten    Form,    der    Differentialrechnung    nicht    mehr    angehören. 


')  Euler,  Differentiah-echnung  UI,  91—92,  §  298.       ')  Ebenda  III,  92— 9:i, 
§  299.         ^  Ebenda  EI,  114—117,  §  310.         ■•)  Ebenda  III,  lU,  §  326. 

Cantor.  üescbicfate  der  Malhematik     III,  3.  48 


746  113.  Kapitel. 

Wenn  unter  Annahme  eines  bestimmten  Werthes  von  x  das  Differen- 
tial dl/  einer  Function  zu  verschwinden  scheint,  so  kann  es,  meint 
Euler,  darum  doch  als  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  vorhanden 
sein.  Nach  Taylor's  Satze  ist  ij  -\-  dy  oder  der  Werth,  den  y  an- 
nimmt, wenn  x  in  x  +  dx  übergeht,  durch  die  Reihe  gegeben: 
,      ,       dy    ,    dx-    d-ii    1    dx^    d^y    ,  ,     i       ,     1    t.)      ,     1    to 

-|-  •  •  •  und  dy  ^  dy  -\-  ^  d'-y  -j-      d'^y  +  •  ■  ■•     Für  gewöhnlich  lässt 

man  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  hinter  dy  nachfolgenden 
Glieder  einfach  weg,  weil  sie  als  unendlichklein  höherer  Ordnung 
gegen  dy  verschwinden.  Ist  aber  bei  irgend  einem  bestimmten  Werthe 
von  X  das  dy  =  0,  so  ist  das  wahre  Differential  von  y, 
d.  h.  also  der  unendlichkleine  Zuwachs,  den  y  erhält,  während  x  um 
das  unendlichkleine  dx  gewachsen  ist,  thatsächlich  durch  —  d-y  dai-- 

gestellt.  Der  Nutzen  dieser  Auffassung,  von  der  wir  nur  nicht  sehen 
können,  wie  sie  mit  dem  Grundgedanken  der  Euler'schen  Differential- 
rechnung, die  Differentiale  seien  wirkliche  Nullen  und  nicht  Unendlich- 
kleines, in  Einklang  zu  bringen  ist,  trete,  sagt  Euler  unter  Anführung 
von  Fällen,  die  sich  auf  transcendente  Functionen  beziehen,  in  der  Lehre 
von  den  Curven   oft  hervor  ^j.     Er  denkt  dabei  an  die  Untersuchung 

von  Singularitäten  einer  gewissen  Gattung.    Die  Gurve  y  =  x-  —  ,— ^ 

beginnt  beispielsweise  im  Coordinatenanfangspunkte.  Sie  setzt  sich 
von  ihm  aus  steigend  nach  der  positiven  Abscisseni'ichtung  fort,  ohne 
dass  man  von  einem  im  Coordinatenanfangspunkte  vorhandenen  Mini- 
mum reden  könnte.  Ein  gewöhnliches  Minimum  finde  dort  nicht 
statt,  weil  y  keinen  nächstvorhergehenden,  einem  negativen  x  ent- 
sprechenden Werth  besitze,  und  ein  Minimum  zweiter  Art  (S.  744) 
sei  dort  auch  nicht  vorhanden,  weil  die  Curve  sich  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte aus  nur  in  einem  Zweige  und  nicht  in  deren  zwei 
fortsetze. 

Das  15.  Kapitel,  Von  den  Werthen  der  Functionen,  die  in 
gewissen  Fällen  unbestimmt  zu  sein  scheinen,  gestattet  Euler 
eine  zweite  Anwendung  des  im  14.  Kapitel  Erörterten  zu  machen.   Wenn 

-^  ein  Bruch   ist,    dessen  Zähler  und  Nenner  bei  x  =  a  gleichzeitig 

verschwinden,  so  setze  man  statt  x  zunächst  x  -\-  dx,  was  eigentlich 
wegen  dx  =  0  keine  Veränderung  ist-).    Die  Substitution  verwandelt 

o  ^^  C)mTÖ >   ^^^  dieses  geht   bei  x  =  «    in   -jq  über.     Man  muss 

')  Euler,  DifFerentialredmung  lU,  166,  §  353,  1.  Beispiel.  -)  Ebenda 

TU,   175,  §  357, 
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aber  hier  die  wahren  Differentiale  von  P  und  Q  wählen,  weil 
nur  dann,  d.  h.  wenn  man  weiss  von  welcher  Kleinheitsordnung  dP 

dp 
und  (IQ  ist,  der  Werth  von  ^ttj  richtig  ermessen  werden  kann.    Nach 

mannigfaltigen  Beispielen,  bei  welchen  auch  wohl  wiederholte  Differen- 
tiation des  Zählers  und  des  Nenners  nöthig  fällt,  geht  Euler  zu  den 

Formen^-,  0-cc,   ex;  —  cx)  über*),  deren  Auswertliung  er,   so  viel 

uns  bekannt  ist,  zuerst  lehrte. 

Auch  im  IG.  Kapitel,  Vou  der  Differentiation  der  inexpli- 
cablen  Functionen,  uud  im  17.  Kapitel,  Von  der  Interpolation 
der  Reihen,  spielen  die  sogenannten  wahren  Differentiale  eine  RoUe. 

Inexplicabel  heisst   für   Euler   eine   Function   wie    1  +  "^  +  ^  ~l~  •  ■  • 

-| — -^    die    zwar    vou    x    abhängt,    aber   auf   keine   Weise   entwickelt 

werden  kann ,  wenn  x  keine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Um  sie 
zu    differeutiiren  muss  gleichwohl   ein   auf  das   .?:"'  Glied   X  (in    dem 

erwähnten  Sonderfalle  —)  folgendes  Glied  Z  ermittelt  werden,  welches 

mit   dem   Stellenzeiger   x  -\-  dx   versehen   ist,    und    welches   sich   als 

Z=dS  zu  erkennep  giebt,  wenn  S=Ä-\-B-{-  C -^ +  X  die  in- 

explicable  Function  und  S-j-dS  =  A+B-j-C-\ ^  X  +  Z  ihr 

nächster  Werth  ist.  Die  in  der  Ueberschrift  des  17.  Kapitels  ge- 
nannte Interpolation  nimmt  gleichfalls  eine  aus  x  Gliedern  bestehende 
Reihe  S  =  A-\-JB-\-C-{-----{-X  an  und  sucht  deren  Glied  mit 
dem  Stellenzeiger  ,r  -|-  oj,  wo  a  ein  echter  Bruch  ist. 

Das  18.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauche  der  Differential- 
rechnung bei  Auflösung  der  Brüche,  endlich  lehrt  die  Zer- 
legung in  Partialbrüche  ausgehend  von  der  einfachsten  Aufgabe:  den 

S(  P 

Partialbruch  tt-t- —    der   Zerlegung    vou   -f    zu    finden,    weun    Q  = 

(f-\-gx)S    xmd    S    den    Factor    f -{- gx    nicht    mehr    enthält.      Sei 

p  g(  y  p 3(  5 

7-,  =  -r- 1-  -j7 ,   so   folgt   V  =  -^,  ^     ,     und     da     V    eine     ganze 

Function  sein  muss,  so  ist  nothwendigerweise  P —  2(Ä'  durch  f-j-gx 

theilbar,    d.  h.    /'  +  gx  =  0    oder    x  =  —  ^    macht    P  —  3IÄ  =  0. 

P  .  f 

Daraus  folgt  aber,   dass   %  ^  -^ ,   wenn   in  diesen  Bruch  x  =  —  — 

.   .        .  j        rj        ,.-    •       •  i     -P       P(f+gx)       P{f+gx) 
eingesetzt    wird.      Zuverlässig    ist     ^  =  „,^  •       ■,  =  —    A        ,    eine 
o  ^  S        S{f  +  gx)  Q        ' 

Form,  welche  mittels  .r  = zu  —  wird  und  nach  Kapitel  15  ihre 


')  Euler,  Differentialrechnung  lü,  192—195,  §  3G2— 364. 

48' 
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Auswerthuiiff  findet.     Der  wahre  Werth  ist  daher  ^''S''')''^^ — ^ 

dQ  ' 

wenn  darin  x  = gesetzt  wird,   oder  noch  einfacher  ?t  =  ^ 

nach  Einsetzung  von  x  =  —      ■ 


114.  Kapitel. 
Analytische  (Jeometrie  bis  1740.    Clairaut.    Braikenridge.   De  Gua. 

Was  dem  Leser  unseres  Berichtes  über  Euler 's  Differentialrechnung 
aufgefallen  sein  muss,  ist,  dass  bei  aller  Aehnlichkeit  des  Inhaltes  mit 
demjenigen  späterer  Diiferentialrechnungen  zwar  auf  geometrische  An- 
wendungen hie  und  da  hingewiesen  ist,  diese  selbst  aber,  wie  z.  B. 
Berührungen,  Krümmungen,  Abwicklungen  u.  s.  w.  nie  näher  erörtert 
werden.  Lag  es  in  Euler's  Absicht  ein  besonderes  Werk,  etwa  unter 
dem  Titel:  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  Geometrie,  zu 
schreiben?  Es  will  fast  so  scheinen,  wir  werden  auch  im  nächsten 
Kapitel  eine  Art  von  Bestätigung  dieser  Vermuthung  finden,  aber 
bestimmte  Angaben  fehlen.  Nicht  als  ob  zu  den  Anwendungen, 
welche  schon  bei  De  L'Hospital  vorkamen,  nicht  inzwischen  Neues 
liinzugetreten  wäre.  Euler  vind  vor  und  nach  ihm  zahlreiche  andere 
Schriftsteller  haben  früher,  haben  auch  in  der  Zeit  von  1727 — 1758 
die  Lehre  von  den  Curven  und  Oberflächen  bald  ohne  bald  mit  Be- 
nutzung von  Infinitesimalbetrachtungen  mächtig  gefördert,  wie  wir 
jetzt  in  einigen  Kapiteln  zu  zeigen  haben. 

Guido  Grandi  veröffentlichte  schon  1723  in  den  P.  T.  eine 
Abhandlung  Flor  um  (jeometricorum  manipulus^),  eine  Handvoll  geo- 
metrischer Blumen,  welche  schon  im  99.  Kapitel  hätte  Erwähnung 
finden  sollen.  Welche  ebene  Curven  unter  diesen  Blumen  gemeint 
sind,  hat  Grandi  dann  1728  noch  ausführlicher  erörtert  unter  Er- 
weiterung seiner  Constructionen  auf  den  Raum.  Er  gab  nämlich  1728 
in  Florenz  eine  besondere  Schrift-):  Flores  yeoinctrici  ex  lihoihnearum 
et  Cleliarum  curvaruni  descriptione  resultantes  zum  Drucke,  gewidmet 
der  Gräfin  Clelia  Borromei,  weil  sie  im  Stande  sei,  den  Geruch 
dieser  geometrischen  Blumen  zu  empfinden  i;nd  zu  schätzen.  Die 
Rhodoneen  sind  innerhalb  eines  Kreises  gezeichnete,  aus  vielen 
Blättern  bestehende  imd  dadurch  an  eine  Rose  erinnernde  ebene 
Curven,  die  Clelien  sind   ähnlich   gestaltete  Curven  auf  einer  Kugel- 


')  P.  T.  XXXII,  355—371,  Nr.  :^78  for  the  moulhs  nf  Juhj  and  August  1733. 
-)  Klügel  IV,  296. 
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Oberfläche.  Ein  einzelnes  Blatt  einer  Khodone.a  entsteht  so:  In  einem 
gegebenen  Kreise  (Fig.  112)  wird  der  Halbmesser  CD  =  r  unter  dem 
Winkel  %■  mit  dem  der  Lage  nach  ge- 
gebeneu Halbmesser  CA  gezogen. 
CG  soU  dann  mit  CA  einen  Winkel 
bilden,  zu  welchem  &  in  dem  gegebe- 
nen    Verhältnisse     a  :  h     steht,    d.    h. 


Dann      ist      GH  = 
sin  —  und  nimmt  man  auf  CD  ein 


rig.  112. 


LGCA  = 

bd- 

a 
Stück    CJ^GH=Q   ab,    so   soll    J 
ein   Punkt   der   Rhodonea    sein,    deren 
von  Grandi  nicht  hergestellte  Gleichung 

in      Polarcoordinaten      p  =  >•  ■  sin  — 

lautet.  Später  hat  dann  Grandi  1737  in  Neapel  noch  eine  Sectionum 
conicarum  Synopsis'^),  eine  Uebersicht  über  die  Kegelschnitte  heraus- 
gegeben. 

Pierre  Louis  Moreau  de  Maupertuis^)  (1698—1759)  hat 
1729  in  der  Zwischenzeit,  während  welcher  er,  nach  Austritt  aus  der 
französischen  Armee  und  vor  seiner  Aufnahme  in  die  Pariser  Aka- 
demie, als  Privatmann  in  Paris  lebte,  einen  Aufsatz:  Sur  quelques 
aff'ections  des  courhes^)  veröffentlicht.  Aff'ecfion,  Beschaffenheit  oder 
anhaftende  Eigenschaft,  nannten  die  französischen  Geometer  der  da- 
maligen Zeit  das,  was  man  später  mit  dem  Namen  Singularitäten 
der  Curven  belegt  hat.  Maupertuis  erinnert  daran,  dass  mau  seit 
langer  Zeit  Inflexionspunkte    und   Rückkehrpunkte    kenne.     Nun    sei 


Fig.  H3. 


Fig.  111. 


aber    augenscheinlich    auch    eine    Aufeinanderfolge   zweier    Liflexious- 
punkte  K  (Fig.  113)  oder  zweier  Rückkehrpunkte  K  (Fig.  114)  oder 


')  Poggendorff  I,  940.         ')  Ebenda  E,  84—85. 
demie  des  seiences  de  Paris.    Annee  1729,  pag.  277 — 282. 
Bande  den  Abschnitt  Histoire  pag.  44 — 50. 


■')  Histoire  de  I'äcii- 
Vergl.  in  demselben 
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Fig.  115. 


eines  RückkehrpuDktes  K  und  eines  luüexiouspuuktes  K  (Fig.  115) 
möglich,  in  deren  Nähe  eine  Gerade  GH  die  Curve  AF  in  vier 
Punkten    schneide,    woraus    folge,    dass    die   Curve   mindestens   vom 

vierten  Grade  sein 
müsse.  Die  vier  Durch- 
schnittspunkte können 
durch  besondere  Ge- 
staltung der  Curve 
näher  und  näher  bei 
einander  liegen,  in  der 
äussersten  denkbaren 
Nähe  zusammenfallen. 
Das  Auge  merkt  dann 
nichts  davon,  dass  in  diesen  Grenzfällen  die  Berührende  GH  vier 
beieinanderliegende  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat.  Den  Punkt 
BCDE  nennt  Maupertuis  in  den  drei  genannten  UnterfäUen  einen 
point  de  serpentement  (Schlängelungspunkt),  2^oint  de  douhle  pointe 
(Doppelspitze),  point  de  rebroussement  de  Ja  seconde  Sorte  (Schnabel). 

Die  analytische  Bedingung  besteht  darin,  dass  -r-^  ^'^  einem  solchen 

Punkte  0  oder  oo  werden  muss.  Irgend  ein  bestimmtes  Beispiel 
giebt  Maupertuis  nicht  an. 

In  demselben  Bande  der  Pariser  Abhandlungen,  von  welchem 
wir  reden,  befindet  sich  auch  ein  Aufsatz  von  Fraueois  Nicole: 
Traite  des  lignes  da  troisiemc  ordrc^).  Nicole  beruft  sich  gleich  am 
Anfange  desselben  auf  die  Vorarbeiten  von  Newton  (S.  404 — 409), 
von  Stirling  (S.  413—41)^),  von  Maclaurin  (S.  419—427),  von 
denen  er  Gebrauch  zu  machen  nicht  unterlassen  habe.  Dem  ist  in 
der  That  so,  und  zwar  in  einem  solchen  Umfange,  dass  wir,  da 
Neues,  wenn  überhaupt,  nur  in  unerheblicher  Menge  vorkommt,  uns 
weiterer  Berichterstattung  entheben  dürfen.  Am  Schlüsse  verspricht 
Nicole  eine  Fortsetzung  in  einer  weiteren  Abhandlung.  Vielleicht 
hat  mau  zwei  Aufsätze-)  von  1731  als  Theile  dieser  Fortsetzung  zu 
betrachten. 

Der  erste  derselben,  Sur  Jrs  sectmis  coniques,  betrachtet  die 
Kegelschnitte  als  solche,  d.  h.  Nicole  denkt  sich  zwei  mit  der  Spitze 
zusammentreffende  grade  Gegenkegel  von  kreisförmiger  Basis  und 
deren  beide  in  einer  und  derselben  Ebene  befindlichen  Axendreiecke. 
Senkrecht   zu   dieser  Ebene   lässt  er  eine  zweite  Ebene   durch  einen 


*)  liistoire  de  l'Academie  des  scieuces  de  Paris.  Annee  1729,  pag.  194 — 224. 
Vergl.  iii  demselben  Bande  den  Abschnitt  Histoire  pag.  37 — 44.  -)  Ebenda. 

Annöe  1731,  pag.  130—143  und  pag.  494—510. 
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Ponkt  Ä  der  Seite  des  Axeudreiecks  gehen,  und  diese  Ebene  bringt 
auf  der  Kegeloberfläche  einen  Schnitt  hervor,  welcher  andere  und 
andere  Eigenschaften  zeigt,  wenn  die  schneidende  Ebene  immer  senk- 
recht zum  Axendreiecke  bleibend  um  A  in  Drehung  versetzt  wird. 
Das  ist  die  älteste  schon  von  den  gi-iechischen  Geometern  benutzte 
Entstehung  der  Kegelschnitte,  und  Nicole  weicht  von  diesen  seinen 
um  zwei  Jahrtausende  älteren  Vorgängern  nur  darin  ab,  dass  er 
bewusstermassen  Coordinaten  benutzt  und  mit  diesen  rechnet,  bis  er 
zur  Gleichung  der  Curve  gelangt,  was  nach  unserer  TJeberzeugung 
den  Griechen  fem  lag,  wenn  auch  selbstverständlich  die  Ergebnisse 
nicht  von  einander  abweichen  können. 

Der  zweite  Aufsatz    heisst:    Planiere  d'engendrer  (Ia»s   hh   corps 
solide  ioides  les  liynes  du  froisirme  ordre.     Eine  der  von  Newton  so- 
genannten divergirenden  Parabeln  dritter  Ordnung  schneide  (Fig.  116) 
die  Abscissenaxe  EOP  in  den 
di-ei  Punkten  7,  II,  III    Um 
das  Abscissenstück  //  ///  als 
Durchmesser  stellt   die   Curve 
ein  Oval  vor,  von  dem  Punkte  /      " 
aus    geht    sie    oberhalb    und 
unterhalb  der  Abscissenaxe  in 

zwei     symmetrischen     Aesten  Fig.  ne 

ins  Unendliche.    Ist  31 P  =  y 

eine  Ordinate,  0  der  C'oordinatenaufangspunkt,  E  ein  auf  der  Abscissen- 
axe gegebener  fester  Punkt,  so  ist  die  kennzeichnende  Eigenschaft  der 
Curve  in  der  Gleichung  OE  ■  P3r  =  PI  ■  PII ■  Pill  enthalten. 
In  0  wird  senkrecht  zur  Ebene  der  Curve  eine  Gerade  OC  errichtet, 
von  deren  Punkte  C  aus  Gerade  nach  allen  Curvenpunkten  gehen, 
welche  also  eine  Kegelfläche  bilden,  und  nun  untersucht  Nicole  die 
auf  diesem  Kegel  durch  ebene  Schnitte  hervorzubringenden  Curven. 
Es  sind  Schnitte  eines  Kegels  von  anderer  Ordnung  als  die  im  ersten 
Aufsatze  behandelten,  aber  immerhin  Schnitte  eines  Kegels,  und  damit 
ist  der  von  Nicole  selbst  betonte  Zusammenhang  der  beiden  Aufsätze 
hergestellt.  Nicole's  Zweck  ist  es,  die  von  Newton  in  seiner  Enume- 
ratio  behauptete,  aber  weder  von  ihm  noch  von  Stirling  oder  Maclaurin 
bewiesene  Erzeugung  aller  Curven  dritter  Ordnung  als  Central- 
projeetionen  (Schatten)  der  fünf  divergirenden  Parabeln  gleicher 
Ordnung  sicher  zu  stellen.  Er  erfüllt  seine  Absicht  mittels  analytischer 
Rechnung  für  die  aus  der  gegebenen  Parabel  herzuleitenden  Curven. 
Die  Untersuchung'der  von  den  vier  anderen  divergirenden  Parabeln 
abhängigen  Curven  stellt  Nicole  wiederum  als  Gegenstand  eines  späteren 
Aufsatzes  in  Aussicht.     Ein  solcher  ist  aber  niemals  erschienen. 
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Der  uächste  von  uus  zu  erwähnende  Schriftsteller  ist  der  Abbe 
Christophle  Bernard  de  Bragelongue^)  (1688 — 1744),  der  in 
seinem  17.  Jahi-e  sich  der  Freundschaft  Mallebrauche's  erfreute,  in 
dessen  Nähe  er  der  Erholung  bestimmte  Stunden  und  Tage  zubrachte. 
Schon  1708  veröfieutlichte  Bragelougue  in  dem  Journal  des  S^avans 
einen  Artikel  über  Newton's  Zeichnung  der  Curven  3'*"  und  4'™  Grades 
mit  Doppelpunkten.  Der  Akademie  legte  er  dann  1711  eine  erste 
Abhandlung  über  Quadraturen  vor.  Eine  kirchliche  Stellung  in 
Brioude  (Haute-Loire)  nöthigte  ihn  zur  Entfernung  von  Paris,  während 
seine  Ernennung  zum  Associe  libre  es  ihm  seit  1728  ermöglichte, 
die  Beziehungen  zur  Pariser  Akademie  von  Brioude  aus  aufrecht  zu 
erhalten.  Von  dort  schickte  er  1730  den  Anfang  einer  grossen  Ab- 
handlung^) über  Curven  4*'^°  Grades  ein.  Im  folgenden  Jahre  kam 
die  Fortsetzung'').  Eine  weitere  Fortsetzung  konnte  1732  nicht  mehr 
unter  die  eigentlichen  Abhandlungen  aufgenommen  werden.  Man  be- 
gnügte sich  mit  einer  sehr  abgekürzten  Inhaltsangabe*)  und  mit  der 
Zusage,  die  ganze  Untersuchung,  welche  immer  weitere  Ausdehnung 
gewann,  werde  künftig  als  besonderer  Band  im  Drucke  ei'scheinen, 
eine  Zusage  die  freilich  niemals  erfüllt  worden  ist.  Bragelongne's 
Verfahren  ist  durchweg  analytisch.  Er  hat  die  Vorarbeiten  von 
Newton,  von  Stirling,  von  Maclaurin  gründlich  in  sich  auf- 
genommen und  erkannt,  dass  es  bei  den  höheren  algebraischen  Curven 
wesentlich  darauf  ankomme,  ihre  vielfachen  Punkte  der  Art 
und  der  Anzahl  nach  zu  erforschen.  Er  hat  bei  dieser  Unter- 
suchung eine  grössere  Mannigfaltigkeit  solcher  Punkte  entdeckt,  als 
jemals  vor  ihm  bemerkt  worden  war,  und  hat,  was  einen  besonderen 
Vorzug  seiner  Aufsätze  bildet,  sich  nicht  mit  Aeusserung  allgemeiner 
Gedanken  begnügt,  sondern  überall  mit  bestimmten  Beispielen  seine 
Behauptungen  belegt.  Eine  Eintheilung,  beziehungsweise  Aufzählung 
der  Curven  4'^"  Grades,  beginnt  erst  in  dem  vorerwähnten  Auszuge 
von  1732.  Zu  den  von  Bragelongne  benutzten  Eintheilungsgründen 
gehört  seine  Glassenzahl,  welche  so  zu  verstehen  ist:  eine  Curve 
«"'°  Grades,  deren  Coordinaten  x  und  ij  heissen,  besitzt  die  allge- 
meinste Gleichung  «g//»  -j-  (n,  -f  hi.r)y"-^  +  ••'  +  (««-i  +  l>n-iX 
4"  ••■  +  l„-i.r"-'^]ij  -f  («„  +  h„x  +  ■■•  +  m„.v")  =  0,  und  vermöge 
des  Verschwindens  auftretender  Coeflicienten  können  Potenzen  von  y 
ganz  in  der  Gleichung  fehlen.  Kommt  y"  vor,  so  ist  die  Curve  von 
der  w'°°  Classe.     Ist  ?/""'   die  höchste   vorkommende  Potenz   von  y, 


')  Histoire   de   l'Academic   fies   sciences   de   Paris.     Ann^e    1744.     Histuire 
pag.  65—70.  *)  Ebenda.    Annäe   1730,   pag.  158—216   und  pag.  363—434. 

Vergl.   aucli  Histoire  pag.   68 — 87.  ')   Ebenda.    Annee   1731,  pag.  10 — 49. 

Vergl.  auch  Histoire  pag.  45—53.       •*)  Ebenda.  Annee  1732.  Histoire  pag.  63—70. 
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so  ist  die  Curvo  von  der  n  —  1'^"  ('lasse.  Sie  gehört  der  1""'  Classe 
an,  wenn  //  nur  als  //'  vorkommt.  Beispielsweise  ist  die  Parabel 
((//  —  a:'-  =  0    eine    Curve    2^'"'   Grades   und    1'"   Classe,    die    Ellipse 

^  +  ^  —  1=0  eine  Curve  2'"  Grades  und  2'"  Classe.  Einen  au- 
0  n 

deren  ünterscheidungsgrund  bilden  für  Bragelongue  die  Asymptoten. 
Jeder  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Curvenast  besitzt  nämlich, 
wie  er  behauptet,  eine  gradlinige  oder  eine  krummlinige  Asymptote, 
und  auf  diese  ihre  Verschiedenheit  lässt  sich  abermals  eine  Ein- 
theilung  gründen. 

Alexis  Claude  Clairaut'i  (1713 — 17(35 1  war  das  zweite  von 
21  Kindei-n  eines  Mathematikers  in  Paris  und  wuchs,  wie  man  sagen 
darf,  als  Mathematiker  unter  Mathematikern  auf.  Schon  im  Jahre 
1726  reichte  er  mit  12'/.^  Jahren  der  Pariser  Akademie  einen  Aufsatz 
ein,  welchem  Nicole  und  Pitot  als  Berichterstatter  das  Lob  spen- 
deten, er  lasse  grosse  Erwartungen  auf  den  jugendlichen  Verfasser 
setzen.  Der  Aufsatz  wnrde  1734  in  den  Veröifentlichungen  der 
Berliner  Akademie  gedruckt-).  Er  beschäftigt  sich  mit  den  vier  Curven 
4'"°  Grades,  deren  Gleichungen  o;' =  «^(.r^ -|- »/-),  x^{x^  -\-  y^)  ^  a*, 
x-(a"  —  !/^)  =  a*,  x^  =  a-{a^  —  ij-)  heissen,  und  welche  mit  den 
Hilfsmitteln  der  Infinitesimalrechnung  discutirt  werden.  Die  so  rege 
gemachten  Hofi'nungen  täuschten  nicht.  Mit  kaum  16  Jahren  reichte 
Clairaut  der  Pariser  Akademie  eine  grosse  Abhandlung  ein,  welche 
von  De  Mairan  und  Nicole  geprüft  wurde.  Ihr  Urtheil  vom 
23.  August  1729  ging  dahin,  es  stünden  viele  merkwürdige  und  neue 
Dinge  in  der  Abhandlung,  welche  in  dem  Verfasser  sowohl  Erfindungs- 
gabe, als  Kenntnisse  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  ver- 
rathen.  Weit  lobender  drückte  sich  am  3.  Juni  1730  Josef  Privat 
de  Molieres^)  (1677 — 1742)  aus.  Ihm,  der  seit  1721  der  Akademie 
angehörte,  und  von  dessen  mathematischen  Leistungen  eine  Methode 
zur  Auffindung  der  Primzahlen,  von  der  behauptet  wird'),  sie  habe 
in  Zeit  von  2 — 3  Stunden  sämmtliche  Primzahlen  unterhalb  25  000 
ermitteln  lassen,  am  Anfange  des  98.  Kapitels  hätte  erwähnt  werden 
müssen,  wenn  nur  die  leiseste  Andeutung,  worin  die  Methode  be- 
stand, vorhanden  ^7äre,  wurde  die  Arbeit  Clairaut's  zu  abermaliger 
Berichterstattung  vom  Minister  übergeben.  Die  geschicktesten  Mathe- 
matiker der  Gegenwart  und  der  Vergangenheit,  sagte  er,  würden 
eine    Ehre    darein    gesetzt    haben,   Verfasser    dieser   Schrift    zu    sein; 


')  Histoire   de   l'Academie   des   sciences   de    Paris.     Annee    1765.     Histoire 
pag.  144—159.  *)  Miscellanea  Berolinensia  T.  IV,    143—152   (Berlin  1734). 

')  Histoire  de  VAcademic  des  sciences  de  Paris.  Annee  1742.  Histoire  pag.  195 — 205. 
')  Ebenda.  Ann^e  1705.    Histoire  pag.  81. 
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sie  verdiene  nicht  nur  gedruckt  zu  werden,  man  müsse  sie  als  ein 
Wunderwerk  der  Phantasie  und  der  Fähigkeit  anstaunen. 

Der  Druck  erfolgte  1731  unter  dem  Titel  Becherches  sur  les 
courhes  ä  doiihlc  courlure  in  einem  Bändchen  von  173  Nummern  auf 
119  Seiten  mit  6  Figurentafeln.  Clairaut's  Name  fehlt  auf  dem 
Titelblatte,  ist  dagegen  in  den  auf  die  Vorrede  folgenden  Gutachten, 
welche  wir  erwähnt  haben,  genannt.  Die  Vorrede  ist  so  bemerkens- 
werth,  dass  wir  uns  nicht  enthalten  können,  einige  Stellen  in  Ueber- 
setzung  mitzutheilen. 

Descartes  dürfte  der  Einzige  sein,  der  solche  (d.  h.  auf  ge- 
krümmten Oberflächen  beschriebene)  Curven  ins  Auge  gefasst  zu 
haben  scheint.  Was  er  von  ihnen  sagt,  belehrt  uns  einfach  darüber, 
dass  man,  um  sie  zu  prüfen,  von  jedem  ihrer  Punkte  Senkrechte  auf 
zwei  selbst  zu  einander  senkrechte  Ebenen  zu  fällen  und  ihre  Punkte 
dann  auf  die  Punkte  der  Curven  zu  beziehen  habe,  welche  man  solcher- 
weise auf  den  beiden  Ebenen  gebildet  hat.  .  .  .  Ich  glaubte  dergleichen 
Curven  Curven  doppelter  Krümmung  nennen  zu  sollen,  weil  sie, 
in  der  geschilderten  Weise  betrachtet,  immer  so  zu  sagen  an  der 
Krümmung  zweier  Curven  theilnehmen,  auch  hat  man  ihnen  diesen 
Namen  in  einem  der  Akademie  vorgelegten  Aufsatze  gegeben,  wo 
man  sie  den  Geometern  als  einen  der  Untersuchung  würdigen  Gegen- 
stand vorschlägt')  . .  .  Ich  beabsichtige  in  einiger  Zeit  eine  Schrift 
über  gekrümmte  Oberflächen  herauszugeben,  zu  welcher  diese 
als  Vorbereitung  dienen  kann.  Ich  halte  den  Gegenstand  nicht  für 
minder  neu  als  die  Curven  doppelter  Krümmung,  und  bekannt  dürfte 
darüber  nur  die  Darstellung  gekrümmter  Oberflächen  mittels  einer 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  sein,  von  der  ich  erfahre, 
dass  sie  srelegentlich  in  einer  Abhandluntj  des  berühmten  Herrn  Ber- 
noulli  in  den  Leipziger  Acten  erwähnt  sei .  .  ..  Was  die  Curven 
doppelter  Krümmung  betrifft,  deren  Coordinaten  von  einem  Punkte 
ausgehen^),  oder  deren  Coordinaten  krumme  Linien  sind,  so  verlangen 
diese  eine  besondere  Methode  und  können  den  Gegenstand  einer 
anderen  Schi-ift  bilden,  welche  ich  mir  zu  veröfl'entlichen  Rechnung 
mache. 

Aus  diesen  Worten  geht  hervor,  dass  Clairaut  kannte,  was 
Descartes  (Bd.  II,  S.  743),  was  Pitot  (S.  428i  über  Raumgeometrie 
geäussert  hatten,  da.ss  seine  Gewähi-smänner  dem  Aufsatze  Johann 
Bernoulli's  in  den  A.  E.  von  1698  (S.  233  und  235)  die  Bedeutung 


')  c'est  meine  le  •nom  qti'on  leur  donne  dmis  un  memoire  de  VAcadcmie 
Boiale  des  Sciences  oü  on  les  propose  comme  un  ohjet  digne  des  recherches  des 
Geometres.        *)  dont  hs  coordonnees  partent  d'un  point. 
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beilegten,  als  zeuge  er  schon  von  einer  Benutzung  dreier  Rai;mcoor- 
dinaten  bei  Oberfläclien,  dass  er  nicht  kannte,  was  Pareut  (S.  401) 
in  dieser  Beziehung  geleistet  hatte.  Für  die  Wahl  der  Benennung 
der  Curven  doppelter  Krümmung  giebt  Clairaut  einen  ganz  anderen 
Grund  an  als  den,  der  nach  unserer  Ansicht  wenigstens  (S.  428), 
Pitot  zu  demselben  Namen  führte.  Sollte  Clairaut  die  Meinung  Pitot's 
richtiger  als  wir  erkannt  und  wiedergegeben  haben?  Wir  glauben  es 
kaum,  denn  wenn  Pitot  die  Curve  doppelter  Krümmung  eine  solche 
nennt,  welche  man  sich  auf  der  krummen  Oberfläche  eines  Körpers 
gezeichnet  denkt,  so  ist  doch  bei  ihm  in  keiner  Weise  von  Projectionen 
der  Curve  die  Rede,  und  ebenso  wenig  behauptet  Clairaut,  in  Pitot's 
Sinne  den  Namen  gewählt  zu  haben.  Wir  verstehen  Clairaut's  Aeusse- 
rangen  vielmehr  nur  so,  dass'  sie  zwei  von  einander  unabhängige  Dinge 
aussprechen:  erstens  er  nenne  die  Curven  doppelter  Krümmung  so, 
weil  sie  zwei  Curven  als  Projectionen  haben,  zweitens  komme  der 
Name  schon  früher  einmal  voi*.  Was  Clairaut  von  einem  Punkte  aus- 
gehende Coordinaten  nennt,  dürften  ßaumpolareoordinaten  sein. 
Die  in  Aussicht  genommenen  besonderen  Arbeiten  über  dieses  Coor- 
dinatensystem  und  über  Oberflächen  sind  nicht  erschienen. 

Der  1.  Abschnitt,  Ueber  die  Art  Curven  doppelter  Krümmung 
zu  betrachten^),  ist  für  sich  schon  eine  Zusammenstellung  wichtiger 
raumgeometrischer  Lehren.  Wird  aus  drei  zu  einander  senkrechten  Ge- 
raden ein  Coordinateneck  gebildet,  dessen  drei  Ebenen  die  der  .c  imd  y, 
der  X  und  z,  der  ij  und  s  heissen-),  und  projicirt  man  eine  Raum- 
cui-ve  auf  diese  drei  Ebenen,  so  entstehen  Curven,  denen  Gleichungen 
zwischen  x  und  i/,  zwischen  x  und  z,  zwischen  y  und  z  angehören. 
Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bildung  der  dritten  und  zur 
Bestimmung  der  Raumcurve^).  Auch  anders  gebildete  Gleichungen 
können  diesen  letzteren  Erfolg  haben,  aber  immer  müssen  es  zwei 
Gleichungen  sein,  die  möglicherweise  aus  den  Gleichungen  zweier  Pro- 
iectionscurven  durch  Vereinigung  hergeleitet  sind.  Eine  einzelne 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z  gehört  einer  Oberfläche 
an*).  Die  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x,  y,  z  ist  die  einer 
Ebene  ^).  Lassen  also  die  Gleichungen  der  Projectionscurven  eine 
solche  Vereinigung  zu,  dass  eine  Gleichung  ersten  Grades  entsteht, 
so  ist  die  Curve  nicht  doppelter  Krümmung,  sondern  liegt  in  einer 
Ebene  ^).     Zwei  Gleichungen   zwischen  x,  y,  s   lassen  die  Raumcurve 


'■)  Clairaut,  Recherches  sur  les  courbes  ä  double  courbare  pag.  1 — 39. 
Premiere  Seetion.  De  la  moniere  de  considerer  Jes  courbes  ä  double  courhure. 
Nr.  1—67.  ^    Ebenda  pag.  20,  Nr.  42.  ')    Ebenda  pag.  2—3,  Nr.  4. 

*)  Ebenda  pag.  5,   Nr.  8.  =')  Ebenda  pag.  6,   Nr.  10    und  pag.  38,  Nr.  66. 

»)  Ebenda  pag.  6—7,  Nr.  12. 
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als  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  erscheinen').  Clairaut  zeigt  nun, 
welche  Gleichungen  den  bekanntesten  Oberflächen  angehören-).  Er 
findet  bei  der  Kegelfläche'),  dass  unter  Annahme  der  Kegelspitze  als 
Coordinatenanfangspunkt  die  Gleichung  aus  lauter  homogenen  Gliedern 
nach  X,  y,  z  mit  Zahlencoefficienten  vervielfacht  besteht,  oder,  um 
Clairaut 's  Worte  zu  gebrauchen,  dass  die  Gleichung  alsdann  keinen 
Parameter  enthält,  d.  h.  ausser  der  Längeneinheit  keine  Strecke,  deren 
Kenntuiss  in  der  Gleichung  als  nothwendig  vorausgesetzt  ist.  Clairaut 
entwickelt  die  Gleichung  der  Kugel,  des  Kegels  mit  kreisförmiger 
Basis,  des  Paraboloids,  anderer  Rotationsflächen,  allgemeiner  Kegel- 
flächen. Er  stellt  diese  Gleichungen  in  homogener  Gestalt  her,  indem 
er  z.  B.  {y^ -\- z^)^  =  x^  durch  {y'^ -\- s^Y  =  a*  x^  ersetzt,  wobei  a 
statt  der  Einheit  eintritt*).  Dann  wird  der  allgemeine  Lauf  einiger 
durch  ihre  zwei  Gleichungen  gegebenen  Eaumcurven  besprochen'') 
und  zum  Schlüsse  darauf  aufmerksam  gemacht,  wie  man  von  der 
Gestalt  einer  Oberfläche  eine  Vorstellung  gewinne,  indem  man  unter- 
suche, was  aus  der  Obei-fiächengleichung  werde,  wenn  man  jede  ein- 
zelne Coordinate  für  sich  bald  zu  Null,  bald  unendlichgross  werden 
lasse*). 

Der  2.  Abschnitt  ist  der  Von  der  Anwendung  der  Differen- 
tialrechnung bei  Curven  doppelter  Krümmung  mit  Rücksicht 
auf  ihre  Berührungslinien  und  Normallinien').  Ist  N  ein 
Punkt  der  Curve  doppelter  Krümmung,  n  ein  zweiter  unendlich  nahe 
bei  ^'  gelegener  Punkt  derselben,  sind  31  und  m  die  Projectionen 
dieser  Punkte  in  der  Ebene  der  x  und  der  y,  so  ist  Sa  ein  Theil 
der  Berührungslinie  an  die  Curve  doppelter  Krümmung,  Mm  ein 
Theil  der  Berührungslinie  an  die  Projectionscurve.  Da  nun  JN'«  und 
Mm  der  Ebene  X3Inin  angehören,  so  werden  die  verlängerten  Nu 
und  M»i  sich  in  t  in  der  Ebene  der  x  und  der  //  schneiden,  und  das 
rechtwinklige  Dreieck  N3It  nebst  einem  ihm  ähnlichen  unendlich 
kleinen  Dreiecke,  dessen  Hypotenuse  JSfn  ist,  und  dessen  Katheten 
dz   und  ydx^  -\-  (h/    sind,    lassen  Mt  =  ^  ]/rf.c^  +  (^11'    ^'^^  ^f  = 

-j-  Vdx^  -\-  dy^  -\-  dz"  finden*).     Die  Subtangente  3It  lässt  auch   die 


Schreibweise   Mt  =y  (z -fj' -\-  [s  ^)   z^i,  d.  h.  sie  ist  so  gross  wie 

')  Clairaut,   Enhcrches  sur  les  courhcs  ü  douhk  cuurhure  pag.  7,  Nr.  J3. 
=)  Ebenda  pag.  8—19,  Nr.  15—41.  ^)  Ebenda  pag.  14,  Nr.  30.  *)  Ebenda 

pag.  11,  Nr.  22:  en  mettant  a  pour  l'unite.  *)  Ebenda  pag.  28 — 34,  Nr.  56—65. 
«)  Ebenda  pag.  35—39,  Nr.  66—67.  ^  Ebenda  pag.  40—60.    Secoiide  Seetion. 

Usage  du  calcul  differentiel  dan^  Jes  courbes  ä  double  courhure  par  rapport 
ä  Icurs  tangentes  et  ä  leurs  perpemUctdaires.  Nr.  68 — 92.  ^)  Ebenda  pag.  40 — 41, 
Nr.  68—69. 
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die  Hypotenuse  eiues  rechtwinkligcu  Dreiecks,  dessen  Katheten  die 
Subtangenton  der  Projectionscurven  in  der  rz-  und  der  i/2-Ebene  in 
den  Projectionspuukteu  von  N  sind*).  Neben  der  Subtangente  ist 
auch  die  Subnormale  hergeleitet.  Nach  zahlreichen  Beispielen  von 
Tangenten  au  bestimmte  (Jurveu  doppelter  Krümmung  ist  der  Satz 
ausgesprochen,  dass  die  Tangenten  an  zwei  auf  einer  Oberfläche  in 
einem  Punkte  durch  zu  zwei  Coordinatenaxen  senkrechte  Ebenen 
herausgeschnittene  Gurven  die  Tangentialebene  an  die  Oberfläche  in 
eben  jenem  Punkte  bestimmen-).  Was  Clairaut  als  Beweis  des  Satzes 
anführt,  ist  allerdings  recht  dürftig.  Die  Oberfläche  wird,  sagt  er, 
durch  die  genannten  Ebenen  in  den  Curven  NQ,  NP  geschnitten. 
Auf  jeder  der  beiden  Curven  ist  ein  Punkt  n  unendlich  nahe  bei  N 
vorhanden,  und  es  ist  klar,  dass  die  Tangentialebene  an  die  Ober- 
fläche in  i\r  diejenige  sein  muss,  welche  das  Dreieckchen  Nun  enthält^). 
Der  Satz  wird  etwas  später  erweitert*),  indem  von  der  Taugente 
einer  Curve,  die  als  Durchschnitt  irgend  zweier  krummen  Oberflächen 
gedacht  ist,  behauptet  wird,  sie  müsse  der  Tangentialebene  jeder  der 
beiden  Obei-fläehen  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Berührungslinie 
an  die  Curve  gesucht  wird,  angehören.  Andere  Aufgaben  verlangen  die 
Orte  der  Durchschnittspunkte  aller  Tangenten^)  und  aller  Normalen^) 
an  eine  Cui-ve  doppelter  Krümmung  mit  einer  Coordinatenebene  zu 
finden. 

Der  3.  Abschnitt  ist  der  Anwendung  der  Integralrechnung 
auf  Curven  doppelter  Krümmung,  deren  Rectification,  der 
Ausmessung  der  durch  sie  bestimmten  Räume  u.  s.  w.')  ge- 
widmet. Die  Rectification  wird  durch  /  ]/(7.r-  -|-  dij'-'  -\-  ch^  geleistet**). 
Die  zweite  Aufgabe  verlangt  die  Complanation  einer  Oberfläche  be- 
sonderer Art.  Ist  nämlich  in  der  »/.i- Ebene  eine  Curve  gegeben,  auf 
welcher  als  Basis  ein  gerader  Cyliuder  errichtet  ist,  ist  auf  diesem 
Cylinder  eine  Curve  doppelter  Krümmung  gezeichnet,  und  wird  der 
Flächenraum  des  gemischtlinigen  Dreiecks  aus  Abscissenase,  Curve 
doppelter  Krümmung  und  obere  Leitcurve  der  Cylinderfläche  gesucht, 
so  findet  Clairaut  für  denselben  den  Ausdruck")  /  dx j  Ydy-  -\-  dz'. 
Zieht  man   dieses  Dreieck  von   der  ganzen  graden  Cylinderfläche  ab, 

')  Clairaut,  Recherches  sur  les  courbes  ä  double  courbure  pag.  4.3,  Nr.  74. 
-)  Ebenda  pag.  49,  Nr.  81.  ')  il  est  clair  que  le  plan  tangent  de  la  surface 

au  point  N  est  cehci  qui  passe  pur  ce  jxtit  trianyle.  •■)  Ebenda  pag.  52,  Nr.  84. 
')  Ebenda  pag.  53,  Nr.  8.5.  «)  Ebenda  pag.  57,  Nr.  90.  ')  Ebenda  pag.  Gl— 9G. 
Troisieme  Section.  Usage  du  calcul  integral  dans  les  courbes  ä  double  courbure, 
par  rapport  ä  leurs  rectificuUons ,  h  la  quadrature  des  espaces,  qu'elles  determi- 
nent  etc.  Nr.  93—136.  *)  Ebenda  pag.  61—62,  Nr.  93.  ®)  Ebenda  pag.  65—66, 
Nr.  98. 
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so  bleibt  eia  zweites  gemischtliniges  Dreieck,  dessen  Fläche  unmittel- 
bar durch  die  Formel  jx  Ydy^  -\-  dz'-  dargestellt  ist^),  während  die 
CyHnderfläche  sich  als  xjYdy^  -j-  dz^  ermittelt  und  durch  die  Gleichung 
xf^df  -f  dz^  —fxYdy-  -f  dz-  =fd.rfydi/  +  dz-  eine  Prüfung 
der  Ergebnisse  gestattet.  Eine  weitere  Aufgabe  ist  die  folgende-). 
Die  Curve  doppelter  Krümmung  befindet  sich  wieder  auf  einer  zur 
?/^-Ebene  senkrechten  Cj-linderfläche.  Wird  nun  die  Cylinderfläche 
auf  die  a;^-Ebene  abgerollt,  so  wird  dabei  die  Curve  doppelter 
Krümmung  in  eine  ebene  Curve  verwandelt,  imd  diese  wird  gesucht. 
Endlich  werden  auch  Cubaturen  aufgesucht^),  welche  aber  ebensowenig 
wie  die  Complanatiouen  in  allgemeinster  Weise  aufgefasst  sind,  sondern 
mindestens  theilweise  zu  einer  Coordinatenebene  senki'echte  Cjlinder- 
flächen  voi'aussetzen.  Wir  haben  kaum  nothwendig  zu  sagen,  dass 
auch  im  3.  Abschnitte  jedem  Satze  Anwendungen  auf  bestimmte 
Cui-ven  zugesellt  sind. 

Das  Gleiche  gilt  für  die  Sätze  des  4.  und  letzten  Abschnittes, 
üeber  einige  allgemeine  grundlegende  Betrachtungen  bei 
Bildung  von  Curveu  doppelter  Krümmung  und  Erforschung 
ihrer  Natur*).  Die  Curve,  deren  Gleichungen  ermittelt  werden,  ist 
bald  durch  einen  Zirkel  mit  gegebener  Weite  auf  einer  gegebenen 
Oberfläche  beschrieben,  indem  die  eine  Zirkelspitze  in  einem  ebenfalls 
gegebenen  Punkte  der  Oberfläche  haftet,  bald  ist  sie  der  geometrische 
Ort  der  Endpunkte  gleicher  Strecken,  welche  auf  den  Erzeugungs- 
geraden einer  beliebigen  Kegelfläche  mit  doppelt  gekrümmter  Leit- 
curve  von  jener  Leitcurve  ans  von  der  Kegelspitze  sich  entfernend 
abgemessen  werden  u.  s.  w. 

Die  Leser  unseres  Auszuges  werden  wohl  gleich  uns  in  das  ent- 
zückte Lob  einstimmen,  welches  in  dem  Urtheile  von  Molieres  (S.  753) 
sich  kund  gab,  und  welches  bald  durch  eine  Thatsache  bekräftigt 
wurde,  welche  vereinzelt  dastehen  dürfte.  Nach  den  Satzungen  der 
Pariser  Akademie  war  die  Aufnahme  in  dieselbe  nicht  vor  dem  Ab- 
schlüsse des  zwanzigsten  Lebensjahres  möglich,  Clairaut  hätte  also 
erst  im  Mai  1733  auf  diese  Ehre  Anspruch  erheben  dürfen.  Die 
Akademiker  richteten  an  den  König  die  Bitte,  bei  Clairaut  eine  Aus- 
nahme von  der  Regel  zu  gestatten,  und  nach  Genehmigung  dieses 
Antrages   wählte  man   den   erst  Achtzehnjährigen   am   14.  Juli  1731. 


')  Clairaut,  Bechirches  sur  ks  courhes  ä  double  courhure  pag.  69—70, 
Xr.  101—103.  =)  Ebenda  pag.  74,  Nr.  108.  »)  Ebenda  pag.  78—79,  Nr.  115; 
pag.  83  —  84,  Nr.  121;  pag.  88  —  89,  Nr.  128  —  129;  pag.  90  —  91,  Nr.  131. 
0  Ebenda  pag.  97—119.  Quatrümc  Section.  Quelqiws  principes  generaux  pour 
fonner  des  courhes  ä  douhle  courhure  et  pour  en  trouver  la  nature,  Nr.  137 — 173. 
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Der  Band  der  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  für  das 
Jahr  1731  enthält  zwei  Aufsätze  Clairaut 's*).  Der  erste  leitet  den 
Schwerpunkt  eines  ebenen  Raumgebildes  i^sei  es  einer  Fläche  oder 
eines  Curvenbogens)  ab,  indem  das  Eaumgebilde  um  ein  Differential 
vergrössert,  der  Schwerpunkt  um  ein  Differential  verschoben  wird 
und  alsdann  der  Satz  in  Anwendung  kommt,  dass  der  Schwerpunkt 
der  Vereinigung  zweier  Gebilde  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
Schwerpunkte  der  einzelneu  Gebilde  liegt,  von  jedem  derselben  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  des  Ge- 
wichtes des  betreffenden  Gebil-  ^S 
des  entfernt.    Der  zweite  Auf-       \                                /'    ^„^ 

Satz    will    die    Curve    kennen  jV ^. l^^^£^.../.-^-^^-^yi 

lehren,  welche  auf  irgend  einer  \     /'    ,^^^' 'T'         / 

Oberfläche   durch   eine  schnei-  i)^^^^^^— --;'-. 7^ -/d 

dende    Ebene     erzeugt     wird.  \     /  /  / 

Clairaut  nimmt  an  (Fig.  117),  ^ -^ -^ 

^  sei  Coordiuatenanfangspunkt,  p.    ,j- 

AF,  ÄQ,  AR  seien  die  Axen 

der  X,  der  y,  der  s,  BV  sei  der  Durchschnitt  der  ,r</-Ebeue  mit 
der  die  gegebene  Oberfläche  in  N  schneidenden  Ebene,  welche  als 
eine  neue  Coordinatenebene  gewählt  ist.  Der  Anfangspunkt  der  neuen 
Coordinaten  ist  in  B,  und  BL  =  m,  LN  =  s  sind  die  neuen 
Coordinaten  von  N,  dessen  frühere  Coordinaten  leicht  ersichtlich 
AP  =  x,  PM  =  y,  MN  =  z  waren.  Damit  die  Schnittebene 
VLN    bekannt    sei,     muss    gegeben     sein    AB  =  (j ,     cotg  YBT 

^=  -^jr=  =  —    cotg  NL3I  =  ^^TTi  =  — ,  wobei  wir  den  auffälligen  von 
VT         n  '         °  N3I         q  '  " 

Clairaut  gebrauchten  Ausdruck  Oeffnung  eines  Winkels-)  für  deren 
Cotangente  bemerken.  Unter  Benutzung  der  g,  »1,  n,  j),  g.  gelingt  es, 
X,  y,  z  durch  s  und  u  in  Verbindung  mit  jenen  fünf  Constanten  aus- 
zudrücken. Aus  cotg  NL  M  =  ^-  folgt  -. — i^T-TTf  =  ^'  ^  und 
°  q  °      sm  NL  M  q 

sin  NL3I  ^  -  ^        ^       ,   also  2  =  -~ Aehnlicherweise    ist 

LM=—M=--      Ferner    cotg  Fi? T='",     cos  VBT=        "' 

BE  T)  7-1  ""*  •  T    7-1  W*  TUT     -i  •     i. 

= ,     BE  = ,     sowie     LE  = -^^-  •       Weiter     ist 

«    '  1/»»'  +  «'  V»r-f  n'- 

LC  =  ET  =  BT  —  BE  =  y ^'iJL^      C3I  =  LD  =  LE  4- 

yni^  -\-  n- 

BA-{-AP  =  ~J^=  +(/-i-r.  Nun  steht  LC  auf  V3f  und  ML 
ym*  +  «* 

')  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  de  Paris.    Annäe  1731.  pag.  159— 1C2 
und  pag.  483 — 492.         -)  Ebenda  pag.  484:    l'ourertwe  de  l'anyle. 
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auf  VB  senkrecht,  d.  h.  A  VCL  -  LC3I  und  ^^  =  ^^^  =  sin  VLC 
=  smVBT=-^^=i„-~J^J^):-j=^^=,  also  ,/  = 
=  A — ,  .      Aus    derselben    Dreiecksähnlichkeit 


+  3' 


beziehungsweise   x  =  ,  ,  —  o  .      Setzt   man 

endlich  die  Werthe  von  ,c,  i/,  z  in  die  Gleichung  der  gegebenen  Ober- 
fläche ein,  so  entsteht  die  Gleichung  der  ebenen  Schnittcurve  mit  den 
Veränderlichen  m,  s.  Wir  brauchen  kaum  hervorzuheben,  dass  Clairaut's 
Verfahren  nichts  Anderes  ist,  als  eine  Coordinatenveränderung,  bei 
welcher  die  Schnittebene  der  xi,  s  eine  der  neuen  Coordinatenebenen 
ist,  die  man  als  im  Punkte  B  zu  einem  Coordinateneck  zusammen- 
stossend  zu  denken  hat. 

Wir  erwähnen  aus  dem  nächstfolgenden  Bande  der  Pariser  Ver- 
öffentlichungen') zwei  nicht  sehr  bedeutende  Aufsätze  über  diejenige 
Curve,  von  welcher  (S.  207)  unter  dem  Namen  der  Tractorie  die 
Rede  war.  Pierre  Bougu er-)  (1698 — 1758),  am  bekanntesten  durch 
seine  Theilnahme  an  der  Gradmessungsreise  nach  Peru  von  1735,  ist 
der  Verfasser  des  ersten,  Maupertuis  der  des  zweiten  Aufsatzes. 
In  beiden  ist  von  früheren  Bearbeitungen  des  Gegenstandes  keine 
Rede,  in  beiden  führt  die  Curve  den  Namen  der  Verfolgungslinie, 
cowbe  de  poursuite,  Clairaut^)  hat  dann  1736  die  Kraft  untersucht, 
mit  welcher  der  Faden  fortbewegt  werden  muss,  damit  der  an  ihm 
befestigte  Körper  dem  Zuge  folge,  und  ebenderselbe*)  hat  sich  1737 
mit  der  Gestalt  der  Tractorie  unter  der  Voraussetzung  beschäftigt, 
dass  der  die  Curve  beschreibende  Punkt  in  einer  anderen  Ebene  seinen 
Weg  vollzieht  als  die  ist,  in  welcher  der  andere  Endpunkt  des 
ziehenden  Fadens  sich  längs  einer  gegebenen  Cuitc  bewegt.  Auch 
Euler  und  Vincenzo  Riccati  haben,  der  Erstere  1736  in  den 
Petersburger  Abhandlungen''),  der  Zweite  1752  in  einer  in  Bologna 
gedruckten  Abhandlung  De  usn  motus  tractmii  in  constructione 
aequafionum  (lifferentialium  commeniarius  und  1755  in  den  Veröffent- 
lichungen der  Akademie  von  Bologna")  über  die  Tractorie  geschrieben, 


')  Hkloire  de  l'Academie  des  sciences   de  Paris.     Annee   1732,   pag.  1 — 14 
und   1.5 — 16,    sowie  Hütoiix   pag.  56 — 60.  -)  Poggendorff  I,    254 — 255. 

^)    Histoire   de   l'Academie    des   sciences   de   Paris.      Annee    1736,    pag.  1 — 22. 
')  Miscellanea  Berolintnsia  V,   33 — 35.  ')  Commentarii  Academiae  Petropoli- 

tarnte  ad  unnnin  1736.     T.  VIII,  66—85.  '^)  Commentarii  Bonon.  T.  III. 
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beziehungsweise  über  deren  Anwendung  zur  Coustruction  von  Diffe- 
rentialgleichungen ' ). 

Gleichfalls  nur  beiläufig  gedenken  wir  eines  Aufsatzes  von  Jacob 
Hermann  über  Oberfliichengleiehungen -) :  De  superficiehus  ad  aeqiia- 
tio)ics  Joraleii  rciocatiti  variisquc  cantiii  atfcctlonihus  aus  dem  Jahre  1732. 
Könnte  man  daraus,  dass  von  Clairaut's  1731  gedruckter  grund- 
legender Schrift  mit  keinem  Worte  die  Rede  ist,  die  an  sich  nicht 
unwahi-scheinliche  Folgerung  ziehen,  Hermann  habe  deren  Einfluss 
nicht  empfunden  und  ganz  selbständig  gearbeitet,  so  müsste  man  ihn 
mit  unter  die  Schriftsteller  zählen,  welche~zur  Verbreitung  der  Kennt- 
nisse von  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  beitrugen.  Hermann 
giebt  die  Gleichung  der  Ebene  az  -\-  hy  -\-  c.c  —  c'-  =  0  und  bestimmt 
sie  genau,  indem  er  die  Punkte  F,  E,  H  finden  lehrt,  deren  Coordi- 

naten  x  =  y  =  0,  ^  =  '-•■,  y  =  z  =  0,  x=^'--;   z  =  x  =  0,  y  =''^ 

sind,  d.  h.  die  Punkte,  in  welchen  die  drei  Coordinateuaxen  durch 
die  Ebene  getroffen  werden.  Er  giebt  auch  die  Gleichung  verschie- 
dener krammer  Oberflächen,  von  Curven  doppelter  Krümmung  aber 
nur  die  küi-zesten  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  zu  ziehende  Linien. 

Das  Jahr  1733  brachte  eine  in  London  gedi-uckte  Abhandlung: 
Exercitatio  geometrica  de  descriptione  linearum  curiarum.  Dem  Namen 
des  Verfassei-s  William  Braikenridge  ist  die  Bezeichnung  als 
Ecclesiae  Anglkanae  presbyier  beigefügt,  und  dieser  Titel  nebst  einigen 
geringfügigen  Angaben  in  der  Vorrede  ist  Alles,  was  über  die  Per- 
sönlichkeit bekannt  ist.  Auch  eine  Besprechung  des  Buches  in  den 
A.  E.^l  geht  nicht  über  das  hinaus,  was  in  der  Vorrede  gesagt  ist, 
und  ebensowenig  ein  Aufsatz  von  Braikenridge  in  den  P.  T.  für  1735 
und  1736.  Der  Vorrede  entnehmen  wir,  dass  Braikenridge  1726  in 
Edinburg  war  und  dort  die  wesentlichsten  Sätze  seiner  Curvenerzeugung 
fand.  Er  theilte  sie  einem  dortigen  Geistlichen  George  Martin 
mit,  dann  auch  1747  in  London  einem  der  Mathematik  sehr  kundigen 
Mann,  J.  Craig,  worunter  offenbar  John  Craig  (S.  52)  zu  verstehen 
ist,  der  Schotte  und  längere  Zeit  Geistlicher  war  und  1731  in  London 
starb.  Damals  (1T27)  befand  sich  auch  Maclaurin  vorübergehend 
in  London,  erfuhr  aus  Craig's  Munde  die  von  Braikenridge  gefundenen 
Sätze  und  sagte  diesem  selbst,  den  er  gelegentlich  sprach,  er  habe 
auch  Aehnliches  gefunden.     Maclam-in  zeigte  dabei  Braikenridge  eine 


')  Elfigel  V,    90 — 91.  ')    Commentarä   Äcademiae    PetropoUtanae   ad 

annum  1732  et  1733.    T.  VI,  36 — 67.  ^)  Kova  Acta  Eruditorum  anno   1735 

publicata,  pag.  28 — 30. 
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gewisse  Haiidselirift '),  die  er  ihm  allerdiug.s  nicht  in  die  Hände  gab, 
und  in  welche  ei-  ihm  auch  nicht  den  flüchtigsten  Einblick  gestattete. 
Nun  wollte  Braikenridge  —  wann?  sagt  er  nicht  —  nach  Schottland 
zurückkehren,  und  er  gab  vor  seiner  Abreise  ein  Papier,  welches 
seine  Sätze  enthielt,  an  Georg  Gordon,  der  es  Desaguliers'^) 
(1683 — 1744),  abermals  einem  Theologen,  damals  mit  der  Abhaltung 
physikalischer  Vorlesungen  in  London  beauftragt,  und  dieser  wieder 
der  Royal  Society  vorlegen  sollte.  Durch  irgend  ein  Missverständniss 
ging,  wie  Braikenridge  erfuhr,  jenes  Papier  zu  Grunde.  Ausserdem 
meldet  die  Vorrede,  in  der  ganzen  Schrift  sei  beweislos  der  Satz  als 
wahr  vorausgesetzt,  dass  eine  Curve  w***"  und  eine  solche  w'""  Grades 
einander  in  »in  Punkten  schneiden.  Georg  Campbell  besitze  einen 
Beweis  dieses  Satzes,  auf  dessen  Veröffentlichung  in  Bälde  zu  hoffen 
sei.  Der  Satz  selbst  war  (S.  426)  in  Maclaurin's  Geometria  organica 
zuerst  ausgesprochen.  Der  von  Braikenridge  genannte  Georg  Campbell 
ist  offenbar  derselbe,  von  welchem  (S.  544)  ein  algebraischer  Aufsatz 
von  1728  herrührt,  und  dessen  Persönlichkeit  uns  ebensowenig  näher 
bekannt  ist,  als  die  seines  Freundes  Braikenridge. 

Braikeuridge's  Schrift  zerfällt  in  drei  Abschnitte.  Der  I.  Abschnitt 
ist  bezeichnet  als  über  die  Curven  erster  Art  oder  die  Linien  2'™  Grades 


Fig.  118. 

und  ihre  Construction^).  Dessen  erster  Satz  ist  folgender*).  Seien 
(Fig.  118)  drei  Punkte  A,  B,  C  in  einer  Ebene  gegeben.  Drei  Gerade 
ASN,  BSO,  GON  sind  um  jene  Punkte  drehbar  und  bilden  bei 
ihrer  Drehung  die   Durchschnittspunkte  S,  N,  0.     Richtet    man  die 

')  M.  S.  S.  ostendit,  quo  inmiebat  inventa  sua  contineri,  sed  qua  ratione 
ductus  nescio  in  manus  meas  non  tradidit  nee  licuit  in  illud  vel  leviter  inspicere. 
*)  Poggeudorff  I,  553— ö54.  '■>)  Briiikeariilge  pag.  1—23.  *)  Ebenda 
pag.  1—3. 
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Drehungen  so  ein,  dass  .S'  und  A'  je  eine  Gerade  DSK  und  RKN 
durchlaufen,  so  beschreibt  0  einen  Kegelschnitt.  Man  sieht  leicht 
den  Fortschritt,  der  in  dieser  Construction  gegen  diejenige  enthalten 
ist,  welche  Newton  in  seiner  Enumeratio  vorichlug  (S.  407),  welche 
Maclaurin  in  seiner  Geometria  organica  bewies  (S.  419  —  421). 
Jene  hatten  den  immerhin  verwickeiteren  Apparat  zweier  Winkel, 
welche  in  Drehung  versetzt  waren,  während  Braikenridge  sich  mit  iu 
Drehung  versetzten  Geraden  begnügte.  Braikenridge's  Beweisführung 
ist  analytisch  und  verfolgt  den  gleichen  Weg,  welchen  Maclaurin  bei 
dem  Beweise  für  die  Newtou'sche  Entstehung  der  Kegelschnitte  ein- 
geschlagen hatte.  Es  wird  gezeigt,  dass  zwischen  den  Coordinaten 
des  Punktes  0  eine  quadratische  Gleichung  stattfinde.  Die  Figur  ist 
so  zu  verstehen:  Die  Punkte  A,  B,  C,  die  Geraden  DSK,  BKN 
sind  beliebig  gegeben.  Die  von  Ä,  B,  C  ausgehenden  Geraden  ASN, 
BSO,  CON  gehorchen  keiner  anderen  Bedingung,  als  dass  ihre 
Durchschnittspunkte  S  und  N  auf  den  vorgenannten  Geraden  liegen, 
welche  kurzweg  die  Träger  heissen  mögen,  während  Braikenridge 
keinen  Namen  für  sie  besitzt.  Die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  dagegen 
nennt  er  Pole.  Durch  A,  B  wird  eine  Gerade  gezogen,  welche  die 
Träger  in  J)  und  i?  schneidet,  desgleichen  eine  zweite  Gerade  durch 
A.  C,  welche  die  Träger  in  Q  und  TF  schneidet.  Damit  ist  die  Gerade 
WNKR  gegeben  nebst  ihrem  Durchschnittspunkte  Z  mit  der  CB. 
Als  eigentliche  Hilfslinien  sind  noch  OP,  SL,  NE.  JTfr  sämmtlich  ||  CA 
und  CMn\\  AB  gezogen.  Braikenridge  bedient  sich  folgender  Ab- 
kürzungen: AB=a,  AB=h,  AB  =  d,  AC  =  c,  AE  =  u, 
AL  =  z,  AF  =  x,  OP  =  y.  Die  Dreiecke  KGR,  DKG  sind  aus 
gegebenen  unveränderlichen  Stücken  hergestellt,  das  Verhältniss  ihrer 

Seiten  zu  einander  ist  mithin  bekannt  und  kann  durch  7rv>  =  —  und 

CtK         g 

JJ=  I  dargestellt  werden.    Nun  ist  AKGR^^NER  und  ADKG 

j..,r       ,       GB        ER         AR  —  AE     DG        DL        AD  +  AL      , 
^DSL,  also  ^  =  —  =  ~^-^— ;  ^  =  ^  =  — ^^  oder 

a         h  —  ua         d-\-  Z     ■,       .  ,  .        ^ ,  ^        6? — 9^1'     r  a        dk-i-kz 

-  =   „-.r  ,  T  =    T  ty  .  beziehungsweise  EJy  =    -- — -— ,  Lb  = 

g         EN  '  k         LS  >  o  a       '  a 

Ferner  ist  AAEN^  ALS,   also    ,  ,=  -vä   oder  "  ^  ^? T ^^   und 

'  AL         LS  z         (lk-{-kz 

daraus    z  =  t r~  ■     Andererseits    folgt    aus    ABPO  '^  BLS, 

bg  —  gu  —  ku  °  ' 

,  BP         PO        ,         a  —  X  «1/  1  a-y  4-(lkx  —  adk 

dass   -jöT  =  7-0    oder     =  ti— r  7"   und   z  =  — ^— ' — ; — ; — ; — 

B  L         hü  a  —  z         dk-\-kz  ay  —  kx-\-ak 

Die    Gleichsetzung    der    beiden    für   z   gefundenen    Ausdi-ücke    liefert 


u  = 


a^gy  +  hdgkx-abdgk  Daneben   ist   AC'i¥0  ~  C'i/.Y, 


(adk  -\-  a^  g  -\-  a*k)  y  -\-  d  gkx —  adgk 


,         CM         CH         ,  AP  AE  j 

^'''^     irO  =  BN     '>^^''      OP  -  CA  ^  NE  -  CA     °'^'^'"     f 

•19* 
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woraus    u 


— -. Jetzt    endlich    werden    die 


bg  —  gu         '  ay -\- gx  —  ac 

a 
beiden  für  u  gefundenen  Werthe  einander  gleichgesetzt  und  liefern 
nach  Wegschaifung  der  Brüche  mittels  Multiplicatiou  mit  beiden 
Nennern  eine  in  x  und  y  quadratische  Gleichung.  Als  Zusatz  ist  be- 
wiesen^), dass  die  Gleichung  sich  in  den  Punkten  K,  S,  B,  C,  Q  erfüllt, 
dass  diese  fünf  Punkte  folglich  dem  Kegelschnitte  angehören,  und  noch 
14  andere  Zusätze  folgen,  die  sich  meist  auf  besondere  Lagen  der 
Punkte  A,  B,  C  und  der  Träger  BSE,  EKN  beziehen.  Zwei  Auf- 
gaben schliessen  sich  dann  an.  Die  erste  verlangt  einen  Kegelschnitt 
mit  Hilfe  eines  gegebenen  Durchmessers,  des  Winkels,  welchen  er 
mit  dem  ihm  conjugirten  Durchmesser  bilden  soll,  und  des  Parameters 
zu  zeichnen.  Braikenridge  löst  sie")  für  die  Ellipse,  die  Hyperbel, 
die  Parabel,  indem  er  in  jedem  einzelnen  Falle  die  drei  Pole  und  die 
zwei  Träger  ermittelt,  die  zu  der  im  ersten  Satze  gelehrten  Con- 
struction  verwandt  den  jedesmal  verlangten  Kegelschnitt  liefern.  Die 
zweite  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  durch  fünf  gegebene  Punkte  B,  C, 
K,  Q,  R  zu  zeichnen,  wird  in  dem  gleichen  Sinne  der  Auflösung  zu- 
geführt^). Werden  davon  zwei  Punkte  B,  C  als  Pole  gewählt,  so 
findet  sich  der  dritte  Pol  A  als  Durchschnittspunkt  von  BR  und  CQ, 
während  R  und  Q,  mit  dem  fünften  Punkte  K  verbunden,  die  beiden 
Träger  KR,  EQ  liefern. 

Der  n.  Abschnitt  von  der  Beschreibung  von  Curven  jeden  Grades 
mit  Hilfe  von  Curven  niedrigeren  Grades^)  benutzt  ebenfalls  drei 
Gerade,  drei  Pole,  zwei  Träger,  wählt  aber  die  letzteren  nicht  gerad- 
linig. Schneiden  die  um  die  Pole  ^4,  B,  C  drehbaren  Geraden  ASN, 
BSO,  CXO  einander  in  N,  S,  0  und  lässt  man  N  eine  Gerade,  S 
eine  Curve  w*'''  Grades  als  Träger  durchlaufen,  so  beschreibt  0  eine 
Curve  2«'™  Grades °).  Der  Beweis  ist  nach  zwei  Methoden  geführt, 
deren  erste  dem  oben  ausführlich  berichteten  Beweise  des  ersten  Satzes, 
die  zweite  den  Beweisen  der  Geometria  orgauica  für  die  Entstehung 
von  Curven  höheren  Grades  nachgebildet  ist,  in  welchen  es  sich  um 
Abzahlung  der  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  und  einer  Curve 
handelt.  Wird  der  eine  Träger  vom  iii^'"',  der  andere  vom  m'*^"  Grade 
gewählt,  so  ist  2niii  der  Grad  der  durch  den  dritten  Durchschnitts- 
punkt der  drei  drehbaren  Geraden  erzeugten  Curve  "j.  Geht  unter 
der  Voraussetzung  eines  geradlinigen  Trägers  und  eines  Trägers 
Ji*'°    Grades    der   letztere    durch    einen  Pol,    so    entsteht    eine   Curve 


')    Braikenridge    pag.  3.  *)    Ebenda    pag.  15 — 21.  ')   Ebenda 

pag.  21— -Ja.         ")  Ebenda  pag.  24—59.        *;  Ebenda  pag.  24— 2Ü.         «)  Ebenda 
pag.  28—29. 
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2u  —  1'"°  Grades  M.  Ist  der  eine  Träger  wi'""  Grades  vmd  geht  durch 
eineu  Pol,  der  andere  «'""  Grades  und  geht  durch  eiueu  zweiten  Pol, 
so  wird  eine  Curve  2))ni  —  »i  —  h'""  Grades  erzeugt -j  u.  s.  w. 

Der  III.  Abschnitt,  in  welchem  Kegelschnitte  durch  mehrere  um 
Pole  drehbare  Gerade  erzeugt  werden '),  gelangt,  von  Sonderfällen  be- 
ginnend, zu  dem  allgemeinen  Satze^i,   dass,  wenn  n  Gerade  sich  um 

ebenso  viele  Pole  drehen,  imd  wenn  von  ihi-en  — ^^— — -  Durchschnitts- 

punkten,  deren  ii  —  1  auf  geradb'nigen  Trägem  bleiben,  die  übrigen 

^^ Durchschnittspunkte  lauter  Kegelschnitte  beschreiben. 

Wir  haben  (S.  761")  einen  Aufsatz  Braikenridge's  in  den  P.  T. 
ei^wähnt.  Es  ist  ein  Brief")  an  den  königlichen  Leibarzt  Benjamin 
Hoadly^l  (1706 — 1757),  welcher  seit  1727  Mitglied  der  Royal  Society 
wai-.  Braikenridge  wiederholt  hier  den  ersten  Satz  aus  seiner  Exer- 
citatio  (/comefrica  und  fügt  ihm  andere  hinzu,  ohne  sie  weitläufig  zu 
beweisen,  aber  mit  Angabe  der  betreffenden  Sätze  der  genannten 
Schrift,  auf  welche  der  Beweis  sich  gründe.  Es  handelt  sich  um 
Pole,  um  welche  Gerade  in  Drehung  versetzt  sind,  um  geradlinige 
Träger  einiger  Durchschnittspuukte,  um  Erzeugung  von  Curven  mittels 
eines  beschi-eibenden  Punktes,  der  mit  anderen  Durchschnittspunkten 
der  um  die  Pole  gedrehten  Geraden  in  Verbindung  steht.  Das  erste 
Beispiel,  dessen  Anfühi-ung  hier  genügen  muss,  ist  folgendes.  Seien 
(Fig.  119 1  ANS,  BOS,  CNO,  DPO  die  vier  um  die  Pole  A,  B,  C,  D 
drehbaren  Geraden:  seien  dK 
und  BK  zwei  geradlinige 
Träger  der  Durehschnitts- 
punkte  S  und  X;  der  dritte 
Durchschnittspunkt  0  der  um 
die  Pole  ..4.  B,  C  beweglichen 
Geraden  ist  mit  dem  vierten 
Pole  I)  durch  1)0  verbunden 
und  diese  DO  schneidet  die 
die  NS,  d.  h.  die  Verbin- 
dungsgerade der  auf  den 
beiden  Trägem  verbleibenden 
Punkte  in  P.    Dieses  P  beschreibt  alsdann  eine  Curve  dritten  Grades. 

Sechs  Monate  später  sah  Maclaurin  sich  veranlasst,  eine  Erklä- 


';  Braikenridge  pag.  30—32.  ')  Ebenda  pag.  11—42.  ^}  Ebenda 

pag.  60—70.        i)  Ebenda  pag.  66.        ')  P.  T.  XXXLS,  25—36,  I^r.  436,  Januar, 
Februar,  März  1735.         ")  Poggendorff  I.  1115. 
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ruiig  abzugeben^).  Er  habe,  sagt  er,  schon  1721  an  einem  Nachtrage 
zur  Geomctria  oiyanica  drucken  lassen,  aber  nach  Vollendung  einiger 
Bogen  sei  der  Rest  nicht  fertig  geworden  und  die  Schrift  nicht  zum 
Verkaufe  gelangt.  Inzwischen  habe  Braikeuridge ,  der  einige  Jahre 
hindurch  in  Edinburg  Privatunterricht  in  der  Mathematik  ertheilte, 
sich  mit  Curvenerzeugung  beschäftigt  und  ihm  einmal  einen  Lehrsatz 
gezeigt,  der  schon  in  der  Geometria  organica  vorkam,  ein  Zusammen- 
treffen, welches  Braikeuridge  nicht  bemerkt  zu  haben  scheine,  wie 
denn  in  der  That  derartige  Methoden  sich  oft  als  mit  einander  über- 
einstimmend erweisen,  ohne  dass  man  es  beim  ersten  Anblick  erkennt. 
Dann  habe  etwas  später  1727  Braikenridge  zu  ihm  von  neuen  Lehr- 
sätzen gesprochen,  und  er  habe  ihm  sofort  auch  diese  in  seinen 
Papieren  gezeigt.  Wir  bemerken  beiläufig,  dass  Maclaurin  nicht  sagt, 
wo  diese  spätere  Unterredung  stattfand.  Es  war  jedenfalls  dieselbe, 
welche  Braikenridge's  Bericht  (S.  761)  nach  London  verlegt.  Jetzt, 
fährt  Maclaurin  fort,  müsse  er  wenigstens  Einiges  von  dem,  was  er 
nach  1719  gefunden,  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  damit  man  ihm 
nicht  später  den  Vorwurf  der  Aneignung  fremden  Gutes  machen 
könne.  So  habe  er  im  November  1722  näheres  Augenmerk  auf  das 
zwanzigste  Lemma  im  5.  Abschnitte  des  L  Buches  von  Newton's 
Principien  geworfen  und  habe  erkannt,  dass  ihm  die  Entstehung  eines 
Kegelschnittes  mittels  dreier  um  ebenso  viele  Pole  drehbarer  Geraden 
unmittelbar  entnommen  werden  könne,  da  das  Lemma  selbst  nur 
einen  besonderen  Fall  dieser  Entstehung  bilde.  Später  habe  er  noch 
Vieles  über  Berührungslinien,  über  Asymptoten,  über  zwei-  und  mehr- 
fache Gurvenpunkte  entdeckt,  aber  nicht  gross  beachtet,  weil  er  darin 
keinen  Fortschritt  über  das  in  seinem  Buche  Behandelte  hinaus  fand. 
Er  habe  des  Weiteren  1727  in  einem  Kapitel  seiner  in  Edinburg 
sehr  bekannten  Algebra-)  einen  algebraischen  Beweis  des  Falles  der 
Benutzung  von  drei  Polen  geliefert,  sowie  auch  die  Construction  eines 
Kegelschnittes  durch  fünf  gegebene  Punkte  mit  dem  Zusätze,  dass 
bei  Anwendung  von  noch  mehr  Polen  und  um  dieselben  sich  drehenden 
Winkeln  oder  Geraden  immer  ein  Kegelschnitt  entstehe. 

Aus  der  Uebersicht  über  Maclaurin's  Entdeckungen  nach  1719 
begnügen  wir  uns  ein  mit  dem  Vermerk  Nancy  27.  Novoiiber  1722 
versehenes  Bruchstück   in  lateinischer  Sprache  hervorzuheben^).     Um 


')  r.  T.  XXXIX,  143—165,  Nr.  439,  October,  November,  December  1735. 
Bei  Poggendorff  II,  6  fehlt  die  Angabe  dieses  Aufsatzes.  -)  In  1727  I  added 
to  a  chcqjter  of  iny  Algebra,  which  is  verij  puhlich  in  this  place.  Da  die  Algebra 
nicht  vor  1748  gedruckt  wurde,  so  kann  der  Satz  nur  entweder  bedeuten,  dass 
die  handschriftliche  Algebra  von  Vielen  benutzt  wurde,  oder  eine  Berufung 
auf  gehaltene  Vorlesungen  sein.         '')  P.  T.  XXX,  163. 
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die    Pole    C,  B,   D  (Fig.  120)    werden    die    Geraden    Cd,   Bm,   Dr 
bewegt  und  der  Durchsclinitt  der  Bin,  Dr  wird  längs  der  gegebenen 
Geraden   FG,  der  der   Cd,  Dr  längs  der  gleichfalls  gegebenen  Ge- 
raden PQ  geführt,  alsdann 
beschreibt  der  Durchschnitt 
der  Cd,  Bm  einen  Kegel- 
schnitt*). 

Der  Streit  wurde  un- 
seres Wissens  nicht  weiter 
geführt.  Wir  trlauben  nicht 
irre  zu  gehen,  wenn  wir 
das  allgemeine  Urtheil  da- 
hin fassen,  dass  Niemand 
auch  nur  den  leisesten  Ver- 
dacht hegte,  Maclaurin 
könne  sich  eine  fremde  Ent- 
deckunff  angeeignet  haben. 

Aber  auch  für  Braikenridge  wird  man  selbständige  Arbeit  anerkennen 
müssen,  die  nur  zufällig  mit  Maclaurin's  Ergebnissen  zusammentraf, 
wie  dieser  Letztere  es  selbst  zugab. 

Ein  französischer  Offizier  und  Ingenieur  Frezier  (1682 — 1773) 
ist  wegen  eines  1738 — 1739  in  Strassburg  erschienenen  zweibändigen 
Werkes:  La  the'orie  et  la  pratique  de  Ja  coupe  des  pierres  et  des  iois, 
ou  traite  de  sfe're'otomie  zu  nennen.  Eine  zweite  Auflage  folgte  in 
3  Bänden  (Paris  1754,  1768,  1769).  Wir  haben  (Bd.  II,  S.  619) 
unter  den  Händen  von  Desargues  und  von  Bosse  die  descriptive 
Geometrie  entstehen  sehen,  die  damals  freilich  diesen  Namen  noch 
nicht  führte.  Auch  Frezier  kannte  ihn  noch  nicht,  bezeichnet  aber 
in  jeder  anderen  Beziehung  einen  grossen  Fortschritt.  Wir  selbst 
haben  freilich  sein  Werk  nie  gesehen  und  berichten  nach  zweiten 
Quellen").  Damach  ist  bei  Frezier  die  Theorie  von  der  Praxis  ge- 
trennt und  ersterer  nebst  den  Beweisen  der  erörterten  Dinge  der 
ganze  I.  Band  eingeräumt. 

Zur  Darstellung,  description,  dient  hauptsächlich  die  senkrechte 
Parallelprojection,  die  man  sich  durch  herabfallende  Tropfen  Tinte 
veranschaulichen  könne.  Die  Projectionsebene,  plan  de  description, 
ist  entweder  horizontal  zur  Aufnahme  des  Grundrisses,  projection  hori- 


•)  Auf  Maclaurin's  Figur  in  den  P.  T.  sind  zwei  Buchstaben  unrichtig, 
welche  wir  mit  dem  Texte  in  Einklang  gebracht  haben.  -j  Chasles,  Apert;u 
bist.  pag.  3.55  (deutsch  S.  376)  und  besonders  Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  dar- 
stellenden Geometrie  I,  23 — 24,  dem  wir  fast  wörtlich  folgen. 
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zontale  oder  ichwgraphie,  oder  vertical  zur  Aufnahme  des  Aufrisses, 
orfhni/raphie.  Unter  den  Oberflächen  sind  auch  die  windschiefen, 
surfaces  (janclics,  hervorgehoben.  Diese  werden  durch  parallel  zu  einer 
Ebene  fortgeführtes  Hingleiten  einer  Geraden  längs  zweier  nicht  der- 
selben Ebene  angehörenden  Linien  erzeugt,  welche  Linien  beide  ge- 
rade, oder  die  eine  gerade,  die  andere  gekrümmt,  oder  beide  gekrümmt 
sein  können.  Fre'zier  rechnet  zu  den  windschiefen  Flächen  auch  noch 
die  durch  ein  ähnliches  Gleiten  einer  krummen  Linie  erzeugten  Flächen, 
welche  heute  nicht  mehr  als  windschief  gelten.  Einen  weiteren 
Gegenstand  Ton  Frezier's  Untersuchungen  bildet  die  Durchdringung 
von  Körpern  und  die  Abwickelung  solcher  Flächen,  welche  aus  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Anzahl   von  Ebenen   gebildet  erscheinen. 

Gleichfalls  in  Franki-eich  erschien  1740  das  Buch:  Usage  de 
VaMÜrjse  de  Bescartes  pour  demiivrir,  sans  le  secoitr  du  calcid  dijferen- 
tiel,  les  proprk'ics  oii  affedions  p-hwipales  des  lignes  geometriques  de 
fotis  les  ordres  von  Jean  Paul  de  Gua  de  Malves.  Wir  haben  es 
schon  (S.  557  und  585)  wegen  des  algebraischen  Dreiecks  als  Ersatz 
für  das  Newton  "sehe  Parallelogramm  erwähnt,  auch  (S.  557)  eine 
darin  vorkommende  EKminationsmethode  geschildert.  Das  Buch  von 
De  Gua  wurde  gleich  dem  von  Clairaut  (S.  753)  durch  Privat  de 
Molieres  geprüft,  der  es  am  3.  November  1739  als  des  Druckes 
würdig  bezeichnete.  Das  Buch,  in  kleinstem  Formate  gedi-uckt,  zer- 
fällt in  drei  Abschnitte  von  sehr  ungleicher  Ausdehnung.  Der  L  Ab- 
schnitt geht  von  S.  1 — 24,  der  IL  von  S.  24 — 347,  der  lU.  von 
S.  348 — 454.  Ein  Inhaltsverzeichniss  irgend  welcher  Art  fehlt,  wo- 
durch das  Zurechtfinden  ungemein  erschwert  ist,  während  die  nichts 
weniger  als  klare  Schreibweise  dem  Studium  des  Buches  in  der  Zeit, 
als  es  erschien,  ganz  besonders  hindernd  in  den  Weg  getreten 
sein  muss. 

Der  L  Abschnitt  handelt  von  den  Mittelpunkten  der  Curven, 
d.  h.  der  algebraischen  Curven,  von  welchen  allein  die  Rede  ist,  und 
auf  welche  sich  auch  die  Titelworte  der  geometrischen  Linien  jeder 
Ordnung  beziehen.  Als  Mittelpunkt,  centre  general,  wird  der  Punkt 
bezeichnet,  in  welchem  alle  durch  ihn  hindurchgehenden  Sehnen 
halbirt  werden,  oder  von  welchem  aus  ein  Auge  alle  einander  dia- 
metral gegenüberliegende  Curvenpunkte  als  symmetrische  Punkte 
sehen  würde  ^).  De  Gua  verlegt  nun  zunächst  das  Coordinatensystem, 
auf  welches  die  Curvengleichung  sich  bezieht,  durch  Parallelver- 
schiebuug  nach  einem  anderen  Anfangspunkte  und  dreht  alsdann   die 

')  De  Gua,  Usage  de  l'analyse  de  Descnrtes  pag.  2:  si  Von  suppose  un 
oeil  place  dans  Je  centre  general  d'une  Courbe  quelconque,  les  parties  diametrale- 
ment  opposees  de  cette  Courbe  presenteront  en  tout  setis  une  symelrie  parfaite. 
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Onlinatenaxe.  Hoissen  die  ursprüuglicboii  Coonliuaten  .v,  ij,  so  wird 
die  Verschiebung  durch  o,  =  ^  +  i'>  2/  =  '/  +  'J>  '^^^  Drehung  durch 
ij  =  ))ni,  I  =  z  +  «H  vollzogeu,  die  ganze  Coordinatenverändcrung 
beruht  also  auf  den  Gleichungen  x  =  p -^  :; -\- nu,  y  ^  q -\- mn 
mit  M  und  z  als  den  neuen  Veränderlichen  und  m  und  n  als  von  der 
Neigung  der  Ordinatenaxe  abhängigen  Constauten.  Ist  der  neue 
Coordiuatenanfangspunkt  ein  Mittelpunkt,  so  muss  bei  jeder  Neigung 
der  Ordinaten  zur  Abscissenaxe  im  Mittelpunkte  eine  ebensogrosse 
positive  als  negative  Ordinate  eines  Curvenpunktes  entstehen,  d.  h. 
wenn  ^  =  0  gesetzt  ist,  muss  eine  Gleichung  in  n  erscheinen,  welche 
ebensoviele  positive  als  negative  Wurzeln  von  absolut  genommen 
gleichem  Werthe  besitzt.  Das  kann  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
in  der  entstehenden  Gleichung  in  u  keine  Potenz  von  n  mit  ungeradem 
Exponenten  aufti-itt,  d.  h.  wenn  solche  Potenzen  alle  den  Coefficienten  0 
besitzen.  Anstatt  x  ^=  p -\- z -\- nu,  y  =  q -\- mu  und  dann  s  =  0 
zu  setzen,  kann  man  aber  sofort  die  Substitution  x  =  p  -\-  nn, 
y  =  q-\-mu  vornehmen,  worauf  die  Coefficieuteu  ungerader  Potenzen 
von  u  gleich  Null  gesetzt  die  Werthe  p  und  q  der  Coordinaten  des 
Mittelpunktes,  wenn  es  einen  solchen  giebt,  unabhängig  von  »i  und  n 
finden  lassen  müssen^).  Wäre  z.  B.  ./-  —  2a x  -\-  y'  =  ü  zu  unter- 
suchen, so  verwandle  man  die  Gleichung  in  (m-  -\-  n-)u^  -\-  (2mq  -f- 
2np  —  2an) u  -f-  (2)'  -\-q'~  —  2«^;)  =  0  und  setze  2 ni q  -\-  2w  (p  —  a) 
=  0.  Bei  willkürlichem  »1  imd  n  kann  diese  Gleichung  nur  mittels 
q  =  0,  j)  =  a  erfüllt  werden,  und  in  der  That  hat  der  Kreis 
(.(■  —  (/)-  -\-  y-  ^  er  bei  ,r  ^  a,  y  =  0  einen  Mittelpunkt.  De  Gua 
behandelt  dieses  Beispiel  allerdings  ganz  anders-).  Er  diifei-entiirt 
die  Curvengleichung ,  wodurch  er  2(x  —  a)dx -\- 2y(ly  ^  0  erhält, 
und  setzt  die  Coefficienten  von  clx  und  von  dy,  jeden  für  sich,  =  0, 
wobei  sich  x  =  a,  y  =  0  ergiebt.  Dass  man  so  verfahren  kann, 
beruht  auf  der  Entwickelung  des  Gleichungspolynoms  x^  —  2ax-\-y'^ 
=  F[x,  y),  in  welchem  x{y)  den  Zuwachs  dx{<hj)  erhalten  hat,  nach 
dem  Taylor'scheu  Satze.     In  dieser  Entwicklung  erhalten  dx  und  dy 

die  Coefficienten  -rr— ,  3— ,    die   man    zum  Verschwinden  zu  bringen 
ex  '    dy  '  ° 

hat,  wenn  die  ersten  Potenzen  von  </.r  und  dy  in  der  Entwicklung 
nicht  vorkommen  dürfen^).  Ist  die  Curvengleichung  von  höherem 
als  dem  zweiten  Grade,  so  muss  die  Differentiation  und  die  Null- 
setzung von  partiellen  Difi'erentialquotienten  fortgesetzt  werden,  wie 
Saurin  (S.  412)  erkannt  hatte,  und  führt  ausser  zu  den  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  auch  zu  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Constanten 

')  De   Gua,    Uscu/e  de  l'anahjse  de  Descartes  pag.   3—7.  -)   Ebenda 

pag.  10.         ')  Ebenda  pag.  7 — 8  und  Addition  pag.  455 — 457. 
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der  Curvengleichung,  welche   erfüllt  sein   müssen,   damit  ein   Mittel- 
punkt vorkomme. 

Der  II.  AbschDitt  giebt  die  allgemeine  Lehre  von  den  singulären 
oder  merkwürdigen  Punkten^)  der  Curven  und  dergleichen  mehr. 
Der  Name  eines  singulären  Punktes  dürfte  hier  erstmalig  erscheinen, 
während  Säur  in  (S.  410)  nur  von  einem  singulären  Falle  der  Be- 
rührung gesprochen  hatte.  War  im  I.  Abschnitte  infolge  von  Coordi- 
uatenveränderungen  der  etwaige  Mittelpunkt  einer  Curve  zum 
Coordinatenanfangspunkte  geworden,  so  gebraucht  De  Gua  im  IL  Ab- 
schnitte ein  ganz  ähnliches  Verfahren.  Er  verlegt  den  neuen  Coordi- 
natenanfangspunkt  nach  einem  singulären  Punkte.  Im  Anfang  des 
Abschnittes  erscheint  das  mehrgenaunte  algebraische  Dreieck  mit 
seiner  Verwendung.  Dahin  gehört  die  Darstellung  von  y  oder  einer 
Potenz  von  y  durch  eine  nach  Potenzen  von  x  mit  steigenden  Ex- 
ponenten geordnete  Reihe,  die  sich  in  unmittelbarer  Nähe  des  ge- 
wählten Anfangspunktes,  wo  x  unendlichklein  ist,  auf  das  erste  Glied 
beschränkt^).  Daraus  folgert  De  Gua  weiter')  die  Um  wandelbarkeit 
des  Gleichungspolynoms  der  Curve  ebendort  in  ?/"'  —  Ax'^"  mit  po- 
sitiven A,  ni  und  n,  oder  in  ein  Product  solcher  Ausdrücke.  Da  ein 
singulärer  Punkt  der  Curve  als  Coordinatenanfangspunkt  gewählt 
wurde,  d.  h.  da  x  =  0,  «/  =  0  einen  Curvenpunkt  darstellt,  so  muss 
mindestens  ein  Factor  des  Gleichuugspolynoms  unter  dieser  Voraus- 
setzung verschwinden,  d.  h.  x  und  y  müssen  gleichzeitig  positive  Ex- 
ponenten besitzen,  der  erwähnte  Factor  muss  ?/'"  —  Ax'^  heissen*). 
Nun  seien  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  erstens  m  grad  und  n 
ungrad,  so  entspricht  auf  der  positiven  Abscissenseite  jedem  x  ein 
positives  und  ein  negatives  y  von  gleicher  Länge,  auf  der  negativen 
Abscissenseite  sind  die  y  imaginär.  Ist  zweitens  m  und  n  ungrad, 
so  wird  dem  positiven  x  ein  positives  y,  dem  negativen  x  ein  nega- 
tives y  entsprechen,  und  der  singulare  Coordinatenanfangspunkt  ist 
Inflexionspunkt.  Ist  drittens  m  ungrad  und  n  grad,  so  entspricht 
dem  positiven  wie  dem  negativen  x  ein  gleichgrosses  positives  y,  und 
im  Cordinatenanfangspunkt  ist  ein  Rückkehrpunkt  erster  Art,  eine 
Spitze,  erkannt.  Der  vierte  Fall,  dass  m  und  n  beide  grad,  etwa 
m  =  2)1,  11  =  2v  wären,  lässt  die  weitere  Zerlegung  y"f'  —  Ax"''  = 
iyf  —  YAx')  iy^'  -j-  YAx'')  zu,  die  einen  der  drei  früheren  Fälle 
herbeiführt,  oder,  wenn  auch  fi  und  v  noch  beide  grad  sind,  bei 
weiterer  Zerlegung  schliesslich  herbeiführen  muss^).    Ein  Rückkehr- 

')  De  Gua,  Usage  de  l'anahjse  de  Descartcs  pag.  72:  des  points  Singtdiers 
ou  Bemarquablcs.  Auch  in  der  Vorrede  pag.  X  ist  von  den  Points  Singuliers 
die  Rede.         *)  Ebenda  pag.  47.  ')  Ebenda  pag.  72.  ')  Ebenda  pag.  77- 

»)  Ebenda  pag.  77—79. 
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punkt  der  zweiten  Art,  ein  Schnabel,  ist  also  iiacli  diesem 
Beweise  a  priori  nicht  möglich').  Auf  diese  Behauptung  legte 
De  Gua  ein  solches  Gewicht,  dass  er  sie  in  seine  Vorrede  aufnahm^). 
An  Figuren,  welche  wir  so  getreu  als  möglich  nachbilden,  um  unseren 
Lesern  eine  Vorstellung  von  den  Figurentafeln  zu  De  Gua's  Buche 
zu  geben,  zeigt  der  Verfasser  zuerst  (Fig.  121),  wie  ein  Kückkehr- 
punkt  zweiter  Art  nach  der  Meinung 
De  L'Höpital's  aussehe'),  um  dann  später 
zu  behaupten^),  eine  solche  Zeichnung  sei 
nur  als  Hälfte  einer  anderen  (Fig.  122) 
aufzufassen,  von  welcher  aber  DeL'Höpital 
vermöge  der  Evoluten,  die  er  sich  zeich- 

.  .  .  Fig.  ISI.  Fig.  122. 

nete,  ein  Theil  entging.    Das  116.  Kapitel 

wird  uns  mit  der  Widerlegung  dieser  Meinung,  welche  nicht  ausblieb, 
bekannt  machen.  Ist  die  Curvengleichung  nach  Potenzen  von  y  mit 
fallenden  Exponenten  geordnet,  welchen  nach  ,r  geordnete  Polynome 
als  Coefficienten  dienen,  so  zeigt  das  Fehlen  der  niedersten  Gheder 
in  y  an""),  dass  der  Coordinatenanfangspunkt  der  Curve  als  vielfacher 
Punkt  angehört.  Aehnliche  Beziehungen  finden  zwischen  dem  Fehlen 
der  dem  Grade  der  Curvengleichung  nach  möglichen  höchsten  Glieder 
in  y  und  dem  Vorhandensein  von  unendlichen  Curvenästen  und 
Asymptoten  statt*).  Wenn  auch  die  von  De  Gua  hervorgehobenen 
Thatsachen  bekannt  waren  ( S.  422  und  414),  so  hatte  man  doch  die 
Frage  nach  einem  innei-en  Zusammenhange  derselben  noch  unterlassen. 
De  Gua  stellte  sie')  und  beantwortete  sie  durch  eine  Einführung  neuer 

Veränderlichen  auf  Grundlage  der  Gleichungen  x  =  ~  ,  y  =  ~  , 
ein  Verfahren,  welches  er  eine  Projection  nennt  und  mit  dem 
Schatten  von  Newton's  Enumeratio  in  Uebei-einstimmung  findet*). 
De  Gua  folgert  daraus  später^)  den  von  Newton  (S.  406 — 407)  aus- 
gesprochenen, von  Nicole  (S.  751)  und  Clairaut  (S.  759)  bewiesenen 
Satz,  dass  alle  Curven  3'^°  Grades  als  Projectionen  einer  der  fünf 
divei-girenden  Parabeln  3"°  Grades  anzusehen  sind,  und  aus  den  so- 
genannten Schatten  ergiebt  sich  ihm  der  neue  Satz,  dass,  wenn  eine 
Curve  3'*°  Grades  drei  Inflexionspunkte  besitze,  dieselben 
auf  einer  Geraden  liegen  müssen.  De  Gua  legt  auf  diesen  Satz 
grosses  Gewicht,  so  dass  von  ihm  in  der  Vorrede  und  an  zwei  Stellen 
des   Buches    die    Rede    ist'").      Hatte    De  Gua    bisher   immer    darauf 

')  De  Gua,  Usage  de  l'anahjse  de  Descartes  pag.  76.  ')  Ebenda  Preface 
pag.  XVII.  s)  Ebenda  pag.  74.  •*)  Ebenda  pag.  81.  ^)  Ebenda  pag.  91—92. 
*)  Ebenda  pag.  148  sqq.  ')  Ebenda  pag.  198.  *)  Ebenda  pag.  202:  l'equation 
de  VOmhre  ou  de  la  Projection  cherche'e.  ')  Ebenda  pag.  222.  '")  Ebenda 

Preface  pag.  XVin,  pag.  225  und  313. 
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geachtet,  eiueu  siugiüären  Punkt  zum  Coordiiiatenanfangspunktc  zu 
wählen,  so  wendet  er  sich  im  weiteren  Verlaufe  der  Aufgabe  zu, 
ausserhalb  des  Coordinatenanfangspunktes  befindliche  vielfache  Punkte 
zu  ermitteln*)  und  gelangt  zu  den  Saurin'schen  Ergebnissen  iS.  412\ 
Er  verbindet  mit  diesen  Erörterungen  Bemerkungen  gegen  De  L'Höpi- 
tal,  gegen  Leibniz  u.  s.  w.,  bei  welchen  das  Recht  nicht  auf  seiner 
Seite  ist.  Den  Schluss  des  11.  Absclmittes  bildet  der  Satz-),  dass  der 
TJebergang  von  einem  gradlinigen  Coordinatensysteme  zu  einem  anderen 
den  Grad  einer  Curveugleichung  nicht  verändern  könne. 

Der  in.  Abschnitt  wendet  die  allgemeinen  Lehren  des  IL  Ab- 
schnittes auf  bestimmte  Aufgaben  an,  welche  zwar  keineswegs  des 
Interesses  entbehren,  aber  iins  doch  nicht  zur  Berichterstattung  ver- 
pflichten. Die  Bemerkung  mag  genügen,  dass  dort  De  Gua's  Elimi- 
nationsverfahren (S.  557)  mehrfach  zur  Anwendung  gelangt. 
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Aualyfisohe  fieometrie  1740 — 1748.     Maolauriu.     Enler's  luh'odnctio, 

Band  IL 

Etwa  zur  gleichen  Zeit,  in  welcher  De  Gua's  Usage  de  Tanalyse 
de  Descartes  in  den  Buchhandel  kam,  gab  Edmund  Stoue  in  den 
P.  T.  zwei  Curven  3*™  Grades  an,  welche  Newton  und  Stirling  in 
ihrer  Aufzählung  übersehen  hatten^),  und  anderthalb  Jahre  später 
dürfen  wir  einen  in  derselben  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsatz  von 
De  Castillon  über  eine  besondere  Curve  4'™  Grades  erwähnen^), 
welcher  er  den  Namen  der  Cardioide  beilegte,  nachdem  Louis 
Carre^)  (1663 — 1711\  ein  Schüler  von  Varignon,  im  Februar  1705 
die  Curve  zum  Gegenstande  einer  Untersuchung  gemacht  hatte*),  in 
welcher  nicht  einmal  ihre  Gestalt  vollständig  erkannt  war,  und  in 
welcher  ein  gewisser  Koenersma  als  Vorgänger  auf  diesem  Gebiete 
erwäknt  vrurde.  Die  Definition  der  Curve  (Fig.  123)  lässt  sie  als  den 
Ort  des  Punktes  N  erkennen,  der  auf  irgend  einer  von  dem  festen 
Punkte  A  einer  gegebenen  Kreislinie  ausgehenden  Sehne  gefunden 
wird,  wenn  von  dem  zweiten  Kreisdurchschnitte  31  aus  dem  Durch- 
messer AB  des  Kreises  gleiche  Strecken  3IN  nach  beiden  Seiten 
abgeschnitten  werden. 


')  De  Gua,  Usage  de  l'analyse  de  Descartes  pag.  238.       ')  Ebenda  pag.  34,0. 
')  P.  T.  XLI,  319—320,  Nr.  456  für  Januar  bis  Juni  1740.  ')  Ebenda  778 

bis  781,  Nr.  461,  für  August  bis  December  1741.  ^)  Histoire  de  VÄcadimie 

des  Sciences  de  Paris.    Annee   1711.    Histoire   pag,    102 — 107.  ')    Ebenda. 

Ann^e  1705,  pag.  56 — 61. 
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Der  1742  ersehieuene  lY.  Band  (Ilt  Gesammtwerke  von  Jobann 
Bernoiilli  würde  uns  veranlassen  müssen,  an  dieser  Stelle  einen 
Aufsatz  über  die  kürzesten  Linien  auf 
gekrümmten  Oberflächen  zu  besprechen, 
wir  ziehen  es  aber  vor,  ihn  nebst  theils 
früheren,  theils  späteren  Abhandlungen 
ähnlichen  Inhaltes  von  Eni  er  und 
Clairaut  im  117.  Kapitel  zu  behandeln. 

Eine  Schrift  von  Patrick  Mur- 
doch*)  (f  1774')  über  Newton's  Schatten- 
erzeugung der  Curven-)  gelangte  1746 
zur  Ausgabe,  ist  uns  aber  nie  zu  Ge- 
sicht gekommen. 

Wir   haben    im    106.  Kapitel    über  Fig.  123. 

die     Algebra      Maclau  rin's      berichtet, 

deren  Druck  1748  sich  vollendete.  Wir  haben  dort  gelegent- 
lich (S.  569)  von  einem  aus  65  Seiten  bestehenden  geometrischen 
Anhange  gesprochen,  und  gegenwärtig,  wo  wir  im  Begriffe  sind,  unsere 
damalige  Zusage  erfüllend  den  Inhalt  des  Anhanges  zu  schildern, 
müssen  wir  zugleich  unsere  Leser  daran  erinnern,  dass  Maclaurin 
Braikenridge  gegenüber  von  einem  geometrischen  Zusätze  zu  einem 
Kapitel  seiner  Algebra  gesprochen  hat  (S.  766).  Wir  müssen  daran 
erinnern,  um  zu  betonen,  dass  der  1748  gedruckte  Anhang  sich  nicht 
vollständig  mit  Maclaurin's  Ankündigung  deckt,  eine  auch  uns  etwas 
räthselhafte  Thatsache.  Man  kann  den  Herausgebern  von  Maclaurin's 
nachgelassener  Algebra  nur  beipflichten,  dass  sie  dem  Anhange'')  eine 
neu  beginnende  Seitenzählung  verliehen,  denn  es  handelt  sich  in  ihm 
nirgend  um  algebraische  Dinge,  man  kann  aber  ebenso  nur  einver- 
standen damit  sein,  dass  die  Schrift  als  Anhang  zur  Algebra  gedruckt 
wurde,  denn  die  in  ihr  gezogenen  Schlussfolgerungen  sind  trotz  des 
geometrischen  Inhaltes  durchaus  algebraisch.  Maclaurin  hat  selbst 
die  Trennung  durch  einen  Wechsel  in  der  Sprache  herausgefordert, 
indem  er  die  Algebra  englisch,  den  Anhang  lateinisch  verfasste. 
Dessen  Titel  lautet:  De  linearum  geoniefricarum  proprietafibus  genera- 
libus.  Nach  einer  Einleitung  von  P/^  Seiten  folgt  ein  I.  Abschnitt 
über  geometrische  Linien  im  Allgemeinen'),    ein    IL  Abschnitt    von 


')  Poggendorff  11,  240 — 241.  *)   Chasles,   Apercu  hist.    pag.    14(5 

(deutsch  142).  ^)  Eine  französische  Uebersetzung  des  „Appendixe"  mit  Noten 
und  Zusätzen  findet  sich  in  E.  de  Jonquieres,  Melanges  de  geometrie  jyure 
{1850}  pag.  197 — 261.  ')  Maclaurin,  Appendix  pag.  2 — 29:   De  lineis  geo- 

metrkis  in  genere. 
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Glied  der  Curvenffleichung'' 


den  Kegelschiiitten^),  ein  III.  Abschnitt  von  den  cubischen 
Curven^). 

Aus  dem  I.  Abschnitte,  welcher  die  Grundlage  der  beiden  anderen 
bildet,  heben  wir  Folgendes  hervor.  Die  Gleichung  einer  Curve 
w'^"  Grades  wird,  nach  y  geordnet,  y"  —  {ax  -\-  h)  2/"~'  + 
(cx^  —  (Ix  +  e)  y"--  —  ...  =  0    heissen.      Durch    die    Substitution 

2/  =  M  -j — entsteht    eine   nach  u   geordnete   Gleichung   wieder 

vom  w'^"  Grade,  in  welcher  aber  kein  Glied  n"~^  vorkommt,  d.  h. 
die  Summe  positiver  und  negativer  »,  welche  zu  einem  bestimmten  x 
gehören,  ist  0,  beziehungsweise  die  Abscissenaxe  der  Curve  ist  ein 
Durchmesser  derselben''').  Stirling  hatte  (S.  416)  den  gleichen  Satz 
fast  genau  ebenso  bewiesen,  und  an  Stirling  (S.  417)  erinnert  auch 
der  Beweis  des  Newton 'scheu  Satzes  von  den  Producteu  der  Ab- 
schnitte einer  Curventransversale  gestützt  auf  das  von  y  freie  letzte 

Nun  kommt  Maclauriu  zu  einem  wich- 
tigen von  ihm  entdeckten 
Satze.  Seien  (Fig.  124)  von 
P  aus  drei  Gerade  FABC, 
Pale,  PDIE  bis  zum 
Durchschnitte  mit  einer 
Curve  gezogen,  welche  bei- 
spielsweise als  3'*^°  Grades 
angenommen  wird ,  dann 
stehen  nach  dem  eben  er- 
wähnten Productensatze  A  P 
■BPCP  und  aPhPcP 
in  einem  constanten  Verhält- 
nisse. Die  logarithmischen  Differentiale  solcher  Producte  sind  aber, 
wie  Maclaurin  in  einem  Zwischensätze  behauptet  (natürlich  ohne  dieses 
Wortes  oder  der  Differeutialzeichen  sich  zu  bedienen,  statt  deren  er 
von  Fluxionspünktchen  Gebrauch  macht)  einander  gleich,  d.  h.  es  ist 

Eine  weitere  Zwischen- 


Fig.  124. 


flAP        dBP        d,CP 


daP    ,    dbP        dcP 

-^p-  -r  ^p  -f- 


AP  ^  BP  ^  CP  ~  aP  *  bP  ^  cP 
l-iemerkung,  von  Maclaurin  ohne  Beweis  und  ohne  Unterstützung  durch 
eine  Figur  als  etwas  ganz  Bekanntes ■'^^)  ausgesprochen,  ist  folgende: 
Zieht  man  (Fig.  125)  in  A  die  Berührungslinie  AK,  verschiebt  AP 

unendlich   wenig  parallel   zur  Anfangslage,  so   ist  -^-j-  =  p-j^,    aber 


')  Maclaurin,  Appendix  pag.  30 — 36:  De  lineis  secundi  ordinis  sive  sectio- 
conicis.  ')  Ebenda  pag.  37 — ü5;  De  lineis  tertii  ordinis.  ■')  Ebenda 

pag.  5—7.        ■■)  Ebenda  pag,  7—8.        '')  ■notissimmn, 
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Ä'L  =  clAP,   AL  =  PP'  =  JEP,   also 
Auf    ganz     ähnliehe    Weise 


rfi'P 

PA' 
daP  _dEP 

aP   ~    PI: 


dÄP 
dEP 

erg-eben 


AP 
PK 


=  ^=5-=^   imd 


dAB 


ich 


AP 
dBP  _dEP 
BP   ~  '¥L  ' 


u.  s.  w. 


Das  Lemma  von  dem  logarithmischen  Diffei'en- 


tiale  der  Producta  führt  also  zu  dem  Satze  "^-^  -j-  "^y^  + 


dEP 
Tk 


dEP    ,    dEP    ,    dEP 


PI 


Pm 


beziehungsweise      zu 


dEP^ 
PL 


dEP 
~PM 


PK 


PL 


'     PM 


+ 


-|-  p— ,  und  die  Summe  dieser  reciproken  Werthe  ist  auch 


+ 


Pill 
1 


In  Worten:  Wenn  man  durch  einen  in  der  Ebene 


Pk 
1 

Pk    '     PI 

PD^  PI    '    PE 

einer  geometrischen  Curve  liegenden  festen  Punkt  eine  Transversale 
zieht,  welche  die  Curve  in  so  vielen  Punkten  trifl't,  als  sie  Dimen- 
sionen hat,  darauf  in  diesen  Punkten  Tangenten  an  die  Curve  zieht 
und  endlich  durch  den  festen  Punkt  eine  zweite  Gerade  in  willkür- 
licher Richtung,  die  aber 
unveränderlich  bleibt,  legt, 
so  wird  die  Summe  der  re- 
ciproken Werthe  der  Ab- 
stände von  dem  festen  Punkte 
nach  den  Durchschnittspunk- 
ten der  genannten  Tangenten 
mit  der  festen  Geraden  constant 
sein,  nämlich  gleich  der  Summe 
der  reciproken  Abstände  des 
Punktes  von  den  Durch- 
schnittspunkten der  festen  Ge- 
raden mit  der  Curve  ^).  Ein  anderer  Satz^)  hatte  sich  in  den  nachgelassenen 
Papieren  von  Cotes  aufgefunden,  woher  Robert  Smith  ihn  Maclaurin 
mittheilte,  der  dann  seinerseits  einen  Beweis^)  dazu  erfand.  Der  Satz 
heisst:  Wenn  man  um  einen  festen  Punkt  P  eine  Transversale  in 
Drehung  versetzt,  welche  eine  geometrische  Curve  in  so  vielen  Punkten 
A,  S,  ^C  ■  ■  ■  schneidet,  als  sie  Dimensionen  hat,  und  man  auf  dieser 
Transversalen  in  jeder  ihrer  Lagen  einen  solchen  Punkt  M  annimmt, 

dass  ^fTTT  das  arithmetische  Mittel  aus  ^pr ,  -777; ,  777;  ■  •  ■  ist,  so  hat 
PM  PA'    PB'    PC  ' 

der    Punkt    M    zu   seinem    geometrischen    Orte    eine    gerade    Linie. 

Maclaurin  nennt  dabei  PM  das  harmonische  Mittel,  medium  Itarmoni- 

cum,  von  PA,  PB,  PC  ■■■. 


Fig.  123. 


pag 


')  Maclaurin,  Appemlix  pag.  11. 
•24—25. 


*)  Ebenda  pag.  2. 


')  Ebenda 
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Fig.  126. 


Im  II.  Abschuitte  dürfte  folgender  Satz  Maclaurin's  Eigenthum 
sein.     Seien  (Fig.  12(j)  A,  B,  G,  F  vier   Punkte  eines  Kegelschnittes, 

P  der  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  AB,  FG,  n  der 
der  AG,  BF,  so  schneiden 
die  Tangenten  AK,  FK, 
beziehungsweise  BL,  GL, 
einander  in  Punkten  K, 
L,  welche  mit  P  und  TT  auf 
einer  Geraden  liegen').  Das  Pascal'sche  Sechseck  ist  kui-z  erwähnt'-). 
Maclaurin  hatte  es  schon  früher  in  seiner  Abhandlung  in  den  P.  T. 
von  1735  und  wiederholt  in  dem  Treatise  of  fluxions  von  1742 
behandelt. 

Im  III.  Abschnitte  sind  viele  Sätze  bemerkenswerth.  Wir  be- 
schränken unsere  Auswahl  auf  einige  wenige  und  kürzen  den  Wort- 
laut dahin  ab,  dass  wir  die  Curve  3'"°  Grades  einfach  Curve  nennen. 
Schneidet  eine  Gerade  die  Curve  in  drei  reellen  Punkten,  zieht  man 
an  jeden  Durchschnittspunkt  die  Tangente,  welche  noch  einen  wei- 
teren Punkt  mit  der  Curve  gemeinsam  haben  wird,  so  liegen  diese 
drei  neuen  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden^).  Werden  aus 
einem  Curvenpunkte  zwei  Berührungslinien  an  die  Curve  gezogen, 
schneidet  dann  die  Berührungssehne  die  Curve  in  einem  weiteren 
Punkte,  und  werden  an  diesen  und  an  den  ersten  Punkt  die  Be- 
rührungslinien gezogen,  so  schneiden  letztere  einander  in  einem 
Curvenpunkte  *J.  Die  Verbindungsgerade  zweier  Inflexionspunkte  der 
Curve  geht  durch  den  dritten  Inflexionspunkt-'').  Das  ist  der  Satz, 
welchen  De  Gua  schon  1740  veröffentlicht  hatte  (S.  771),  was  aber 
Maclaurin  sehr  gut  unbekannt  geblieben  sein  kann.  Auch  diese 
unsere  sehr  knapp  gewählten  Auszüge  bestätigen  das  Urtheil  des  be- 
rufensten Kenners"),  der  den  Anhang  ein  Werk  von  bewunderungs- 
würdiger Eleganz  und  Präcision  genannt  hat. 

Das  Jahr  1748,  in  welchem  Maclaurin's  Anhang  bekannt  wurde, 
war  auch  das  der  Veröffentlichung  von  Euler's  Introductio,  und 
wenn  wir  ihrem  zweiten  geometrischen  Baude  auch  nicht  ein  ganzes 
Kapitel  widmen,  so  verlangt  er  doch  eine  einigermasseu  ausführliche 
Berichterstattung  über  seine  zwoiundzwanzig  Kapitel  einer  analytischen 
Geometrie  der  Ebene,  denen  ein  Anhang  von  den  Oberflächen  in 
sechs  Kapiteln  nachfolgt. 


')  Maclaurin,  Appendix  pag.  31.       -)  Ebentla  pag.  33,  §  44.       ')  Ebenda 
pag.   39,    §  .57.  ■•)  Ebenila   pag.  40,    §  59.  '•)  Ebenda  pag.  44,   §  Ü8. 

°)  Ohasles,  ^2'sci'tt  liist.  pag.  14U  (deutsch  S.  143). 
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Das   1.  Kapitel.    Von    den    Curven    überhaupt,    unterscheidet 
zwischen  algebraischen  oder  geometrischen  und  transccudeuten,  zwischen 
ein-  und  mehrdeutigen  Curven,  bespricht  die  imaginären  Durchschnitts- 
punkte der  Curven  mit  der  Abseissenaxe,  die  nur  paarweise  auftreten, 
und  ebenso  die  gleichfalls   paarweise    auftretenden  unendlichen  Aeste. 
Das    2.   Kapitel,    Yon    der   Veränderung    der    Coordinaten, 
setzt  nur  geradlinige    Coordinaten   voraus,   und   zwar   zunächst   recht 
winklige.     Die  Coordinatenverändeniug   wird   bei  Verlegung  des   An- 
fangspunktes zu  den  Gleichungen  x  =  t  —  /',  y  =  u  —  g  führen,  bei 
hierauf  vorgenommener  Drehung  des  rechtwinklig  bleibenden  Coordi- 
natenkreuzes   um   den   Winkel   q    zu    den   Gleichungen:    x  ^  w  ■  s,in  q 
+  t  ■  cos  q  —  /',  y  =  u  ■  cos q  —  ^  •  sin  5  —  g   oder  .r  =  m u  -\-  nt  —  f, 
y  =  iiH  —  »it  —  ;/  mit  )»-  +  n~  =  1.    Wendet  man  sie  z.  B.  auf  die 
der   Abseissenaxe   in   der   Entfernung   a   parallele  Gerade   an,   welche 
die   Gleichung  y  =  a   haben   muss,   so   erscheint  a  =  nu  —  mt — g 
oder  nl;u  —  ml<t  —  k{g-\-a)  =  0,  beziehungsweise  au-\-  ßt -];-})  ^d 
als   allgemeine   Gleichung   einer    Geraden    im    rechtwinkligen   Coordi- 
natensysteme.     In   zweiter  Linie   wird   von   der   Rechtwiukligkeit  des 
Coordinatensjstems  Abstand  genommen  und  stufenweise  die  Umwand- 
lung eines  rechtwinkligen  Systems   in   ein   schiefwinkliges  unter  Bei- 
behaltung   der   Richtung    der   Abseissenaxe    oder    in    ein    beliebiges 
schiefwinkliges  System  vorgenommen. 

Das  3.  Kapitel,  Von  der  Eintheilung  der  algebraischen 
krummen  Linien  in  Ordnungen,  zeigt  den  Grad  der  Gleichungen 
als  naturgemässen  Eintheilungsgrund,  weil  derselbe  durch  Wahl  eines 
anderen  Coordinatensystems  nicht  verändert  wird.  Wohl  aber  kann 
die  Art  der  Curve  innerhalb  derselben  Ordnung  sich  verändern,  je 
nachdem  ein  oder  das  andere  Coordinatensystem  zu  Grunde  liegt. 
Die  Gleichung,  welche  z.  B.  im  rechtwinkligen  Systeme  die  eines 
Kreises  ist,  bedeutet  in  einem  schiefwinkligen  Systeme  eine  Ellipse. 
Die  durch  eine  Gleichung  dargestellte  Curve  ist  folglich  nur  dann 
vollständig  gegeben,  wenn  man  das  zu  Grunde  liegende  Coordinaten- 
system kennt.    Auch  bemerkt  Euler,  dass  die  allgemeinste  Gleichung 

„ten  Grades  zwischen  .r  und  y  aus  ^^ —  ^  "  Gliedern  bestehe, 
und  dass  Gleichungen,  deren  Polynome  in  reelle  Factoren  zerfallen, 
eine  Verbindung  mehrerer  von  einander  verschiedener  Linien  bedeuten. 
Das  4.  Kapitel,  Von  den  vornehmsten  Eigenschaften  der 
Linien  einer  jeden  Ordnung,  nennt  als  Wissenswürdigstes  bei 
jeder  Curve  die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  sie  durch  eine  Gerade 
geschnitten  wird,  und  die  bei  der  Curve  h'™  Grades  höchstens  n  ist. 
Man   kann  also  aus  dem  Vorhandensein  von  n  Durchschnittspunkten 
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einer  Curve  mit  einer  Geraden  nur  folgern,  dass  sie  nicht  algebraisch 
von  niedrigerem  als  dem  »"'°  Grade  sei,  denn  sie  kann  auch  algebraisch 
von   höherem    Grade   oder   auch   transcendent  sein.     Zur  Bestimmunff 

der  —  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung  m*™  Grades  ge- 

(m  +  l)(w+2)         .         n{n  +  3)  -^    ,.  n     ■      n     cc   ■      i. 

nugen  -^^ — ' — ^r^ — ■ — -  —  1  =  -^^ —  Bedingungen,  weil  ein  Loemcient 

n  in  -1-  3^ 
als  Einheit  gewählt  werden   darf.     Die   — ^^—  Bedingungen  können 

ebensoviele  Punkte  sein,  durch  welche  die  Curve  hindurchzusrehen 
hat,  und  man  wählt,  wenn  solche  Punkte  gegeben  sind,  die  Coordi- 
natenjisen  vortheilhaft  so,  dass  einer  der  gegebeneu  Punkte  Coordi- 
natenanfangspunkt  werde,  ein  zweiter  auf  der  Abscissenase,  ein 
dritter  auf  der  Ordinatenaxe  liege. 

Das  5.  Kapitel,  Von  den  Linien  der  zweiten  Ordnung,  geht 
von    der    allgemeinsten    Gleichungsform    a  -\-  ßx  -{-  yy  -{-  äx'  -{-  6xy 

+  ?»/-  =  0  oder  y-  -| ~  y  -| —~ — ■ —  =  0  aus,  welche  er- 
kennen lässt,  dass  zu  jedem  x  zwei  reelle  y  gehören  oder  gar  keines. 
Bei  S  =  0  iällt  allerdings  das  eine  y  =  oo  aus.    Schneidet  (Fig.  127) 

die  Ordinate  X3IP  die 
Curve  wirklich  in  zwei 

^ 7"-—-,^^  Punkten  N  und  M,  so 

/^       l^  /^^\  ^'^*^  '^'®  Oi'dinaten  NP, 

[     y^  y^  \  il/P  diejenigen,  welche 

A      pj[ X  -\/"         ^'^    X  =  AP    gehören, 

^^  V^      y^^  \  und     ihre     Summe    ist 

„y.. \y  der  entgegengesetzt  ge- 

\  nommene       Coefficient 

\  von     y     in     der    nach 

Fig  12"-  y    quadratischen    Glei- 

chung,   d.    h.    PiW-f 
P]^  =  —  ^-^-P+j;.     Eine    andere    Ordinate    »hm  ||  iYJ/  liefert,    da 

ihr  Stück  pm  negativ  ist,  im  —  pm  =  —  ^— ^^-^tl  und  durch  Sub- 
traction  beider  Gleichungen  von  einander  entsteht  Pil/  +  i"«  + 
PN  —  pn  =  "(^J'-^-P)  =  iJ> .    Wird  m[i  \\  nv\\AP  gezogen,  so 

zeigt  sich  PÄl-\-ptH-{-PN—pn  =  3I(i-{-Nv  und  "p^  "  ^  J ' 
wo  die  einzigen  Voraussetzungen  in  dem  Parallelismus  von  3IN  und 
7nn  und  von  nv,  w(,u  und  AP  bestanden.  Nun  schiebe  man  (Fig.  128) 
die  MN  sich  selbst  parallel  so  weit  fort,  bis  II  und  N  in  C  zu- 
sammenfallen und  die  Sehne  zur  Berührungslinie  wird,  während  immer 
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noch  mn  \\  MX\\  JC  und  CD  die  Axe  darstellt,  die  parallel  den  wi, 

MJ,  NK,  11  k  verläuft.    Wälu-end  aber  vorher  JJ/u,  Nv  nach  gleicher 

Richtung  sich  erstreckten,  ist  jetzt  bei  CJ,  CK  und  bei  Ci,  CA-  das 

EntgeffenEresetzte   der  Fall,  so  dass  dem  vo- 

rigen  Ergebnisse  jetzt   die   Gleichungen  ent- 

CJ—CK        s         j     Ci—Ck         s 
sprechen   — jt^^ —  =  v    ^md    -. —  =  v  , 

aus    welchem    Ci  —  CA-  =  ^rjj  {CJ  —  CK) 

folgt.  Wählt  mau  die  von  vornherein  au 
keinerlei  Bedingung  geknüpfte  Lage  von 
CD  so,  dass  die  ihr  parallelen  21 J  und  NK 
derart    in    JK    eintreffen,    dass    CJ^=CK 

oder  CJ — CjK^=0  wird,  so  muss  auch  Ci — Ck^O  sein;  oder, 
weil  CLMJ,  CLXK,  Clmi,  Clnk  lauter  Parallelogramme  sind, 
folgt  aus  CJ=  CK  nicht  bloss  LM=  LX,  sondern  auch  lm  =  Jii, 
d.  h.  die  Gerade,  welche  von  einem  Curvenpunkte  ausgehend  eine 
der  Berührungslinie  an  jenen  Cm-venpunkt  parallele  Sehne  halbirt, 
muss  auch  jede  andere  ihr  parallele  Sehne  halbireu  und  ist  ein 
Durchmesser  der  Curve.  Euler  bezeichnet  diese  Eigenschaft  der 
Curven  2**"  Grades,  die  aus  der  Betrachtung  des  Coefficienten  der 
ersten  Potenz  von  y  in  der  Curvengleichung  ermittelt  wurde,  als  erste 
Haupteigenschaft,  welcher  eine  zweite  zur  Seite  steht,  zu  der  er  von 

dem    y   nicht    mehr   enthaltenden   Gliede   !|'  aus   gelangt. 

Wenn  (Fig.  127)  die  zur  Abscissenaxe  gewählte  ÄP  die  Curve  in 
zwei  Punkten  E  und  F  schneidet,  so  ist  dort  y  =  0,  und  weil  eben- 
dort   die   Curvengleichimg   erfüllt   wird,   so   muss   in   E  und   F  auch 

'   P'  '^  '^  =  0   sein,   d.  h.  diese  letztere   Gleichung  hat  die  zwei 

reellen   Wurzeln    x  =  AE  und   x  =  AF  oder   es   ist   ^ 

=  y  (x  —  AE)  {x  —  AF).      Derselbe    Ausdruck  "^^^  ist 

aber  bei  jedem  x,  z.  B.  bei  x  =  AF,  wodurch  x  —  AE  =  —  FE, 

x  —  AF^  —  FF,  j{x—  AE)  [x  —  AF)  =  jPEFF  wird,  das 

Product  der  beiden  dem  x  ^  AP  entsprechenden  y  (PM  und  PN). 

Man    hat    also    -  FE  ■  PF  =  PM  ■  PN,    JJf^-p  =  p     ^o     der 

Bruch  -r  ausschliesslich  von  dem  Winkel,  welchen  die  beiden  Coordi- 

naten  mit  einander  bilden,  abhängt.    Bleibt  dieser  unverändert,  indem 

z.  B.    mn\\MN,    so    muss    auch      _,    -^  =  -r    sein.      Daraus    folort 
"  '  pE-pF       S 

leicht,  dass,  wenn  zwei  parallele  Paare  einander  schneidender  Sehnen 

ÜO* 
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einer  Cnrve  2'«°  Grades  gegeben  sind,  der  Quotient  aus  dem  Pro- 
ducte  der  Abschnitte  der  einen  Sehne  getheilt  durch  das  Product  der 
Abschnitte  der  anderen  Sehne  bei  beiden  Paaren  der  gleiche  sein 
muss,  und  dieser  Satz  bildet  nach  Euler  die  zweite  Haupteigenschaft 
der  Curven  2'™  Grades.  Betrachtet  man  einen  Durchmesser  CD 
(Fig.  128)  als  die  eine  Sehne  und  wählt  sie  zugleich  zur  Abscissen- 
axe  mit  C  als  Anfangspunkt,  nimmt  man  ferner  die  Berührungslinie 
CK  in  C  zur  Ordinatenaxe  und   betrachtet  eine   ihr  parallele   Sehne 

MN  als  die  von  CD  in  L  geschnittene,  so  ist  ,,^^7-,^  von  con- 
stantem  Weiihe,  der  etwa  ^   heissen    mag.     Nun   sei    CD  =  a    die 

Länge  des  Durchmessers  bis  zu  seinem  zweiten  Durchschnitte  mit 
der    Curve,    CL  =  x,   also    LD  ^  a  —  .r,    ML  =  LX ^  y,    so    er- 

scheint  y'^  =  j  (ax  —  x'-)   als  Gleichung  der  Cuitc  2'*°  Grades.     An 

einer  späteren  Stelle  wird  y-  =  a  -\-  ßx  -(-  yx^  als  Gleichung  irgend 
einer  Curve  2""°  Grades,  bezogen  auf  einen  Durchmesser  als  Abscissen- 
axe  und  die  durch  ihn  halbirten  Sehnen  als  Ordinalen,  gefunden, 
weil  in  diesem  Coordinatensjsteme  zu  jedem  x  zwei  gleiche  einander 
entgegengesetzte  y  gehören  müssen,  weshalb  in  der  Curvengleichiing 
die  erste  Potenz  von  y  nicht  vorkommen  kann.  Wir  würden  über 
das  ganze  Kapitel  Satz  für  Satz  berichten  müssen,  wollten  wir  AUes 
angeben,  was  Euler  an  merkwürdigen,  wenn  auch  an  sich  nicht  neuen, 
doch  meistens  in  neuer  Weise  hergeleiteten  Ersebnissen  in  ihm  ver- 
einigt  hat.  Wir  erwähnen  nur  in  aller  Kürze  den  Nachweis  des 
Vorhandenseins  zweier  zusammengehöriger  Durchmesser,  eines  Mittel- 
punktes, zweier  rechtwinklig  zusammengehöriger  Durchmesser,  endlich 
zweier  Punkte  auf  dem  gi-össeren  Hauptdurchmesser,  welche  sym- 
metrisch zum  Mittelpunkte  liegend  die  von  Euler  zuerst  als  Definition 
benutzte  Eigenschaft  besitzen,  die  von  ihnen  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  Curve  gezogenen  Strecken  rational  durch  die  auf  dem  Haupt- 
durchmesser selbst  gemessenen  Abscissen  jener  Durchschnittspunkte 
ausdrücken  zu  lassen,  und  welche  Brennpunkte  heissen. 

Das  6.  Kapitel,  Yon  den  Arten  der  Linien  2'*°  Grades,  steht 
dem  5.  an  Eigenartigkeit  und  Neuheit  der  Behandlungsweise  keines- 
Wegs  nach.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  y-  =  a  -\-  ßx  -(-  yx-, 
welche  man,  da  sie  nur  zwei  zusammengehörige  Durchmesser  als 
Coordinatenaxen  voraussetzt,  durch  Wahl  eines  Hauptdurchmessers 
zur  Abscissenaxe  auch  als  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
bezogen  betrachten  kann,  folgert  Euler  ein  wesentlich  verschiedenes 
Aussehen  der  Curve,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  oder  NuU  ist. 
Bei  y  >  0  besitzt   die  Curve  vier  ins  Unendliche  fortlaufende  Aaste, 
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weil  sowohl  .»•  =  co  als  .-c  =  —  oo  zu  ?/  =  -j-  oo  führt.  Bei  y  <  0 
besitzt  die  Curve  keinen  Punkt  im  Unendlichen,  weil  y  imaginär 
wird,  wenn  .r  =  +  °®-  2^'  y  =  0  besitzt  die  Curve  zwei  ins  Un- 
endliche fortlaufende  Aeste,  weil  y  =  +  ^  wird,  wenn  /S.f  im  Un- 
endlichen positiv  ist,  während  \j  imaginär  ist,  wenn  ^x  im  Unend- 
lichen negativ  ist.  Die  drei  Curvenarten  werden  Hyperbel,  Ellipse, 
Parabel  genannt,  und  nunmehr  hat  Euler  das  Recht  erlangt,  sie  ein- 
zeln jede  für  sich  zu  betrachten,  was  in  der  Reihenfolge:  Ellipse  mit 
dem  Kreise  als  Sonderfall,  Parabel  als  EUipse  mit  unendlichgrosser 
Axe,  Hyperbel  mit  ihren  beiden  Asymptoten  geschieht.  Die  Tangenten- 
eigenschaften ergeben  sich  aus  im  5.  Kapitel  bereits  ermittelten 
Gleichungen.  Von  den  Merkmalen,  welche  sonst  zur  Unterscheidung 
der  drei  Curvenarten  gebraucht  werden,  und  die  sich  unter  Annahme 
der  Gleichungsform  aiß  +  /^.r?/  -(-  yx-  -\-  by  -\-  ex  -\-  %  =  ()  auf  die 
AVerthe  von  /iJ-  —  4a 7  beziehen,  ist  hier  noch  nicht  die  Rede. 

Das  7.  Kapitel,  Von  den  ohne  Ende  fortlaufenden  Aesten, 
füllt  diese  Lücke  aus,  und  zwar  von  einem  Gesichtspunkte,  der 
weit  über  die  Curveu  2'™  Grades  hinausreicht.  Euler  betrachtet  die 
allgemeinste  Curve  h'*°  Grades,  deren  Gleichuugspolyuom  in  n  -\-  1 
Gruppen  zerfällt,  in  deren  jeder  solche  Glieder  vereinigt  sind,  welche 
die  beiden  Veränderlichen  zusammen  in  gleicher  Dimension  aufweisen. 
Die  höchste  Gruppe  wird  also  sein  P  =  «)/" -f- /3//""^r -|- yy"  — -.r- 
-[-•■•-[-  g.j".     Die   zweithöchste   Gruppe   soll    Q,   die   dritthöchste   JJ 

u.  s.  w.  heissen,  die  Gleichung  selbst  also  V-\-Q-\-'R-\-S-\ ^0. 

Nun  kann  P  theils  aus  reellen  einfachen  Factoren,  theils  aus  Factoren 
2"^°  Grades  -i'^^-' — 'iAlixyco^^)-\-li-x-  bestehen,  welche  letztere 
nur  in  imaginäre  einfache  Factoren  zerfallen.  Dass  P  ausschliesslich 
solche  Factoren  2'""  Grades  besitze,  verlangt  ein  grades  n,  mindestens 
n  ^  2.  In  solchem  Falle  kann  die  Curve  keinen  Punkt  im  Unend- 
lichen besitzen,  denn  mag  x^<x>  oder  y  =  00  oder  x^oo  und  y  =  00 
gesetzt  werden,  immer  ist  — ■  2  ABxy  cos  q)  kleiner  als  das  wesent- 
liche positive  A-y^  -\-  B-x-,  so  dass  der  betreffende  Factor  unter 
jenen  Annahmen  cc-  wird  und  mit  ihm  auch  P  unendlichgross  werden 
muss.  Gegen  P  verschwinden  aber  die  Gruppen  von  niedrigerer  Ab- 
messung Q  -\-  B-\-  S  -\-  ■  ■■,  und  die  Curve  kann,  wie  vorausgeschickt 
wurde,  keinen  Punkt  im  Unendlichen,  also  auch  keinen  ohne  Ende 
fortlaufenden  Ast  besitzen.     Bei  n  =  2   ist  P  =  ccy^  -\-  ßxy  -f-  yx^, 

und  dessen  beide  einfache  Factoren  ay  -\-  ^  {ß -\-  Vß'  —  4 «7)  und 

y  +  ^  (/3  —  yßi^  —  4ay)  sind  imaginär,  wenn  (3^  —  4ay  <  0.    Darin 

besteht  also  das  Merkmal  für  die  nur  im  Endlichen  verlaufende  Ellipse. 
Nun    besitze    zweitens    P   ausser  dem    aus    lauter    in   grader  Anzahl 
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vorhandenen  imaginären  einfachen  Factoren  gebildeten  Ausdrucke 
31  noch  den  reellen  einfachen  Factor  p  ^  aij  —  lix,  d.  h.  die 
Gleichung    heisse   pM  +  Q  -\-  B  -\-  S  -{-■■■  =  0.      Daraus    folgt 

2;  =  — i jfj: ^-      Im    Unendlichen    Terschwinden    B,   S,   ■■• 

gegen  Q,  und  es  bleibt  p  =  —  -^j ,  wo  Q  und  31  von  gleicher  Ab- 
messung sind  und  einen  endlichen  von  ./;  und  y  unabhängigen  Quo- 
tienten geben  können,  -wenn  nur  das  Verhältniss  von  y  zu  .v  gegeben 

ist,  welches  aus  p  =  ay  —  hx^  0  sich  als  4  ^  ~  ergiebt.  Mit  an- 
deren Worten:  die  Curve  geht  im  Unendlichen  in  ay  —  hx  =  0 
über,  in  eine  Gerade,  welche  der  Curve  von  ungradem  Grade  als 
Asymptote  dient,  der  sie  sich  mit  zwei  nach  entgegengesetzter  Richtung 
ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Aesten  nähert.  In  einem  dritten 
Falle,  wo  P  ^  pqll  und  M  sich  aus  in  grader  Anzahl  vorhandenen 
imaginären  einfachen  Factoren  zusammensetzt,  während  p  =  ay  —  lix, 
q  ^  cy  —  clx  von  einander  verschiedene  reelle  Factoren  sind,  giebt 
es  zwei  Asymptoten  ay  —  hx  =  0,  cy  —  dx  =  0  bei  vier  ins  Un- 
endliche sich  erstreckenden  Aesten.  Die  Annahme  n  =  2  liefert  hier 
die  Hyperbel,  so  oft  die  beiden  Factoren  von  ay-  -\-  ßxy  +  ;■./-  reell 
und  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  so  oft  ß-  —  Aay'>  0.  Die 
Parabel  entsteht  bei  n  =  2,  ß-  —  4«^  =  0,  d.  h.  wenn  die  i-eeUen 
einfachen  Factoren  _/j  und  q  identisch  sind.  Geradlinige  Asymptoten 
hat  eine  solche  Curve  p-M  -\-  Q  -}-  B  -{-  S  -}-■■•  =  0  nicht,  wohl 
aber  eine  parabolische.  Auch  bei  diesem  Kapitel  müssen  wir  es  bei 
verhältnissmässig  geringen  Andeutungen  bewenden  lassen.  Euler  geht 
viel  weiter.  Er  löst  aus  P  mehr  und  mehr  reelle  einfache  Factoren, 
die  theils  von  einander  verschieden  sind,  theils  nicht,  und  die  im 
letzteren  Falle  zu  ki-ummlinigen  Asymptoten  von  der  Gleichungsfonn 
yf  =  Äx'   führen. 

Das  8.  Kapitel,  Von  den  Asymptoten,  dringt  tiefer  in  den 
gleichen  Gegenstand  ein  und  unterscheidet  die  ins  Unendliche  sich 
erstreckenden  Curvenäste  in  hyperbolische  und  parabolische,  von 
welchen  nur  die  ersteren  geradlinige  Asymptoten  besitzen. 

Das  9.  Kapitel,  Von  der  Eintheilung  der  Linien  3"*°  Grades 
in  Arten,  benutzt  als  Eintheilungsgrund  das  Verhalten  der  ins  Un- 
endliche sich  erstreckenden  Curvenäste  und  zur  Ermittelung  des- 
selben die  cubischen  Glieder  des  allgemeinsten  Gleichungspolynoms 
"!/'  +  ßir ■^'  +  Y'J-'-'  +  ^■*'^-  Dieser  Ausdruck  besitzt  entweder  einen 
oder  drei  reelle  einfache  Factoren.  Im  letzteren  Falle  sind  wieder 
drei  Möglichkeiten  zu  unterscheiden:  die  Verschiedenheit  der  drei 
Factoren,  die  Gleichheit  von  zweien  derselben,  die  Gleichheit  aller  drei. 
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So  kommt  Euler  unter  Berücksichtiffuno-  einiger  anderer  Bedingungen 
zu  im  Ganzen  16  Geschlechtern,  wie  er  zu  sagen  vorschlägt,  um  einer 
Verwechslung  mit  Newton's  Arten  vorzubeugen. 

Das  10.  Kapitel,  Von  den  vornehmsten  Eigenschaften  der 
Linien  3'"°  Grades,  erläutert  die  Durchmesser  dieser  Curven  in  dem 
von  Newton  (S.  405)  dem  Worte  beigelegten  Sinne,  beschäftigt  sich 
mit  der  Frage,  wann  jene  Curven  einen  Mittelpunkt,  wieder  in  Newton's 
Sinne,  nämlich  einen  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  ihrer  Durch- 
messer, besitzen,  und  mit  der  Natur  ihrer  ins  Unendliche  sich  er- 
streckenden Aeste. 

Das  11.  Kapitel,  Von  den  Linien  4"""  Grades,  will  für  diese 
die  gleiche  Aufgabe  lösen,  welche  im  9.  Kapitel  für  die  Curven 
3*°°  Grades  behandelt  worden  war.  Den  Ausgangspunkt  liefert  die 
Zerlegung  des  Ausdrucks  ay*  -f-  ßy'^.r  -\-  y>n^'^  +  ^^-''^  +  «■<•'  in  seine 
theils  imaginäre,  theils  reelle,  theils  verschiedene,  theils  gleiche  ein- 
fache Factoren,  und  die  acht  in  dieser  Beziehung  denkbaren  Fälle 
führen  zu  nicht  weniger  als  146  Geschlechtern. 

Das  12.  Kapitel,  Von  der  Erforschung  der  Gestalt  der 
krummen  Linien,  geht  nur  in  aller  Kürze  auf  die  au  wenigen  Bei- 
spielen erörterte  Frage  ein,  wie  die  Curve  im  Endlichen  aussehe,  ob 
und  wie  viele  reelle  Ordinaten  einer  gegebenen  Abscisse  entsprechen, 
und  ob  solche  Ordinaten  auch  unter  einander  gleich  werden  können, 
was  einen  vieKachen  Curvenpunkt  anzeigt,  der  auch  ein  einzelner  con- 
jugirter  Punkt  sein  kann. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  Eigenschaften  der  Curven,  sucht 
Curven  niedrigeren  Grades  auf,  welche  in  der  Nähe  eines  bestimmten 
Curvenpunktes  der  Gestalt  der  in  Frage  stehenden  Curve  sich  an- 
schmiegen. Niedrigsten  Grades  ist  die  geradlinige  Berührungslinie, 
welche  folgendermassen  ermittelt  wird.  Weiss  man,  dass  .€  =  p, 
y  =  q  ein  Punkt  der  betreffenden  Curve  ist,  an  welchen  die  Be- 
rülirungslinie  gesucht  wird,  so  verlegt  man  dorthin  den  Anfangspunkt 
des  in  seiner  Richtung  unveränderten  Coordinatensystems,  indem  mau 
in  die  Curvengleichung  x  =^  p  -\-  t,  y  =  q  -}-  u  einsetzt.  Da  die  neue 
Gleichung  durch  t  ^  u  ^  0  erfüllt  werden  muss,  so  kann  ein  con- 
stantes  Glied  nicht  mehr  in  ihr  vorkommen,  sie  muss  vielmehr  heissen 
0  =  At  -\-  Bu  -\-  et-  -)-  Dtu  -\-  Eir  +  ■  ■  ■•  Bei  unendlich  kleinen  t 
und  u  vei^sch winden  sämmtliche  Glieder  gegen  die  beiden  ersten,  d.  h. 
die  Gerade  0  =  At -\- Bu  stellt  die  Gestalt  der  Curve  im  neuen 
Coordinatenanfangspunkte  dar,  berührt  sie  daselbst.  Ist  allerdings 
der  ursprünglich  =  0  gesetzte  Ausdruck  in  der  Gleichung  der  Curve 
keine  rationale  ganze  Function  von  :c  und  y,  so  geht  die  Umwand- 
lung in  die  gewünschte  Gleichung  in  t  und  u  nicht  ganz   so  leicht 
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vor  sicli,  und  solcheu  Schwierigkeiten  zu  begegnen  war  der  Aulass 
zur  Ei-findung  der  Differentialrechnung.  Wir  wollen  deshalb,  setzt 
Euler  in  §  290  hinzu,  die  Methode,  die  Tangenten  zu  finden,  wenn 
die  für  die  Curve  gegebene  Gleichung  keine  rationale  und  ganze 
Gleichung  ist,  der  Differentialrechnung  aufbewahren.  Das  ist  die 
Stelle,  welche  wir  (S.  784)  im  Auge  hatten,  als  wir  von  einer  Be- 
stätigung der  Euler'schen  Absicht,  geometrische  Anwendungen  der 
Differentialrechnung  zu  schreiben,  sprachen.  Nach  der  Berührungslinie 
im  neuen  Coordinatenanfangspunkte  sucht  Euler  die  Normallinie  eben- 
dort,  dann  bespricht  er  den  Fall,  dass  bei  der  vorgeschriebenen  Ver- 
schiebung des  Coordinatenkreuzes  nicht  bloss  die  Gleichungsconstante, 
sondern  auch  A  und  B  verschwindet,  dass  also  die  neue  Gleichung 
0  ==  Cf  -\-  Dtu  -\-  Eu^  +  ■  ■  ■  heisst  und  die  Curve  folglich  in  der 
unmittelbaren  Nähe  des  Nullpunktes  die  Gestalt  der  Curve  0  =  Cf- 
-\-  Dt II  -\-  Ell'  besitzt.  Hier  ist  D"  —  -iCE  für  diese  Gestalt  ans- 
schlaggebend.  Bei  D^  —  4  CE  <  0  ist  der  neue  Coordinatenanfangs- 
punkt  ein  conjugirter  Punkt  der  Curve;  bei  D'-  —  4f'£'>0  ist  er 
ein  Doppelpunkt  mit  zwei  verschiedenen  Berührungslinien;  bei 
D^  —  4  CE  =  0  haben  die  beiden  in  dem  Nullpunkte  zusammen- 
treffenden Curvenäste  dort  nur  eine  Berührungslinie,  berühren  einander. 
Das  Wegfallen  der  quadratischen  Glieder  in  Verbindung  mit  dem 
Wegfallen  der  Constanten  und  der  Glieder  ersten  Grades  und  die  Be- 
ziehungen dieser  analytischen  Erscheinung  zum  Vorhandensein  eines 
dreifachen  Punktes  u.  s.  w.  werden  dann  erörtert. 

Das   14.  Kapitel,  Von   der  Krümmung  der  Curven,    wendet 
sich  der  Lehre  von  den  Osculationen  zu,  d.  h.  nachdem  der  Coordi- 

natenanfangspunkt  auf  die  Curve 
^t  selbst  gelegt  ist,  wird  nicht  die 

Gerade  At  -\-  Bu  =  0,  sondern 
die  krumme  Linie  At  -\-  Bu 
+  et-  -\-  Dtu-\-  Eu-  =  0  oder 
—  At—Bu=  et-  -\-Dtu-\-  Eu' 
untersucht,  welche  in  der  Nähe 
des  Nullpunktes  sich  an  die 
Curve  anschmiegt.  In  dem  ge- 
wählten rechtwinkligen  Coordinatensysteme  (Fig.  129)  ist  Mq  =  t, 
qm  =  u.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  At  -\-  Bu  =  0  Gleichung 
der  Berührungslinie  [i3I  ist,  welche  in  ^  erfüUt  sein  muss,  ist 
q^  =  —  j,f.  Nun  sei  MN  die  Normallinie  an  die  Curve  in  31 
und  mr  \\  MT,  während  Mr  =  ;•,  mr  =  s  heisst.  Nennen  wir  t  den 
Winkel    31  TP,     so    ist    tang  t  =  -"  =  —  -„,     cos  r  =  ^, 


t  =  -^=^= ,  M  =  — ==^ ,  was  Euler  ohne  weitere  Besrründuiif' 
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sui  r  =  —  ■     und  luu-li  den  Formeln  der  Coordinatendrehung, 

die     Euler     iu    seinem     '2.    Kapitel     liei-geleitet    hat    (S.  777),     ist 

Bs  —  Ar         —As~Br 

yA^+B-'       ~"  y^'+JJ-  ' 

hinschreibt.     Er  findet  alsdann  y  =  -— = r- ,  s  =     _  •     Nun 

yA-+B-  yA'-\-B^ 

war  —  Ät  —  Bii  =  Ct'-  -\-  Dtu  -\-  Eir  +  ■  •  •  angenommen,  d.  h.  der 

Ausdruck  für  /•  ist  von  mindestens  zweiter  Dimension  nach  f  und  », 

wäkrend  der  für  8  nur  von  erster  Dimension  ist.     Daraus  folgt,  wenn 

t  und    u    beide    unendlichkleine   Grössen    sind,   dass    >■   unendlichmal 

kleiner   als  s  sein  muss.     Nach  diesen  Vorerörterungen   setzt  Euler 

die  gefundenen  Werthe  von  t  und  u  in  —  Ät  —  Bii  =  Ct-  -\-  Dtu 

+  Eu'    ein     und     findet    ryiH^J5-  =  ^!^+A^^^1  ,2  ^ 

A-D  —  B-D  —  2ABC  +2AB£         ,    Ä'-E  —  ABD  +  B-C   ,      ■,       ,. 

AT^B^^^ ''^"1 A^  +  B' ^'-     ^"    °'^^"' 

Gleichung  ist,  vermöge  der  erwähnten  Kleinheitsbeziehung  zwischen 
r  und  s,  das  Glied  links  vom  Gleichheitszeichen  unendlichklein 
2^"  Ordnung,  während  die  Glieder  rechts  der  Reihenfolge  nach  un- 
endlichklein 4'"^,  3'",  2'°'  Ordnung  sind,  so  dass  die  beiden  ersten 
Glieder  rechts  neben  dem  dritten  verschwinden  und  nur  r^A-  -\-  B- 

= 2,^-^^, s-   oder  ^-  =  x^^_^gj^g.c>-  ubng  bleibt, 

die  Gleichung  einer  Parabel,  welche  ihren  Scheitel  in  31  besitzt 
und  die  Normallinie  nebst  der  Berührungslinie  in  31  als  Coordi- 
natenaxen  benutzt.  Die  Curve  aber  hat  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  M  ebensolche  Krümmung  wie  diese  Parabel,  deren  Parameter 

!.^_  4  pp  [  B»/-  ist-    Nun  kann,  heisst  es  im  §  308,  die  Krümmung 

keiner  Curve  so  deutlich  und  leicht  erkannt  werden,  als  die  des 
Kreises,  weil  dieselbe  allenthalben  gleich  und  desto  grösser  ist,  je 
kleiner  der  Halbmesser  wird.  Deshalb  ist  es  wünsehenswerth,  die 
osculirende  Parabel  durch  einen  osculirenden  Ki-eis  zu  ersetzen. 
Man  macht  das  so.  Der  Mittelpunkt  des  osculirenden  Kreises  oder 
Krümmungskreises  liegt  offenbar  auf  der  Normalünie  in  einer  Ent- 
fernung MX  =  a  von  M,  und  dieses  a  ist  dann  der  Halbmesser  des 
Krümmungskreises  oder  der  Krümmungshalbmesser.  Man  denkt  sich 
die  ursprüngliche  ./;-Axe  durch  X  gelegt,  und  deren  Anfangspunkt  Ä 
um  «  von  N  entfernt,  so  dass  der  Krümmungskreis  ausser  durch  M 
auch  durch  A  hindurchgeht.  Euler  sagt  das  Alles  zwar  nicht  aus- 
drücklich, aber  er  nimmt  die  Gleichung  des  Krümmungskreises  in 
der  Gestalt  y-  =  2ax  —  x-  an,  woraus  jene  Bedingungen  sich  ablesen 
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lassen.  Der  Punkt  M  hatte  die  Coordinaten  x  =  p,  y  =  q,  also  muss 
auch  ff  =  2a^3  —  2^^  sein.  Die  Verschiebung  des  Coordinatenkreuzes  er- 
folgte mittels  X  =  p  -{-  t,  y  =  q  -\-  u.  Die  Kreisgleichung  heisst 
alsdann  q- -\- 2qu -{- u^  =  2ap -\- 2at — if  —  2pt  —  f,  oder  nach 
Tilgung  von  q^  links  gegen  2ap  —  p^  rechts,  auch  0  =  (2a  —  2p)t 
—  2qu  —  f  —  u^.  Vergleicht  man  diese  Form  mit  0  ^  J.<  -f-  Bu 
+  Cf  +  Dtu  +  Ell'',  so  ergiebt  sich:  A  =  2a  —  2p,  5  =  —  2q, 
C  =  E  =  —  1,     J)  =  0.       Dann    wird    aber     unter    abermaliger 

Berucksichtigung    von     q'==2ap—p'     sofort   -jiE-ABB+B'G^ 

--4^  +  8.^-4/-4g^  -  -  y4a— 8«p  +  4j>-  +  4r  =  -2».  Der 
Kreis  vom  Halbmesser  a  wird  folglich  im  Scheitel  einer  Parabel  vom 
Pai-ameter  2a  sich  innig  mit  ihr  berühren,  und  umgekehrt  ersetzt 
sich    die    Osculation    einer   Parabel    vom    Parameter    h    durch    einen 

Krümmungskreis    vom    Halbmesser    ^ ,    mithin    ist    der   Krümmungs- 

halhmesser  der  Curve  0  =  At  -{-  Bu  +  Ct-  +  Dtu  -\-  Eu"  -\-  ■  ■■  im 

Nullpunkte  durch  ,— .^  j  ZT — AiTn^TiHS  g^g^^^^)  ^'^^  durchaus  eigen- 
artige Herleitung,  über  welche  wir  darum  ausführlich  berichtet  haben. 
Um  so  mehr  müssen  wir  uns  mit  vorübergehender  Erwähnung  der 
weiteren  wichtigen  Ergebnisse  des  14.  Kapitels  begnügen.  In  der 
Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  kommt  die  Quadratwurzel 
y^^  -|-  B-  vor,  die  als  solche  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Euler 
zeigt,  dass  dieses  mit  der  Art  der  Wölbung  der  Curve  zusammen- 
hängt. Er  zeigt  ferner,  dass  Ä^E  —  ABB  -\-  BW  =  0  die  Be- 
dingung für  das  Unendlichgrosswerden  des  Krümmungshalbmessers 
ist,  und  dass  dieses  in  Inflexionspunkten  eintrifft.  Bei  endlichem 
Krümmungshalbmesser  kann  weder  ein  Inflexionspunkt  noch  eine 
Spitze  vorhanden  sein,  wenn  auch  umgekehrt  das  Unendlichgross- 
werden des  Krümmungshalbmessers  nicht  immer  das  Auftreten  solcher 
sichtbar  merkwürdigen  Punkte  bedingt. 

Das  15.  Kapitel,  Von  den  Curven,  die  einen  oder  mehrere 
Durchmesser  haben,  erörtert  die  Fragen,  welche  bei  einer  sym- 
metrischen Gestaltung  der  Curven  auftreten,  und  welche  zum  Theil 
schon  im  voraus  errathen  lassen,  wie  die  Gleichungen  solcher  Curven 
aussehen  können. 

Das  Iß.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Curven  aus  ge- 
gebenen Eigenschaften  der  Ordinaten,  behandelt  Gleichungen 
wie  y'  —  Py  +  (?  =  0,  y^  —  Py-  -\~  Qy  —  li  =  0  u.  s.  w.  mit  von  x 
abhängenden   P,   Q,  li  ■  ■  ■,    deren    algebraische  Beziehungen  zu   den 
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abermals  von  .»  abhäugenden  Wurzelweitheu  y  =  p,  y  =  q^  y  =  r  ■  ■  ■ 
über  manche  Eigenschaften  der  Curve  Auskunft  geben,  über  das  Vor- 
handensein von  Durchmessern,  über  Pi-oportionen  von  Streckenpro- 
ducten  u.  dergl. 

Das  17.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Curven  aus  anderen 
Eigenschaften,  ist,  so  weit  wir  uns  entsinnen  können,  die  erste  ge- 
schichtlich bekannte  umfassende  Behandlung  von  Curven,  die 
keine  Spirale  sind,  mittels  Polareoordiuaten,  wenn  auch  ein 
Name  für  dieses  System  nicht  eingeführt  ist.  Die  Entfernung  des 
festen  Punktes  C  von  dem  Curvenpunkte  31  bezeichnet  Euler  durch  ,••, 
den  Winkel  der  C3I  mit  einer  festen  Geraden  CA  durch  9,  und  ist 
C  zugleich  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems  der 
X,  y  mit  CA  als  Abscissenaxe,  so  findet  der  Uebergang  aus  dem  einen 
Systeme  in  das  andere  durch  x  =  z  •  cos  qo,  y  =  z  •  sin  gj,  x"  -\-  y"  =  Z' 
statt.  Allerdings  ist  für  Euler  die  Anwendung  dieser  Polarcordinaten 
doch  nur  Mittel  zum  Zweck,  und  der  Zweck  ist  die  Bestimmung  von 
Curven,  welche  durch  eine  von  C  ausgehende  Gerade  nur  einmal,  be- 
ziehungsweise zweimal  geschnitten  werden,  den  Punkt  C  selbst,  falls 
er  der  Curve  angehört,  nicht  als  Schnittpunkt  mitgerechnet.  Dann 
wird  bei  zwei  Schnittpunkten  M  und  N  die  Frage  nach  der  Curve 
gestellt,  welche  CJi-  -(-  CN''  constant  sein  lasse  u.  s.  w. 

Das  18.  Kapitel,  Von  der  Aehnlichkeit  und  Verwandt- 
schaft der  Curven,  schickt  gleich  in  seinem  ersten  Paragraphen 
(§  435)  den  wichtigen  Satz  voraus,  dass  eine  Gleichung  mit  geome- 
trischem Sinne  homogen  sein  müsse,  wenn  constante  Strecken,  so- 
genannte Parameter,  von  welchen  eine  auch  als  Einheit  dienen  kann, 
bei  der  Zählung  der  Dimensionen  mitgerechnet  werden,  und  dass 
eine  nur  zwischen  den  Coordinaten  ./  und  ;'/  ohne  Parameter  statt- 
findende homogene  Gleichung  überhaupt  keine  Curve,  sondern  eine 
Vereinigung  von  Geraden  bedeute.  Das  ist  also  der  Satz,  dass  jede 
homogene  rationale  ganze  Function  w"*"  Grades  von  zwei 
Veränderlichen  in  n  reelle  oder  imaginäre  Factoren  l'™Grades 
zerfällt.  Ist  nur  ein  Parameter  a  in  der  Curvengleichuug  neben  x 
und  y  vorhanden,  so  entstehen  je  nach  Wahl  dieses  a  lauter  einander 
ähnliche  Curven,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  homologe  Ab- 
scissen  und  Ordinaten  in  gleichem  Verhältnisse  stehen.  Heissen  etwa 
X,  y  die  Coordinaten  der  einen,  X,  Y  die  Coordinaten  der  anderen 
ihr  ähnlichen  Curve,  so  muss  x  ^  nX  und  y  =  nY  sein.  Ist  da- 
gegen X  =  m X  und  y  =  nY,  so  sind  die  beiden  Curven  immerhin 
verwandt,  und  Euler  betrachtet  nun  verschiedene  Formen  solcher 
Verwandtschaft.  Auch  von  Curven  mit  mehreren  Parametern  ist  in 
diesem  Kapitel  die  Rede,  wo  die  Veränderung  von  einem,  von  zwei . . . 
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Pai-ameteru  eine  Schaar  vou  Curven  in  der  Anzahl  von  uuendlicli, 
von  unendlich  mal  unendlich  . .  .  hervorbringt,  welche  durch  gevrisse 
Bewegungen  zu  erzeugen  sind. 

Das  19.  Kapitel,  Von  den  Durchschnittspunkten  der  Curven, 
ist  dasjenige,  von  welchem  schon  (S.  575)  die  Rede  war,  als  wir  ihm 
zwei  Eliminationsmethoden  entnahmen.  In  der  That  ist  das  Aufsuchen 
von  Durchschnittspunkten  stets  nur  eine  Eliminationsaufgabe,  insbe- 
sondere wenn  neben  den  reellen  Durchschnittspunkten  auch  die  ima- 
ginären Berücksichtigung  finden,  in  welchen  nicht  beide  Coordinaten 
reell  sind. 

Das  20.  Kapitel,  Von  der  Coustruction  der  Gleichungen, 
benutzt  das  vorher  über  die  Durchschnittspunkte  der  Curven  Gesagte 
zur  graphischen  Darstellung  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit 
nur  einer  Unbekannten,  welche  zu  diesem  Zwecke  als  das  Ergebniss 
der  Elimination  einer  zweiten  Unbekannten  zwischen  zwei  Curven- 
gleichungen  aufgefasst  wird.  Es  stellt  sich  heraus,  dass  zwei  Gerade 
zur  Auflösung  einer  Gleichung  ersten  Grades  führen,  eine  Gerade  und 
ein  Kreis  oder  auch  zwei  Kreise  zur  Auflösung  einer  quadratischen 
Gleichung,  zwei  Kegelschnitte  zur  Auflösung  einer  biquadratischeu 
Gleichung. 

Das  21.  Kapitel,  Von  den  transcendenten  Curven,  kann 
selbstverständlich  das  Gebiet  der  aus  transcendenten  Gleichungen 
hervorgehenden  Curven  nicht  entfernt  erschöpfen.  Nur  einzelne  Bei- 
spiele sind  behandelt.     Unter  ihnen  heben  wir  die  in  §  519  erörterte 

Curve  x'J  =  y""  hervor.  Mittels  y  ^^  tx  und  t  —  1  ^  —  verwandelt 
sich  die  Gleichung  leicht  in  das  Gleichungspaar  x  =  (l  -{-  )  , 
2/  =  (l  -| )       ,    welches   Punkte    der    Curve    auffinden   lässt.     Man 

erhält  z.  B.    als    zusammengehörige  Werte:    tt^l,    x=2,   y  =  4; 

„  9  27  „  64  256 

u  =  2,  x  =  -,  y=  g- ;  »  =  ^,  x  =  ^,  y  =  -^- 

Das  22.  Kapitel,  Auflösung  einiger  den  Kreis  betreffenden 
Aufgaben,  beschliesst  den  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
gewidmeten  Theil,  mit  welchem  es  eigentlich  gar  nichts  zu  thun  hat. 
In  diesem  Schlusskapitel  handelt  es  sich  ausschliesslich  um  näherungs- 
weise Auflösung  gewisser  transcendenter  Gleichungen  mit  Hilfe  eines 
doppelten  falschen  Ansatzes.  Die  erste  dieser  Aufgaben  verlangt  die 
Auflösung   von   s  =  cos  s,    die   neunte   und   letzte   die  von  s  =  tng  s. 

Wir  sind  bei  dem  Anhang  von  den  Flächen  angelangt,  bei 
dessen  1.  Kapitel,  Von  den  Oberflächen  der  Körper  überhaupt. 
Nach  einer  rühmenden  Erwähnung  von  Clairaut's  Abhandlung  über 
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die  Curvon  iloppelter  Krümmuug,  deren  Lclii-e  alter  nicht  gesondert 
vorzutragen,  sondern  sie  mit  der  von  den  Fläclicn  zu  verbinden  in 
Euler's  Absidit  liege,  werden  die  krnminen  Oberfläclien  in  ihrem 
Gegensatze  zu  der  Ebene  als  solche  erklärt,  die  es  nicht  gestatten, 
durch  irgendwelche  vier  Punkte  derselben  eine  Ebene  zu  legen.  Das 
dreiaxige  rechtwinklige  Raumcoordinatensjstem  der  x,  y,  z  wird  ein- 
geführt, und  es  wird  gezeigt,  wie  eine  Oberfläche  als  Versinnlichung 
einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  s  zu  betrachten  sei.  Die  acht  Octanten 
des  Raumes,  welche  mit  Bezug  auf  die  Coordinatenaxen  entstehen, 
werden  unterschieden. 

Das  2.  Kapitel,  Von  den  Schnitten  der  Flächen,  wenn 
Ebenen  durch  sie  gelegt  werden,  lehrt  zunächst  die  Gleichungen 
einiger  bestimmten  Flächen  kennen,  von  denen  hier  nur  die  Kugel, 
die  Cylinderfläche,  die  Kegeltiäche,  die  Umdrehungsfläehe,  die  Fläche 
zweiten  Grades  genannt  sein  mögen,  und  zeigt  dann,  dass  ein  ebener 
Schnitt  gefunden  wird,  wenn  man  in  die  Gleichung  der  Fläche 
X  =  t  ■  cos  #  +  ^ '■  cos  (p  •  sin  9-,  y  =  r  ■  cos  q>  ■  cos  &  —  t  ■  sin  d'  —  f, 
^  =  r  •  sin  q)  einsetzt.  Als  Kegelflächen,  gebildet  durch  eine  von  A 
ausgehende  Gerade,  welche  sich  (Fig.  130)  längs  des  Umfangs  3ISTsm 
irgend  einer  Curve  hinbewegt,  geben 
sich  diejenigen  Flächen  zu  erkennen, 
deren  Gleichung  in  den  Coordinaten 
X,  y,  z  homogen  ist,  also  z.  B. 
s'-  =  nisx  +  .>■-  -|-  </-.  Jede  einer  der 
drei  Coordinatenebenen,  etwa  der 
a\i/-Ebene  APQ,  parallele  Ebene 
z  :^=  h  schneidet  die  Fläche  in 
Jr  =  mhx  -\-  x-  +  y-,  und  diese 
Schnitte  sind  alle  einander  ähnlich, 
sowie  sie  auch  von  dem  der 
Fläche  angehörenden  Coordinaten- 
anfangspunkte  A  aus  in  dem  Ver- 
hältnisse ihrer  Entfernung  von  der  Ebene  APQ  wachsen.  Auf  die 
parameterlose  Homogenität  der  Gleichung  einer  Kegelfläche  hatte 
auch  Clairaut  (S.  756 j  aufmerksam  gemacht. 

Das  3.  Kapitel,  Von  den  Cylinder-,  Kegel-  und  Kugel- 
schnitten, wendet  das  im  2.  Kapitel  Gelehrte  auf  die  in  der  Ueber- 
schrift  genannten  Flächen  an  und  zieht  insbesondere  die  Kegelschnitte 
in  Betracht. 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Verwechslung  der  Coordinaten, 
enthält  die  Gleichungen,  welche  als  die  Euler 'sehen  Formeln  zur 
Veränderung  von  Raumcoordinaten  bekannt  sind.    Euler  gelangt 
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allmälig  zu  denselben,  indem  er  erstlicli  eine  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes mittels  a*  =  <  +  rt,  y  =  ti  +  h,  z  ^  v-\-c  vornimmt,  zweitens 
drei  Drehungen  von  Geraden  und  von  Ebenen  nach  einander  voll- 
ziehen lässt,  welche  zu  den  Endformeln  x  =  p  (cos  t,  ■  cos  •9'  — 
sin  g  •  sin  ■^  •  cos  i])  -\-  q  (cos  ^  •  sin  {)•  -|-  sin  ^  ■  cos  &  •  cos  ?;)  —  r  sin  J  • 
sin  ■»;  +  a;  y  =  —  p  (sin  ^  ■  cos  d-  -\-  cos  5  ■  sin  ■9'  ■  cos  ■>])  —  q  (sin  J •  sin  -9- 
—  cos  5  •  cos  &  ■  cos  1])  —  r  cos  £;  •  sin  ■»;  +  fc;  s  =  —  ^^  sin  -9-  •  sin  ?; 
-{-  q  cos  -9  •  sin  t]  -\-  r  cos  '?  +  c  führen.  Die  Coordinatenecke  des  ur- 
sprünglichen wie  des  umgewandelten  Systems  ist  rechtwinklig.  Der 
Grad  der  Gleichungen  bleibt  unverändert.  Aehnlicherweise  zeigen  die 
im  2.  Kapitel  des  Anhangs  entwickelten  Formeln,  dass  der  ebene  Schnitt 
einer  Fläche  von  gleichem  Grade  wie  die  Fläche  selbst  ist.  Die 
Fläche  1'^"  Grades  ax  -\-  ßy  -\-  yz  =  a  kann  mithin  durch  eine  Ebene 
nur  in  einer  Linie  1'"°  Grades,  d.  h.  in  einer  Geraden,  geschnitten 
werden,  und  dadurch  bestätigt  sich,  dass  die  Fläche  1'°°  Grades  eine 
Ebene  sein  muss. 

Das  5.  Kapitel,  Von  den  Flächen  2'™  Grades,  wagt  sich  an 
die  vor  Euler  niemals  gestellte  Aufgabe,  die  allgemeine  Gleichung 
az^  -\-  ßyz  -\-  yxz  -\-  dy^  +  sxy  -\-  ga;^  +  i]Z  +  d-y  -|-  ix  -\-  x  =  0 
auf  ihren  geometrischen  Sinn  zu  befragen,  beziehungsweise  Unter- 
scheidungen je  nach  dem  Werthe  der  einzelnen  Coefficienten  zu  ver- 
suchen. War  bei  den  Curven  die  Frage  nach  dem  Vorkommen  un- 
endlicher Aeste  für  die  Eintheilung  der  Curven  von  Wichtigkeit,  so 
stellt  sich  auch  bei  Flächen  die  Frage  nach  unendlich  fernen  Flächen- 
punkteu  ein.  Sie  erfordern,  dass  mindestens  eine  Coordinate  unend- 
lich gross  werde,  und,  da  man  bei  Benennung  der  Axen  freie  Wahl 
hat,  so  sei  z  ==  oo  in  einem  unendlich  fernen  Punkte.  Dort  kommt 
')]S  -{-  X  gegen  az^,  &y  gegen  ßyz,  ix  gegen  yxz  nicht  mehr  in  Be- 
tracht, und  die  im  Unendlichen  den  Ausschlag  gebenden  Gleichungs- 
glieder vermindern  sich  auf  az'  -\-  ßyz  -\-  yxz  -\-  8y-  -\-  sxy  -\-  ^x^=  0, 
welches  zwar  eine  von  der  ursprünglichen  Fläche  verschiedene  Fläche 
ist,  die  aber  gleichwohl  bei  z  ^  oo  mit  jener  zusammenfällt  ähnlicher- 
weise wie  Asymptoten  mit  Curven.  Da  alle  Glieder  der  neuen 
Gleichung  vom  2"""  Grade  nach  x,  y,  z  sind,  so  hat  man  es,  wie 
im  2.  Kapitel  des  Anhangs  gezeigt  worden  war,  mit  einer  Kegel- 
fläche zu  thun,  welcher  der  Name  des  Asymptotenkegels  bei- 
gelegt wird.  Aus  dessen  Gleichung  folgt  2a0  =  ■ —  ßy  —  yx  -j- 
y[{ß^—4ud)y^ -f2{ßy  —  2uE)xy  +  (y^  —  4aS)a;^].  Ein  unendlich 
ferner  Flächenpunkt  in  der  Richtung  der  ^- Coordinate  ist  nicht  vor- 
handen, wenn  der  Asymptoteukegel  nur  aus  dem  Punkte  x  =  0, 
2/^0,  z  =  0  besteht,  d.  h.  wenn  jede  Wahl  von  x  und  y  ausserhalb 
des  Nullpunktes  ein  imaginäres  z  hervorbringt.   Die  Bedingungen  dafür 
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sind  4((t  >  r,  4«d  >  /3^  4dt  >  «",  ßye  +  iadt  >  ae-  +  äf  +  g/S', 
deren  Eintreten  eine  rings  begrenzte,  im  Endlichen  verlaufende  Fläche 
anzeigen.  Das  Fehlen  auch  nur  einer  dieser  Bedingungen  beweist 
das  Vorhandensein  eines  Asymptotenkegels,  der  also  sicherlich  schon 
als  Folge  von  as-  +  ^y'  +  iß'  >  ßy^  +  icidt,  sich  ergiebt.  Ist 
«£*  -|-  d}>-  -\-  iß^  =  ßys  -{-  4adi,  so  wird  die  Gleichung  des  Asym- 
ptotenkegels zu  2kz  =  —  /3y  —  y-J'  +  [yVC^* —  4adj  +  X "[/(y"" —  4ag)] , 
d.  h.  sein  Gleichungspolynom  zerfällt  in  zwei  Factoren,  die  reell  ver- 
schieden, oder  imaginär,  oder  reell  einander  gleich  sein  können.  Im 
Ganzen  sind  folglich  fünf  Geschlechter  von  Flächen  2'™  Grades 
zu  unterscheiden.  Nach  Gewinnung  dieser  Erkeuutuiss  wendet  Euler 
eine  Drehung  der  Coordinatenecke  unter  Anwendung  seiner  aus  dem 
4.  Kapitel  des  Anhangs  bekannten  Formeln  an,  während  eine  Ver- 
schiebung zunächst  unterbleibt,  also  a  =  h  ^  c  =  0  sind.  Die  drei 
Winkel,  welche  in  jenen  Formeln  vorkommen,  können  so  gewählt 
werden,  dass  drei  Coefficienten  in  der  neuen  Gleichung  verschwinden, 
und  dass  diese  bei  aller  Allgemeinheit  nur  noch  Äjr  +  JBq-  -j-  Ci" 
+  Gp  -\-  Hq  -\-  Jr  -\-  K  =  0  heisst.  Die  in  diesem  Augenblicke  vor- 
genommene Verschiebung  der  Coordinatenecke  gestattet  auch  die  Coeffi- 
cienten der  ersten  Potenzen  der  Coordinaten  zum  Verschwinden  zu 
bringen,  und  alsdann  bleibt  die  noch  immer  allgemeine  Gleichung 
Ax^  -\-  Bij-  -\-  Cz-  =  (/"  übrig.  Aus  ihr  folgt,  dass  jede  der  drei 
Coordinatenebenen  eine  Diametralebene  der  Fläche  sein  muss,  d.  h. 
zu  jedem  Punkte  einer  Coordinatenebene  giebt  es  zwei  zu  ihm  sym- 
metrisch liegende  Flächenpunkte.  Der  Coordinatenanfangspunkt  selbst 
ist  Mittelpunkt  der  Fläche,  ob  er  gleich,  setzt  Euler  in  §  115  des 
Anhangs  sofort  hinzu,  in  einigen  Fällen  unendlich  weit  entfernt  ist. 
Die  Unterscheidung  von  Geschlechtern  der  Fläche  legt  die  Vorzeichen 
der  Coefficienten  Ä,  B,  C  und  deren  Verschwinden  zu  Grunde.  Man 
sieht,  dass  Euler  bei  seinem  ersten  Versuche  einer  Discussion  der 
Flächengleichung  2'""  Grades  der  Hauptsache  nach  bereits  den  Weg 
eingeschlagen  hat,  der  noch  heute  vielfach  gewählt  wird,  um  die 
gleiche  Aufgabe  zu  lösen. 

Das  G.  Kapitel,  Von  den  Durchschnitten  zweier  Flächen, 
ist  die  Einlösung  des  von  Euler  in  der  Einleitung  zum  Anhange  ge- 
gebenen Versprechens,  die  Curven  doppelter  Krümmung  von  den 
Flächen  aus  behandebi  zu  wollen.  In  der  That  bilden  irgend  zwei 
Flächen,  deren  keine  eine  Ebene  ist,  bei  ihrem  Durchschnitte  eine 
Curve  doppelter  Krümmung,  und  will  man  dieselbe  genauer  kennen 
lernen,  so  löst  sich  diese  Aufgabe  dadurch,  dass  man  zwischen  den 
beiden  Flächengleichungen  der  Reihe  nach  s,  y,  x  eliminirt  und  so 
drei  Gleichungen  erhält:  eine  zwischen  x,  y,  eine  zweite  zwischen  .r,  z, 
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eine  dritte  zwischen  y,  z,  von  welchen  aber  nur  zwei  gegeben  zu  sein 
brauchen,  da  die  dritte  als  Folgerung  aus  diesen  beiden  entsteht. 
Erschiene  dabei  eine  Projectionsgleichung,  welche  geometrisch  keinen 
Sinn  besitzt,  wie  z.  B.  x'-  -\-  y-  -\-  a^  =  0,  so  wäre  dieses  ein  Kenn- 
zeichen dafür,  dass  die  beiden  Flächen  sich  nirgend  schneiden.  Führt 
die  Projectionsgleichung  zu  einem  Punkte  als  bildliche  Darstellung, 
so  berühren  die  Flächen  einander  in  einem  Punkte.  Berührung  der 
beiden  Flächen  in  einer  Linie  verlangt  das  Auftreten  einer  Projections- 
gleichung des  Durchschnittes  mit  gleichen  Wurzeln.  In  einem  Bei- 
spiele wird  der  Schnitt  der  Kugel  z-  -\-  y-  -(-  x"  =  a-  mit  der  Ebene 

KS  -{-  ßy  -\-  yx  =  /'  gesucht.  Einsetzung  von  s  =  - — ~ — —  in  die 
Kugelgleichung  giebt  als  rry-Projection  des  Durchschnittes  die  EUipse 

P—  a^a'~2 ßfy  ~2yfx-\-(a'  +  ß-)y--\-2 ßyxy-}-  (a"--{-y")x-=0,  aus 
welcher  ,  =  <^,^-Py^-+'^y[«>-  +  rW!+^r^^-(^-  +  ^-  +  r)..-]  ,^t- 

steht.  Nimmt  mau  nun  an,  es  sei  /'=  o]/a^-j-  ß^-\-  y^,  so  geht  derWerth 

..,  .  ßaya^+P'-~\-y'-  —  ßyX  +  ay~{ya  —  xya'--\-§--\-y^f 

von  M  über  m  «  =  - — '- -^ — -^ !-^^ — =-.  ,    .,  ^' ^- -^ — -^—^, 

J  J  K-  -(-  p'  ' 

welches  nur  dann  reell  ist,  wenn  die  imaginäre  Quadratwurzel  verschwindet, 
d.  h.   wenn  x  =  •     Alsdann  wird  xi  =  und 

z  =    ,  ,  d.  h.  Ebene  und  Kugel  haben  nur  den  einen  Punkt 

gemein,  welcher  ihr  Berührungspunkt  ist.  Als  leichtestes  Mittel,  die 
Berührungsebene  einer  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte  Ji  zu 
finden,  wird  gelehrt,  man  solle  die  Fläche  in  dem  Berührungspunkte 
durch  eine  Ebene  schneiden  und  die  Berühi-ungslinie  an  die  Schnitt- 
curve  in  Jlf  suchen,  diese  müsse  iu  der  die  Fläche  berührenden  Ebene 
liegen.  Nehme  man  dann  einen  zweiten  durch  ü/  hindurchgehenden 
ebenen  Schnitt  mit  seiner  Berührungslinie  in  3/,  so  bestimmen  die 
beiden  Berührungslinien  die  gesuchte  Berührungsebene.  Wir  erinnern 
uns  auch  dieses  Satzes  bei  Clairaut  (S.  TöT),  und  Euler's  Beweis- 
führung in  §  147  des  Anhangs  ist  um  nichts  schärfer  als  die  Clairaut 's. 
Allerdings  könnte  für  Euler  eine  gewisse  Entschuldigung  leichter  als 
für  Clairaut  gefunden  werden.  Dieser  nämlich  bediente  sich  aller 
Hilfsmittel,  welche  die  Infinitesimalrechnung  ihm  bot,  während  Euler 
ohne  dieselben  auskommen  wollte.  Er  beabsichtigte  vielleicht,  wie  wir 
wiederholt  gesagt  haben,  eine  höhere  Geometrie  als  besonderes  Werk  zu 
schreiben,  und  in  diesem  Sinne  könnten  die  letzten  Worte  des  Anhangs 
verstanden  werden  müssen:  Reicht  das  Bisherige  nicht  hin,  so  ist  dazu 
die  Analysis  des  Unendlichen  erforderlich,  wozu  die  gegenwärtigen 
Bücher  den  Weg  bahnen. 
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Euler's  lutroductio,  ein  Werk,  dem  wir  jetzt,  nachdem  wir  über 
beide  Bände  berichtet  haben,  die  Bezeichnung  als  eines  der  inhalt 
reichsten,  der  schönsten,  der  fnichtbarsten,  die  jemals  die  Presse  ver- 
liessen,  verleihen  dürfen,  ohne  Widerspi-uch  von  unseren  Lesern  zu 
befürchten,  war  wahrscheinlich  noch  im  Drucke  begriflen,  als  Euler 
der  Berliner  Akademie  zwei  zusammenhängende  Aufsätze  einreichte, 
durchaus  geeignet,  bei  den  Geometern  im  engeren  Siime  dieses  Wortes 
Aufsehen  zu  erregen.  Die  üebersehriften  lauten:  Sur  une  confra- 
didioH  apparnüe  dans  Ja  dodrine  des  lignes  courhes^),  über  einen 
scheinbaien  Widerspruch  in  der  Curvenlehre,  und  Demonstration  mir 
le  noinbre  des  pjints  oii  deitx  lignes  d'itn  ordre  queleonqne  peuvent  sc 
cotiper^),  Aber  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  Curven  beliebigen 
Grades. 

Der    im    ersten    Aufsatze    gemeinte   Widerspmch    ist    folgender. 
Eine    Curve    «'*■"    Grades    besitzt    in    ihrer    allgemeinsten    Gleichung 

— ^ — ^    Coefficieuten,    ist    also   durch    ebensoviele  Punkte   bestimmt, 

z.  B.  eine  Cnrve  2'*"  Grades  durch  5  Punkte,  eine  Curve  3"*°  Grades 
durch  9  Punkte.  Eine  Curve  >«'*"  Grades  und  eine  solche  »;'*"  Grades 
können  einander  höchstens  in  »nt  Punkten  schneiden,  zwei  Curven 
3'®°  Grades  also  in  9  Punkten.  Dann  giebt  es  aber  zwei  Curven 
3**°  Grades,  die  durch  9  gegebene  Pimkte  gehen,  und  die  9  Punkte 
bestimmen  die  Curve  nicht.  Noch  auffälliger  ist  der  Widerspruch 
bei   Curven   von   höherem    als  dem  3'™  Grade,    bei   welchen    immer 

n-  >  — ^ —  ist.    Euler  zeigt,  dass  hierdurch  nur  der  Beweis  geliefert 

ist,  es  sei  nicht  immer  wahr,  dass  — ^ —  Punkte 
zur  Bestimmung  emer  Cui-ve  >*'*"  Grades  ausreichen, 
weü    diese  Bestimmung  auf   der  Auffindbarkeit   von      d.        e.        f. 

~^        Coefficienten    aus    ebensovielen   Gleichungen 


2 
jten  (Jrades,   welche   die   erwähnten  Coefficienten   als      g'       h'        %• 

Unbekannte  besitzen,  beruht,  während  jene  Auffind-  Fig.  isi. 

barkeit  nur  dann  vorhanden  ist,  wenn  die  betreffenden 

Gleichungen  alle  von  einander  unabhängig  sind.    Seien  z.  B.  (Fig.  131 ) 

9  Punkte  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  i  quadratisch  geordnet,  und  sei  « 


')    Histoire    de   l'Academie    de   Berlin.      Annee    1748,    T.  IV,     219  —  233. 
*)  Ebenda  T.  IV,  234—248. 

Cajttob,  Geschichte  dei  Mathematik,    m,  3.  51 
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die  Entfernung  von  je  zwei  neben  einander  oder  senkrecht  unter 
einander  liegenden  Punkten^).  Sei  e  der  Anfangspunkt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  mit  der  Abscissenaxe  def  und  der  Ordiuaten- 
axe  J)eli.  Man  erkennt  sofort,  dass  die  Curve  my{\ß  —  «^) 
=  nx  (a?  —  ß^)  durch  die  9  Punkte  hindurchgeht,  d.  h.  dass  diese 
Gleichung  durch  die  Coordiuaten  der  9  Punkte  erfüllt  ist,  welchen 
Zahlenwerth  auch  m  und  «  besitzen.  Wählt  man  also  einmal  m^^ 
und  Wj,  ein  andresmal  w^  und  n^  u.  s.  w.,  so  erhält  man  beliebig 
viele  Curven  3"'=°  Grades,  die  alle  durch  jene  9  Punkte  hindurchgehen, 
und  die  mit  Ausnahme  der  Fälle  m  =  0,  oder  n  =  0,  oder  m  =  n, 
oder  JM  =  —  11  wirkliche  Curven  sind.  In  jenen  Ausnahmefällen  hat 
man  es  mit  drei  Geraden,  oder  mit  einer  Geraden  und  einer  Ellipse 
zu  thun,  da  die  Gleichungen  alsdann  x  (x  -\-  a)  {x  —  «)  =  0, 
2/  (2/  +  «)  (2/  —  «)  =  0,  {y  —  x)  (y-  +  xy  +  x-  —  a^)  =  Q ,  {y  -f  x)  ■ 
(y^  —  xy  -\-  x^  —  «^)  =  0  heissen. 

Der  zweite  Aufsatz  versucht  den  allgemein  als  wahr  angenom- 
menen, aber  niemals  streng  bewiesenen  Satz  von  den  vi  n  Durchschnitts- 
punkten einer  Curve  j«'""  Grades  mit  einer  solchen  «''^°  Grades,  wofern 
man  die  im  Unendlichen  liegenden,  sowie  die  imaginären  Durch- 
schnittspunkte mitzählt,  Curven  dagegen,  die  in  einzelnen  gradlinigen 
oder  krummlinigen  Aesten  zusammenfallen,  nicht  als  einander  schneidend 
auffasst,  zu  sichern.  Wir  haben  wiederholt  von  diesem  Satze  ge- 
sprochen, haben  auch  über  Euler's  versuchten  Beweis  von  1748  bei 
Gelegenheit  der  Aufgabe,  eine  Unbekannte  zwischen  zwei  Gleichungen 
zu  elimiuiren  (S.  578),  berichtet  und  damals  hervorgehoben.  Euler 
scheine  selbst  die  Empfindung  von  der  Unzulänglichkeit  seiner  Fol- 
gerungen besessen  zu  haben. 

Auch  in  dem  unmittelbar  folgenden  Bande  der  Berliner  Ver- 
öffentlichungen") begegnen  wir  einem  Aufsatze  Euler's:  Sur  le  point 
de  rebroussenient  de  la  seconde  espece  de  M.  le  Marquis  de  l'Hopital.  Es 
ist  eine  Rechtfertigung  von  DeL'Höpital's  Rückkehrpunkten  zweiter 
Art,  die  einem  Schnabel  gleichen''),  gegen  De  Gua's  Angriffe 
(S.  771).  De  Gua  sei  allerdings  berechtigt  gewesen  anzunehmen,  eine 
Curvengleichung   lasse    sich,    wenn    die    Abscissenaxe    die    Curve    im 

Coordinatenanfangspunkte  berühre,  in  die  Form  2/  =  5—  +  Ax'" 
-\-  Bx"  +  Ca:*  +  •  •  •    bringen,    aber    die    weitere    Folgerung,    jene 


')  Bei  Euler  heisst  die  Entfernung  a.  Wir  wählten  k,  um  die  Ver- 
wechslung mit  dem  Punkte  a  auszuschliessen.  -)  Histoire  de  l'Academie 
de  Berlin.  Anuee  1749.  T.  V,  204  —  221.  ")  semhlubles  ä  im  hec  d'oisemi 
sagt  Euler  in  §  1  seines  Aufsatzes  unter  erstmaliger  Anwendung  dieses  Aus- 
drucks. 
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Gleichung    gehe    in    unmittelbarer    Nähe    jenes    Anfangspunktes    in 

y  =  Y'  "^^i">    ^^^   deshalb   müsse   die   Curve   auf  der   positiven   und 

auf  der  negativen  Abscissenseite,  unmittelbar  nach  wie  unmittelbar 
vor  dem  Anfangspunkte,  genau  die  gleiche  Gestalt  haben,  sei  irrig. 
Die  Glieder  mit  höhereu  Exponenten  verschwinden  gegen  x-  nur, 
wenn  sie  reell  sind,  d.  h.  wenn  ni,  n,  1;  ■  ■  ■  ganze  Zahlen  oder  Brüche 
mit  ungradem  Nenner  sind.  Sei  etwa  y  =  x  -\-  x^x  die  Gleichung  einer 
durch  den  C'oordinatenanfaugspunkt  gehenden  Curve.  Nach  De  Gua's  Auf- 
lassung müsste  die  Curve  mit  der  Geraden  y  =  x  nahezu  zusammen- 
fallen, also  im  Anfangspunkte  die  Abscissenaxe  unter  einem  Winkel 
von  4ö**  schneiden.  Das  findet  aber  nur  nach  der  positiven  Abscissen- 
seite zu  statt,  wahrend  auf  der  negativen  Seite  y^  —  .r  —  .«']/ — x 
imaginär  ist  und  das  Aufhören  der  Curve  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  anzeigt.  Die  Curve  (//  —  x)-  =  x^  erstreckt  sich  nur  uach 
der  Seite  der  positiven  x  und  hat  im  Coordinatenanfangspunkte  einen 
Ettckkehrpuukt   erster   Art.     Nun    betrachte    man   (?/  —  ax'f  =  ß^x^ 

oder  y  =  ccx-  -^ßx^Yx  (Fig.  132).  Die  Parabel  y  =  ax"  erstreckt 
sich  als  L'äL  rechts  und  links 
von  der  Ordinatenaxe,  aber  die 
Curve  (y  —  ax-y  =  ß^x^  hat 
nur  die  Aeste  AM,  AK  mit 
gleichen  Ordinatenentfernungen 
L3I  von  der  Parabel  nach  oben 
und  unten,  während  auf  der  ne- 
gativen Abscissenseite  kein  Cur- 
venpuukt   vorhanden   ist.     In  A 

findet  ein  Rückkehrpunkt  zweiter  Art  statt,  welchen  De  Gua  gemeint 
hatte,  leugnen  zu  sollen.  Euler  macht  dazu  die  Bemerkung,  der  Halb- 
messer der  Evolute  sei  in  jenem  Punkte  von  endlicher  Grösse^).  Er 
meint  damit,  der  Krümmungshalbmesser  von  (//  —  ax')'  =  ß^x^  sei 
bei   a:  =  y  =  0   von   endlichem  Werthe,    nnd   in   der  That   wird   der- 

selbe  dort  -—  •     Ist   u  =  ax''  -\-  ßx     ' 


und  >»  eine  ungrade,  n  eine 


grade  Zahl,  damit  das  Glied  ßx  '  "  ein  doppeltes  Vorzeichen  besitze, 
so  verläuft  die  Curve  immer  in  zwei  Aesten  vom  Coordinatenanfangs- 
punkte nach  der  positiven  Abscissenseite.  Der  Exponent  Je  übt  einen 
eigenthümlichen  Einfluss  auf  die  Gestalt   der  Curve-),   ohne  dass  auf 

')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1749,  T.  V,  210:  La  courbe  a 
au  eommencement  oü  x  =  0,  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espece,  et 
1e  raymi  de  la  developpe'e  est  dans  ce  point  d'itne  qiiantite  finie.  *)  Ebenda  T.  V, 
211—212. 

51* 
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die  Ganzzahligkeit  von  /.-,  vorausgesetzt  dass  es,  wenu  gebrochen, 
keinen  graden  Nenner  besitzt,  also  keine  Zweideutigkeit  von  aa^  be- 
dingt, Gewicht  zu  legen  wäre.  Wir  haben  gesehen,  dass  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten,  der  zugleich  Anfangspunkt  der  Curve  ist, 
ein  Rückkehi-puukt  stattfindet.  Er  ist,  wie  wir  auch  schon  gesehen 
haben,  erster  Art  bei  /,•  =  1.  Bei  /.•  >  2  ist  er  zweiter  Art  und  der 
Krümmungshalbmesser  uueudlichgross.  Bei  1  <  /•  <  2  ist  der  Rück- 
kehrpunkt wieder  zweiter  Art  und  der  Krümmungshalbmesser  0. 
Bei  /i  <  1  wird  die  Curve  senkrecht  zur  Abscissenaxe  mit  einem 
Rückkehrpunkte  zweiter  Ai't,  in  welchem  die  Ordinatenaxe  beide 
Curvenäste     berührt,     und     der     Krümmungshalbmesser     ist     0    bei 

—  <  7i-  <  1   und  c\j  bei  1<  <  -^  •     Euler  geht  hier  auch  bezüghch  des 

Krümmungshalbmessers  wesenthch  über  das  hinaus,  was  DeL'Höpital 
(S.  238)  angegeben  hatte. 

Noch  174s  erschien  in  Mailand  ein  von  einer  Dame  verfasstes 
Werk,  dessen  wir  hier  wie  der  Verfasserin,  Maria  Gaetana  Agnesi') 
(1718 — 1799),  zu  gedenken  haben.  Eine  Hauptquelle  für  die  Kenntniss 
ihres  Lebens  ist  eine  von  Antonio  Francesco  Frisi  herrührende 
Lobrede.  Man  darf  diesen  natürlich  nicht  mit  seinem  Bruder  Paolo 
Frisi  (1728 — 1784),  Professor  der  Mathematik  in  Mailand  und  Ver- 
fasser verschiedener  anderer  Lobreden,  welcher  15  Jahre  vor  der 
Agnesi  starb,  verwechseln.  Maria  Aguesi  war  in  Sprachen  ausser- 
ordentlich bewandert  und  hat  auch  der  Mathematik  erfolgreiche  Be- 
mühungen zugewandt.  Nicht  als  ob  sie,  sagt  ihr  Lobredner,  eine 
tiefe  Spur  von  sich  hinterlassen  hätte,  aber  sie  nahm  einen  ehi-en- 
vollen  Platz  unter  den  grossen  Mathematikern  des  XVUI.  Jahrhunderts 
ein.  Im  Juni  1748  nahm  die  Akademie  von  Bologna  sie  unter  ihre 
Mitglieder  auf,  im  gleichen  Jahre  erschienen  die  Istifiizioni  analHiche 
ad  uso  dcUa  gioventh  italinna  von  Maria  Agnesi  in  zwei  starken  Quart- 
bänden, und  dieses  Werk  wurde  so  sehr  geschätzt,  dass  es  ins  Eng- 
lische und  wenigstens  der  zweite  Band  auch  ins  Französische  über- 
setzt wurde.  Zwei  Pariser  Akademiker,  De  Mairan  und  Moutigny, 
rühmten  das  W^erk  als  das  vollständigste  und  bestgearbeitete  seiner 
Art.  Unter  mancherlei  Curven,  an  welchen  die  Methoden  der  Infini- 
tesimalrechnung geübt  werden,  ist  auch  eine,  mit  welcher  schon 
Fermat  bekannt  war,  der  sich  in  seiner  Abhandlung  über  die  Quadra- 
turen-)   mit   der   Gleichung   P  =  cre  -\-  h-c  und   mit   der  Fläche    der 


')  J.  Boyer,  La  mathematicienne  Agnesi  in  der  Bccue  CathoUqiie  des  He- 
vues  fntiujaises  et  ürangeres  vom  20.  März  1897,  pag.  451 — 458.  —  Gino  Loria, 
Versiera  visiera  c  pseudo-versiera  in  der  BibUuthecn  mathematiea  1897,  pag.  7 — 12 
und  pag.  33—34.         ')  Fermat,  Oeuvres  I,  279—280  und  HI,  233—234. 
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durch  diese  Gleichung  bezeichneteu  Curve  beschäftigte.  Da  Fermat 
a  für  die  Abscissen,  e  für  die  Ordinaten,  h  für  irgend  eine  constante 
Strecke  zu  schreiben  pflegte  (Bd.  II,  S.  745),  so  war  jene  Curve  die 
mit  der  Gleichung  a^  =  (a-  +  x-Jy,  aber  Fermat  hat  sie  weder  ge- 
zeichnet noch  sich  eingehender  mit  ihr  beschäftigt.  Er  hat  nur 
gezeigt,  dass,  wenn  man  Substitutionen  vornimmt,  welche  wir  in  die 

Formeln y=—,  x  =—  kleiden  dürfen,  die  Ki-eisgleichung |- +  i;'-  =  a- 

entstehe,  dass  folglich  die  Quadi-atur  der  ursprünglichen  Curve  von 
der  des  Kreises  abhängen  müsse. 

Maria  Agnesi  hat  eine  geometrische  Definition  der  Curve  aus- 
gesprochen und  hat  ihr  von  ihrer  geschwungenen  Gestalt  (Fig.  133) 
den  Namen  versiera  beigelegt^), 
den  wir  bei  der  sprach- 
wissenschaftlichen Gewandtheit 
seiner  Erfinderin  mit  vertere 
(wenden)  in  Verbindung  zu 
bringen  alle  Veranlassung 
haben.  Die  Definition  ist  fol- 
gende: Ein  Kreis  mit  seinem 
Durchmesser  AC  =  a  sei  ge- 
geben, ebenso  seine  Berührungslinien  AG,  CE  an  den  Endpunkten 
des  Durchmessers,  AG  und  AC  sind  Theile  der  im  Anfangspunkte 
A  senkrecht  zu  einander  stehenden  Coordinatenaxen.  Wird  BM  in 
irgend  einem  Punkte  H  der  AC  senkrecht  errichtet  und  der  Punkt  M. 
dieser  Senkrechten  mittels  der  Proportion  AB  :  AC  =  BD  :  BM  be- 
stimmt, so  gehört  er  der  Curve  an.  Eine  bequeme  Constniction  von 
M  ist  folgende:  Xachdem  BD  J_AC  gezogen  ist,  verbindet  man  A 
mit  I)  gradlinig  bis  zum  Durchschnitte  mit  CE  und  zieht  dann 
EM\\AC.  Ist  AB  =  y ,  B3I  =  x,  so  heisst  die  Proportion 
y  :  a  ^  Yy  (a  —  y)  :  x ,  und  daraus  findet  man  die  Gleichung 
a*  =  (o*  +  x^y. 

Wenn  wir  uns  jetzt  der  im  Jahre  1750  erschienenen  Introdudion 
ä  Vandlyse  des  ligties  courbes  algehriques  von  Gabriel  Cramer  zu- 
wenden, von  welcher  schon  im  10(3.  Kapitel  (S.  584  flgg. )  die  Rede 
war,  so  könnte  die  Zeit  der  Veröffentlichung  vermuthen  lassen,  das 
Werk  sei  unter  dem  ganzen  Einflüsse  von  Euler's  Introductio  verfasst, 
wenn  nicht  Cramer  dem  widerspräche,  ein  Widersprach,  der  allerdings 
einen  fast  mehr  als  unbedingten  Glauben  an  Cramer's  Wahrhaftigkeit 
von  dem  Leser  verlangt.    Newton's  Enumeratio,  Stirling's  Curven 


1)  Agnesi,  Istituzioni  analitiche  I,  380—381  und  391—393. 
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3'^°  Grades,  die  Aufsätze  von  Nicole,  von  Bragelongue,  die  uns 
im  114.  Kapitel  bekannt  geworden  sind,  De  Gua's  Usage  de  1' Ana- 
lyse de  Descartes  nennt  Cramer  als  von  ihm  benutzte  Vorarbeiten,  um 
alsdann  fortzufahren'):  Ich  würde  grossen  Nutzen  aus  Euler's  Ein- 
leitung in  die  Analjsis  des  Uneudlichkleinen  gezogen  haben,  wenn 
dieses  Buch  mir  früher  bekannt  geworden  wäre.  Da  seiu  Gegenstand 
fast  der  gleiche  wie  der  meinige  ist,  so  "ist  darüber  nicht  zu  staunen, 
dass  unsere  Folgerungen  einander  oftmals  begegnen.  AUein  der  Un- 
terschied der  Methode  ist  so  gi-oss,  als  er  nur  bei  Bearbeitung  des 
gleichen  Gegenstandes  sein  kann.  Ich  sage  das  nicht,  um  dem  Wege, 
den  ich  eingeschlagen  habe,  vor  dem  Euler's  einen  Vorzug  zu  bean- 
sjn-ucheu,  sondern  nur  um  den  Leser  auf  die  Verschiedenheit  hin- 
zuweisen. 

Wir  wollen  über  Cramer's  ungemein  ausführliches  auf  080  Quart- 
seiten sich  ausdehnendes  Werk  genauer,  wenn  auch  so  kurz  als  thun 
lieh  berichten  und  vorausschicken,  dass  Gramer  nicht  weniger  als 
33  Tafeln  sorgfältig  gezeichneter  Figuren  beigegeben  hat,  aus  welchen 
man  den  Lauf  vieler  auch  recht  absonderlicher  Curven  genau 
kennen  lernt. 

Das  1.  Kapitel,  Von  der  Natur  der  Curven  im  Allgemeinen 
und  ihren  Gleichungen,  beschränkt  zunächst  die  Untersuchung 
auf  ebene  Curven  unter  Ausschluss  derjenigen  von  doppelter  Krüm- 
mung^). Jede  Curve  kennzeichnet  sich  durch  eine  Gleichung  zwischen 
den  in  einem  beständigen  Winkel  gegen  einander  geneigten  Sti-ecken 
X,  y,  welche  ihre  Coordinaten  heissen.  Die  Art  der  Gleichung  beein 
flusst  die  Natur  der  Curven,  und  nun  tritt  die  zweite  Beschi'änkung 
auf  algebraische  Cui-ven  ein^).  Zahlreiche  Beispiele  lehren  die  Ein- 
deutigkeit und  Vieldeutigkeit  der  Ordinaten,  ihre  endliche  oder  un- 
endliche Grösse,  ihr  Imaginär  werden  bei  gewissen  Abscissenwerthen 
kennen.  Man  erfährt  von  der  Vereinigung  mehrerer  Curven,  deren 
Gleichungspolynome  mit  einander  vervielfaclit  =  0  gesetzt  werden^), 
von  der  Erleichterung  beim  Aufsuchen  einzelner  Curvenjjuukte,  die 
darin  liegt,  dass  man  nicht  y  als  Function  von  ,r,  sondern  x  und  y 
als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  z  darstellt''),  wie  z.  B. 
y*  -j-  x^y"  -f-  ^y^  —  a;^  =  0 ,     indem     man     x  =  ys     einsetzt,     in 


'3—  2  Z^  —  iZ 


y  =  "■  ,   ,  ,  X  =  -,  ,  ,     übergeht.     Es    fällt    sehr    schwer,    hierbei 

nicht  an  das  zu   denken,   was  wir  (S.  (i79)   aus   dem   3.  Kapitel   des 
I.  Bandes  der  Introductio  bericliteteu,  insbesondere  wenn  man  berück- 


*)   Gramer,  Introduction  ä  l'analyse  des  lignes  courhea.     Preface  pag.  XI. 
^)  Ebenda  pag.  3.  ')  Ebenda  pag.  8.  ■■)  Ebenda  pag.  28.  ')  Ebenda 

pag.  34. 
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sichtigt,  dass  Gramer  wie  Euler  bei  dieser  Parameterdarstellung 
der  Ourvenglcichung,  um  eiuou  unserer  Zeit  angehörenden  Kunst- 
ausdruck  zu  gebrauchen,  an  nichts  Anderes  dachten,  als  an  die  Mög- 
lichkeit, dadurch  ohne  grosse  Mühe  beliebig  viele  einzelne  Curveu- 
punkte  ermitteln  zu  können.  Auf  die  Gleichung  einer  Zusammensetzung 
von  Kaumgebilden  zurückgreifend,  bemerken  wir,  dass  Gramer  ein 
nicht  in  Factoren  zerlegbares  Gleichungspolyuom  irreductibeP) 
genannt  hat,  und  dass  er  an  einer  späteren  Stelle")  von  reductiblen 
Gleichungen  neben  den  irreductiblen  spricht,  um  die  Zerlegbarkeit 
oder  Nichtzerlegbarkeit  des  Gleichungspolynoms  in  Factoren  an- 
zudeuten. 

Das  2.  Kapitel,  Von  den  Veränderungen,  welche  die 
Gleichung  einer  Curve  bei  Beziehung  derselben  auf  andere 
Coordinaten  erleidet,  unterscheidet  die  Fälle  der  Verleffuntj  des 
Anfangspunktes,  der  Drehung  der  Goordinatenaxen,  der  Vereinigung 
beider  Veränderungen  und  giebt  für  jeden  Einzelfall  die  ihm  ent- 
sprechenden Formeln. 

Das  3.  Kapitel,  Von  den  verschiedenen  Ordnungen  der 
algebraischenLinien,  spricht  von  dem  Grade  der  Gurvengleichimgen, 
welcher  mit  der  Ordnung  der  Cui-ven  oder  Linien  zusammenfällt'). 
Den  gleichen  Tausch  der  beiden  Wörter  gestatteten  sich  nahezu  alle 
Schriftsteller.  Wird  eine  Goordinatenveränderung  von  den  x  und  y 
zu  neuen  geradlinigen  Coordinaten  z  und  u  vorgenommen,  was  mittels 
X  =  m -{- 2)2 -\- ni ,  1/ =  n -{- qz -\- SU  geschieht,  so  bleibt,  wie 
De  Gua  bemerkt  habe,  der  Grad  der  Gleichung  unverändert').  Wir 
haben  in  der  That  auf  diesen  Satz  bei  de  Gua  (S.  772),  auf  eben 
denselben  bei  Euler  (S.  777)  hingewiesen.  Nun  folgt  die  Schilderung 
von  Newton's  Parallelogramm,  von  De  Gua's  Dreieck^),  von  welcher 
(S.  585)  die  Rede  war,  und  auch  was  wir  (S.  586 — 588)  aus  dem 
Anhange  zu  Cramer's  Werke  berichteten,  schliesst  sich  eng  an  das 
3.  Kapitel  an,  denn  nach  der  Bemerkung,  dass  die  allgemeinste  Curven- 

gleichung  v'<=^  Grades   aus  '"  +  ^^J"  +  ^^  Gliedern  mit  "^^^±3  Coeffi- 

cienten  bestehe,  und  dass  diese  Goefficienten  aus  der  Kenntniss  eben 
so  vieler  Punkte,  welche  der  Gurve  angehören  sollen,  mittels  lauter 
Gleichungen  1""  Grades  gefunden  werden  können,  verweist  Gramer^) 
für  die  Ausführung  dieser  algebraischen  Aufgabe  auf  seinen  ersten 
Anhang  und  weiter  unten')  auf  seinen  zweiten  Anhang  für  den  Beweis 


')  Gramer,  Introduction  ä  l'anahjse  des  lignes  cotirbes  pag.  29.  *)  Ebenda 
pag.  53.  ")  Ebenda  pag.  53.  *)  Ebenda  pag.  54.  ')  Ebenda  pag.  54—57. 
•)  Ebenda  pag.  60.         ')  Ebenda  pag.  76. 
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des  Satzes,  dass  eine  Curve  >«""'  und  eine  Curve  m"°  Grades  einander 
höchstens  in  mn  Punkten  schneiden.  Findet  sich  eine  Ausnahme 
davon,  hat  z.  B.  die  in  fünf  Punkten  erfüllte  Gleichung  2^""  Grades  mit 
einer  Gleichung  l"*"  Grades  drei  Wurzeln  gemein,  so  stellt  jene 
Gleichung  2*'"'  Grades  keine  Curve,  sondern  zwei  Gerade  dar,  deren 
eine  durch  drei  von  den  gegebenen  Punkten,  die  andere  durch  die 
zwei  übrigen  Punkte  geht ').  Gleichfalls  als  Paradoxon,  dessen  Lösung 
keine  Schwierigkeit  bereite,  stellt  Cramer  es  dai--),  dass  zwei  Curven 
3'°°  Grades    einander  in  neun  Punkten  schneiden,    also  beide  durch 

diese   neun  Punkte   hindurchgehen,    während    doch   — ^  =  9  Punkte 

eine  cubische  Curve  bestimmen  sollten,   ein  Paradoxon,  welches  bei 

Cui-ven  i*''''  Grades  noch  schärfer  hei-vortrete,  sobald  — ^'-^'^—  <  v-  sei. 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liege  darin,  dass  )i  Gleichungen 
1*^''  Grades  zwar  im  Allgemeinen  zur  Bestimmunar  von  n  Unbekannten 
ausreichen,  dass  aber  auch  Umstände  eintreten  können,  welche  eine 
Unbestimmtheit  einiger  Unbekannten  bedingen.  Das  ist  auch  ( S.  793) 
von  Euler  1748  bemerkt  und  veröffentlicht  worden,  doch  scheint 
Cramer  davon  nicht  gewusst  zu  haben,  wenigstens  nennt  er  Euler 
nicht.  Die  geometrisch  merkwürdige  Thatsache  hat  imter  Benutzung 
von  Cramer's  Ausdruck  den  Xamen  des  Euler- Cramer'schen  Para- 
doxon erhalten. 

Das  4.  Kapitel,  Einige  Bemerkungen  über  die  geome- 
trische Construction  von  Gleichungen,  wiU  zeigen,  wie  die 
Dui'ch Schnittspunkte  zweier  Cui-ven  zur  Auffindung  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  nutzbar  zu  machen  sind.  Sei 
y  die  Unbekannte  der  aufzulösenden  Gleichung,  welche  die  Anfangs- 
sleichunsr  heissen  maff,  so  kann  fast  nach  Belieben  eine  Curven- 
gleichung  zwischen  y  und  einer  Hilfsunbekannten  ./■  aufgestellt  und 
mit  ihrer  Hilfe  eine  Umformung  der  Anfangsgleichung  vorgenommen 
werden,  welche  die  zweite  Curvengleichung  erzeugt.  Die  Ordinalen 
der  Durchschnittspunkte  beider  CuiTen  sind  die  Wurzeln  der  An- 
fangsgleichung. Beispielsweise^)  wird  y'^  =  a-i  auf  y-  =  ax  in  Ver- 
bindung mit  X-  =  liy  zurückgeführt.  Allerdings  hat  die  betonte  an- 
genäherte Willkür,  die  bei  der  Wahl  der  ersten  Curvengleichung 
herrscht*),  ihre  Grenzen.  Der  Schnittpunkt,  der  eine  Gleichungs- 
wurzel liefern  soll,    darf  kein  imaginärer  sein.     Man  hat  y*  -\-  lo a^y 


')     Cramer,    Introduction    ä    ramilyse    des    lignes    courhes    pag.  77 — 78. 
=)  Ebenda  pag.  78—79.  '/  Ebenda  pag.  80—81.  *)  Ebenda  pag.  83: 

7c  choix  de  la  premüre  des  deux  equations  indeterminees  qui  servent  ä  construire 
une  Egalite  est  presqiie  arbitraire. 
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+  Ua*  =  0,  +  „)(y  +  2a)(2/-?f+fy^::r9)(2/-if-fy=:T9). 

Wählt  man  nun  die  Curvengleichungen  y^  —  ax'  =  0,  yx- -\-  15 rr// 
-|-  14«'  =  0,  welche  durch  Elimination  von  x  die  Anfangsgleichung 
liefern,  so  zeigt  sich,  dass  unter  Voraiissetzung  von  n  >  0  die  Curve 
y'  —  ax-  =  0  nur  oberhalb  der  Abscissenaxe,  die  Curve  yx^  -\-  loa-?/ 
-)-  14«^  =  0  nur  unterhalb  der  Abscissenaxe  verläuft,  dass  also  aus- 
schliesslich imaginäre  Durchschnittspuukte  der  beiden  Curven  statt- 
finden, während  die  Anfangsgleichung  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt^). 
Eine  andere  Schwierigkeit  kann  dadurch  entstehen,  dass  die  Curven 
mehr  reelle  Durchschnittspunkte  besitzen,  als  die  Anfangsgleichung 
reelle  Wurzeln.  Diese  Unbequemlichkeit  erscheint,  wenn  zwei  Durch- 
schnittspunkte in  Bezug  auf  die  Hilfsunbekannte  zwar  verschieden, 
in  Bezug  auf  die  anfängliche  Unbekannte  aber  in  Uebereinstim- 
mimg  sind"). 

Diese  Schwierigkeiten  bildeten  schon  den  Inhalt  einer  wissen- 
schaftlichen Auseinandersetzung  zwischen  Rolle  und  De  la  Hire  in 
den  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  von  1708,  1709,  1710, 
welche  im  98.  Kapitel  ihre  Erwähnung  hätten  finden  sollen,  sie  bil- 
deten dann  1727  den  Gegenstand  eines  Aufsatzes  von  Jacob  Her- 
mann^).  Hier  findet  sich  die  Bemerkung,  man  solle  als  erste  Curve 
eine  solche  wählen,  deren  Ordinaten  von  0  beginnend  alle  Werthe 
bis  oo  (Hermann  meint  wohl  eigentlich  bis  +  cnj)  durchlaufen,  damit 
unter  ihnen  jedenfalls  die  reellen  Wurzelwerthe  der  Anfangsgleichung, 
deren  Unbekannte  die  Ordinate  geworden  ist,  vorkommen').  Dann 
findet  sich  bei  Hermann  eine  zweite  Regel  ^).  Sei  die  Anfangs- 
gleichuug  vom  Grade  '2n,  was  entweder  thatsächlich  der  Fall  ist, 
oder,  wenn  ihi-  Grad  2n  —  1  gewesen  sein  soUte,  durch  Vervielfachung 
mit  y  erzielt  werden  kann.  Dann  giebt  es  einen  Ausdruck  y"  -\- yy"~^ 
-|- •••  +  /.',  welcher  genau  oder  annähernd  die  Quadratwurzel  des 
Gleichungspolynoms  der  Anfangsgleichung  darstellt,  und  dessen  Coeffi- 
eienten  man  soviel  als  möglich  durch  Vergleichung  von  iy"  -\-  gy^~^ 
-]^  ■  ■  ■  -\- lif  mit  dem  Gleichungspolynome  der  Anfangsgleichung  be- 
stimmt. Man  soll  alsdann  die  parabolische  Curve  mx  =  y"  -\- 
ijy«  —  ^  _j_  . . .  _j_  /.  jjj^  erste  Curvengleichung  wählen  und  mittels  ihrer 
und  der  Anfangsgleichung  durch  Einsetzung  von  nix  in  letztere  die 
zweite  Curvengleichung  sich  verschaffen. 


')    Gramer,    Introduction    ä    l'aiwhjse    des    lignes    mürbes    pag.  84—8.5. 
')  Ebenda  pag.  85 — 8G.  *)   Ohservatio  in  schediasina  Eollii   de   constructione 

aequationum.     Miscellanea  BeroUnensia  T.  III,  131—14(5.         'i  Ebenda  III,  135. 
')  Ebenda  III,  142—143. 
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Gramer  eignet  sich  in  seinem  4.  Kapitel  unter  Berufimg  auf 
Hermann  diesen  Vorschlag  in  der  Form  an,  man  solle  die  erste  Curve 
so  wählen,  dass  in  ihrer  Gleichung  die  Hilfsunbekannte  nur  in  erster 
Potenz  auftrete,  weil  dann  sicherlieh  nur  eindeutige  reelle  Werthe  der- 
selben in  Frage  kommen  können^).  Auch  eine  andere  Grenze  hat  man 
der  Wahl  der  ersten  Curvengleichung  gesteckt,  indem  man  die  beiden 
Curven  von  so  wenig  als  möglich  Terschiedenem  Grade  zu  erhalten 
wünscht  oder  noch  andere  Zwecke  erfüllen  will,  wofür  Gramer  gleich- 
falls Kegeln  aufstellt,  die  zwar  schon  von  Jacob  Bernoulli,  von 
De  L'Hopital,  von  Stirling  ähnlich  gegeben  waren,  die  aber 
Gramer  einer  eingehenden  Prüfung  unterwirft  - 1. 

Das  5.  Kapitel,  Werth  des  Productes  der  zu  einer  Abscisse 
gehörenden  Ordinaten,  gilt  einem  Satze,  der,  wie  so  Vieles  bei 
Gramer,  nicht  grade  neu  ist,  für  den  er  sich  auch  auf  Newton, 
Stirling,  De  Gua  unter  genauer  Stellenangabe  beruft,  der  aber  in 
seiner  Behandlung  durch  die  eingehendste  Erörterung  an  Bedeutung 
gewinnt.     Sei   (^Fig.  134)  die  Gurve  QMSLBX  vom  Grade   r.     Ihre 

Gleichung,  die  man  nach 
y  geordnet  und  auf  0  ge- 
bracht hat,  beginne  mit 
(kx'  4-  ßx'-^  +  yx"-^ 

H )y'~'  ^T^^  schliesse 

mit  Ax'-'  -\-  Bx'-*-^ 
+  Cx'-<-^  -\ .  Be- 
trachtet man  aaf-\-  ßx''-^ 

+  yx"---] =  Ound 

denkt  sich  AT,  AV, 
AX  ■  ■  ■  als  die  aus- 
schliesslich reellen  Wur- 
zeln dieser  Gleichung,  so  kann  man  ax'  +  ß:i-'~^  -\-  yx'—-  -}-■■■ 
=  «(.?•  —  J  T)  (x  —  A  V)  (x  —  AX)  ■  ■  ■  setzen.  Femer  geht  die 
Curvengleichung  bei  y/  =  0  in  Ax"-'  -\-  Bj:'-'-^  -\-  Cx"-'-^-  -\-  -  =  0 
über,  und  die  wieder  ausschhesslich  reellen  Wurzeln  dieser  letzteren 
Gleichung  sind  nothwendig  AQ,  AB,  AS---,  wenn  die  Curve  die 
Abscissenaxe    in   Q.   B,   S  -■■   schneidet;    man  kann   daher  Ax'-'  -j- 

Bx'-'-^  +  Cx^-'-'-  -\ =  A(,c  —  AQ)(x  —  AB)  (x  —  AS)  ■  ■  ■ 

setzen.  Dividirt  man  die  Curvengleichung  durch  den  Coefficienten 
von  2/""%  was  immer  gestattet  ist,  weil  man  das  Gleichnngspolyuom 
nicht  mit  dem  ersten  denkbaren,  sondern  mit  dem  ersten  wirklich  vor- 


Fig    134. 
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haudenen  Gliede  bat  beginnen  lassen,  und  setzt  für  ibn  sowie  für 
das    letzte    von   y   freie    Glied    die    soeben    gefundenen    Wertbe,    so 

ninunt     die     Curvengleichung     die     Gestalt     an     Z/'""'  +     ■     +  --  • 

die  zugebörigen  Ordinaten  ij  liefern  muss,  z.  B.  ij  ^  LP,  y  ^  JHP, 
y^NP---,   wenn   x  =  äP  gesetzt  wii-d.     Dadurcb  erkennt  man, 

dass  LP  ■  21 P  ■  XP  •  •  ■  =  —  „^„„  „y — ,  und  darin  bestebt  der 

in  der  Ueberscbrift  des  5.  Kapitels  gemeinte  Satz  von  dem  Producte 
der  Ordinaten^).  Cramer  verfolgt  seine  Bedeutung  bei  verschiedenen 
Werthen  von  v  auch  in  den  Fällen,  in  welcben  die  verschiedenen 
in  dem  Satze  vorkommenden  Gleicbungswurzeln  nicbt  sämmtlicb 
reell  sind. 

Das  G.Kapitel,  Von  den  Durcbmessern,  Gegendurcbmessern 
und  Mittelpunkten  der  Curven,  gebt  aus  von  dem  Coefficienten 
des  zweitböcbsten  Gliedes  der  wie  im  5.  Kapitel  nacb  y  geordneten 
Curvengleicbung    [aj-  +  /J'-'^'  +  ■■•)>f~'  +  (aoZ+i  -\-  bx'  -\-  ■  ■  ■)  ■ 

yr-i-i^ =  0,    welche    auch    in   y-'-}-^^ — +^^'+   '   y'-'-' 

ax-\-ßx         +••• 

-j —  =0  umgeformt  werden  kann.  Bei  Annahme  irgend  einer  Äbscisse  x, 

zu    welcher    v  —  t    Ordinaten    y    gehören,     ist ; ^ — r^ — 

ttx-\-ßx       +■•■ 

die  Summe  aller  dieser  Ordinaten,  und  das  Gleiche  findet  statt,  wenn 


ax 


,'  +  1 


+  bx'  +  --- 


man  die  v  —  s  Ordinaten  einer  Curve  y''~'  -\ , 1 =0, 

ax-\-ßx       -| 

welche  zur  Äbscisse  x  gehören,  negativ  zu  einer  Summe  vereinigt. 
Heissen  die  zn  x  =  AP  gehörenden  Ordinaten  der  ersten  Curve  P3I, 
Pill,  P/t--,  die  der  zweiten  Curve  PX.  Pn,  Pv  ■■,  so  ist  also 
PM  +  Pw  +  P^  +  -  -  -  =  PX  +  P«  +  Pi;  4-  . . ..  Der  Satz  hat 
die  einfachste  Gestalt,  wenn  t  =  s,  d.  h.  wenn  die  beiden  Curven 
gleichungen  in  ihren  zwei  ersten  Gliedern  und  mithin  auch  in  der 
Anzahl  der  in  jeder  derselben  zu  einer  Äbscisse  gehörenden  Ordinaten 
genau  übereinstimmen.  Dann  ist  (P3I —  PX)  -\-  (Pm  —  P»)  + 
( Pu  —  Pv)  +  -  -  -  =  X2I  -)-  Hin  -{-  i'u  -f-  -  •  -  =  0,  und  die  gegen- 
seitige Lage  der  Punkte  X  und  31,  u  und  m,  v  und  ii  •  -  •  gieljt  dafür 
den  Ausschlag,  welche  Strecken  positiv,  welche  negativ  sind*). 
Cramer  beschränkt  hierauf  die  Allgemeinheit  des  Satzes  weiter.  Er 
nimmt  ?  =  0  an  und  !/-  -|-  [ax  -\-  h)y'~^  als  die  Anfangsglieder  beider 
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Curvengleichungen.  Die  eine  Gleichung  kanu  als  Vereinigung  von 
V  Geraden  gedacht  werden,  d.  h.  ihre  Gleichung  als  {y  -j-  a^ x  +  h^) 
■  (y  +  «2  .*:  +  ^2)  ■■•(?/  +  ('0^  +  &<•)  =  0,  wobei  es  genügt,  a^,  «.,, 
•  •  ■  a„  und  l^,  h,,  •  •  •  &„  so  zu  wählen,  dass  «^  +  «2  +  ' ' '  +  ^'o  =  ('> 
^'1  4"  ^'3  ~f"  ■  ■ '  +  ^'t'  ^  ^^  ■werde.  Es  steht  des  Weiteren  nichts  im 
Wege  «1  =  «2  =  •  •  •  =  ff,,  =  - ,   b^  ^=  h.,  =  ■  ■  ■  ^  h„  =  -  zu  wählen, 

so  dass  die  v  Geraden  zusammenfallend  die  Gleichung  \y-{-  —  x-\ — )  =0 

erhalten  und  mit  der  Ordinate  PS,  die  zur  Abscisse  AF  gehört, 
nur  einen  Durchschnittspunkt  S  besitzen.  Alsdann  ist  S3I  -\-  Sm 
-j-  S{i  +  •  •  •  =  0  und  die  r- fache  Gerade  ist  ein  Durchmesser  der 
Curve^j  in  dem  von  Newton  diesem  Worte  beigelegten  Sinne 
(S.  405).  Da  aber  jede  Curve  v'"''  Grades,  wenn  sie  nicht  von  vorn 
herein  eine  Gleichung  mit  den  Anfangsgliedern  y"  -\-  (ax  -f-  i)y''~^ 
besitzt,  durch  Drehung  der  Coordinatenaxen  zu  einer  solchen  gelangen 
kann"),  so  hat  jede  algebraische  Curve  geradlinige  Durch- 
messer. Wie  das  zweithöchste  Glied  der  Gleichung  y''  -\-  (ax-{-b)y'^^ 
-\-  (ex-  -{-  dx  -{-  e^y'~-  -{-■■■  ^  0  durch  seinen  Coefficienten  die  ent- 
gegengesetzte Summe  der  Wurzeln  darbietet,  so  steht  der  Coefficient 
von  ?/""'  in  Beziehung  zu  der  Summe  der  Producta  der  Wurzeln  zu 
je  zweien  u.  s.  w.,  und  daraus  folgen  Sätze  über  sogenannte  krumm- 
linige Durchmesser.  Die  in  der  Ueberschrift  des  6.  Kapitels  ge- 
nannten Gegen durchmesser  stellen  einen  von  Bragelongne  ein- 
geführten BegiifiF  dar'),  der  sich  aber  in  der  Geometrie  nicht  zu 
erhalten  wusste,  und  dessen  Erörterung  wir  unteiiassen.  Als  Mittel- 
punkt'*)  wird  in  vollständigem  Anschluss  an  De  Gua  (S.  768)  der  Punkt 
bezeichnet,  von  dem  aus  nach  allen  Richtungen  symmetrisch  gelegene 
Cnrvenpunkte  zu  erkennen  sind. 

Das  7.  Kapitel,  Bestimmung  der  grössten  Glieder  einer 
Gleichung;  Grundzüge  der  Methode  der  Reihen,  soU  den 
Uebergang  zur  Beschäftigung  mit  den  unendlichen  Aesten  der  Curven 
bilden.  In  einem  unendlich  fernen  Punkte  überwiegen  diejenigen 
Glieder,  welche  höhere  Potenzen  einer  unendlichgrossen  Strecke  ent- 
halten, gegen  andere,  und  diese  letzteren  dürfen  vernachlässigt  werden. 
Das  ist  ungemein  einfach,  wenn  nur  eine  Grösse,  etwa  ./■,  unendlich- 
gross  wird,  aber  wenn  zwei  Veränderliche  x  und  y  vorkommen,  von 
denen  man  zum  voraus,  namentlich  bei  vielgliedrigen  Gleichungen, 
nicht  weiss,  ob  sie  beide  unendliehgross  werden,  und,  wenn  das  der 
Fall  sein  sollte,  welche  Ordnung  der  Unendlichkeit  jede  erreicht,  ist 
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es  viel  schwieriger,  die  grössten  Glieder  des  Gleichuugspolynoms  zu 
ermitteln,  gegen  welche  alle  anderen  verschwinden.  Klar  ist  vor 
allen  Dingen,  dass  mindestens  zwei  Glieder  des  Gleichungspolynoms 
unendlichgross  von  gleicher  Ordnung  sein  müssen^),  weil  ein  ein- 
zelnes Unendlichgrosses,  nehen  welchem  alle  anderen  Glieder  vernach- 
lässigt werden,  unmöglich  =  0  sein  kann.  Mau  wird  also  Versuchs 
weise  irgend  zwei  Glieder  als  die  von  überwiegender  Unendlichkeit 
betrachten,  daraus  das  Verhältniss  der  Unendlichkeitsgrade  von  ,r  und 
;(/  ermessen  und  schliesslich  zusehen,  ob  unter  Festhaltung  dieses  Ver- 
hältnisses alle  andereu  Gleichungsglieder  unendlichgross  von  niedri- 
gerer Ordnuns;  oder  gar  endlich  oder  unendlichkleiu  werden.  Bei 
der  Gleichung-)  x'y  -\-  ay'  —  a^x  =  0  sind  drei  Möglichkeiten.  Ent- 
weder kann  x'y  zugleich  mit  ay^  überwiegend  unendlichgross  werden, 
oder  jry  und  —  a-x,  oder  ay-  und  —  arx.    Im  ersten  Falle  folgt  aus 

x^y  -j-  ay-  =  0,    dass    y  ^ Hier  ist  x  unendlichgross   erster, 

y  unendlichgross  zweiter  Ordnung,  x-y  und  ay-  sind  beide  vierter 
Ordnung,  —  a-x  nur  erster  Ordnung  und  bleibt  mit  Recht  weg.  Im 
zweiten  Falle  folgt  aus  x-y  —  a-x  =  0,  dass  xy  =  a-,  x  wird  uueud 

lichgross  erster  Ordnung,  y  ^  —  unendlichklein  erster  Ordnung,   x'-y 

und  —  a-x  sind  beide  unendlichgross  erster  Ordnung,  ay-  unendlich- 
kleiu zweiter  Ordnung  und  bleibt  mit  Recht  weg.  Im  dritten  Falle 
folgt  aus  ay~  ■ —  a-x  =  0,  dass  y-  =  ax,  x  wird  unendlichgross  erster 

Ordnung,  y  unendlichgross  von  der  Ordnung  ^,  ay-  und  — a-x  sind 

beide  unendlichgross  von  der  Ordnung  1,  x-y  unendlichgross  von  der 

Ordnung  —  und  darf  nicht  weggelassen  werden.    Der  dritte  Fall  führt 

mithin  auf  einen  Widerspruch,  und  nur  die  beiden  ersten  sind  zm- 
Annahme  gestattet.  Ganz  ähnliche  Betrachtungen  sind  anzustellen, 
wenn  die  kleinsten  Glieder  eines  Gleichungspolynoms  gesucht  werden, 
wobei  nur  zu  beachten  ist,  das  bei  unendlichkleiuen  Grössen  die 
höherer  Ordnung  neben  denen  niediügerer  Ordnung  verschwinden. 
Das  Zeitraubende  einer  so  geführten  Untersuchung^  insbesondere  wenn 
das  Gleichungspolynom  aus  zahlreichen  Gliedern  besteht,  ist  ein 
wahrer  Missstand,  und  Gramer  beseitigt  ihn  durch  Anwendung  des 
analytischen  Dreiecks.  Wie  auf  demselben  aUen  Gliedern  des 
Gleichungspolynoms  Felder  entsprechen,  welche  bemerklich  gemacht 
werden,  wie  man  ein  Lineal  durch  je  zwei  solcher  Felder  zu  legen 
und  dabei  zu  beobachten  hat,   dass  nur  diejenigen   Geraden    nähere 

•)  Gramer,  Introduktion  ä  l'analyse  des  lignes  courhes  pag.  152.        *)  Ebenda 
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Betraclitung  finden,  welche  kein  bemerklicli  gemachtes  Feld  über,  be- 
ziehungsweise unter  sich  erkennen  lassen,  je  nachdem  unendlichgrosse 
oder  unendlichkleine  Glieder  aufgesucht  werden,  dass  sind  Dinge,  die 
weitläufig  bei  Gramer  beschrieben  sind.  Hat  er  imabhängig  von 
Maclaurin,  den  er  nicht  nennt,  gearbeitet,  und  ist  er  mit  Maclaurin 
auf  gleichen  Vorarbeiten  fussend  selbständig  zu  Ergebnissen  gelangt, 
welche  mit  dem,  was  wir  aus  Maclaurin's  Algebra  berichtet  haben 
(S.  574),  so  nahe  übereinstimmt,  dass  wir  ein  erneutes  Eingehen 
darauf  uns  ersparen  dürfen?  Wir  müssen  uns  auch  hier  auf  Cramer's 
wissenschaftliche  Redlichkeit  verlassen.  Er  beruft  sich  an  so  zahl- 
reichen Stellen  auf  Newton,  auf  Taylor,  auf  Stirling,  auf 
De  Gua  u.  s.  w.,  dass  wir  nicht  wüssten,  warum  er  Maclaurin's 
Namen  hier  hätte  übergehen  sollen,  wenn  er  dessen  Algebra  studirt 
gehabt  hätte.  Wir  haben  übrigens  zweierlei  hinzuzufügen,  das  Eine, 
dass  es  der  Gedankenübereinstimmuug  zwischen  Gramer  und  Maclaurin 
keinen  Abbruch  thut,  dass  Letzterer  das  Newton'sche  Parallelogramm, 
Ersterer  De  Gua's  analytisches  Dreieck  anwendet,  das  Andere,  dass 
Gramer  vielleicht  als  Erster  die  Namen  der  Zeilen  {lignrs)  und 
Golumnen  (cohmncs)  einführte*),  um  Felder  zu  bezeichnen,  die  sich 
in  einer  wagrechten  oder  senkrechten  Linie  befinden.  Ausserdem 
müssen  wir  feststellen,  dass,  wie  es  auch  mit  Gramer's  Unabhängig- 
keit von  Maclaurin  beschaff en  sein  möge,  er  unter  allen  Umständen 
wesentlich  über  diesen  seinen  Vorgänger  hinausgegangen  ist.  Gramer 
wendet  nämlich  seine  Aufmerksamkeit  auch  dem  Falle  zu,  dass  das 
Lineal  mehr  als  zwei  mit  Marken  versehene  Felder  berühre").  Ist 
x"'if"  ein  berührtes  Feld,  so  heissen  die  anderen  längs  des  Lineals 
folgenden  Felder  vermöge  der  unmittelbar  vorausgehenden  Auseinander- 
setzung x"'  +  ''y"+',  x"'  +  "^if'  +  ''  u.  s.  w.,  und  die  im  Unendlichen  übrig 
bleibenden  Gleichungsglieder  liefern  0  =  a.r"'y"  -f-  h.r"'+'-'y"  +  '  -{- 
f.^m+2kyii+2i  _j_  fi^m+3ky7i+si  _|_  .  .  .^    t^q    einzelne    der    Goefficienten 

rt,  h,  c,  d  ■  ■  ■  auch  0  sein  können.  Dividirt  man  diese  Gleichung 
durch  x"'y"  und  setzt  dann  x'^y'  =  s,  so  geht  die  Gleichung  über  in 
{)  =  a  -\-  b2  -\-  cs^  -\-  dz^  -\-  •  '  'i  oder  nach  weiterer  Division  durch 
den  Goefficienten  der  höchsten  auftretenden  Potenz  von  z  und  darauf 
folgender  Zerlegung  des  Gleichung.spolynoms  in  einfache  Factoren 
{)  =  [z  —  R){z  —  r)(z  —  q)  ■■■,  d.  h.  die  Gleichung  zerfällt  in 
z  =  a*  y'  ^  Jl^  x'^  y'  =  r ,  a;*  y'  =  p  u.  s.  w.  Gramer  unterscheidet 
hier  zwischen  reellen  und  imaginären  Werthen  B,  r,  Q--,  worüber 
wir  aber  zu  beiüchten  unterlassen.     Gramer  ist  nun  bei  dem  zweiten 
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in  der  üeberschrift  des  7.  Kapitels  genannten  Gegenstande  angelangt, 
bei  der  Methode  der  Reihen,  d.  h.  bei  der  Darstellung  von  _;/  durch 
eine  nach  Potenzen  von  .r  geordnete  Reihe  auf  Grund  einer  zwischen 
X  und  y  vorhandenen  Gleichung.  Cramer  löst  die  Aufgabe  mittels 
des  analytischen  Dreiecks  mit  Unterscheidung  der  beiden  Fälle,  dass 
die  Reihe  nach  steigenden  oder  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordnet 
sein  soll.  Die  erstereu  Reihen  nennt  er')  wachsend,  scries  croissaiites, 
oder  ansteigend,  s.  ascendanies,  die  zweiten  abnehmend,  s.  decroissantes, 
oder  absteigend,  s.  descendantes.  Beide  Gattungen  von  Reihen  sollen 
convergiren,  nicht  divergii-en.  Die  Reihe  ist  convergent,  wenn 
man  dem  gesuchten  Wurzelwerthe  um  so  näher  kommt,  je 
mehr  Reihenglieder  man  zusammenfasst;  sie  würde  diver- 
gent sein,  wenn  man  sich  von  dem  Wurzelwerthe  um  so 
mehr  entfernte,  je  mehr  Reihenglieder  man  zusammenfasste. 
Es  ist  klar,  dass  eine  divergente  Reihe  irreführend  oder  mindestens 
nutzlos  ist-).  Wann  aber  das  Eine,  wann  das  Andere  der  Fall  sei, 
fragt  Cramer  gar  nicht,  geschweige  denn,  dass  er  darüber  Auskunft 
ertheilte.  Soll  eine  steigende  Reihe  für  y  gesucht  werden,  so  dient 
das  analytische  Dreieck  zur  Auffindung  ihres  Anfangsgliedes  Ax^' 
unter  Voraussetzung  eines  unendlichkleiuen  x,  wie  die  Voraussetzung 
eines  unendlichgrossen  x  zur  Auffindung  des  Anfangsgliedes  Ax* 
einer  fallenden  Reihe  führt.  Dann  setzt  man  y  =  Aid'  -(-  u  in  die 
zwischen  .r  und  y  gegebene  Gleichung,  welche  dadurch  in  eine  solche 
zwischen  .r  und  u  übergeht,  die  nach  der  gleichen  Methode  behandelt 
u  =  Bad  +  •  •  •,  also  auch  y  =  Aad'  -{-  Bx'  +  ■  •  ■  mit  Kenntniss 
zweier  Reihenglieder  liefert.  Bei  Fortsetzung  des  Verfahrens  könnte 
entweder  h  oder  ein  spätei-es  Reihenglied  mehr  als  nur  einen  Werth 
annehmen.  Alsdann  giebt  es  mehi-ere  mit  denselben  Gliedern  be- 
ginnende, später  aber  sich  gabelnde  Reihen").  Die  Punkte,  wo 
eine  Gabelung  eintritt,  nennt  Cramer  unregelmässige*).  Wir 
möchten  in  diesem  hochinteressanten  Kapitel  nur  noch  auf  zwei 
Einzelheiten  hinweisen.  Cramer  bemerkt"),  dass,  wenn  ein  einziges 
Reihenglied  imaginär  ausfalle,  die  ganze  Reihe  imaginär  sei.  Das  ist 
genau  der  Gedanke  Euler "s  in  der  Abhandlung  von  1749  (S.  795), 
die  Cramer  kaum  noch  zu  Gesicht  bekommen  haben  konnte.  Ferner 
spricht  Cramer  von  des  Descartes  methode  des  indetermimies^).  Das 
dürfte  das  ei"ste  Vorkommen  dieses  Kunstausdruckes  sein. 


')  Cramer,  Introduction  ä  l'analyse  des  lignes  courbes  pag.  177.  ^  Ebenda 
pag.  174:  II  est  clair  qii'une  serie  divergente  est  trompeuse  ou  du  moins  inulile. 
')  Ebenda  pag.  184:  La  serie  se  fourehe.  *)  Ebenda  pag.  200:  iermes  irre- 
guliers.        ')  Ebenda  pag.  184.         ')  Ebenda  pag.  205. 
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Das  8.  Kapitel,  Von  den  unendlichen  Aesten  der  Curven, 
ist  von  einem  Reiclithume  und  einer  Langathmigkeit  des  Inhaltes^), 
welche  nur  die  Wahl  übrig  lässt,  sehr  ausführlich  oder  ungemein 
knapp  zu  berichten.  Wir  ziehen  das  Letztere  vor  und  erklären, 
dass  hier  die  geometrischen  Folgerungen  aus  den  Lehren  des 
7.  Kapitels  gezogen  werden,  indem  wir  nur  wenige  allgemeine  Ge- 
danken hervorheben.  Das  Hinausrücken  eines  Punktes  in  die  Unend- 
lichkeit kann  ebenso  bei  x  =  cx)  als  bei  m  =  oo  erfolgen.  Es  senücpt 
also  nicht,  die  Reihe  ;)/  =  Ax''  -\-  Bx'  -\-  Cx''  +  •  ■  •  sich  zu  ver- 
schaffen, man  muss  auch,  wozu  freilich  neue  Vorschriften  nicht  er- 
forderlich sind,  .r  in  eine  nach  y  geordnete  Reihe  entwickeln-).  Es 
genügt  ferner  nicht,  um  einen  unendlichen  Curvenast  kennen  zu 
lernen,  bei  dem  ersten  Gliede  der  Entwicklung  y  =  Ax'''  stehen  zu 
bleiben^).  Es  war  gezeigt,  dass  mau  auch  n  =  Bx',  f  =  Ca'*  finden 
könne,  und  dass  alsdann  die  ganze  zu  x  =  oj  gehörende  Ordinate  des 
wirklichen  Ourvenpunktes  y  -\-  u  -{-  t  -{-  ■  ■  ■  sei.  So  wichtig  es  nun 
ist,  dass  bei  der  Ausrechnung  das  reelle  u  gegen  y,  das  reelle  t  gegen 
n  ■  ■  ■  als  uuendlichkleiu  vernachlässigt  werden  kann,  so  hört  diese 
Erlaubniss  auf,  wenn  u  oder  /  •  ■  •  imaginär  wird.  Li  diesem  Falle 
wiederholt  sich  die  im  7.  Kapitel  hervorgehobene  Bemerkung,  dass 
ein  imaginärer  Bestandtheil  der  Ordinate  sie  ganz  imaginär  macht, 
uud  dass  alsdann  der  unendliche  Ast  nicht  wirklich  vorhanden  ist. 
Aber  selbt  bei  lauter  reellen  Bestandtheilen  ist  eine  Untersuchung 
von  u,  /•■•  erforderlich,  um  zu  wissen,  ob  keine  Gabelung  des  un- 
endlichen Astes  stattfinde.  Die  unendlichen  Aeste  sind  entweder 
hyperbolische  mit  geradlinigen  Asymjitoten  oder  parabolische  ohne 
solche*).  Den  Schluss  des  Kapitels  bilden  zehn  Sätze  über  gerad- 
linige Asymptoten,  die  fast  insgesammt  nicht  neu  sind,  vielmehr  als 
schon  bei  Newton,  Stirling,  Nicole,  De  Gua  vorkommend  in 
Fussnoten  nachgewiesen  sind.  Die  Beweisführung  Cramer's  von  der 
Methode  der  Reihen  aus  ist  jedoch  so  durchaus  eigenartig,  dass  wir 
uns  nicht  versagen  können,  wenigstens  über  die  des  ersten  Satzes 
von  dem  paarweisen  Vorkommen  unendlicher  Aeste^)  zu  be- 
richten. Die  Ordinate  des  unendlichfernen  Punktes  sei  y  =  Ax^ 
-\-  Bx'  -\-  Cx''  -(-•■•,  und  diese  Reihenentwicklung  sei  durchaus  reell, 
möge  man  x  positiv  oder  negativ  wählen.  Li  diesem  Falle  muss  es 
auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  bei  x  =  oo  und  bei  x  ^  —  oo 
einen    unendlichfernen    Punkt    geben,    der    einem    unendlichen    Aste 


')    Gramer,    Introduction   ä   l'anahjse    des    lignes   courues   pag.  215 — 3öl. 
=)    Ebenda  pag.  215.  ')    Ebenda  pag.  216—217.  •*)    Ebenda  pag.  230. 

')  Ebenda  pag.  342—343. 
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angehören  muss.  Zweitens  kann  die  Entwicklung  imaginär  sein,  dann 
fuhrt  sie  überhaupt  zu  keinem  unendlichen  Aste.  Aber  die  Entwick- 
lunff  kann  drittens  auch  das  sein,  was  Gramer  an  einer  früheren  Stelle') 
halb  imaginär   genannt   hat,   d.  h.   sie   enthält  Potenzen   von  x  mit 

m 

gebrochenem  Exponenten  mit  gradzahligem  Neuner,  z.  B.  x-"  mit 
untrradem  »i,  und  wird  dadurch  bei  negativem  x  imaginär.  Als- 
dann  giebt  es  freilich  nur  bei  .*•  =  -j-  ^o  eine  reelle  Entwicklung, 
aber  sie  ist  doppelt  vorhanden,  weil  die  Ausziehung  der  2«'™  Wurzel 
dazu  nöthigt,  das  betreffende  Glied  in  die  Entwicklung  einmal  mit 
dem  Pluszeichen  und  einmal  mit  dem  Minuszeichen  eingehen  zu  lassen. 
Das  9.  Kapitel,  Allgemeine  Eintheilung  der  Linien  der 
fünf  ersten  Grade,  bedient  sich  schon  bei  den  Kegelschnitten  der 
unendlichen  Aeste  als  Unterscheidungsmerkmal"-).  Die  im  Unend- 
lichen den  Ausschlag  gebenden  Glieder  der  Gleichung  2'^°  Grades 
c  +  ^.'/  +  ^-^  +  ^U'  +  ^'^y  +  A'  =  0  sind  dy^  -\-  exy  -\-  fx"  und 
dieser  dreigliedrige  Ausdruck  ist  entweder  bei  e  <  2  ]/<//'  das  Product 
zweier  imaginärer  einfacher  Factoren,  oder  bei  e  >  2  Ydf  das  Pro- 
duct zweier  verschiedener  reeller  einfacher  Factoren,  oder  bei  e  =  2  Ydf 
das  Product  zweier  gleicher  reeller  einfacher  Factoren,  und  diese  drei 
Möglichkeiten  entsprechen  der  Ellipse  ohne  unendlichen  Ast,  der 
Hyperbel  mit  vier  hypei'bolischen  unendlichen  Aesten  und  zwei  grad- 
linigen Asymptoten,  der  Parabel.  Bei  den  Curven  3"=°  Grades  heissen 
die  im  Unendlichen  den  Ausschlag  gebenden  Glieder  f/y^  -j-  hxy- 
-j-  ix-y  -f-  Ix^  und  ihre  Zerlegung  in  einfache  Factoren  führt  zur 
Unterscheidung  von  vier  Fällen:  ein  reeller  Factor  ist  mit  zwei  imacji- 
nären  Factoren  vervielfacht,  oder  alle  drei  Factoren  sind  reell  und 
von  einander  verschieden,  oder  von  den  drei  reellen  Factoren  sind 
zwei  einander  gleich  oder  alle  drei  reelle  Factoren  sind  einander 
gleich.  Diese  vier  Fälle  lassen  dann  weiter  14  Geschlechter  unter- 
scheiden^), was  mit  Newton's  Abzahlung  (S.  406)  übereinstimmt. 
Aehnlich  ist  die  Eintheilung  der  Curven  4""'  und  0'"°  Grades,  welche 
letztere  Gramer  zuerst  unternahm.  Es  handelt  sich  immer  um  das 
Reellsein  oder  Imaginärsein  der  einfachen  Factoren  der  im  Unend- 
lichen den  Ausschlag  gebenden  Glieder  des  Gleichungspolyuoms  der 
betreffenden  Curve,  deren  Zerlegbarkeit  in  Factoren  vorausgesetzt  ist, 
und  wenn  diese  Factoren  reell  sind,  um  ihre  Verschiedenheit  oder 
Gleichheit,  Unterscheidungen,  welche  Gramer  allerdings  hier  in  andere 
Worte   kleidet,   indem   er  von   der  Anzahl   der  parabolischen  und  der 


')  Gramer,  Introduction  ä  Vanahjse  des  lignes  ecywrhes  pag.  171.      -)  Ebenda 
pag.  352—359.         ^  Ebenda  pag.  3G9. 
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hyperbolischen  Aeste  uud  der  den  letzteren  zukommenden  geradlinigen 
Asymptoten  redet.  Gramer  kommt  zu  neun  Gruppen  von  Curven 
4*'"'  Grades^)  und  zu  elf  Gruppen  von  Curven  5''-'°  Gi-ades'''),  jede  mit 
zahllosen  Unterabtheilungen. 

Das  10.  Kapitel,  Von  den  singulären  Punkten,  den  vielfachen 
Punkten,  den  Inflexionspunkten,  den  Schlängelungspunkten, 
behandelt  zuerst  die  Inflexionspunkte  und  Schlängelungspunkte,  in 
welchen  eine  Berührungslinie  nicht  bloss  zwei,  sondern  mehrere  coinci- 
dirende  Punkte')  mit  der  Curve  gemein  hat,  und  zwar  2n  -{-  1  Punkte 
in  den  Inflexionspunkten,  2  Ji  Punkte  in  den  Schlängelungspunkten  oder 
unsichtbaren  Inflexionspunkten,  welche  nur  die  Aualysis  erkennt,  deren 
Auge  schäi-fer  ist  als  das  leibliche').  Dann  kommen  die  vielfachen 
Punkte,  deren  immer  wieder  durch  das  analytische  Dreieck  erleich- 
terte Auffindung  darauf  hinausläuft,  dass  man  den  Coordinatenanfangs- 
punkt  mittels  x  =  w  -\-  s,  y  =  ti  -\-  ji  verlegt.  Lassen  sich  Werthe 
von  m  und  ri  bestimmen,  vermöge  deren  die  umgeformte  Gleichung 
kein  constantes  Glied  mehr  besitzt,  so  liegt  der  neue  Coordinaten- 
anfangspunkt  auf  der  Curve,  und  er  ist  ein  einfacher,  doppelter,  drei- 
facher •  •  •  Punkt,  je  nachdem  die  Unbekannten  2  und  u  in  der  neuen 
Gleichung  zusammengerechnet  von  der  1"^",  2*^°,  3'™  •  •  ■  Dimension 
anfangend  vorhanden  sind^).  Cramer  zeigt  dabei,  wie  man  sich  viele 
überflüssige  Rechnung  zu  ersparen  vermöge,  wenn  man  die  Glieder 
der  einzelnen  Dimensionen  nach  einander  berechne,  also  aufhöre, 
sobald  ein  Glied  ii'gend  einer  Dimension  nicht  mit  dem  Coefficienten  0 
behaftet  erscheine.  Ein  isolirter  Punkt  tritt  in  einem  Beispiele  hervor''). 
Bei  der  Berechnung  anderer  Beispiele  erscheinen  auch  Gleichungen 
mit  nur  einer  Unbekannten  und  mehi'fachen  Wurzeln.  Cramer  be- 
merkt'), dass  eine  von  Hudde  herrührende  Methode  bei  der  Auf- 
suchung solcher  Wurzeln  gute  Dienste  leiste  und  verweist  für  die- 
selbe  auf  den  dritten  Anhang. 

Das  11.  Kapitel,  Von  der  Methode  der  Tangeuten.  Von 
den  Inflexionspunkten  u.  s.w.  Von  den  grössten  und  kleinsten 
Abscissen  oder  Ordinaten  u.  s.  w.,  baut  auf  die  im  10.  Kapitel 
festgestellte  Thatsache  weiter,  dass  die  Verlegung  des  Coordinaten- 
anfangspunktes  auf  die  Curve  selbst  die  Curvengleichung  in  die  Gestalt 
bringt,  dass  sie  nunmehr  durch  die  Dimension  ihrer  niedersten  Glieder 


')    Cramer,    Introduction   ä    l'analyse    des   lignes   courbes   pag.  395 — 396. 

-)  Eljenda  pag.  397 — 398.  ^)  Ebenda  pag.  401:  Points  infiniment  proches  l'un 
de  V untre  et  coinciilents.  *)  Ebenda  pag.  403:  L'infle.rion  ne  pornit  plus,  quoi- 
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VAnahjse,  dont  la  rue,  si  Von  ose  parier  ainsi,  est  jilits  perrante  que  lu  nütre. 
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die  Vielfacblieit  des  zum  neuen  Anfangspunkt  gewählten  Curveupunktes 
anzeigt.  Wir  hätten  vielfach  auf  Parallelstellen  im  II.  Bande  von 
Euler 's  Introductio  hinzuweisen  Gelegenheit  gehabt.  Wenn  wir  es  in 
der  Regel  uuterlicssen,  so  wollen  wir  doch  hier  an  das  13.  Kapitel 
jenes  Bandes  erinnern  (S.  783 — 784).  Euler  wusste',  dass  der  Grad 
der  Vielfachheit  des  als  Anfangspunkt  gewählten  Curvenpunktes  dem 
Grade  des  niedersten  Gleichuugsgliedes  entspricht.  Er  wusste,  dass, 
wenn  nur  das  constante  Glied  in  der  umgewandelten  Curvengleichung 
fehlt,  die  =  0  gesetzten  Glieder  erster  Dimension  die  Gleichung  der 
Berührungslinie  im  Coordinatenanfangspuukte  darstellen.  Auch  diese 
Folgerung  entging  Cramer  nicht,  aber  er  verallgemeinerte  sie  noch. 
Er  erkannte  in  den  =  (•  gesetzten  Gleichungsgliedern  niedersten  Ranges 
gy'  -\-  ]ixy'~^  +  •  •  •  +  ^•'''  die  vereinigten  Gleichungen  der  Berührungs- 
linien an  die  im  Anfangspunkte  zusammentreffenden  f  Curvenäste  \) ; 
er  sprach  beweislos  aus,  was  er  im  'J.  Kapitel  schon  vorausgesetzt 
hatte,  dass  jene  Glieder  t'""  Dimension  in  t  einfache  Factoren 
(Äy  -\-  (ix)  {By  -\-  ßx)  [Cy  -\-  yx)  ■  ■  •  zerfallen,  worin  eine  Begegnung 
mit  dem  18.  Kapitel  des  IL  Bandes  von  Euler's  Introductio  (S.  787) 
zu  erkennen  ist.  Ein  maschinales  Verfahren  zur  Bestimmung  der 
Vielfachheit  des  Coordiuatenanfangspunktes  und  der  Gleichung  der 
dort  vorhandenen  Berührungslinien  ^)  gestattet  das  analytische  Dreieck. 
Sei  etwa  die  Conchoide  y-x"  -f-  x^  —  2a xy"  —  2ax^  -(-  a-y-  -\- 
(a^  —  6")  a;^  =  0  zu  untersuchen.  Man  legt  das  Dreieck  mit  der 
Spitze  nach  unten,  so  dass  die  Felder  von  unten  nach  oben  im  i-echten 
Schenkel  1,  x,  x-,  x^,  x*  und  im  linken  Schenkel  1,  y,  ?/'',  y"',  j/^ 
heissen.  Man  bezeichnet  die  Felder,  welche  mit  vorhandenen  Gliedern 
gleichnamig  sind,  durch  einen  Stern,  die  leeren 

Felder  durch  ein  Ringelchen.  Das  Leersein  o  o  h-  o  * 
der  beiden  unteren  Horizontalzeilen  (Fig.  135)  o       *       o       * 

zeigt,  dass  der  Coordinatenanfangspunkt  (er  ist  .;.       q       ^. 

der  Pol  derjenigen  Abart  der  Conchoide,  welche  q       q 

eine  Schleife  besitzt)  ein  zweifacher  Punkt  ist.  q 

In  der  dritten  Zeile  von  imten  tragen  die  Felder  Fig.  iss. 

X-  und  y'  Sterne,  also  ist  x-y'-\-(a~  —  p')x^=0 

die  Gleichung  der  beiden  Berühi-ungslinien,  welche  in  ny  -{-ya^^lr  x  =  0 
und   ay — ]/«- — h'- x  =  0    zerfällt.      Eine    durch    die    Substitutionen 

X  T 

X  =  nt,    y  =  Sil    bewirkte   Drehung    der   Ordinatenaxe    lässt   —  =  — 
>    ./  o  y        s 

erscheinen     und    verwandelt     die    Curvengleichung    a  -{-  (hy  -\-  ex) 


')  Cramer,  Intrnduction  ä  l'analyse  des  h'yncs  courhes  pag.  4G.'!.       -)  Ebenda 
l>ag.  412  und  pag.  iGG. 
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+  (''?/^  +  exy  -\-  fx"-)  -|-  •  •  •  =  0  in  a  -\-  (hs  -\-  er)  u  -\-  (äs-  -\-  ers 
-)-  fr")  M^  -j-  •  •  ■  =  0.  Fehlt  bei  der,  wie  gelehrt  wurde,  bewirkten 
Ausbreitung  der  Gleichung  auf  dem  analytischen  Dreiecke  eine  ge- 
wisse Anzahl  unterer  Horizontalreihen,  so  zeigt  die  erste  übrigbleibende 
Potenz  von  u  durch  ihren  Exponenten  diese  Anzahl  an.     Bringt  das 

Verhältnis  —  =  — ,    welches    aus    der   Nullsetzung    des   Coefficienten 
s        y '  ° 

jener  ersten  übrigen  Potenz  von  ti  hervorgeht,  auch  den  Coefficienten 
der  nächsthöheren  Potenz  von  u  zum  Verschwinden,  so  ist  im  An- 
fangspunkte ein  Inflexionspunkt  erkannt').  Gramer  sucht  auch  die 
Gleichung  der  Berührungslinie  au  einen  ausserhalb  des  Coordinaten- 
anfangspunktes  liegenden  Curvenpunkt.  Sie  findet  sich  am  Leichtesten 
durch  Verlegung  des  Coordinatenanfangspunktes  in  den  Berührungs- 
punkt, und  die  dazu  führenden  Rechnungen  entsprechen  einer  Diffe- 
rentiation. Gramer  sagt  das  zwar  nicht,  aber  die  Vorschriften,  wie 
man  es  machen  solle,  sind  in  genauer  Uebereinstimmung  mit  den 
Lehren  der  Differentialrechnung-)  uud  ebenso  auch  die  Aufsuchung 
der  Subtangente'')  und  die  Ermittelung  eines  Inflexionspunktes^j,  in 
welchem  der  zweite  Differentialquotient  der  Ordinate  nach  der  Abscisse 
verschwinden  muss.  War  bis  dahin  das  Ergebniss  so  zu  fassen,  dass 
man  die  Gleichung,  d.  h.  die  Lage  und  Kichtung  der  Berührungslinie 
an  einen  bestimmten  Curvenpunkt  finden  könne,  so  kann  man  auch 
umgekehrt  nach  den  Curvenpunkten  fragen,  in  welchen  die  Berührungs- 
linie eine  bestimmte  Richtung  besitze,  und  wählt  man  dazu  die  Rich- 
tung parallel  zur  Abscissenaxe,  so  findet  man  die  Punkte  eines 
Maximum  oder  Minimum  der  Ordinate,  es  sei  denn,  dass  ein  sicht- 
barer Inflexionspunkt  auftrete^).  Abermals  treibt  Gramer  verhüllte 
Differentialrechnung  in  umfassender  Weise.  Auch  die  Methode  der 
Reihen  führt  zur  Kenntniss  der  in  unserem  Berichte  erwähnten  Dinge. 
Wird  die  geometrische  Eigeuthümlichkeit  eines  Curvenpunktes  Jf 
gesucht,  so  wählt  Cramer  einen  senkrecht  unter  demselben  gelegenen 
Punkt  P  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems, 
dessen  Ordinatenaxe  mit  MP  zusammenfällt.  Die  Ordinaten  dieses 
Systems  heissen  u,  die  Abscissen  z,  und  die  Reihentwicklung  u  =  Ä 
-\- Ps -\- Cs' -\- ■  ■  •  wird  vorgenommen,  welche  um  so  richtiger  ist, 
je  kleiner  2  gewählt  wird.  Alsdann  ist")  A  die  Ordinate  von  M,  B 
die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Berührungslinie 
an  M  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  C  nach  Grösse  und  Vorzeichen 
der  Unterschied  zwischen   den  Ordinaten  von   unendlich  nahe  bei  31 


')  Cramer,  Introduction  ä  l'analyse  des  lignes  courbes  pag.  467.        *)  Ebenda 
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liegeiiden  Punkten  der  Curve  und  der  Berührungslinie.  Ein  M;ixiiiiiiiu 
oder  Miuimiun  der  Ordinate  in  dem  Sinne,  dass  die  rechts  und  links 
befindliehen  Nachbarordiuateii  beide  kleiner  oder  beide  grösser  als 
die  zwischen  ihnen  betintlliche  Ordinate  sind,  findet  meistens  statt, 
wenn  die  Berührungsliuie  der  Abscissenaxe  parallel  läuft,  kann  aber 
auch  bei  dem  Parallelismus  der  Bertthrungslinie  mit  der  Ordinatenaxe 
in  einem  Küokkehrpunkte  eintreten*). 

Das  1:?.  Kapitel,  Von  der  Krümmung  der  Curven  in  ihren 
verschiedenen  Punkten,  bringt  die  erste  nähere  Begründung, 
warum  der  Kreis  zum  Vergleiche  mit  der  Krümmung  einer  Curve 
gewählt  wurde.  Zwar  dass  der  Kreis  überall  gleich  gekrümmt  sei, 
haben  schon  Andere,  dass  seine  Krümmung  um  so  grösser  sei,  je 
je  kleiner  der  Halbmesser  ist,  hat  auch  Euler  ausgesprochen  (S.  785), 
aber  Cramer  erläutert  es.  Biegt  man,  sagt  er-),  zwei  gleiche  Strecken 
kreisförmig  zusammen,  und  zwar  so,  dass  man  aus  der  einen  Strecke 
einen  ganzen  Kreis  bildet,  aus  der  anderen  einen  Halbkreis,  so  ist 
letzterer  zweimal  weniger  gekrümmt  als  ersterer,  und  sein  Halbmesser 
ist  zweimal  so  gross  als  der  des  ganzen  Kreises.  Stehen,  fährt  er 
fort,  die  Halbmesser  ÄC,  ac  zweier  Kreise  im  Verhältnisse  von  m 
zu  n,  und  ist  der  Bogen  AB  des  ersten  Kreises  genau  gleich  laug 
mit  dem  Bogen  ah  des  zweiten  Kreises,  misst  man  dann  die  Bogen 
AB,  ah  in  Graden,  Minuten  u.  s.  w.,  so 
verhält  sich  AB  zu  ah,  wie  ii  zu  ni,  d.  h 

AC,    oder 


wie    ac    zu 


wie 


1 

AC 


1 

Zu    —  , 
ac' 


d.  h.  die  Krümmung  gleich  langer  Kreis- 
bogen steht  im  reciproken  Verhältnisse 
ihrer  Halbmesser.  Die  Auffindung  des 
Krümmimgskreises  einer  Curve  lehrt 
Cramer  folgendermasseu'').  Sei  (Fig.  136) 
Mmu  die  auf  das  Coordinatensystem  der 
AP  und  A(^  bezogene  Curve,  und  sei 
AP  =  X,  MP  =  y,  Pp  =  Mn  =  z.    Im 

11.  Kapitel  war  gezeigt,  dass,  wenn  die  Reihe  A-{-Bz-\-Cz-^Bz^-\ — 
gebildet  wird,  A  die  Ordinate  (/  bedeutet,  Bz  das  Stück  nO,  Czr  -(- 
Bz^  -\-  ■■■  das  Stück  Om.  Nun  ist  Oltl  Berührungslinie  wie  an  die 
Curve  3Ii>i(i,   so  auch  an  den  Kreis   MmiJU,   und    Omi    ist    eine 

OM- 


Fig.  136. 


Secante    dieses  letzteren  Kreises 


also    03P  =  Om 
i  +  B 


Om 


Cz'  +  Dz''-\-- 


C+Dz+' 


Oi, 
nebst  OM 


Oi 


Om 


')  Cramer,  Introduction  ä  l'analyse  des  Kgnes  courbes  pag.  527. 
pag.  539.         ^)  Ebenda  pag.  541 — 542. 


zYl+B'. 
-)  Ebenda 
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1  —I—  R- 

Bei  z  ^  0  fällt  Oi  mit  3IJ  zusammen,  und  man  hat  MJ  =  -^ — 

MH  _  MO 
MJ  ~  'Wii 


Nun   ist  ferner  ^MJH'^MnO  imd   deshalb  ^=^,  MH  = 


^IJ-  MO         1+J5'     zj/l  +  B'-        {1  +  B-f     ,      T^  ..  ,    ,, 

— ^g^^ —  =  — g —  • ;; = ^ ,  der  Krümmungshalbmesser 

3 

/■*    _l_    TJ2\2 

aber  ist  MK= — —^ Der  Krümmungshalbmesser  wird  oo,   die 

Krümmung  also  0,  wenn  C  =  0,  und  das  ist  nur  in  Inflexionspunkten 
oder  Schlängelungsp unkten,  aber  nicht  in  allen  solchen  der  Fall,  es 
giebt  vielmehr  auch  Infiexionspunkte,  in  denen  die  Krümmung  co, 
der  Krümmungshalbmesser  also  0  ist^).  Die  Krümmung  einer  Curve 
in  einem  Punkte  wird  am  leichtesten  erkannt,  indem  man  den  Punkt 
zum  Coordinatenanfaugspunkte  wählt  imd  die  Curvengleichung  in  die 
Form  y  =  Ax''  +  Bx'  +  Cx''  +  •  ■  •  bringt,  d.  h.  sie  als  eine  parabo- 
lische Curve  betrachtet-),  womit  die  Voraussetzung  h^  0  verbunden  ist. 
Innerhalb  der  positiven  Werthe  von  li  sind  alsdann  Unterscheidungen 

wie  0  <  Ä  <  i,    /,  =  i,  I  <  /,  <  1 ,    h=l,    l<h<2,  Ji>2    zu 

treffen,  welchen  Folgerungen  bezüglich  der  Krümmungsgrösse  ent- 
sprechen. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  verschiedenen  Arten  vielfacher 
Punkte,  welche  bei  Curven  der  sechs  ersten  Grade  vorkommen, 
beschliesst  das  Werk.  Es  nimmt  die  ermittelten  Sätze  noch  einmal 
im  Zusammenhange  und  unter  Vorführung  zahlreicher  Beispiele  in 
Betrachtung. 

So  wenig  wir  einer  Entschuldigung  dafür  zu  bedürfen  glaubten, 
dass  wir  dem  IL  Bande  von  Euler 's  Introductio  fast  das  sanze 
115.  Kapitel  widmeten,  ebensowenig  werden  wir  unser  langes  Ver- 
weilen bei  Cramer's  Einführunir  in  die  Lehre  von  den  algebraischen 
Curven  besonders  rechtfertigen  müssen.  Beide  Bände,  in  Vielem  über- 
einstimmend, in  Mehi-erem  einander  ergänzend,  stellen  die  ersten  wirk- 
lichen Lehrbücher  der  algebraischen  Curven  dar,  in  einer  Vollendung 
auftretend,  wie  sie  nur  als  Frucht  jahrelanger  Vorbereitung  erreicht 
werden  kann.  Grade  diese  VortrefQichkeit  des  Cramer'schen  Werkes 
kann  als  Bestätiguug  seines  Ausspruches  dienen,  er  habe  die  Euler'sche 
Introductio  aUzuspät  kennen  gelernt,  um  den  Nutzen  aus  ihr  zu 
ziehen,  den  er  sonst  davon  hätte  haben  können  (S.  798).  Es  ist  nicht 
möglich,   in  noch   nicht  zwei  Jahren,   wenn   man   die  Druckzeit  von 


')  Cr  am  er,  Introduction  ä  Vaiiahjse  des  lignes  eourbes  pag.  549.       ^)  Ebenda 
pag.  555. 
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Craincr's  ilickem  Bande  von  tlem  ZwischenraniUL'  zwischen  dem  Kv- 
scheinen  beider  Werke  in  Abzug  bringt,  ein  Miiuuscri]>t  wie  das 
Cramer'sclie  herzustellen,  beziehungsweise  unter  Zuhilf'eziehnug  eines 
neu  erschienenen  Werkes  ganz  umzuarbeiten.  Euler's  Erstlingsrecht 
auf  gemeinschaftliclie  Entdeckungen  bleibt  natüi-lich  unangetastet,  aber 
Craiuer's  Unabhängigkeit  im  Allgemeinen,  abgesehen  von  kleinen  Ein- 
schaltungen, deren  Vorhandensein  die  von  Gramer  gebrauchte  Rede- 
wendung gar  nicht  ausschliesst,  ist  anzuerkennen. 

AVir  haben  gelegentlich  (S.  511)  ein  im  Jahre  1750  erschienenes 
Buch  des  Abbe  De  la  Chapelle  über  Kegelschnitte  genannt  und 
von  dessen  rascher  Beliebtheit  gesprochen.  Wir  haben  gegen- 
wärtig, wo  wir  das  Buch  um  seines  Gegenstandes  willen  abermals 
nennen  müssen,  unserer  früheren  Kennzeichnung  nichts  hinzuzufügen. 
De  la  Chapelle  unterschied  in  seiner  Vorrede  zum  Tratte  des  scdions 
coniqitcs  erfindende  Mathematiker  von  solchen,  die  es  verstehen,  Er- 
findungen angenehm  und  leicht  vorzutragen.  Er  beansprucht  nur 
einen  Platz  unter  den  Letzteren,  und  den  darf  die  Geschichte  ihm 
gönnen. 

In  gleicher  Kürze  mögen  die  Institiitioiies  gcomdriae  snUiniioris 
von  Georg  Wolfgang  Krafft  erwähnt  werden,  deren  wir  auch 
schon  (S.  485)  gedachten.  Das  als  I.  Band  bezeichnete  Buch  kündet 
in  der  vom  5.  April  1753  datirteu  Vorrede  eine  Fortsetzung  au, 
welche  man  allerdings  nicht  gar  bald  erwarten  dürfe.  Wäre  diese 
erschienen,  was  bei  dem  1754  eingetretenen  Tode  des  Verfassers  un- 
möglich wurde,  so  hätte  sie  vielleicht  sich  mit  höheren  Curveu  be- 
schäftigt und  dem  Namen  des  Werkes  mehr  entsprochen,  als  der 
I.  Band,  der  es  nur  mit  Kegelschnitten  und  dem  Kreise  zu  thun  hat, 
und  der  ein  Interesse  fast  ausschliesslich  durch  die  zahlreichen  ge- 
schichtlichen Angaben  verdient,  um  derenwillen  wir  das  Werk  im 
101.  Kapitel  nannten.  Wir  fügen  hier  noch  bei,  dass  die  geschicht- 
lichen Angaben  bis  auf  die  Druckzeit  hinabgreifen,  und  dass  z.  B. 
mehrere  angenäherte  ßectificationen  des  Kreises  aus  der  ersten  Hälfte 
des  XVIII.  Jahrhunderts  dort  Platz  gefunden  haben. 

Noch  rascher  müssen  wir  au  zwei  Schriften  vorübergehen,  welche 
wir  nur  aus  zweiter  Quelle  erwähnen  können.  Der  Minoriteupater 
Fran^ois  Jacquier')  (1711 — 1788),  aus  Vitri-le-Fran9ais,  der  in 
Rom  lebte  und  lehrte,  gab  dort  1755  Elemente  der  Perspective  nach 
Taylor's  Grundgedanken  bearbeitet  heraus.  In  Form  eines  Anhanges 
Süll  dort  die  perspectivische  Erzeugung  aller  Curven  3'''°  Grades  von 
den  fünf  divergirenden  Parabeln  aus  behandelt  sein. 


')  Chasler,  Apercu  hist.  14ü  (deutsch  112).    Poggcndorff  I,  1184—1185. 
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Achille  Pierre  Dioiiis  du  Sejour  (1734: — 1794)  und  dessen 
Freund  Mathieu  Bernard  Goudiu^)  (1734 — 1817),  von  denen  der 
Erstei-e  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  angehörte,  gaben 
1756  gemeinschaftlich  ein  Werk  über  algebraische  Curveu  heraus, 
worin  sich,  wie  unser  Gewährsmann  sich  ausdrückt,  die  Aufgaben  über 
die  Eigenschaften  der  Curven,  über  ihre  Tangenten,  Asymptoten, 
Krümmungshalbmesser  u.  s.  w.  nur  mit  Hilfe  der  Analysis  des  Descai-tes 
mit  Klarheit  und  Genauigkeit  aufgelöst  finden.  Ueber  das  Verhältniss 
dieses  Buches  zu  den  älteren  Schriften  ähnlichen  Inhaltes  von  De  Gua, 
von  Euler,  von  Cramer,  ist  nichts  bemerkt. 


117.  Kapitel. 
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Den  Arbeiten,  welche  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  in 
thuulich  elementarster  Weise  behandeln,  schliessen  sich  am  natür- 
lichsten solche  an,  welche  die  Mittel  der  höchsten  Mathematik  der 
damaligen  Zeit  in  den  Dienst  der  Geometrie  stellten,  und  wir  kommen 
so  zu  der  ( S.  773)  für  dieses  Kapitel  in  Aussicht  gestellten  Erzählung 
der  Fortschritte,  welche  aus  dem  im  92.  und  im  100.  Kapitel  ge- 
schilderten Streit  der  Brüder  Jacob  und  Johann  Bernoulli  über 
grösste  und  kleinste  Werthe  hervorgingen-).  Wir  haben  (S.  234 — 235) 
gesehen,  dass  Johann  Bernoulli  zu  Ende  August  1698  die  Lehre 
von  den  kürzesten  Linien  darauf  gründen  wollte,  dass  die  Ebene 
durch  drei  consecutive  Punkte  einer  kürzesten  Linie  senkrecht  zur 
Berührungsebene  an  die  Oberfläche  in  einem  jener  drei  Punkte  stehe, 
und  dass  er  Ende  1728  eine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand 
an  Professor  Klingenstierua  von  üpsala  mitgetheilt  haben  will, 
welche  aber  erst  1742  im  IV.  Baude  der  damals  im  Druck  erschei- 
nenden Gesammtausgabe  von  Johann  BernouUi's  Schriften  mit  anderen 
vorher  noch  nicht  herausgegebenen  Arbeiten  in  die  Oeffentlichkeit  ge- 
langte^). Ueber  diese  Abhandlung  haben  wir  zu  berichten,  vorher 
allerdings  über  Arbeiten  Euler's  und  Clair auf's,  welche  gleichfalls 
höheren  Aufgaben  aus  der  Lehre  von  den  grössten  und  klein.?ten 
Werthen  gewidmet  waren. 


')  Chasles,  AjxrQU  lüst.  153  (deutsch  150).  Poggendorff  I,  574 — 575 
und  932.  -)  F.  Giesel,  Geschichte  der  Variationsrechnung  I.  Theil  (Torgau  1857). 
P.  Stäckel,  Bemerkungen  zur  Geschichte  der  kürzesten  Linien  (Leipzig  1893). 
Abhandlungen  zur  Variationsrechnung  I.  Theil,  herausgegeben  von  P.  Stäckel 
(Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr,  46,  Leipzig  1894). 
')  Job.  Bernoulli    Opera  T.  IV,  108—1-28. 
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Euler  Will-  durch  Johann  Bernoulli  auC  die  Frage  nach  kürzesteu 
rjinien  mit  dem  Bemerken,  er  selbst  besitze  die  allgemeine  Gleichung 
zur  Auffindung  derselben,  hingewiesen  worden.  Darauf  löste  er  eben- 
falls die  Aufgabe  und  legte  seine  Ergebnisse  in  den  Veröffentlichungen 
der  Petersburger  Akademie  für  1728,  welche  aber  erst  1732  im  Drucke 
erechienen,  nieder^).  Er  hatte,  wie  vielleicht  in  Erinnerung  gebracht 
zu  werden  verdient,  bei  Niederschrift  dieser  Abhandlung  JDe  linea 
brevissima  in  superficic  quacunque  duo  quaelibii  puncta  jnngentc  etwa 
das  21.  Lebensjahr  erreicht.  Wohl  könne  man,  sagt  Euler,  eine  mecha- 
nische Auflösung  sofort  erhalten,  wenn  man  einen  Faden  von  einem 
Punkte  der  als  convex  gedachten  Oberfläche  nach  einem  zweiten  Punkte 
straff  anziehe,  aber  schon  bei  einer  concaven  Oberfläche  genüge  dieses 
Verfahren  nicht,  welches  nur  eine  Sehne  der  Oberfläche  liefere,  wenn 
man  den  Faden  nicht  zwinge,  sich  überall  der  Oberfläche  anzuschmiegen, 
und  geometrisch  sei  das  Verfahren  unter  keiner  Bedingung.  Der 
Geometer  müsse  damit  beginnen,  die  Gleichung  einer  Oberfläche  her- 
zustellen, und  dazu  bedürfe  man  dreier  Coordinaten  x.  y,  s,  wie  zwei 
Coordinaten  in  der  Ebene  dazu  dienen,  die  Natur  einer  Curve  in  eine 
Gleichung  zu  kleiden. 

Wir  schalten  hier  ein,  dass  wir  nicht  absichtslos  auf  das  Druck- 
jahr 1732  aufmerksam  gemacht  haben.  Wir  entnehmen  ihm,  dass 
Clairaut,  als  er  1730  seine  Ficchcnlies  sur  les  courhes  d  double  cour- 
hure herausgab,  Euler's  Aufsatz  noch  nicht  keimen  konnte,  wie  Euler 's 
Unabhängigkeit  von  Clairaut  durch  das  Einreichungsjahr  1728  ver- 
bürgt ist. 

Eine  Curve  auf  der  Oberfläche,  fährt  Euler  fort,  könne  man, 
nachdem  die  Flächengleichung  gegeben  sei,  entweder  dadurch  be- 
stimmen, dass  man  einer  der  drei  Coordinaten  einen  festen  Werth 
gebe,  oder  dadurch,  dass  man  sich  eine  zweite  Flächengleichuug  ver- 
schaffe, so  dass  die  Curve  der  Durchschnitt  der  zwei  Oberflächen 
werde.  Endlich  einen  Flächenpunkt  liefere  die  Verleihung  fester 
Werthe  an  zwei  von  den  drei  Coordinaten  der  Flächengleichung  oder 
die  Vereinigung  dreier  Flächengleichungen.  So  läuft  die  Auffindung 
der  kürzesten  Linie  auf  einer  Oberfläche  von  gegebener  Gleichung 
darauf  hinaus,  eine  zweite  Gleichung  zwischen  x,  y,  s  zu  ermitteln, 
was  unter  Zugrundelegung  der  für  die  Auffindung  grösster  und  kleinster 
Werthe  giltigen  Methode  erfolge,  unter  Berücksichtigung  des  Satzes, 
dass  die  Minimaleigenschaft  der  ganzen  Curve  auch  irgendwelchen 
Elementen   der  Curve  zukommen  müsse. 


')  Commentarü  Academiae  Petropolitanae  ad  annum  1728.    T.  III,  110 — 124. 
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Das  war  der  Satz,  welchen  Jacob  BernouUi  1697  aussprach 
(S.  226),  welchen  ebenderselbe  1701  wiederholt  benutzte  (S.  430),  von 
welchem   auch  Johann  Bernoulli  1706  Gebrauch  machte  (S.  437), 

ebenso  wie  die  Bemerkung 
Euler's  über  eine  mechanische 
Lösung  der  Aufgabe  an  Rede- 
wendungen Johann  BernouUi's 
aus  dem  Jahre  1698  ^^S.  233 
—234)  anknüpft. 

Euler  sagt:  Es  mögen 
(Fig.  137)  G  und  H  irgend 
zwei  Punkte  der  Oberfläche  sein, 
deren  Coordinaten^  JB,  BE{=  h), 
EG(  =  c),  und  ADi=  AB-\-2a\ 
I)F{=f),  FH[=fj)  heissen. 
Zwischen  ihnen  liege  der  Punkt 
M  mit  den  Coordinaten  ÄC(=AB-\-a),  CB{=x),  PM{=y). 
Dann  ist  G M=  l/«^  +  {x — If  +  (y — cf,  3IH=ya^-\-  {f—x)^-\-  {g—yf 
und  soll  G il/+  MH=  |/a2+  {x - hy-\- {y - cT-+l/a=+  (/- xf-\- [g - yf 
ein  Minimum  werden,  so  ist  die  Bedingung   dafür  das  Verschwinden 

{x—V)dx-Jr{y—c)dy  (f—x)da;+(ß—y)dy 


seines  Differentials,  d.h. , 

Va'-+{x-b)'-+(,j~cr-       ya'-  +  (J-xy-  +  {g-yY' 

welches  sich  rechtfertigt,  indem  m  als  unendlichnahe  bei  31  gelegen 
und  alsdann  G3I  -\-  3111=  Gm  -\-  wjif  angenommen  wird.  Die  vor- 
hergehende Annahme  BC^CD  =  a  rechtfertigt  sich,  wenn  die 
Punkte  G  und  H  selbst  unendlichnahe  bei  31  auf  der  als  bekannt 
angesehenen  kürzesten  Linie  IK  liegen.  Alsdann  ersetzen  sich  aber 
a,  b,  c,  /',  g  durch  audere  Bezeichnungen.  Es  ist  uämHch  a  =  dt, 
f  =  'V  +  <^x,  g  =  y  +  dy,  h  =  X  —  dx  +  d-x,  c  =  y  —  dij  +  d^y, 
wie  Euler  ohne  weitere  Begründung  hinschreibt.  Ferner  ist,  sagt  er, 
durch    die   Kenntniss  der  IK   auch   die  Kenntniss    des  Verhältnisses 


dx 


<i> 


von  dx  zu  dii  im  Punkte  31  bedingt  als    ,-  =  ^,  und  die  erhaltene 
■'  °  dy        P' 

Gleichung  geht,  wenn  in  den  Zählern  der  darin  vorkommenden  Brüche 

dx  und  (Jg  durch  Q  und  P,  wenn  sodann  a,  h,  c,  f,  g  durch  ihi-e  er- 

Q{dx-d^x)  +  P{dy-d'-y) 


wähnten  Werthe  ersetzt  werden,  über  in 
Qdx+Pdy 


■[/dt''+  idx—d'-xy+{dy—d'yy 
Der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende  Bruch 


Ydt'  -f  dx'-  -f  dif 

ist  dasjenige,  was  aus  dem  rechts  befindlichen  entsteht,  wenn  dx  um 
d-x,  dy  um  d'y  abnimmt,  während  P,  Q,  dt  constant  bleiben,  d.  h. 
die    Gleichung    behauptet,    das    unter    der    Voraussetzung    constanter 
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i\    Q,    'If    gewonnene    Differential    von      ,  —    sei   Null, 

oder  1/rf*' +  «^.^  +  d,= 

1      •  1  •        Qd-x  -\-  Pd-y        dxd-x-\-diid-y      vr  i_        i-  i. 

bezienunorsweise  -^-^ —    „-,==,..  ,   j  ■  i  j  ^-    A eben  dieser  ersten 
="  Qd.v  +  Prf.V  rf''  +  dx-  -\-  dy 

Differentialgleichung  bedarf  man  einer  zweiten,  welche  durch  Differen- 
tiation der  Flächengleichung  als  Pdx  =  Qdy  -\-  BcJt  gewonnen  wird. 
Dass  in  ihr  die  Grössen  P,  Q  vorkommen  müssen,  geht  daraus  hervor, 
dass,  wenn  in  dem  der  kürzesten  Linie  angehörenden  Flächenpunkte  31 
das  Coordinatenstück  f  constant  geworden  ist,  nur  PcLc  =  Qdi/  übrig 
bleiben  kann,  wie  vorher  angenommen  war. 

Will  man  Euler's  Gleichung  auf  ihre  Üebereinstimmung  mit  der 
heute  üblichen  Form  der  Gleichung  der  kürzesten  Linie  prüfen,  welche 

F(x,  if,z)  =  0  als  Flächengleichung  und  ^^  ^  P,  ^^  ^  Q,  ^r^^  =  R 

'  c  X  c  y  c  2 

voraussetzend   P(dyd^2  —  dsd^ij)  -\-  Qidsd^x  —  dxd-s)  -\-  E{dxd'-ij 

—  dl/  (Px)  =  0  lautet,  so  ist  zu  beachten,  dass  bei  Euler  t  steht,  wo 
wir  heute  z,  und  —  P,  wo  wir  heute  P  schreiben,  dass  er  ferner  dt 
(beziehungsweise  dz)  als  constant  betrachtet,  wodurch  d-2  =  0  wird. 
Die  heutige  Gleichung  verwandelt  sich  dadurch  in  PdtiPy -\-  Qdtd-^x 
-\-  Pydxd-y  —  dycPx)  =  0.  Vervielfacht  man  sie  mit  dt,  so  nimmt 
sie  die  Gestalt  an  [Pd-y  -\-  Qd-x)dt'^  +  Rdt(dxd--y  —  dy d-x)  =  0 
oder     (Pd'y  +  Qd-x)dt-  =  (Qdy  —  Pdx)\dxd-y  —  dyd.i)  = 

—  PcPydx-  —  Qd^'xdy'  -\-.dxdy{Pd'-x  +  Qd'xj)  —  Pdhjdf^  — 

Q(Pxax-  +  Pd'ydy"  +  Qd'xdx^     oder     endlich    ^Jf^^y-  = 
dxd'-x  +  dyd'-,j      .     ^  .   j,^ 
dt'-j-dx-  -{-dij- 

Die  weitere  Fortsetzung  des  Aufsatzes  wendet  die  bisher  allgemein 
gehaltenen  Betrachtungen  auf  besondere  Oberflächen  an. 

Von  viel  gi-össerer  Tragweite  waren  die  Ergebnisse  des  um  vier 
Jahre  späteren  Aufsatzes  Problematis  isoperimeirici  in  latissimo  sensu 
accepti  soltdio  generalis^).  Euler  wusste  hier,  unter  dem  Titel  einer 
allgemeinen  Auflösung  des  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  gefassteu 
isoperimetrischen  Problems,  alle  auf  die  Auffindung  grösster  oder 
kleinster  Werthe  gerichteten  Aufgaben  in  ein  System  von  Classen  zu 
bringen,  welche  die  Art  ihrer  Behandlung  sofort  von  selbst  enthüllen. 

1.  SoUe  eine  Cui've  bestimmt  werden,  welche  eine  Eigenschaft  A 
im  grössten  oder  kleinsten  Maasse  besitze,  so  müsse  man  zwei  an- 
einanderstossende  Curvenelemente  in  Betrachtung  ziehen. 

')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annos  1732  et  1733.  T  VI, 
123—155. 
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2.  Sülle  eine  die  Eigenschaft  Ä  besitzende  Curve  bestimmt  werden, 
welche  ausserdem  die  Eigenschaft  B  im  grössten  oder  kleinsten  Maasse 
besitze,  so  müsse  man  drei  aneinanderstossende  Elemente  in  Be- 
trachtung ziehen. 

3.  Solle  eine  die  Eigenschaften  A  und  B  besitzende  Curve  be- 
stimmt werden,  welche  ausserdem  eine  Eigenschaft  C  im  grössten 
oder  kleinsten  Maasse  besitze,  so  müsse  man  vier  aneinanderstossende 
Curvenelemente  in  Betrachtung  ziehen  u.  s.  w. 

4.  Solle  man  also  eine  mit  n  Eigenschaften  bereits  versehene 
Curve  so  bestimmen,  dass  sie  eine  («  -|-  1)'"  Eigenschaft  im  grössten 
oder  kleinsten  Maasse  besitze,  so  müsse  man  n-\-2  aneinanderstossende 
Curvenelemente  in  Betrachtung  ziehen. 

Euler  erkennt  ferner  die  Vertauschbarkeit  der  Bedingungen  in 
dem  Sinne,  dass,  wenn  von  n  -{-  1  geometrischen  Thatsachen  ii  der 
Curve  bereits  anhaften,  die  (n  -j-  1)'"  im  grössten  oder  kleinsten  Maasse 
erzielt  werden  soll,  jede  der  n  -j-  1  Eigenschaften  als  die  (n  -\-  1)'*' 
gewählt  werden  darf,  ohne  den  Classencharakter  der  Aufgabe  zu  ver- 
ändern. Als  Princip  gilt  ihm^),  dass  die  Maximal-  oder  Minimal- 
eigenschaft der  ganzen  Curve  jedem  ihrer  Theile  innewohnen  müsse. 
Als  Regel  schreibt  er  vor'''),  dass  man  von  der  Curve,  welche  bereits 
als  gefunden  gedacht  werde,  zu  einer  nächsten  Lage  derselben  über- 
gehen und  dann  die  bedungene  Eigenschaft  als  noch  bestehend  in 
Rechnung  bringen  solle.  Dann  giebt  er  genauere  Vorschriften  für 
die  Aufgaben  der  aufeinanderfolgenden  Classen,  jedem  Kenner  sein 
Studium     der    Jacob     Bernoulli'schen    Abhandlung    vom    Mai    1697 

(S.  226,  Fig.  41)  sofort  enthüllend. 

In  der  ersten  Aufgabeuclasse  ist 
(Fig.  138)  aßc  die  neue  Lage  der  früheren 
Curve  abc,  in  welche  der  Uebergang  so 
stattfindet,  dass  das  Curvenelement  ab  zu 
aß  wird  und  um  ßm  zunimmt,  während 
das  Curvenelement  bc  zu  ßc  wird  und 
um  bn  abnimmt;  eine  Zunahme  (Abnahme) 
um  das  Stück  bß  hat  auch  hM(cN)  er- 
litten.     Nun    ist    A  ßb  m  ~  b a 31    und 


Fig.  138. 


Aßbn  '^  bcN  und  deshalb  ßin  = 


bM  ■  bß 

ab 


.       ,  cN-bß 

sowie    bn  = ,—^ 

cb 


sodass    alle    Vei'änderungen    auf    bß    zurück- 
geführt erscheinen.     Als  Beispiel   wird   die  Aufgabe^)  behandelt,  die- 


')  Gmnmentarii  Äcademiae  Petropolüanae  ad  annos  1732  et  1733.    T.  VI, 
128.         ')  Ebenda  T.  VI,  129.         =)  Ebenda  T.  VI,  129—130 
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OA'bMbß        OB"cNbß      , 

zu  T = i oder  zu 

ab  CO 


ji'uige  Curve  zu  findeu,  für  welche  j.v"(ls  eiu  Miuimuta  sei.  Das 
findet  statt,  wenu  jedes  Element  des  Integrals  ein  Minimum  ist,  also 
auch  Oä"  ■  all  und  OB"  ■  hc,  sowie  deren  Summe.  Der  Summe 
OA"  ■  ah -\-  OB"hc  entspricht  in  der  Neulage  OA"-aß-\-  OB"-ßc, 
und  Gleichsetzung  der  Summen  führt  zu    OA"  ■  ßm  =  OB"  •  hn  oder 

OA"  ■  bM       OB"  ■  cN     T^ 

j = i Der 

ah  cb 

Ausdruck  rechts  ist  das,  was  aus  dem  Ausdrucke  links  wird,  weun 
die  denselben  bildenden  Strecken  sich  je  um  ihr  DüFerenti.il  ver- 
ändern.     Die    Gleichung    besagt    also,    dass    das    Differential    von 

OA'bM  1.     ■    j      1,     •  1,  •        j  ()A"bM    ■       n       i     i. 

r verschwmde,  beziehungsweise  dass   ; eme  konstante 

ab  !  o  ^i 

sei,  welche  man  dui'ch  a"  bezeichnen  darf.  Dabei  ist  OA  =  x, 
hM  =  ily,  ah  ^=  ds,  folglich  '—~  =  a"  die  Differentialgleichung  der 
gesuchten  Curve.  Wäre  die  Bedigung  allgemeiner  die  gewesen,  es  soll 
j  Fds  eiu  Minimum  sein,  wo  P  irgend  eine  Function  von  x  bezeich- 
net, so  hiesse  die  Difierentialgleichung  der  gesuchten  Curve  Pdy  = 
Aäs,  wo  A  eine  Constante  ist. 

Bei  der  zweiten  Aufgabenclasse  bildet  sich  (Fig.  139)  die  neue 
Lage  aßyd  der  als  bekannt  ge- 
dachten Curve  ah  cd  in  der  Weise  ^), 
dass  OA  =  X,  Aa  =  y,  oa  =  s, 
AB  =  BC  =  CD==  dx,  hM=  dij, 
ah  =  ds,  cN  ^  dy  -\-  dry,  hc^ds 
+  (Ps,  dP  ^dy  +  2d'y  +  dh,, 
cd  =  ds  -}-  2d-s  -f-  d^s  war,  und 
dass  aß  =  ab  -\-  mß,  ßy  =  hc  — 
hyi,  —  VC,  yd  =  cd  -f-  yn,  Mß  = 
Mh  -\-  hß,  Ny  =  Nc  —  hß  —  cy 
wird,   und   auch   Pd  ist  gegen    das 


frühere     Pd     um     cy     gewachsen. 

Dreiecksähnlichkeiten    fordern    ßm  = ;--^, 

'^  ab     ' 


Pig.  139. 


,  cN  ■  bß 

'^  ab       ' 


cv 


cN  ■  cf 


yn 


dP  ■  cy 


Zwei    Bedingungen    sollen    erfüllt    werden. 


cb      '  •  CO 

führen  mithin  zu  zwei  Gleichungen,  in  welchen  nach  den  erforder- 
lichen Einsetzungen  hß  und  cy  im  ersten  Grade  hervortreten,  so  dass 
die  Gleichungen  die  Form  haben  P  hß  —  Q  ■  cy  =  (),  11  •  hß  — 
S.ay  =  0.  Meistentheils,  fährt  Euler  fort-),  ist  dabei  Q==P-{-dP, 
S  =  R  -{-  dB;  haben  aber  die  Grössen  P,  Q  und  R,  S  diese  formelle 

')  Commentarii  Acculemiae  Petropolitanae  ad  annus  1732   et  1733.     T.  VI, 
X32— 134.        »)  Ebenda  T.  VI,  134. 
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Eigenschaft  nicht,  so  könneu  sie  dieselbe  immer  erhalten,  indem 
man  die  Gleichungen  mit  einem  Factor  vervielfacht  oder  durch  einen 
Divisor  theilt^). 

Bleiben  wir  einen  Augenblick  bei  dieser  Aeusserung  stehen.  Sie 
sagt  nichts  Anderes  als  dass  Q  —  P,  und  genau  das  Gleiche  gilt  für 
S  —  B,  ein  vollständiges  Differential  sei,  beziehungsweise  dass  diese 
Behauptung  immer  für  M(Q — P)  Geltung  habe,  wo  J/ irgend  einen 
Factor  bezeichnet,  der  im  einfachsten  Falle  die  Einheit  ist.  Euler 
muss  also  damals  das  Vorhandensein  des  iutegrirenden  Factors 
bereits  erkannt  haben,  von  welchem  allerdings  ein  ganz  besonderer 
Fall  schon  bei  Johann  Bernoulli  (S.  218)  Anwendung  fand.  Wir 
haben  (S.  734)  zum  voraus  auf  diese  Stelle  verwiesen. 

Sei  nun  der  einfachste  Fall  31  =  1  als  vorhanden  gedacht,  und 
dividirt     man     die     Gleichungen     P  ■  hß  =  (P -\- dP)cy,     P-hß  = 

(P  -|-  (lE)cy  durch  einander,  so  entsteht  ^^  =  „  J^  „  und  daraus 
leicht  -p-  =  -j^ ,  woraus  durch  Integration  P-{-aIl  =  0  folgt,  worin 

a  eine  Integrationsconstante  ist.  Die  Aufgabe  ist  aber  damit  auf  die 
der  Auffindung  der  Functionen  P  und  P  zurückgeführt,  und  ist  diese 
gelungen,  so  ist  ein  maschinales  Hinschreiben  der  Endgleichung  er- 
möglicht. Euler  führt  specielle  Annahmen  für  die  in  der  Einleitung 
(S.  820)  als  Ä  und  B  bezeichneten  Eigenschaften  ein,  d.  h.  er  wählt 
gewisse  Integrale,  von  denen  das  eine  constant  bleiben,  das  andere 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werden  soll,  und  zeigt  wie  unter 
dieser  Voraussetzung  P  und  P  ausfallen.  Soll  etwa  die  ebene  Curve 
gesucht  werden-),  welche  bei  gleichem  Umfange  die  grösste  Fläche 
umschliesst,  so  ist  A  =  fy  dx,  B  ^Jds.  Euler  findet  P  =  (/.*:  und 
P  =  dq,  wo  q  eine  Abkürzung  für  -r^  ist^).  Die  gesuchte  Differen- 
tialgleichung  heisst    demnach    dx  =  adq   und   nach    der    Integrirung 

du  (C  (iic  ... 

X  ^aq  =  a  -—  oder  di/  =  ,  welche  neuerdings  integnrt  zu 

"S  ■  >'o'  —  X- 

^'  "f"  ir  =  «^  führt. 

Bei    der    dritten    Aufgabenclasse    werden    an    einer   den    vorigen 

Figuren   im   Ganzen   ähnlichen   und   nur    durch    die   Berücksichtigung 

von    vier   Curveuelementen   von    ihnen   abweichenden    Zeichnung   und 

mit  gleichfalls  im  Ganzen  ähnlichen  Schlüssen  drei   Gleichungen  ei'- 

mittelt*),  deren  jede  die  Fonn  P  ■  hß  —  Q  ■  cy  +  P  •  dÖ  =  0  besitzt. 


')  Si  vero  huiusmodi  formam   n<m  habuerint  poterunt  semper  multiplicando 
vel  diviäendo  ueqimiiunes  ad  talem  reduci.  -)  Commenturii  Acadeiiiiae.  Pefro- 

poUtanae  ad  aniws  173-i  et  1733.  T.  VI,  143.       ")  Ebenda  T.  VI,  142.       ')  Ebenda 
T.  VI,  uy. 
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zwischen  welchen  alsdann  hß,  cy,  dS  sich  elimiuireu,  so  dass  eine 
Endjj;li'ichung  P -(-  mp  +  «n;  =  (•  entsteht,  innerhalb  deren  »i  und  )i 
willkürliche  Coustanten  siud,  hervorgegangen  aus  zwei  nach  einander 
vollzogenen  Integrationen. 

Euler's  Aufsatz  war  noch  nicht  gedruckt,  da  reichte  Clairaut 
1733  der  Pariser  Akademie  eine  Arbeit  über  einige  Maximal-  und 
Minimalaufgaben,  Sur  quelques  quesfions  de  maximis  et  )ninimis^\  ein. 
Die  Aufgaben,  welche  er  ei-wähnt,  sind  ungemein  sinnreich  erdacht, 
z.  B.  diejenige,  welche  verlaugt,  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  den 
Weg  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  der  Ai-t  zu  vollziehen,  dass 
der  auf  diesem  Wege  sich  Befindende  die  geringstmögliche  Einwirkung 
von  mehreren  Kräften  empfinde,  welche  selbst  auf  der  Fläche  ihre 
Wirkungsmittelpunkte  besitzen  und  jede  von  dem  ihrigen  aus  nach 
irgend  einem  bekannten  Gesetze  sich  äussern.  lusbesoudere  behandelt 
alsdann  Clairaut  die  Aufgabe:  Auf  einer  durch  ihre  Gleichung  nach 
X,  ij,  z  gegebenen  Oberfläche  eine  Curve  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  /'  und  (j  zu  zeichnen,  so  dass  für  die  Ausdehnung  der  Curve 
fGg  das  Integral  j  Xds  einen  constanten  Werth  besitze,  das  Integral 
IX-ds  dagegen  ein  Minimum  werde ^).  Dabei  bedeuten  X  und  X' 
irgend  welche  Functionen  von  x,  y,  z,  also  X"  nicht  etwa  das 
Quadrat  von  X.  Auch  Clairaut  benutzt  di-ei  consecutive  Curven- 
elemente^)  GH,  HJ,  JK  und  sucht  .sie  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
X  und  X-  in  H  die  Werthe  Y,  Y'-,  in  J  die  Werthe  Z,  Z-  annehmen, 
X  •  GH-^  Y-  ffJ-\-  ZJK  constant  und  X-  •  GH -\-  Y-  ■  HJ -\- 
Z-  ■  JK  ein  Minimum  werde.  Ein  wesentlich  neuer  Gedanke  ist  zu 
dem,  was  man  schon  längere  Zeit  wusste,  nicht  hinzugetreten. 

Ausserdem  hat  Clairaut  in  dem  gleichen  Jahre  1733  einen 
wenigstens  zum  Theil  hierher  gehörenden  Aufsatz  über  die  Gestalt 
der  Erde  veröffentlicht*),  welchem  er  1739  eine  Fortsetzung  folgen 
liess*).  Beide  Aufsätze  hängen  mit  den  Gradmessungeu  \n  Lappland 
und  in  Peru  zusammen,  an  deren  ersterer  Clairaut  theilnahm.  In  dem 
Aufsatze  von  1733  bewies  Clairaut  den  Satz,  dass  bei  jeder  kürzesten 
Linie  auf  einer  Umdrehungsfläche  das  Product  aus  dem  Radius  des 
Parallelkreises,  dem  einer  ihrer  Punkte  angehört,  in  den  Sinus  des 
Winkels,  den  ihre  ebendort  gezogene  Berühi-uugsliuie  mit  dem  Meri- 
diane  bildet,  einen  constanten  Werth  besitzt;  in  der  Fortsetzung  von 

')  Histoire  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris.  Annee  1733  pag.  186 — 194. 
')  Ebenda  pag.  188.  *)  Ebenda  pag.  189:  Soient  GH,  HJ,  JK  trois  cütes 

consecutifs  de  la  courhe  cherchee.  *j  Ebenda:  Determination  geometrique  de  la 
perpeiidiculaire  ä  la  meridientK  traee'e  pur  M.  Cassini  avec  plusieurs  methodes 
d'en  tirer  la  grandeur  et  la  figure  de  la  terre.  '')  Ebenda.  Annee  1739:  Suite 

du  memoire  de  1733. 
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1739  sind  die  kürzesten  Linien  auf  wenig  von  der  Kugelgestalt  ab- 
weichenden Umdrehungsellipsoiden  mit  Hilfe  von  Reihen,  die  nach 
Potenzen  der  Excentricität  forischreiten,  näheriiugsweise  bestimmt. 

Wollen  wir  die  der  Zeitfolge  nach  sich  hier  anschliessenden 
Arbeiten  Euler's,  dessen  Interesse  an  verwickeiteren  Maximal-  und 
Minimalaufgaben  1732  keineswegs  erschöpft  war,  besprechen,  so 
fordert  der  Zusammenhang,  dass  wir  rückgreifend  einen  älteren  Auf- 
satz kurz  erwähnen.  Euler  hatte  1726  iu  den  A.  E.  einen  Aufsatz 
über  die  Isochrone  im  widerstehenden  Mittel  veröffentlicht,  und  dabei 
gelegentlich  die  Aufgabe  gestellt^):  Die  Brachystochrone  im  wider- 
stehenden Mittel  unter  der  Voraussetzung  einer  gleichmässig  wirken- 
den Schwerkraft  zu  finden.  Hermann  gab  1727  eine  Auflösuncr 
dieser  Aufgabe-)  in  einem  ausserdem  noch  mannigfache  mecha- 
nische Fragen  behandelnden  Aufsatze  und  kam  darin  auf  Irrwege, 
welche  ihn  zu  einem  anderen  Ergebnisse  führten  als  Euler  erlangt 
hatte.  Euler  machte  ihn  brieflich  darauf  aufmerksam  und  erhielt 
von  Hermann  die  Antwort,  er  sei  selbst  an  seiner  Untersuchung 
zweifelhaft  geworden  und  behalte  sich  vor,  die  Frage  neuerdings  zu 
prüfen.  Bevor  ihm  dieses  möglich  war,  starb  Hermann  im  Juli  1733, 
und  nun  glaubte  Euler  es  dem  Andenken  des  verstorbenen  Freundes 
schuldig  zu  sein,  den  Sachverhalt  so,  wie  wir  es  ihm  folgend  gethau 
haben,  zu  schildern,  damit  man  Hermann  nicht  später  einmal  be- 
schuldige, Unrichtiges  veröffentlicht  zu  haben,  ohne  jemals  seinen 
Irrthum  eingesehen  zu  haben.  Zugleich  theilte  Euler  seine  eigene 
Auflösung  mit"),  und  es  kennzeichnet  die  für  die  damalige  Zeit  noch 
unbesiegbare  Schwierigkeit  der  Aufgabe,  dass  auch  Euler 's  Behand- 
lung  als  eine  verfehlte  bezeichnet  werden  muss,  was  Daniel  Ber- 
noulli  in  einem  Briefe  vom  12.  September  1736'')  (also  bevor  der 
betreffende  Band  der  Petersburger  Abhandlungen  1740  in  die  Oeffent- 
lichkeit  gelangte)  Euler  selbst  gegenüber  aussprach. 

In  eben  diesem  Jahi-e  1736  erschien  Euler's  erstes  umfang- 
reiches Werk,  seine  Mcclianica  sive  niotus  scieiitia  annlyfice  c.iposifa. 
Wie  wir,  um  uns  nicht  allzuweit  von  der  reinen  Mathematik  zu  ent- 
fernen, Hermann 's  Phoronomie  von  1716  nur  im  Vorübergehen 
(S.  216)  genannt  haben,  wie  wir  auch  auf  Daniel  Bernoulli's 
Hydrodynamik  von  1738  keine  Rücksicht  zu  nehmen  gedenken,  so 
werden  wir  uns  versagen  müssen  ausführlich  über  Euler's  Mechanik 
zu  berichten.    Was  indessen  in  ihrem  IL  Theile  in  nächster  Beziehung 


')  A.  E.    1726  pag.  3G3.  -)   Commentarü  Äcademiae  PetropoUtanae  ad 

annum    1727.    T.   11,  13'Jsqq.  ^)  Ebenda   1733   et  1734,    T.  VII,    135—149. 

')  Coi-res2>.  matlt.  (Fuss)  II,  434. 
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zu  den  in  diesem  Kapitel  behandelten  Fragen  steht,  dürfen  wir  nicht 
übergehen. 

Schon  in  der  Vorrede  zum  II.  Theile  der  Mechanik')  sagt  Euler: 
Ich  habe  bewiesen,  dass  ein  durch  keine  Kräfte  angetriebener  Köri)er 
sowohl  auf  einer  gegebenen  Linie  als  auch  auf  einer  gegebenen  Ober- 
fläche sich  gleichförmig  bewegen  müsse;  dass  aber  auf  der  letzteren 
der  Weg  des  Körpers  die  küi-zeste  Linie  sein  werde,  welche  auf  dieser 
Oberfläche  gezogen  werden  kann. 

Gleich  im  1.  Kapitel  von  der  uichtfreien  Bewegung  im  Allge- 
meinen ist  der  8.  und  9.  Satz-)  dazu  bestimmt,  die  in  der  Vorrede 
ausgesprochene  Behauptung  zu  i-echtfertigen.  Der  8.  Satz  hat  fol- 
genden Inhalt.  Sei  (Fig.  140)  auf  der  Ober- 
fläche ABC  ein  Weg  DM  durch  einen  be- 
wegten Körper  durchlaufen.  An  und  für 
sich  hätte  der  Körper  alsdann  die  Neigung, 
sich  in  der  Tangentialrichtung  3I)i  zur  seit- 
herigen Bahn  weiter  zu  bewecfen,  wenn  dem 
nicht  der  Zwang  auf  der  Oberfläche  zu 
bleiben  entgegenstünde.  Um  die  thatsäch- 
liche  Bahn  der  Fortbewegung  des  Körpers 
zu  ermitteln,  zerlegt  man  das  in  einem 
Zeitelemente  zu  durchlaufende  Wegelement 
Mn  in  zwei  Componenten,  in  die  zur  Oberfläche  senkrechte  ntii 
und  in  die  der  Oberfläche  selbst  ano-ehörende  Mm.  Die  Bewesungf 
nni  wird  durch  den  genannten  Zwang  aufgehoben,  die  Bewegung  3Im 
wird  durch  jenen  Zwang  nicht  verändert  und  bleibt  die  eigentliche 
Bahn  des  Körpers.  Die  Ebene  Mmn  auch  nach  rückwärts  in  der 
Richtung  der  MD  fortgesetzt,  enthält  die  zur  Obei-fläche  senkrechte 
nm,  ist  also  selbst  senkrecht  zu  dem  als  Ebene  aufzufassenden  Flächen- 
element, die  Bewegungsbahn  hat  also  che  Eigenschaft,  dass  die  Ebene, 
in  welcher  zwei  beliebige  zusammenhängende  Elemente  derselben 
liegen,  normal  zur  Oberfläche  steht.  Das  ist  die  Eigenschaft  der 
kürzesten  Linie,  welche  Johann  Bernoulli  schon  1G98  kannte 
(S.  234),  welche  aber,  da  dessen  Briefwechsel  mit  Leibniz  erst  1745 
im  Drucke  erschien,  1736  für  die  Oefi'entlichkeit  noch  neu  war. 
Euler  dürfte  sie  selbständig  erkannt  haben  und  musste  sie  beweisen. 
Das  that  er  im  9.  Satze.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Cui-ve 
DMm  liegt  in  der  durch  zwei  zusammenhängende  Curs'enelemente 
bestimmten   Ebene   und   fällt   deshalb   in    die    Richtung   der   Flächen- 


Fig.  140. 


MO 


')  Euler's  Mechanik   (deutsch  von   J.  Pb.  Wolfers)  II,  3. 
II,  24—29. 

Cahtor,  Geschichte  der  Mathematik.   III,  3.  53 
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normale  MO,  während  er  zugleich  senkrecht  zur  Curve  DMm  ist. 
Es  war  also  einestheils  der  Ki-ümmungshalbmesser  einer  beliebigen 
Flächeucurve  im  Punkte  71/,  anderentheils  die  Flächennormale  in 
ebendemselben  Punkte  M  zu  ermitteln  und  alsdann  die  Frage  zu  be- 
antworten, unter  welcher  Bedingung  beide  Richtungen  zusammenfallen. 
Die  Antwort  bringt  Euler  in  die  Gestalt  einer  Differentialgleichung, 
welche  genau  ebendieselbe  ist,  die  er  im  III.  Bande  der  Petersburger 
Commentarien,  auf  den  er  sich  ausdrücklich  bezieht,  als  Gleichung 
der  kürzesten  Linie  (S.  819)  gefunden  hatte.  Soweit  war  Doppeltes 
erreicht:  es  war  gezeigt,  dass  die  Bewegnngsbahu  eines  zum  Ver- 
bleiben auf  einer  Oberfläche  genöthigten  Körpers  eine  kürzeste  Linie 
sei,  es  war  die  geometrische  Haupteigenschaft  der  küi-zesten  Linien 
entdeckt,  nachentdeckt,  wie  wir  sagen  müssen,  da  Johann  Bernoulli's 
Vorrecht  durch  seinen  vorerwähnten  Briefwechsel  gesichert  ist. 

Ein  Zusatz  zum  8.  Satze M  sagt:  Ein  auf  der  Oberfläche  ausge- 
spannter Faden  bezeichnet  die  kürzeste  Linie,  und  daher  wird  der- 
selbe zugleich  den  Weg  angeben,  auf  welchem  der  Köi-per  an  der 
Oberfläche  fortgeht.  Vielleicht  darf  man  annehmen.  Euler  sei  ziem- 
lich gleichzeitig  auf  Satz  8  und  auf  diesen  Zusatz  gestossen,  der  ihn 
dann  veranlasste,  in  Satz  9  den  Nachweis  des  Besitzes  der  Eigenschaft 
des  Satzes  8  für  die  kürzesten  Linien  zu  liefern.  Hat  man  doch  auch 
für  Johann  Bernoulli  die  Entdeckung  eben  jener  Eigenschaft  der 
kürzesten  Linien  mit  mechanischen  Untersuchungen,  nämlich  mit  der 
Aufsuchung  der  Kettenlinie,  in  Verbindung  zu  bringen  gewusst-j. 

Im  4.  Kapitel,  von  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  ge- 
gebenen Oberfläche^),  ist  wiederholt  von  kürzesten  Linien  die  Rede, 
ist  wiederholt  auf  die  Abhandlung  von  1728  Bezug  genommen.  Wir 
begnügen  uns  damit,  dieses  zu  bemerken  und  zu  gleicher  Zeit  dai-auf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  Euler  schon  hier  eine  voUe  Beherrschung 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  an  den  Tag  legte,  wenn  auch 
die  im  Anhange  zum  II.  Bande  der  Introductio  zusammengestellten 
Entdeckungen  noch  fehlten,  vielleicht  auch  nur  noch  nicht  zum  Aus- 
spruche kamen,  weil  keine  Gelegenheit  dazu  vorlag. 

In  dem  Erscheinungsjahre  1736  der  Mechanik  legte  Euler  der 
Petersburger  Akademie  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel  Curvarmn 
maximi  onbümivc  i)roprictate  gaudentium  inventio  nova  et  facilis^)  vor. 


')  Euler's  Mechanik  (deutsch  von  J.  Ph.  Wolfers)  II,  25,  Zusatz  2. 
')  P.  Stäckel,  Berichte  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Leipzig  vom  3.  Juli  1893.    S.  447—448.  ^  Euler's  Mechanik  (deutsch 

von  .T.  Ph.  Wolfers)  II,  419— 4G0.        *)  Commentarii  Academiae  Petropolitanae 
ad  unmtiii  1736.    T.  VIII,  159-190. 
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Die  Bedeutung  dieser  neuen  und  leichten  Auffindung  von  mit  Maximal- 
oder Miuimaleigeuscliat'ten  versehenen  Curveu  ist  schon  aus  folgendem 
ihrer  Einleitung  entnommenen  S.atze  ersichtlich:  „Ich  bin  jüngst  auf 
derartige  Fragen  gestossen,  zu  deren  Erledigung  die  früher  von  mir 
aufgestellten  Formeln  nicht  genügten,  so  dass  ich  mich  geuöthigt  sah, 
neue  weitere  Aussichten  eröffnende  Formeln  zu  betrachten  und  für 
sie  zur  Auflösung  der  Aufgabe  geeignete  Werthe  zu  suchen."  Er 
will  also  die  24  früher  betrachteten  Einzelformehi  (S.  822)  zunächst 
durch  eine  einzige  ersetzen  und  dann  früher  uoch  Unberücksichtigtes 
erledigen.  Euler  bedient  sich  dabei  römischer  Zahlzeichen  als  Stellen- 
Zeiger,  welche  über  den  Buchstaben  angebracht  andeuten  sollen,  dass 
von  einem  Raumpunkte  zu  einem  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Consecutiv- 
punkte  übergegangen  sei,  für  welche  die  mit  dem  Stellenzeiger  ver- 
sehenen   Buchstaben    das    Gleiche    bedeuten,    wie    die    nichtindicirten 

1 
Buchstaben  für  den  ursprünglichen  Punkt.     Demnach  ist  y  =  y  -\-  <hj, 
n  I  n 

?/  =  ?/  +  -<^!l  +  (f'lh     '^!l  =  ''.'/  +  *^^^1/)     '^y  =  '^y  4"  2f7-_?/  -\-  d"'y, 

iT-y  =  d'-y  -j-  rf''y,  Q  ^  Q  -\-  dQ  u.  s.  w.  Ferner  bedeutet  p  die  erste 
Ableitung  von  y  nach  ,r,  s  die  Bogenlänge,  so  dass  dy=^pdx, 
ds  =  ]/l  -\-  p^dx  ist,  wobei  da'  als  constant  gilt.  Stellt  nuu 
jQd.v  das  Integral  vor,  von  welchem  gewünscht  wird,  dass  es  eine 
Maximal-  oder  Minimaleigenschaft  erhalte,  und  ist  Q  eine  Function 
von  s,  y,  u;  p,  so  wird  dQ  =  Lds  -\-  Mdy  -\-  Ndx  -j-  Vd2),  oder  mit 

anderen    Worten:    es    ist    ^S  =  L,    P  =  üf ,    l^  =  N,    ^  =  V. 

CS  cy  'ex  '     rp 

Das    auf  das    einzelne  Element  ah  der   gesuchten    Curve  bezügliche 

I 
Qdx   wird    in   dem   consecutiven   Elemente  hc  zu  Qd.c,   und    für   die 

I 
beiden  Curvenelemente  ah  -\-  hc  zusammen  findet  Qdx  -j-  Qdx  statt. 

Bei    einer    benachbarten    Curve,    welche    zwischen    a    und    c    einen 

Zwischenpunkt  ß  besitzt,  bringt  der  Uebergang  von  ah  nach  aß  nur 

die  Veränderung  von  p  in  p  -\-  ,     zu  Staude,  während  die  dem  Punkte 

a  entsprechenden  x,  y,  s   unverändert  bleiben,   daher   ist  hier  dQdx 

=  V-hß.     Der   Uebergang   von   hc   nach   ßc  dagegen   verlangt,   dass 

I  III         I  ^        ]      I  li     ^        1  li 

in  Q  die  Grössen  y,  s,  p  in  y  -{-  hß,  s  -\-  '^ ^ ,    -,  p  —  J  übergehen, 

I  r  I  I  II  I  111 

und    dadurch    wird   dQdx  =  [Lds  +  31  dy  +  Ndx  +  Vdi)}  dx  = 

L  ^^-^—  +  ^^^'-f  •  >^ß  —  V  ■  hß.     Der  Unterschied  zwischen  den 

Ausdi-ücken,   welche    der   Elementensumme  uh  -\-  hc   und    derjenigen 

53* 
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iß  oder 


F+  ^l^y  +  Mdx 


aß  -\-  ßc  entsprecheu,  ist  daher 

__L?LJ^  _|_  ^(jji;  _  (fY   iß^    und    da    derselbe    =  P    bß    sein    und 

P=0   die    Curvengleichuug   darstellen   soll,    so   heisst   eben   diese') 
I  I 

Ldxdy  -\-  M dx  ds  =  ds  dV,  wo  alsdann  die  Indicining  von  L  und  M 

weggelassen  ist.  Euler  zeigt  die  Anwendung  dieser  Formel  an  Bei- 
spielen, auch   au  solchen,  deren  Maximal-  beziehungsweise  Miuimal- 

eigenschaft  sich  nicht  auf  ein  einfaches  Integral/ (^(^a',  sondern  auf  ein 
Doppeliutegral  jQdx  jRdx  bezieht-),  und  wo  das  gelehrte  Verfahren 
weniger  einfache,  aber  doch  dem  Grundgedanken  nach  ganz  ähnliche 
Ergebnisse  zu  Tage  fördert. 

Wesentlich  anderer  Natur  wird  aber  die  Aufgabe,  wenn  die 
Function  ausser  x,  y,  s  und  deren  erste  Diiferentiale  auch  zweite 
Differentiale  in  sich  schliesst')  und  vier  Curvenelemente  der  Be- 
ti-achtung  zu  unterziehen  sind.  Euler  fügt  seinen  bisherigen  Be- 
zeichnungen noch  r  für  die  zweite  Ableitung  von  y  nach  ,(■  bei,  setzt 

also   fp«  =  r  ■  dx'    und   d'S  =  -, ,   und  nimmt  — '-  =  W  au.    lu 

1/1+7?'  er 

diesem  Falle  ei-hält  er  die  Curvengleichuug*):  d^W — dV ■  dx -\- 
-j ^  -(-  Jf  •  dx-  =  0,  und  unter  den  Beispielen  für  diese  An- 
nahme ist  die  berichtigte  Herleitung  der  Brachistochrone  im  wider- 
stehenden Mittel  zu  finden^).  Im  noch  allgemeineren  Falle,  dass 
wieder  ein  Doppelintegral  in  Frage  komme,  führt  die  Darstellung 
von  P  zu  einer  äusserst  verwickelten  Exponentialgrösse''). 

Gegen  Ende  der  Abhandlung  kommt  Euler  zu  dem  wichtigsten 
Ergebnisse  von  der  Unrichtigkeit  von  Jacob  Bernoulli's  Vor- 
aussetzung, von  welcher  er  selbst,  wie  alle  seine  Vorgänger,  bis 
zu  diesem  Zeitpunkte  unbedenklich  ausgegangen  war.  Wenn,  sagt 
er'),  unter  allen  die  Punkte  o  und  z  verbindenden  Curven  eine  be- 
stimmt werden  soll,  bei  welcher  die  bedingende  Function  Q  weder  s 
noch  ein  Integral  einschliesst,  dann  wird  die  Curve  oz  die  betreifende 
Bedingung  erfüUen,  insofern  jedes  ihrer  Elemente  oa  die  gleiche 
Eigenschaft  besitzt;  hängt  dagegen  Q  von  s  oder  von  einem  Integrale 
ab,  so  kann  die  Curve  oz  die  Grösse  jQdx  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  auch  ohne  dass  irgend  eines  ihrer  Elemente  der 
gleichen  Eigenschaft  theilhaftig  wäre. 

')  Commentarii  Academiae  Fetropolitunae  ad  annum  173G.  T.  VIII,  KU. 
-)  Ebenda  Vm,  165.  =)  Ebenda  Vm,  1G7.  ••)  Ebenda  YIU,  169.  ')  Ebenda 
\TII,  172—174  und  180—181.  ")  Ebenda  VIII,  184.  ')  Ebenda  VIII,  188. 
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Man  begreift,  dass  Johann  BernouUi,  auch  wenn  sein  Charakter 
ein  anderer  gewesen  wäre,  und  wenn  er  nicht  so  eifersüchtig  darüber 
sre wacht  hätte,  dass  ihm  der  Ruhm  seiner  unleuofbar  ausserordeut- 
licheu  Verdienste  nicht  vorenthdteu  bliebe,  nur  mit  einigem  Ver- 
drusse  sehen  konnte,  wieEuler  und,  wenn  auch  in  geringerem  Maasse, 
Clairaut  die  Aufgabe  von  der  kürzesten  Linie  erledigten,  ohne  dass 
seiner  anders  gedacht  wurde  als  dadurch,  dass  Euler  ihn  1728  als 
Denjenigen  nannte,  durch  welchen  er  selbst  auf  den  Gegenstand  hin- 
gewiesen worden  sei,  und  der  sich  in  Besitz  der  allgemeinen  Lösnng 
befinde  (^S.  BIT).  Bemoulli  musste  die  Gelegenheit  der  Herausgabe 
seiner  Gesammtwerke  1742  benutzen,  um  zu  veröffentlichen  was,  weil 
schon  überholt,  in  Akademieschriften  nicht  mehr  gut  unterzubringen 
war,  und  er  fügte,  wie  schon  (^S.  235)  angedeutet  wurde,  eine  Fuss- 
note  des  Inhalts  bei,  die  Niederschrift  rühre  nicht  von  ihm  selbst 
her,  sondern  von  Professor  Klingenstierna  in  Upsala,  welchem  er 
Ende  1728  die  entsprechenden  Mittheilungen  gemacht  habe,  eine 
Datimng,  welche  sich  sehr  gut  damit  deckt,  dass  Euler  schon  etwas 
früher  die  Aufgabe  vorgelegt  erhielt.  Johann  BemouUi  hat  dann  der 
Klingenstieniaschen  Fassung  noch  Verschiedenes  beigefügt,  Erläute- 
rungen und  Zusätze,  für  welche  er  auch  die  stvlistische  Verautwor- 
tung  übernahm  ^j.  Xach  einleitenden  Bemerkungen  über  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  x,  y,  z,  zwischen  welchen  eine 
Gleichuncr  als  Flächengleichunsr  gedacht  ist,  stellt  Johann  BernouUi 
die  Aufgabe  der  kürzesten  Linie  und  findet  ihre  Lösung  darin-),  es 
werde  die  Ebene,  welche  durch  drei  einander  unendlich  nahe  liegende 
Punkte  einer  kürzesten  Linie  bestimmt  sei,  senki'echt  zur  Berührungs- 
ebene  der  Oberfläche  stehen.  Einen  Beweis  für  diese  Behauptung 
sucht  man  vergeblich.  AVas  Johann  BernouUi  giebt,  ist  eine  Gleichung, 
welche  unter  der  Voraussetzung  des  gegenseitigen  Senka-echtstehens 
jener  beiden  Ebenen  zu  einander  erfüllt  wii-d,  und  welche  die  Diffe- 
rentialgleichimg  der  kürzesten  Linie  ist.  Aendert  man  die  Buchstaben 
und  einige  Annahmen,  so  zeigt  sich  volle  Üebereinstimmuug  mit 
Euler's  Ergebnisse  von  1728,  wie  in  einem  Scholium  gezeigt  wird^). 
Johann  Bemoulli  hat  bei  dieser  Gelgeuheit  der  durch  drei  Consecutiv- 
punkte  einer  Raumcurve  bestimmten  Ebene  den  Xamen  der  oscu- 
lirenden  Ebene,  planum  osculmis*),  beigelegt,  welcher  von  manchen 
Schriftstellern  beibehalten  worden  ist,  während  andere  ihn  durch  den 
der  Schmiegungsebene  ersetzten.  Den  Rest  der  Abhandlung  bilden 
Beispiele. 

')  Job.  BernouUi,  Opera  IV,  111,  Fussnote:  Scholü  hujus  ut  et  sequen- 
tiuin  sunt  ipsius  AiUhoris  ccrba.         *)  Ebenda  IV,  109.  ')  Ebenda  IV,   112. 

*)  Ebenda  IV,  113  und  115. 
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Wir  mussten  diesen  Seiteublick  auf  die  Abhaudhmg  Johann 
Beruoiilli's  werfen  und  kehren  nun  wieder  zu  Euler  zurück.  Die 
Ergebnisse  von  1736,  mit  welchen  er  theilweise  sich  selbst  wider- 
legte, hatten  ihn  noch  fester  an  den  Gegenstand  gefesselt.  Es  war 
an  der  Zeit,  die  Summe  aller  Forschungen  zu  ziehen,  und  er  that  es 
in  einem  320  Quartseiten  starken  Bande,  der  1744  unter  dem  Titel: 
Mdhodus  inveniendi  Uneas  citrvas  maximi  minimive  proprietate  gau- 
dcntvs,  sive  solutio  problematis  isoperimdrici  latissimo  sensu  accepti 
bei  dem  bekanntesten  Verleger  mathematischer  Schriften  in  jener  Zeit, 
bei  Bousquet  in  Lausanne  und  Genf,  erschien.  Der  lange  Titel  wird 
gemeiniglich  abgekürzt,  und  man  spricht  schlechtweg  von  Euler's 
Methodus  inveniendi.  Der  Band  zerfällt  in  6  Kapitel  und  2  Zusätze, 
von  welchen  Uuterabtheilungen  jede  aus  Paragraphen  mit  immer  neu 
beginnender  Nummerirung  besteht. 

Kapitel  1,  Von  der  zur  Auffindung  krummer  Linien 
dienenden  Methode  der  Maxima  und  Minima  im  Allgemeinen, 
zeigt  zuerst  das  Unterscheidende  der  Aufgabe.  Nicht  eine  Curve  sei 
gegeben,  auf  welcher  Punkte  gesucht  werden,  in  denen  gewisse  Grössen 
Maxima  oder  Minima  werden,  die  Curve  selbst  werde  gesucht.  Die 
Brüder  BernouUi  hätten  zuerst  solcherlei  Aufgaben  gestellt,  und 
zwar  hätten  sie  die  Brachistochroue  erforscht.  Man  hat  mit  Recht 
darauf  aufmerksam  gemacht'),  dass  darin  eine  geschichtliche  Un- 
genauigkeit  liege.  Schon  Newton  hat  in  der  in  seinen  Priucipien 
behandelten  Frage  nach  dem  Körper  des  kleinsten  Widerstandes 
(S.  279)  eine  Aufgabe  gestellt  und  gelöst,  welche  dem  gleichen  Ge- 
biete angehört,  und  welche  Euler  selbst  in  §  36  des  2.  Kapitels  seiner 
Methodus  inveniendi  sich  vorgelegt  hat.  Dass  er  weder  an  jener 
späteren  Stelle  noch  hier  bei  den  geschichtlichen  Bemerkungen  Newton 
genannt  hat,  kann  in  seiner  unleugbar  vorhandenen,  durch  die  Ai't, 
wie  der  Prioritätsstreit  gegen  Leibuiz  geführt  worden  war,  hervor- 
gerufenen Abneigung  gegen  Newton  und  dessen  nächste  Anhänger  be- 
gründet sein,  doch  halten  wir  auch  nicht  für  ganz  ausgeschlossen, 
dass  Euler  die  Newton'schen  Behauptungen  im  Scholium  zum  34.  Satze 
des  7.  Abschnittes  des  2.  Buches  der  Principien  nicht  als  eine  Be- 
handlung der  eigentlichen  Frage  gelten  Hess,  wenn  er  sie  auch  wohl 
gekannt  haben  wird.  Als  Brachistoclirone,  sagt  Euler,  bezeichne  man 
nicht  etwa  eine  Curve,  auf  welcher  die  Zeit  des  Herabfallens  die 
kürzeste  wird,  denn  dann  wäre  eine  verticale  Gerade  die  Brachisto- 
clirone, vielmehr  sei  nur  diejenige  Curve  gemeint,  längs  welcher  das 


')  Stäckel  in  Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.     Nr.  46, 
S.  13'J,  Anmerkuni'  18. 
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Hcrabgleiten  von  einem  gegebenen  Punkte  nach  einem  zweiten  in  der 
kürzesten  Zeit  erfolge.    Die  DiffereDtialgleichung  der  Brachistochrone, 
zu    welcher  man    gelange,   sei    zweiter   Ordnung.     Deren  Integration 
führe  also   zwei   Constanten   ein,    und    diese   werden    durch   die  zwei 
Punkte  als  Anfangspunkt  und  Endpunkt  der  Bewegung  bestimmt^). 
Innerhalb  der  schon  als  uothweudig  gekennzeichneten  Einschränkung 
der  Aufgabe  ist  eine  weitere  Untei-seheidung  geboten.    Entweder  hat 
man  es  mit  der  absoluten  Methode  der  Maxima  und  Minima 
zu  thim,    welche  lehrt-),    unter    der   Gesammtheit   aller   Gurren  die- 
jenige zu  bestimmen,  in  welcher  eine  vorgelegte  veränderliche  Grösse 
den   grössten  oder  kleinsten  Werth  erhält,  oder  mit  der  relativen 
Methode  der  Maxima  und  Minima,  welche   das  Gleiche   nur  für 
diejenigen  Cui-ven  lehrt''),  welche  überdies  eine  vorgeschriebene  Eigen- 
schaft besitzen.     Man  weiss,  dass  die  von  Euler  den  Methoden  bei- 
gelegten Benennungen  als  absolut  und  relativ  später  auf  die  Maxima 
und  Minima   selbst  übertragen   worden  sind.     Was  die  Bezeichnung 
betrifft,  so  schreibt  Euler  in  der  Methodus  inveniendi*)  dy  =  pdx, 
dp  =  qdx,  dq  =  rdx,  dr  =  sdx  und  iv  für  die  meistens  s  genannte 
Bogenlänge^).    Formel  des  Maximum  oder  Minimum  heisst,  und 
wird  durch  W  bezeichnet^!,  die  Grösse,  welche  in  der  gesuchten  Curve 
einen  grössten  oder  kleinsten  Werth   annehmen  soll.     Ob  es  um  ein 
Maximum  oder  um  ein  Minimum  sich  handelt,  ist  für  den  Gang  der 
Untersuchung  unwesentlich   und  wird  am  sichei-sten   nachträglich  zur 
Entscheidung  gebracht^.     Das  erwähnte   W  ist  ein  Integral  mit  der 
Integrationsvariabein  x   imd   muss  auf  einen   bestimmten  Abscissen- 
abschnitt   bezogen    werden -i,    d.  h.    W  ist    ein    bestimmtes   Integral 
zwischen   Grenzen  x^   und  x.^.     In  ihm  müssen  ausser  ./;    auch  noch 
andere  Vai-iable  vorkommen''!,  sei  es  y  oder  Ableitungen  von  y  nach  x, 
oder  w  oder  andere  Integrale,  in  welchen  wiederum  ./    nicht  allein 
vorkommen  darf,  die  aber  wie  TF  selbst  erst  dann  bestimmbar  werden, 
wenn  der  Zusammenhang  zwischen  y  und  x  gefunden  ist^**).    In  diesem 
Sinne  heisst  W  =IZdx,  wo  Zdx  aber  nicht  iutegrirt  werden  kann, 
ohne   dass  eine  Gleichung  zwischen  y  und  x  festgestellt  wird"),  und 
drei  FäUe  sind  zu  unterscheiden  ^-j.    Erstens  kann  Z  eine  algebraische 
oder  doch  eine  bestimmte  Function  von  x,  y,  p,  q,  r  ■  ■  ■  sein;  zweitens 
können  in  Z  ausserdem  Integrale  vorkommen;  drittens  kann  Z  durch 
eine  Differentialgleichung  gegeben  sein,   deren  Integ)-ation   man  nicht 


')  Euler,   Methodus  inveniendi,  Cap.  I,  §  6.  ^)  Ebenda  Cap.  I,  §  7. 

')  Ebenda  Cap.  I,  g  10.  ')  Ebenda  Cap.  I,  §  16.  ')  Ebenda   Cap.  I,  §  20. 

«)  Ebenda  Cap.  I,  §  23  und  29.         ^  Ebenda  Cap.  I,  §  33.  »)  Ebenda  Cap.  I, 

§  25.  »)  Ebenda  Cap.  I,  §  28.  '<')  Ebenda  Cap.  I,  §  34.  »')  Ebenda 

Cap.  I,  §  36.        ")  Ebenda  Cap.  I,  §  37. 
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zu  vollziehen  weiss.  Im  ersten  Falle  waltet  das  Princip,  dass  die 
Eigenschaft  des  Maximum  oder  Minimum  für  jeden  noch  so  kleinen 
Theil  der  Curve  gilt,  wenn  sie  für  die  ganze  Curve  stattfinden  soll'), 
während  iu  den  anderen  FäUeu  von  diesem  Principe  abgesehen  und 
auf  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  Rücksicht  genommen 
werden  muss^).    Die  Beweisführung  für  diesen  schon  1736  von  Euler 

ausgesprochenen  Satz   (S.  828)    ist    folgende.     Man    will    W  =fZdx 

■n 
zu    einem    Maximum    oder   Minimum    machen,    sage   man    etwa,    um 

Zweideutigkeiten  auszuschliessen,  zu  einem  Maximum.  Die  Curve 
ams    werde   durch   die   Ordinate  in  m   (bei  x  =  x,„)   in  zwei  Theile 

getheilt,    und    es    sei  JZdx  =  P,   fZdx  =  Q,    also    TF  =  P  +  Q. 

Ist  Q  unabhängig  von  P,  so  muss  allerdings,  damit  W  Maximum 
werde,  auch  P  und  Q  ein  solches  sein.  Kommt  aber  in  Z  ein  ohne 
die  Kenntniss  der  Fimctionalität  von  ij  in  x  unbestimmbarer  Ausdruck 
vor,  so  findet  jene  Unabhängigkeit  zwischen  P  und  Q  nicht  statt. 
Das  Curvenstück  mz  könnte  ausser  von  seinem  Anfangspunkte  iii  auch 
von  dem  nach  ni  hinführenden  Curvenstücke  am  abhängen,  und  in 
Folge  dessen  könnte,  nachdem  das  Curvenstück  am  etwas  geändert 
wurde,  P  in  P  —  ji,  Q  iu  Q  -\-  q,  TF  in  P  —  2^  -\-  Q  -\-  q  übergehen. 
Ist  alsdann  q  >  p,  so  wird  W  für  die  ganze  neue  Curve  ein  Maximum, 
aber  nicht  für  deren  einzelne  Stücke.  Zur  bequemeren  Uebersicht 
werden  weitere  Bezeichnungen  eingeführt''),  nicht  übereinstimmeud 
mit  denen  von  1736  (S.  827),  aber  doch  ihnen  ähnlich.  Statt  der 
römischen  Zahlzeichen  über  den  Buchstaben  dient  eine  rechts  oben 
angebrachte  Bestrichelung,  um  den  Zustand  in  einem  späteren  cou- 
secutiveu  Punkte  anzudeuten,  und  eine  rechts  unten  angebrachte  Be- 
strichelung weist  auf  den  Zustand  in  einem  früheren  Punkte  hin. 
So  ist  z.B.  y  =  y  -\-  dy,  y"  =  y'  +  dy'  =  y  +  2dy  +  d-y,  während 
.'/  =  ^/  "i"  '^y,>  y,  =  2///  ~t~  ^^y„  bezeichnet.  Auch  irgend  eine  durch 
F  dargestellte  Function  von  x  erleidet  solche  Bestrichelung,  wie  an 
F  =  F^-\-  dF^  und  F'  =  F -\- dF  ersichtlich  ist.  Dem  F  als 
Fuiictionalzeichen  die  Variable  x  beizuschreiben  unterliess  Euler  in 
der  Methodus  inveniendi,  wiewohl  er  schon  zehn  Jahre  früher  (S.  712) 
diese  Bezeichnungsweise  benutzt  hatte.    Die  Methode,  deren  mau  sich 

ZU  bedienen  hat,  um  die  Curve  zu  entdecken,  für  welche  j  Zdx  einen 


')  Euler,   Methodus  inveniendi  Cap.  I,  §  38.  =)  Ebenda  Cap.  I,  §  43. 

■'')  Ebenda  Cap.  I,  §  48—55. 
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grössteii  oder  kleinsten  W'ertli  annimmt,  ist  die  gleiche,  deren  Euler 
sich  seit  1728  bediente,  in  der  Methodus  inveniendi  begründet  er  sie 
uber\).  Jeder  Ausdruck,  sagt  er,  der  ein  Maximum  wird,  d.  h.  bis 
zu  einem  gewissen  Werthe  ansteigt  und  dann  wieder  abnimmt,  nähert 
sich  dem  Maximalwerthe  in  der  Weise,  dass  die  Zunahme,  beziehungs- 
weise die  Abnahme,  vor  und  nach  dem  grössten  Werthe  unmerklich 
ist.  In  Ausnahmefällen  sei  freilich  die  Zu-  und  Abnahme  nahe  beim 
Maximum  unendlich  gross,  doch  dürfe  man  von  diesen  absehen.     Sei 

nun    die    Curve    aiiniox    diejenige,     für    welche     jZdx    Maximum 

(Minimum)  wird.    Bei  einer  anderen  von  a  nach  s  sich  erstreckenden 

X., 

Curve  wird  fZiLc  einen  anderen  Werth  annehmen,  der  sich  von  dem 

vorhergehenden  um  so  mehr  unterscheidet,  je  mehr  die  Curveu  von 
einander  abwichen.  Der  Unterschied  wird  uur  dann  unmerklich,  wenn 
die  Abweichung  unendlich  klein  ist.    Mau  wähle  daher  einen  Punkt  v 

unendlich   nahe   bei  ii,    berechne   den    Werth   von   jZdx  einmal  über 

■•i 
die  Curve  amiioz  und  einmal  über  die  Curve  amvoz  und  setze  beide 
AVerthe  einander  gleich,  beziehungsweise  deren  Unterschied  gleich  Null, 
so  erhält  man  die  Bedingung  dafür,  dass  amnos  die  gewünschte 
Maximal-  oder  Minimaleigenschaft  besitzt,  d.  h.  die  Differentialgleichung 
von  amnos.  Man  darf  ja  nicht  ausser  Augen  lassen,  dass  die  Aende- 
rung  der  Curve  uuendlichklein  sein  muss,  es  genügt  also  z.  B.  nicht, 
den  Bogen  mno  unendlichklein  zu  wählen,  die  Entfernung  nv  muss 
im  Verhältnisse    zum    Bogen    mno   uneudlichkleiu    sein").     Der   vor- 

erwähnte  Unterschied  zwischen  den  beiden  Werthen  von    iZd.c   wird 

der  Differentialwerth  der  Formel,  valor  diff'erentialis  formidae, 
genannt  •'). 

Kapitel  2,  Ueber  die  absolute  Methode  der  Maxima  und 
Minima  zur  Auffindung  von  Curven,  wendet  die  am  Schlüsse 
des  1.  Kapitels  gegebene  Vorschrift  auf  bestimmte  Aufgaben  an, 
welche  selbst  wieder  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreiten, 
indem  zuerst  die  Gestaltung  von  Z  im  weitereu  Sinne  des  Wortes 
zur  Rede  kommt,  woran  einzelne  Beispiele  sich  anschliessen.  Die 
erste  Aufgabe  ist  und  muss  sein,  die  Aenderungen  zu  finden,  welche 
in  einer  Curve  amz  die  einzelnen  bestimmten,  auf  die  Curve  bezüff- 


')  Euler,   Methodus  inveniendi  Cap.  I,  §  58.  -)  Ebenda   Cap.  I,  §  59. 

Ebenda  CaiJ.  I,  §  6->. 
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liehen  Grössen  erleiden,  weuii  die  Ordinate  Nu  eines  Punktes  um 
ein  unendlich  kleines  Stück  )tv  vermehrt  wird^)  (Fig.  141).  Die 
Ordinate  Min=)j,  welche  zur  Abscisse  AM^.r  gehört,  bleibt  un- 
verändert, ebenso  LI  =  ij^,  welches 
zu  X  —  dx  gehört,  und  Oo  =  y", 
Pp  =  if"  u.  s.  w.,  denen  die  Äb- 
scissen  x  -\-  2dx,  x  -\-  odx  u.  s.  w. 
entsprechen.  Die  zu  a;  -|-  dx  ge- 
hörende Ordinate  Nn  =  ij'  erhält 
den  Zuwachs  iiv.   Daraus  folgt  aber 

das  Uebrige.    Es  ist  z.  B.  ^j  ==  ^  ~  ^ 


i    M  ,V     O    P 

Fig.  lU. 


P    = 


p  ist  folglich  ^_   und  die   von  p'    ist 


dx 

H  V 
d7c' 


.'/"— 2i/'-fy 


,     dessen    Veränderung    also 


dx    ' 
■  Die  Veränderung  von 

P'—P 
dx 

Euler 


Ferner  ist  q 


u.   s.  w. 


stellt  in  einer  kleinen  Tabelle  die  Aenderungen  von  y',  p,  p', 
'I,>  1}  Q. }  >\,!  *■<>  ■'';  '■'>  '■"  zusammen.  Ist  die  Aenderung 
eines  aus  solchen  Grössen  zusammengesetzten  Ausdruckes  zu  er- 
mitteln-), so  differentiirt  man  den  betreffenden  Ausdruck  und 
ersetzt  die  Differentiale   der  einzelnen  Grössen   durch   die   ihnen    der 


Tabelle    gemäss    zukommenden   Aenderungen.     Ist   z.   B.  y'l/l+i'^ 

zu  behandeln,  so  sucht  man  ddi'Yl  -\-  p-)  ==  (Ii/Vl  -\-  p>^  +  ~    ~^—- 

yi+i)- 

Man  hatte  aber  nv  als  Aenderung  von  y'  und  t— ,  als  Aenderung  von  p. 
Die    gesuchte    Aenderung    von    i/'j/l+p'    ist   mithin    nv^l  -\- p- 


+ 


y  p  ■  n  V 


Als   zweite  Aufgabe   wird  die  Curve  gesucht,   welche 


IZdx  zu  einem  Maximum   oder  Minimum  macht,  während  Z  eine 

bestimmte  Function  von  x  und  y  ist^).     Theilt  mau   das  Abscisseu- 
intervall  von  x^  bis  x^  in  lauter  gleiche  Elemente  dx  von  unendlicher 

Kleinheit,  so   lässt  das  Integral  jZdx  sich   als  Summ«   ebensovieler 

Theile  von  der  Gestalt  Zdx  betrachten,  welche  aber  in  jedem  Theil- 
punkte  der  Absei  ssen  ein  anderes  Z  in  sich  schliessen,  d.  h.  man  hat 

JZdx  =  . . .  +  Z  dx  +  ZJx  +  Zdx  +  Z'  dx  +  Z"  dx  -f  •  •  • .    Der 


')  Euler,  Methodus  inveniendi  Cap.  II,  §  1. 
')  Ebenda  Cap.  H,  §  7. 


')  Ebenda  Cap.  U,  §  3  u.  4. 
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Ditferentialwerth  der  Foniiol  wird,  weuii  Nii  =  //'  um  nv  wiicli.st, 
alle  übrigen  Ordiiiateii  aber  uiigeäiidert  bleibeu,  einzig  in  dem  Diffe- 
rentialwerthe  von  Z'dv  bestehen.  Ist  (IZ=  Bld.r  +  Ndij,  dZ'  =  M'dx 
-\-  N'  dy',  und  erwägt  man,  dass  infolge  der  unmittelbar  vorher- 
gehenden Erörterung  in  dZ'  für  dx  der  Werth  0  (weil  die  Abscisse 
sich  nicht  ändert),  für  dy'  der  Werth  nv  gesetzt  werden  muss,  so 
entsteht  als  Aeuderung  von  Z'  ausschliesslich  X'-nv,  und  als  den  0 
gleich  zu  setzenden  Diflerentialwerth  von  Z'  dx  erhält  man  N'-  dx  ■  n  v 
^  [N  -\-  dX)dx  ■  nv  ^=  N  ■  dx  ■  nv,  weil  dN  gegen  iV  verschwindet. 
Als  gesuchte  Curvengleichung  behält  man  schliesslich  iV"=0.  So 
wird')  z.  B.  das  Integral  /"(lö «-.<;-(/ — löa^xy -\- ba^y^  —  3y^)dx 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum,  wenn  «-.r-  —  a'\v  -\-  ar'y"  —  //' 
=  {ax  —  y-)  (ax  -\-  y-  —  a'-)  =  0  ist.  Enthält  Z  neben  x  und  y  auch 
/),    so    dass  dZ  ^  Mdx  -\-  Ndy  -\-  Fdp   ist,   so    verleiht    die   Curve 

N 7— =  0  dem  Integrale  /  Zdx  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth"). 

dx  '^        ,/ 

Als  Beispiel  wird  eine  kürzeste  Linie  iu  der  Ebene  gefordert,  oder 
verlangt,  dass  /]/l -j- ^"(Z.f  ein  Minimum  werde  ^).  Zunächst  wird 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Siun  der  Aufgabe  es  mit  sich 
bringe,  dass  kein  Maximum,  sondern  nur  ein  Minimum  eintreten  könne. 

P       ^„    „io«  AT n    r> P 


Ferner  ist  Z  =yi  +  p%  dZ  =       ^       dp,  also  N=0,  P=    ^ 

yi+p-  yi+p' 

und  dP  =  U   die  verlaugte   Gleichung,    welche    integrirt  zu   P  =  C, 

p  C 

d.  h. =  C,  p  =  -^=^  =  n  führt.   Dann  ist  weiter  dii  =  ndx 

fi  +  p'-  yi-C' 

und  y  =  a  -\-  nx   eine  Gerade,  deren  beide  Integrationscoustanten  n 

und  a  sich    bestimmen,    sobald    man   die  beiden  Punkte    der  Ebene 

kennt,  zwischen  denen  die  kürzeste  Linie  verlangt  wird.    Ein  anderes 

Beispiel*)  fordert,  dass  j^,_J.  .  ein  Maximum  oder  Minimum  werde, 

welches,  wie  Euler  sagt,  bei  der  Frage  nach  dem  Rotatiouskörper 
auftritt,  der  iu  der  Richtung  seiner  Axe,  in  einer  Flüssigkeit  bewegt, 
den  geringsten  Widerstand  erleidet.  Das  ist  also  die  Newton'sche 
Aufgabe  ohne  Newton's  Namen,  wie  wir  (S.  830)  ankündigten.  Dui-ch 
dy=pdx  nimmt  das  früher  W  genannte  Integral  eine   andere  Ge- 

+  Pdp  =    jf    .  dy  +    jiiJi    (h>-    N'un  hatte  Euler  schon  etwas 


■)  Euler,   Mcthodus  inveniendi  Cap.  U,  §  18.  ')  Ebenda  Cap.  ü,  §  21. 

ä)  Ebenda  Cap.  II,  §  33.         *)  Ebenda  Cap.  II,  §  36. 
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früher^)  die  Bemerkung  gemacht,  eine  einmalige  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung   der    gesuchten    Curve    vollziehe    sich   leicht,    wenn 

(wie    hier )    31  =  0    sei.      Die    Curveneleichung    war    N r—  =  0 , 

\  ,  o  o  dx        ' ' 

oder  nach  Multiplication  mit  di/  und  Ersetzung  von  '-—-  durch  j)  auch 

X(hj  —  2)dP  =  0,    oder    Ndij  -\-  Fdp  —  Fdp  —  pdP  =  0,    oder 
Ndi/  +  Pdj)  =  Pdj)  +  pdP,  d.  h.  dZ  =  d{Pp),  woraus  Z-\-  a  =  Pp 

folgt.      In    unserem    Beispiele    heisst    diese     Gleichung      '^J^  ,  -f"  « 
=      ,)   I — iri—  oder  »  = ~^r JNun  kann  man  aus  ij  =  ,-    den 


X  = 


=  T—  =  -  +  /  ^^  luid  in  unserem  Falle 
„a  Hh.^)^  +p-^fl  dp  =  I  [|,  +  /+  1  +  logij ,  so  dass 


■2p' 


die  Curve  ermittelt  oder  wenigstens  construirt  werden  kaim.  Der 
weitere  allgemein  gehaltene  Fortschritt  lässt  ausser  x.  ij.  p  auch  q  in 
Z  vorkommen,  so  dass  dZ  =  JIdx  -f-  Ndij  -\-  Pdp  +  Qdq  ist.   Dann 

wird   jZdx   ein  Maximum  oder  Minimum   für  die  CuiTe'-)    N — -=— 

■n 
-\-  -r^  =  0 .     Kommen  aber  in  Z  ausser  ,/;  und  y  beliebig  hohe  Ab- 
leitungen   von    IJ   nach   x  vor,    so    dass    dZ  =  Mdx  -\-  Ndy  -\-  Pdp 

+  Qdq  +  Bdr  +  ■  •■  wird,  dann  ist  0  =  lY—  ^  +  "^  —  ~  +  ■■• 
'    ^    -^    '  '  '  dx    ^    dx-        dx^    ' 

die  Gleichung  der  Curve,  welche  dem  Integrale  jZdx  einen  Maximal- 

oder  Minimalwerth  verleiht^).  Wir  gehen  an  den  Beispielen  für  die 
beiden  letzterwähnten  Fälle,  au  den  Bemerkungen  über  die  vollstän- 
dige oder  mindestens  theilweise  Integrirbarkeit  der  Gleichung  für  den 
bisher  allgemeinsten  Fall  vorüber. 

Kapitel  3.  Ueber  die  Auffindung  von  mit  Maximal-  oder 
Minimaleigenschaften  verseheneu  Curven,  wenn  in  der 
Formel  des  Maximum  oder  Minimum  unbestimmte  Grössen 
vorkommen.  Euler  versteht  unter  unbestimmten  Grössen,  welche 
in  Z  vorkommen  sollen,  ein  unbestimmbares  Integral  TT  ^J[Z]dx, 
wo  [Z]  eine  Function  von  x,  y,  p.  q,  r  ■  ■  ■  bezeichnet  und  d[Z}  =  l3I]dx 

+  [X] dy  +  [P] dp  +  [Q] dq  +  [B]d)-  -] ist.     Euler  zeigt  nun*), 

dass,  wenn  [Z]  etwa  a  aufeinanderfolgende  Ableitungen  von  y  nach  x 
enthält  (er  wählt  «  =  5,  d.  h.  er  lässt  2),  Q,  >',  s-  f  vorkommen),  mau 

')  Euler,   3Iethodus  inveniendi  Cap.  n,  §  30.  -)  Ebenda  C'ap.  II,  §  40. 

ä)  Ebenda  Cap.  II,  §  56.         *)  Ebenda  Cap.  IIL  §  1. 
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TT  für  zwei  Curvenpuukte  mehr  mit  um  gleiche  Stückchen  dx  zu- 
nehmenden Abscissen,  also  TT,  TT',  TT",  •  ■  •  TT'"+''  beachten  müsse, 
deren  Veränderung  in  Folge  der  Zunahme  einer  Ordinate  um  das 
Element  nv  zu  suchen  ist.  Für  noch  spätere  Puukte  sind  die  Aen- 
derungen  des  entsprechenden  TT  dieselben,  wie  die  zuletzt  gefundene, 
d.h.  rfn"'  +  i>  =  rfn(''+-)  =  fm(«+3)  =  -...  Dieser  Satz  dient  als 
Grundlage  zur  Auflösung  von  Aufgaben,  bei  welchen  jZdx  ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  währeud  in  Z  ausser  TT  mehr 
und  mehr  andere  veränderliche  Grössen  vorkommen.  Zuletzt  ist  vor- 
ausgesetzt^),  es  sei  dZ  =  LdY\  +  Mdx  +  Ndij  +  Fdp  -\-  Qdq, 
neben  TT  ^j[Z]dx.  Die  Allgemeinheit  erstreckt  sich  bezüglich  des  TT 
so  weit,  dass  dasselbe  sogar  nur  durch  eine  Differentialgleichung 
f/TT  =  [Z]  dx  gegeben  zu  sein  braucht,  wäkrend  TT  selbst  innerhalb 
[Z]  vorkommt"). 

Kapitel  4,  Von  der  Anwendung  der  bisher  gelehrten  Me- 
thode auf  die  Auflösung  verschiedener  Aufgaben,  fügt  den 
schon  unmittelbar  an  die  gegebenen  Vorschriften  sich  anschliessenden 
Beispielen  noch  weitere  hinzu.  Da  begegnen  wir,  um  nur  wenige 
Einzelheiten  zu  erwähnen,  der  Aufgabe,  die  ebene  Curve  von  ge 
ringster  Bocfenlänse  zu  finden,  welche  über  einer  gegebenen  Strecke 
mit  Hilfe  zweier  der  Lage  nach  gegebenen  Endordinaten  einen  ge- 
gebenen Flächenraum  bilde,  nebst  ihrer  Auflösung  den  Kreis').  Da 
finden  wir  die  Aufgabe,  auf  irgend  einer  nach  aussen  oder  nach  innen 
gewölbten  Oberfläche  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  zu  ermitteln'),  welche  zu  einer  Difl^erentialgleichung  zweiter 
Ordnung    führt.     Ein    andermal    soll    das    Product    zweier    Integrale 

X  X 

jZdx  -jYdx  bei  x  =  a   ein  Maximum   oder   Minimum   werden   und 

U  0 

die  Curve  gesucht  sein,  bei  welcher  dieses  stattfindet*).  Euler  nimmt 
die  Curvengleichung  zwischen  x  und  y  als  bereits  gefunden  an,  wo- 

a  a 

durch  fZdx  ^  A,    1  Tdx  =  B  sich  ergiebt  und  A  und  B  Constante 

U  0 

sind.  Nimmt  (/  um  nv  zu,  so  wird  A  in  yl  -|-  dA,  B  in  B  -\-  dB, 
AB  in  AB  +  AdB  -f-  BdA  +  dA  ■  dB  übergehen.  Die  Veränderung 
von  AB  ist  also,  da  dA  ■  dB  gegen  die  anderen  Glieder  verschwindet, 
AdB  -\-  BdA,  welches  =  0  gesetzt  werden  muss.  Allerdings  dürfe 
man,  fährt  Euler  fort,  von  dieser  Gleichung  aus  nicht  weiter  schliessen 
0  =  AdB  +  BdA  =  d(AB) ,  also  AB  =  Const.,  denn  dA  und  dB 


')  Euler,  Methodus  inveniendi  Cap.  III,  §  31.         -)  Ebenda  Cap.  III,  §  38. 
=)  Ebenda  Cap.  IV,  §  8.        *)  Ebenda  Cap.  IV,  §  11.        ^)  Ebenda  Cap.  IV,  §  14. 
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seien  nur  uneigentlich   so  geschrieben    und   bedeuten   die  Differential- 
werthe  vou  iZdx  und  jYiLc,  aus  welchen  die  Constanten  A  und  B 

U  0 

mittels  X  =  a  hervorgingen  M. 

Kapitel  5,  Methode  unter  allen  mit  der  gleichen  Eigen- 
schaft ausgestatteten  Curven  diejenige  zu  finden,  welche 
überdies  ein  Maximum  oder  Minimum  hervorbringt,  geht 
zur  relativen  Methode  über  und  beginnt  nach  Schildei-ung  dessen, 
was  gemeinschaftliche  Eigenschaft  von  beliebig  vielen  Curven  heisse, 
mit  der  Behauptung-),  dass,  wenn  eine  Curve  unter  der  Gesammtheit 
aller  zu  derselben  Abscisse  gehörenden  eine  voi'geschriebene  Eigen- 
schaft im  höchsten  oder  geringsten  Grade  besitze,  sie  zugleich  diese 
Eigenschaft  im  höchsten  oder  geringsten  Grade  unter  denjenigen 
Curven  besitzen  müsse,  welche  mit  ihr  irgend  eiue  Eigenschaft  ge- 
meinsam haben.  Der  allgemeine  Gang  bei  Behandlung  der  Aufgabe"'), 
unter  allen  Curven  mit  der  Eigenschaft  JS  diejenige  zu  ermitteln, 
welche  eine  andere  Eigenschaft  Ä  im  höchsten  oder  im  geringsten 
Grade  besitze,  wird  folgender  sein.  Die  der  Aufgabe  genügende 
Curve  (12  (Fig.  142)  wird,   weil  es  um  ein  Maximum  oder  Minimum 

von  Ä  sich  handelt,  diesem  A 
den  gleichen  Werth  bewahren, 
nachdem  eine  unendlich  kleine 
Aenderung  vorgenommen  wurde, 
welche  aber  die  gemeinsame 
Eigenschaft  B  nicht  stören  darf. 
Zwei  Bedingungen  —  Unver- 
ändeiiichkeit  von  A  und  von  B  — 
können  unmöglich  durch  Beach- 
tung einer  einzigen  der  Ver- 
änderung  unterworfenen  Ordi- 
nate in  Rechnung  gezogen  werden.  Der  Anzahl  der  Bedingungen 
entsprechend  müssen  vielmehr  bei  der  abweichenden  Gestalt  der  Curve 
zwei  Ordinaten  Nn  und  Oo  sich  um  Elemente  nv  und  oa  verändert 
haben.  Darauf  werden  beide  Bedingungen  gesondert  berücksichtigt. 
Man  setzt  den  Differentialwerth  von  B  für  sich  =  0  und  ebenso  den 
von  A,  so  weit  beide  durch  die  Verschiebung  von  n  und  o  nach  v 
und  m  zn  Stande  kommen.  Beide  Gleichungen  haben  die  Form 
S  •  nv -{- T  ■  oa  =  0  mit  S  und  T  als  auf  die  Cnrve  bezüghchen 
Grössen.     Sie  gestatten   die  Elimination   von  7iv  und  oa,  und  deren 


/  A-  X  J/.V  O  P  QR  s  r 

Fig.  1-12. 


')  Euler,  Methodus  inveniendi  Cap.  W,  %  18. 
«)  Ebenda  Cap.  V,  §  14. 


-°)  Ebenda  Cap.  V,  §  10. 


o 
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Ergebniss  ist  die  gesuchte  Differentialgleicliung  der  fraglichen  Curve. 
Die  beiden  Ausdrücke  .1  und  J?  werden  ganz  gleichmiissig  behandelt, 
und  es  kommt  nicht  in  Betracht,  welcher  von  ihnen  die  gemeinsame 
Eigenschaft,  und  welcher  das  Maximum  oder  Minimum  bezeichnet. 
Beide  können  daher  unter  einander  vertauscht  werden').  Da  die 
ganze  Rechnung  auf  die  Bildung  der  beiden  Gleichungen  S  ■  n  v 
-[-  T  •  0G3  =  0  hinausläuft,  d.  h.  auf  die  Bildung  der  Diflferentialwerthe 
von  B  und  von  A,  so  ist  die  grundlegende  Aufgabe  die,  den  Diffe- 
rentialwerth  irgend  eines  unbestimmten  auf  ein  gegebenes  Stück  der 
Abscissenaxe  sich  beziehenden  Ausdruckes  zu  finden,  welcher  aus  der 
Verschiebung  der  beiden  Curvenpunkte  n  und  o  nach  v  und  a  her- 
vorgeht'-). Eine  die  Aenderungen  der  Ordinaten  y  und  ihrer  drei 
ersten  Ableitungen  p,  q,  r  für  fünf  aufeinanderfolgende  Curvenpunkte 
enthaltende  Tabelle  liisst  als  Diiferentialwerth  jedes  unbestimmten 
Ausdruckes  ein  I  ■  nv  -\-  K  •  om  erkennen,  in  welchem  K  ^  I',  d.  h. 
gleich  dem  Werthe  von  I  im  nächstfolgenden  Curvenpunkte.  Mit 
anderen  Worten:  hat  ein  Ausdruck  F unter  der  Voraussetzung  alleiniger 
Zunahme  von  Nn  um  nv  nach  den  Regeln  der  früheren  Kapitel  den 
Differentialwerth  I  nv,  so  ist  sein  Diiferentialwerth  bei  gleichzeitiger 
Zunahme  von  Nn  um  nv  und  von  Oo  um  ow  durch  Inv -\- 1'- oa 
gegeben.  Zu  den  gleichen  Folgerungen  führt  folgende  Betrachtung"). 
Der  aus  den  beiden  Ordinatenzuwächsen  nv,  oco  hervorgehende  Diife- 
rentialwerth I ■  nv -\- K •  Od  eines  Ausdruckes  geht  bei  0£o  =  0  in 
den  einzig  nv  enthaltenden  Theil  I  ■  nv  über,  bei  nv  ^  0  dagegen 
in  den  einzig  oo  enthaltenden  Theil,  welcher,  weil  der  Zuwachs  oa 
einer  nachfolgenden  Ordinate  angehört,  I'  ■  oa  heissen  muss.  Werden 
beide  Zuwächse  nv  und  oa  zusammen  betrachtet,  so  muss  der  Diffe- 
rentialwerth I-nv-\-I'oa  sein  (vervielfacht  mit  dem  in  unserer 
ganzen  Darstellung  weggelassenen  gemeinschaftlichen  Factor  dx'),  denn 
bei  der  Rechnung  beeinflussen  die  Stückchen  nv  und  oa  einander 
nicht.  Ebenso  leicht  wie  die  Gleichungen,  welche  oben  S-nv-\-T-oa  =  Q 
hiessen,  sich  beschaffen  lassen,  ist  auch  die  Elimination  von  oiv  und 
0  0}  zwischen  denselben  auszuführen.  Soll  nämlich  die  Curve  gesucht 
werden,  für  welche  W  mit  anderen  über  einem  gegebenen  Stücke 
der  Abscissenaxe  gezeichneten  Curveu  gemeinschaftlich  und  zugleich 
V  am  grössten  oder  am  kleinsten  ist,  und  ist  dA  ■  nv  -\-  dA'-  oa  der 
Differentialwerth  von  V,  nebst  dB  ■  nv  -\-  dB'-  oa  der  Differentialwerth 
von  W,  so  vervielfache  man  die  der  Null  gleichgesetzten  Differential- 
werthe  mit  zwei  Factoren  a  und  ß,  so  dass  man  erhält: 


')  Euler,  Methodus  inveniendi  Cap.  V.  §  19.  ^)  Ebenda  Cap,  V,  §  22. 

S)  Ebenda  Cap.  V,  §  26. 
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a  ■  dA  ■  UV  -\-  a  ■  dA'  •  ocj  =  0 
ß-dB-nv  -\-  ß-dB'  -0(0  =  0. 
Dann  setzt  man  a  •  dA  -f-  ß  ■  dB  =  0  und  k  ■  dA'  +  ß  ■  dB'  =  0, 
woraus  cc  und  ß  proportionale  Wertlie  sich  bestimmen  lassen  müssen. 
Ist  aber  u  ■  dA  -\-  ß  •  dB  =  0,  so  muss  auch  k'  ■  dA'  -\-  ß'  ■  dB'  =  0, 
d.  h.  beim  Vergleich  mit  adA'-\-  ßdB'=  0  unter  Berücksichtigung 
des  Umstaudes,  dass  «'  sich  von  u  nicht  um  ein  Endliches  unter- 
scheiden kann^),  muss  «  ^  «'  und  zugleich  ß  ^  ß'  sein.  Der  Sinn 
dieser  Gleichungen  a  =  «',  ß  =  ß'  ist  der,  dass  «  und  ß  coustant 
sind,  und  zwar  willkürliche  Constante,  und  die  mit  diesen  Constanten 
behaftete  Gleichung  udA  -)-  ßdB  =  0  ist  die  Differentialgleichung 
der  gesuchten  Curve").  Mit  Herstellung  dieser  Gleichung  hat  aber 
Euler  die  Aufgabe,  welche  er  sich  vorlegte,  so  weit  bewältigt,  dass 
der  ganze  übrige  Theil  des  Kapitels,  so  lesenswerth  er  ist,  gewisser- 
maassen  als  Folgerung  oder  als  Anhäufung  von  Beispielen  zu  dem 
in  unserem  Berichte  Enthalteneu  aufgefasst  werden  kann. 

Kapitel  6,  Methode  unter  allen  Curven,  welchen  mehrere 
Eigenschaften  gemeinschaftlich  sind,  diejenige  zu  bestim- 
men, bei  der  ein  grösster  oder  ein  kleinster  Werth  auftritt, 
erweitert  nur  die  im  Vorhergehenden  benutzten  Methoden,  ohne  sie, 
abgesehen  von  der  Anzahl  der  in  der  Schlussgleichuug  auftretenden 
willkürlichen  Constauten,  wesentlich  zu  verändern.  Auch  über  die 
beiden  Anhänge,  Von  den  elastischen  Curven  und  Von  der  nach 
der  Methode  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  zu  behan- 
delnden Bewegung  geworfener  Körper  im  widerstandlosen 
Mittel,  eilen  wir  schweigend  hinweg. 

Dagegen  müssen  wir  bei  zwei  Euler 'scheu  Abhandlungen  von 
1753  kurz  verweilen,  von  welchen  schon  (S.  541)  in  einem  ganz 
anderen  Zusammenhange  die  Rede  war.  In  der  ersten  Abhandlung: 
Principes  de  la  trigonomt'tric  splicriqiie  tires  de  la  nic'thode  des  plus 
f/rnnds  et  des  jüus  petits^),  schickt  Euler  gewissermaassen  eine  Ent- 
schuldigung voraus.  Grundzüge  der  sphärischen  Trigonometrie  auf 
die  Lehre  von  den  kürzesten  Linien  stützen  zu  wollen,  scheine  eine 
Anwendung  allzuhoher  Mittel  zu  niedrigeren  Zwecken,  wenn  man 
nicht  bedenke,  dass  damit  der  Weg  zur  Trigonometrie  kürzester 
Linien  überhaupt  auf  jeder  Oberfläche  gezeigt  sei.  Sei  (Fig.  143) 
0  der  Pol  einer  Kugel,   AB  der  Aequator,   M  ein  beliebiger  Punkt 


')  Auf  diese  nothwendige  in  der  Methodus  inreniendi  fehlende  Erglinzuugs- 
liemerkung  hat  P.  Stilckel  in  seiner  Uebersetzung  (Ostwald's  Klassiker  Nr.  46, 
S.  141,  Note  28)  hingewiesen.  -)  Euler,    Methodus  inveniemli  Cap.  V,  §  27. 

'')  Hifitoirr  de  VAcadcmie  de  Berlin.     Annee  llbS.    T.  IX,  22.3—257. 
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mit  der  Breite  MP  und  der  Länge  ÄP,  AM  die  kürzeste  Linie  von 
A  nach  M;  sei  ferner  .1^1/  um  das  Element  3Ii)i  bis  zum  Durch- 
schnitte mit  dem  Meridiane   Oji  verlängert  und  3Iu  senkrecht  zu  Op. 


Euler  führt  dabei  folgende  abkürzende  Bezeichnungen  ein:  AP  ^  x, 
PM=y,  Pp  =  dx,  mn  =  (/)/.  AM  =  s,  Mm  =  ds,  LAMP  =  &, 
LPAM  =  t,.  Der  Kugelhalbmesser  ist  als  Einheit  gewählt.  Euler 
nimmt  ferner  als  bekannt  au,  dass  Mn  und  Pp  im  Verhältnisse  von 
sin  OM  und  sin  OP  stehen,  d.  h.  Mn  :  dx  =  siniOO"  —  y)  :  sin  90« 
und  Mn  =  cos  y  ■  dx.  In  dem  bei  n  rechtwinkligen  Di-eieckchen 
Mnin  ist  mithin  ds-  =  dy'  -\-  cos  y^  dx-,  oder  unter  Einsetzung  von 
dy^pdx  auch  ds^^dxyp--\-  cosy-,beziehungsweises=  rrfic)/^p^+cösp. 
Damit  AM  eine  kürzeste  Linie  sei,  muss  also  jdxy p^ -\- cos y^  ein 
Minimum  werden.  Euler  beruft  sich  jetzt  auf  seine  früheren  Arbeiten. 
Er  setzt  y p- -{- cos y- '=  Z ,  er  erinnert  daran,  dass  dZ  =  Mdx 
-\-  Ndy  -j-  Pdp  zu  suchen  sei,  dass,  wenn  x  in  Z  nicht  unmittelbar 
vorkomme,  wenn  also  M  =  0  sei,  die  Curvengleichung  Ndx  —  dP^O 
in  Ndy — pdP  =  ()  übergehe,  wodurch  d Z  ^=  pdP  -{-  Pdp^  d(Pp) 
sich   ergebe,   beziehungsweise   Z  =  Pp  -\-  C  {S.  836).     Auf  das  hier 

vorliegende    Z    angewandt     führt     die    Vorschrift     zu    p  =  ■—-  = 

cos  y  l/cos  «'  —  C  ,  ,  Cdy  .  , 

— ^^-^ — ^ und    zu    dx  = — ,    sowie    zu   ds  = 

^  cos  y  y cos  y*  —  C* 

•^ Nun  soll  die  Litem-ationsconstante  C  bestimmt  werden. 

Vcos  y-  —  C  " 

Im  Dreieckchen  Mmn  ist  /  Mmn  =  ö-  und  tng  %■  = =  ^—, — ~ 

°  mn  dy 

=  — —  =  =r^ ,   woraus  weiter  sin  S-  == folgt.    C  ist  als 

P  Ycoay^—C-'  cosy         & 

Con.stante  unabhängig  von  der  Lage  von  M,  man  kann  also  M  auch 
auf  A  fallen  lassen.    In  diesem  Augenblicke  wird  y  =  0,  cos  y  =  \, 

Cavtob,  Geschichte  der  Mathematik,   m,  3.  51 
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sin 'S- =  cos  ^,    also   C'=cos5.     Die  beiden  gefundenen  Differential- 
gleichungen gehen  also  über  in 

7  cos  tdy 


cos  y  |/cos  y-  —  cos  f- 
,  ,  cos  V  dy 

uud  ds  =  -;=d=ä= 

■j/cos  y-  —  cos  5" 
neben  welchen  die  endliche  Gleichung 

•     Q.        cos  J 
sin  ^  = ^ 

cos  y 

besteht.     Die  Integi-ation  jener  Differeutialgleichungeu,   welche  keine 
neue  Integi*ationsconstante   erfordert,   weil  im  Punkte  A   sowohl   x, 

als    11,    als    s    verschwindet,     führt    zu    x  =  aresin —^    und 

•"  '  cos  2/  ■  sm  5 

n/cos«* — cos  J'       j  .  cos  f- sin«  , 

s  =  arccos  1/  — -^ rs —    oder    zu    sin  x  = ^   und  cos  s  = 

¥       1  —  cos  j-  cos  )/  •  sin  f 


^ ^ .    ^ immer  wieder  neben  sin  &  = Mit  Hilfe  dieser 

sin  5  cos  y 

drei  Gleichungen  lassen  sich  aber  alle  möglichen  Beziehungen  zwischen 
je  vier  von  den  sechs  Grössen  x,  y,  s,  &,  t,  und  90"  =  /.  AMF  her- 
stellen, d.  h.  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  für  das  recht- 
winklige Dreieck  sind  gefunden,  ohne  dass  die  eigentliche  Natur  der 
kürzesten  Linien  auf  der  Kugeloberfläche  sich  hätte  wahrnehmen 
lassen  müssen.  Da  es  nur  in  unserer  Absicht  lag  anzudeuten,  welchen 
Weg  Euler  einschlug,  so  dürfen  wir  uns  damit  begnügen  zu  bemerken, 
dass  nach  dem  rechtwinkligen  auch  das  beliebigwiuklige  sphärische 
Dreieck  untersucht  wird,  und  dass  alle  dafür  geltenden  Gleichungen 
mit  Einschluss  der  Flächenformel  hergeleitet  werden. 

Mit  noch  grösserer  Kürze  gehen  wir  über  die  zweite  jener  ersten 
sich  unmittelbar  anschliessenden  Abhandlung  Euler 's:  Elements  de 
trigonometrie  spJieroidique  tires  de  la  me'thode  des  plus  grands  et  des 
plus  petits^)  hinweg.  Sie  bringt  in  Ausführung,  was  in  der  Einleitung 
zur  ersten  Abhandlung  angekündigt  war:  eine  Trigonometrie  kürzester 
Linien  auf  eiuer  von  der  Kugel  verschiedenen  Oberfläche,  nämlich 
auf  dem  Sphäroid,  d.  h.  dem  Umdi'ehungseUipsoid. 


118.  Kapitel. 
Bestimmte  Integrale.    Differeutialgleichnugeii. 

Wir  haben  im  109.,  im  110.,  im  117.  Kapitel  bestimmte  In- 
tegrale auftreten  sehen  und  uns  überzeugen  können,  dass  Euler  in 
den  Jahren   1730    bis   1733    mehrfach    mit  solchen  Ausdrücken   uni- 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.    Annee  1753.    T.  IX,  258—293. 


Bestimmte  Integrale.    Differentialgleichungen.  843 

zugehen  hatte  und  umzugehen  wusste.  Euler  war  es  auch,  der  1743 
den  ersten  Aufsatz  veröffentlichte,  der  seiner  Ueberschrift  De  inven- 
fioiie  infefimJin»!  ^i  poat  ndeiirafiouem  variahili  quaiitifati  cictermiitafus 
valor  tribitafur^]  nach  den  bestimmten  Integralen  gewidmet  war  oder, 
mit  Euler  zu  reden,  der  Auffiudung  von  Integralen,  wenn  nach  voll- 
zogener Integration  der  veränderlichen  Grösse  ein  bestimmter  Wei-th 
beigelegt  wird.  Es  ist  der  gleiche  Aufsatz,  von  welchem  (S.  0(55)  als 
wichtig  für  die  Lehre  von  den  Reihen  die  Rede  war.  Allerdings 
kommen  nur  solche  bestimmte  Integrale  vor,  deren  Integration  auch 
unbestimmt  vollzogen  werden  kann,  und  wo  das  eigentlich  Fesselnde 
erst  bei  Einsetzung  des  bestimmten  Werthes  der  Veränderlichen  sich 
bemerklich  macht. 

Schon  ein  Jahr  früher  (1742)  warMaclauriu's  Trcatise  of  fluxions 
«•schienen,  jenes  hervorragende  Werk,  das  uns  im  110.  und  im 
112.  Kapitel  beschäftigte,  das  jetzt  abermals  unsere  Aufmerksamkeit 
in  Anspruch  nimmt.  Wir  meinen  nicht  wegen  solcher  bestimmten 
Integrale,  wie  sie  in  der  Euler'scheu  von  Maclaurin  nacherfundenen 
Summenformel  vorkommen,  darüber  hat  das  110.  Kapitel  uns  Auf 
schluss  gegeben,  wir  meinen  Maclaurin's  Behandlung  der  elliptischen 
Integrale. 

Ganz  neu  war  auch  dieser  Gegenstand  nicht.  Wir  haben  im 
100.  Kapitel  (^S.  461 — 472)  die  Anfänge  der  Lehre  von  den  ellipti- 
schen Integralen  entstehen  sehen.  Wir  könnten  eine  Abhandluno- 
Euler's  Solutio  prohlematum  redificatianem  eUipsis  rcquirentium'-)  von 
1736  nennen,  in  welcher  Aufgaben  gelöst  sind,  welche  mit  der  Recti- 
fication  von  Ellipsen  zusammenhängen,  z.  B.  die  Aufgabe  auf  Ellipsen, 
welche  über  einer  und  derselben  Axe  2rt  mit  veränderlicher  zweiter 
Axe  2h  beschrieben  sind,  von  dem  Endpunkte  Ä  der  gemeinschaft- 
lichen Axe  aus  gleiche  Bogenlängen  abzuschneiden,  beziehungsweise 
die  Curve  anzugeben,  welche  von  der  unendlichen  Schaar  solcher 
EUipsen  je  gleiche  Bögen,  alle  von  dem  gemeinsamen  Anfangspunkte  A 
aus  gemessen,  abschneidet.  Gleichwohl  sind  diese  Ergebnisse  für-  die 
spätere  Entwicklung  der  Wissenschaft  nicht  von  solcher  Tragweite 
gewesen,  wie  die  Untersuchungen  Maclaurius. 

Maclaurin^)  hat  sich  dabei,  wie  in  seinem  ganzen  Treatise  of 
fluxions,  geometrischer  Methoden  bedient,  welche  auf  gewisse  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,    insbesondere  der  gleichseitigen  Hypei-bel, 

')  Miscellanea  Berolinemia  Yü,  129 — 171  (Berlin  1743).  *)  Commentarü 
Äcademiae  Petropohtanae  ad  annunt  1736.  T.  VIII,  86 — 98.  ^  Felis  Müller, 
Studien  filier  Max  Laurin's  geometrische  Darstellung  elliptischer  Integrale. 
Usterprogranim  1875  für  die  Königl.  Realschule,  Vorschule  und  Elisabethschule 
in  Berlin. 
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deren  Gleichung  a-^  —  2/^  =  «^  heisst,  sich  stützen.  Sei  (Fig.  144) 
EAE'  eine  solche  gleichseitige  Hyperbel  mit  A  als  Scheitelpunkt, 
S  als  Mittelpunkt,  SA  als  Axe.    Der  Hyperbelpunkt  E  hat  die  Coordi- 

naten  SG^^,  EG  =  7j,  die  Berührungs- 
linie EP  hat  die  Gleichung  |.r  —  tpj^a". 
Im  Dui'chschnittspunkte  C  der  EP  mit 


der    Abscissenaxe 
mithin  C  (^  =  £  —  - 


ist     .r  =  SC  = 

5  ' 

=  ^  =  ,;.tng£SG^. 


Fig.  144. 


Im  Dreiecke  CE  G  ist  CG  =  i]-tngCEG. 
Folglich  ist  tngC^(?  =  tng^S(?  und 
LESG  =  CEG  =  C8P,  wenn  SP  die 
von  S  auf  die  Berührungslinie  EP  ge- 
fällte Senki-echte  ist,  oder  die  Ase  der 
gleichseitigen  Hyperbel  halbirt  den  Win- 
kel, welchen  der  Leitstrahl  r  vom  Mittel- 
punkte S  an  einen  Hvperbelpunkt  E  mit  der  Senkrechten  SP  von 
S  an  die  Bertthruugslinie  in  E  bildet.  Den  Winkel  a  ^  PSG  =  GSE 
trägt  man  zum  di-itten  Male  als  ESM  auf,  so  dass  M  der  Durch- 
schnitt seines  Schenkels  SM  mit  der  Scheitelberührenden  AM  ist. 
Man  hat  zunächst  ^  =  SE-  cos  a,  t]  =  SE  ■  sin  «,  a^  =  SA^  ^  |^  —  rj' 

=  S£-  (cos  a-  —  sin  «-)  =  SE'  ■cos2a  =  SE^-  cos  JSf S^  =  ^^'-§i: 

und  S^-  =  Si"^.    1^  gestattet  die  Folgerung  Si?  =  SA-  SM,  d.  h. 

SE  =  r  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  SA  =  a  und  Süf , 
welche  letztere  Strecke  m  heisseu  soll,  so  dass  die  gefundene  Gleichung 
auch  r^  =  am  geschrieben  werden  kann.  Ist  ferner  AN  J_  SM,  so 
soll  SN=n,  AM  =11,  AN=v,  EP=t,  SP  =  q  geschrieben 
werden,  wo  die  Beziehungen  ^  =  yni^  —  a^,  v=ycr — n',  t^Yr^  —  q' 
auf  der  Hand  liegen.  Da  2«  =  AS3I  =  NSA  =  PSE,  so  sind  die 
durch   dieselben   drei  Buchstaben  benannten  rechtwinkligen  Dreiecke 

=  — ,  —  =  —  neben  r-  =  am  , 

1»  '       ■»•  n  > 


einander  ähnlich,  und  es  ist  —  =  — 


woraus  sich  q~  ^  —  ergiebt.  Auch  eine  DifFerentialbeziehung  zwischen 
dem  Hyperbelbogen  s  ^  AE  und  dem  Leitstrahle  r  weiss  Maclaurin 
sich  zu  verschaffen,  nämlich  -3-  =  —  =    ,  Aus  »•-  =  am  folgt 


2r(Ir  =  adm,  dr  = 


adm 
•2r 


adm 


]/aj 


dm  und  ds  = 


■dr 


2  )/»)'-(»■ 


2  f/am        2  yw  ]/»»-  —  o^ 

dm  .    Wird  rt  ^  1  gesetzt  und  der  Anfang  des  Hyperbel- 
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bogeiis  *■,  wie  obeu  schon  augodeutet  ist,  im  Scheitel  ^1  angeiioinmen, 


woselbst  auch   nt  =  a  =  1   wird,    so   ist  s  =  /  —        —  dm .    Dieses 

Integral  für  den  Hyperbelbogeu  ist  mit  Hilfe  der  vorher  geometrisch 
gewonnenen    Beziehungen    in    andere    Formen    zu    bringen.      Es    war 


li=yt)r  —  a^  =  ym^ —  1.       Mithin    ist    m  ^  j/l  -(-  jt-,     dm  = 
,  du  und  s  =  /  —, — Andererseits  war  —  =  — ,   und  bei 

fl.  =  1  ist  m  =  — ,  dm  = ^,  s  =  j —  ■    Die  Gleichuuff 


V  =  ]/a-  —  n^  ^yi  —  71'  liefert  m  ^  ]/l  —  v',  an  = ,  dv, 

l'i— 1-= 

s  =  I     ,  -  u.  s.  w.    Der  wesentliche  Grundzug  aller  dieser  Um- 

J  21/(1 -r=)^ 

formungen  ist  ein  geometrischer.  Maclaurin  vertauscht  nicht  eine 
Veränderliche  mit  einer  anderen  Veränderlichen,  zwischen  welcher 
und  der  ersten  eine  algebraische  Gleichun»  stattfindet,  er  bringt  viel- 
mehr  den  Zuwachs  des  Hyperbelbogens  in  Verhältniss  zu  dem  Zu- 
wachse einer  bestimmten  Strecke,  welche  in  der  Figur  hervortritt 
und  in  Folge  geometrischer  Sätze  von  einer  anderen  Strecke  abhängt. 
Neben  dem  Hyperbelbogen  ist  auch  der  Ellipsenbogen  und  der 
Lemniscatenbogen  durch  mehrfach  umgewandelte  Integrale  dargestellt 
und  nicht  minder  der  Unterschied  zwischen  Curvenbögen  und  der 
Länge  von  Berühi-enden  ^). 

Genau  den  entgegengesetzten  Gedanken  hat  D'Alembert  ver- 
folgt. Ihm  sind  die  Umformungen,  welchen  er  bestimmte  Integrale 
unterwirft,  durchaus  analytische  Verfahren.  Geometrische  Bedeutung 
als  Maass  eines  Hyperbel-  oder  Ellipsenbogens  hat  für  ihn  nur  das 
einfachste  zur  Ausführung  der  Rectification  jener  Curven  hergestellte 
Integral  und  allenfalls  die  analytische  Umwandlung  anderer  Integral- 
fonnen  auf  diese,  in  so  weit  als  dieselbe  eine  Zurückführuug  auf  die 
Rectification  der  Ellipse  und  Hyperbel  genannt  wird.  D'Alembert's 
französisch  geschriebene  Abhandlung  BeclwrcJws  sur  Je  calcid  inh'(jral-) 
ist  von  ihm  174G  der  Berliner  Academie  zugeschickt  worden.  Die 
Untersuchungen  zur  Integi-alrechnung  zerfallen  in  zwei  Abtheilungen, 
deren  erste  den  besonderen  Titel  Integration  rationaler  Brüche")  führt. 


')    Maclaurin,    Trcatise    of   flaxions    pag.    652  —  660.  ^)    Histoire 

de  l'Acadimie   de  Berlin.     Annee   1746.     T.  II,   182—224.  ')   Ebenda  T.  II, 

182—200. 
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Sie  begiunt*)  mit  dem  (S.  565)  von  uns  besprochenen  Versuche  eines 
Beweises  des  algebraischen  Fundamentalsatzes  von  der  Zerfällbarkeit 
jeder  ganzen  algebraischen  Function  einer  Veränderlichen  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades,  und  daran  schliessen  sich  Be- 
merkungen über  die  Integration  rationaler  Brüche  nach  ihrer  Zer- 
legung in  Partialbrüche  mit  Xennern  ersten  oder  zweiten  Grades. 
Die  zweite  Abtheilung-),  von  den  Differentialen,  welche  sich  auf  die 
Rectification  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  beziehen,  ist  es  eigentlich, 
um  derenwillen  die  Abhandlung  uns  in  diesem  Kapitel  beschäftigt. 
Nachdem  D'Alembert  ausdrücklich  Maclaurin's  Treatise  of  fiuxions 
als  das  Werk  genannt  hat,  in  welchem  zuerst  Untersuchungen  über 
auf  die  Rectification  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  zurückführbare 
Differentiale  vorkommen,  giebt  er  das  Differential  des  Ellipsenbogens 

1  AT  ,    p--2a     . 
als  (7s  = (Ix,  wo  2)  fl<?ii  Parameter  der  Ellipse,  d.  h. 

die  Doppelordinate  im  Bi-ennpunkte  bedeutet  oder  2>  =  - —  ist,  wenn 
u  die  grosse,  h  die  kleine  Halbaxe  bezeichnet,  die  Mittelpunkts- 
gleichung der  Ellipse  also  2'-^'  +  2«?/'^  =  a'-p  oder  y'-^  =  ~-  {er  —  x") 
geschrieben  werden  kann.    Eine  Umwandlung  erfolgt  mittels  ^  ^  <Z 

und  ((-  -+-  \a —  D.c-  =  as.    Dadurch  wird  ds^  —         ^    y  ^ 

Setzt  mau  2«  -j-  a  1= 1  =  /'  und  (2«'  {=  l>~)  =  0',  so  heisst  die 

Gleichung  ds  =  —  -^  ,  und  das  Differential  rechts  vom  Gleich- 

2yfg-z'—<f-' 

heitszeichen  bei-uht  auf  der  Rectification  einer  Ellipse  von  den  Halb- 

axen  (j  und  r,  wo  fr  —  >■-  =  g'^,  beziehungsweise  r  =  —  i  l/j  —  0^  i^^- 

Darnach  darf,  wenn  die  Ellipse  nicht  imaginär  sein  solP),  /""  <  4(/ 
nicht    stattfinden.      Wäre    dieses    doch    der   Fall,    so    sähe    man    aus 

f2  —  0-  —  i/"  =  T  —  ^"  —  (^  —  ~ )  )  "^^ss  *^6i"  Ausdruck  Yfz  —  z'  —g^ 
imaginär    würde    und    mit    ihm    zugleich    ds,    welches    folglich    kein 


■'o 


reelles  Integral  besitzen  könnte.     In  einer  Hyperbel*)  --^  —  y^  =  1, 


in  deren  Gleichung  man  wieder  p =  —  einführt,  ist  ds  = -=z^ 

^)  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.  Annee  174ü.  T.  II,  182—191.        -)  Ebenda 
r.  II,  200 — 224.  ^)  Ebenda  T.  ET,    201:    V Ellipse   serait  imaginaire  aussi. 

*)  Ebenda  T.  II,  202. 
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Setzt     mau    -^  =  q     uebst    (q-\-\)x'  —  a- =  az,    so     wird    ds  = 


la 


'  ""^  Auch    hier    bringt    die    neue    Bezeichnung 


2  |/s' -j- (a  —  ga)  ^  —  5«' 

qa-[=h')  =  (r     und     a  —  '7«(=— ~')=+/     <^'6     ^^^^     Form 

(is  = "  "        —    hervor    und   zeigt,    dass    ein    solches   Differential 

auf  der  Rectification  einer  Hyperbel  mit  den  Halbaxeu  r/  und  /■  be- 
ruht, wo  >•-  —  i/"  =  i  /  '■  ist ').  Die  beiden  gewonnenen  Differentiale 
des  Ellipsen-  und  Hyperbelbogens  bilden  die  oben  erwähnte  geometrisch 


entstandene  Grundlage  aller  weiteren  Rechnung.  Ist  z.  B.  /    ^    '^'^    "  z^z^ 

zu  ermitteln-),  so  setzt  D'Alembert  s  =  —  und  erhält  /  — ,_   , 

•2l/u^  +  fu  —  b'    ,     r        Vudu  ,    ,       ■,■     rj     ..  ,_£...,  ,. 

= '- =-!; h  I  ,    d.  h.  die  Zurucktuhrung  aui 

1»  ,1  -[/u^-h'  +  fu'  ° 

t'  dz 

den    Hviierbelbogen.     Als    zweites  Beispiel    ist  /  -^ —  =^  ge- 

•*         °  ^        j  yzVb'+fz-z'-  ^ 

wählt' 1.    Der  Ausdruck  h--^fz  —  Z'  ist  immer  durch  Multiplication 

zweier  reeUen  Factoren  (]/&'  +  J  ±  3  +  --)  •  (]/&"  +  j  +  !  —  -) 

entstanden,  kann  also  =  (a  —  z){m  +  z)  gesetzt  werden.    Dann  aber 

ist  weiter  1    ,_  ,  =  i  — ;=  ( ,         "      =  | 

J  ■\/z-\/{a—z){m  +  z)     J  mYz  \y{a  —  z){m+z)       y{a—z){m  +  z)J 

__  /  y  -  V    x^  —  / ^  '  ■   Das  zweite  dieser  beiden  neuen 

,  /  m  yzYa  —  z       ,_'  m  ]/(a  —  z)  {in  -\-  z) 
Integrale  ist  das   im  ersten  Beispiele  auf  die  Rectification  einer  Hy- 
perbel zurückgeführte.     Im  ersten  bringt  m  -];-  z  =  ii  die  Umformung 

/ —  '  hervor,   welches  einem  EUipsenbogen 

J  m  ]/(a  -j-  2  m)  u  —  u-  —  m{a-{-  m) 

entspricht.     Diese  beiden  Beispiele,  setzt  D'Alembert  hinzu,  sind  die 

einzigen,  deren  Umwandlung  Maclaurin  gelang.     In  ihnen   ist  unter 

dem  Integralzeichen  ^z  bald  im  Zähler,  bald  im  Nenner  und  ausser- 
dem im  Nenner  die  Quadratwurzel  yp  +  fz  —  z^.  Man  sieht  sofort, 
wie  reichhaltige  Abänderungen  möglich  sind.  Innerhalb  des  Trinoms 
h-  +  fz  —  z-    kann    den   einzelnen    Gliedern    bald    das   positive,    bald 

das  negative  Vorzeichen  beigelegt  werden;    [/^  kann   zu  z-    mit  un- 


gradem  p,  sowie  ]/«  -f"  ^■^  +  c^-  zu  (a  -\-  bz  -\-  cz'^)-  mit  ungradem  11. 
erweitert  werden.     Alle  diese  Einzelfälle  behandelt  D'Alembert,  d.  h. 

')  Histoke  de  l'Acadimie  de  Berlin.    Annee  174Ü.    T.  II,  203.         -)  Ebenda 
T.  n,  203.         =)  Ebenda  T.  ü,  204. 
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er  führt  so  gestaltete  Integrale  auf  eUiptische  Integrale  zurück.     Auch 
bei  ihnen  bleibt  er  nicht   stehen.     Seine  neunte  Aufgabe')  verlaugt 

die  Umformung  des   Integrals  jdxiax  +  &)''(/+  ^•^'  +  hx-  +  x^)    ^ 
mit  ganzzahlig  positivem  j)  und  ganzzahlig  ungradem  n.    Seine  zwölfte 


Aufgabe  bezieht  sich  auf    /  — = 

J  ya- 


dx 


t-\-hx-\-  cx^-\-  ex'-\-fx* 
Der  ersten  Abhandlung  von  1746  liess  D'Alembert  am  13.  April 
1747  eine  zweite  wieder  aus  zwei  Abtheilungen  bestehende  folgen^). 
Diese  beginnt  also  unter  fortgesetzter  Zählung  der  Abschnitte  mit 
der  di'itten  Abtheilung  von  den  Diiferentialen,  welche  sich  auf  die 
Quadratur   von   Curven   dritten  Grades    beziehen.     Einfache  Differen- 

tiation     fuhrt     zu    rtl^^ — ■ —!- —  = ■ 

V  a;»  /         2  -j/a  +  6a;  +  ex«  +  fx^ 

■  [—2aqx-''-'^  —  2bqx-''—2cqx-i  +  ^  —  2fqx—'+^  -\-hx-i-\-2cx—!i+^ 
-\-  3/\t~''  +  ^].       Ist     nun    </  =  1,     so     ei'kennt    man    leicht,     dass 

lya-^-ix  +  cx'+fx'=  f     ,-     ^'^^     _=  +  f—=J£^== 

x"       '  J  x-ya  +  bx  +  ex^  +  fx"     J  xya  +  hx  +  cx^  +  fx^ 

,     C  m  dx  ,     /'  nx  dx  T^  ±       i  • 

+  /  =-  +  I  •     Das  ei'ste   der  vier 

J  ya  +  bx  +  ex*  +  fx''      J  ya  +  bx  +  cx'  +  fx^ 

rechts  vom  Gleichheitszeichen  vorkommenden  Integrale  ist  dadurch 
in  Abhängigkeit  von  den  drei  anderen  gebracht.  Die  beiden  letzten 
(das  dritte  und  das  vierte  Integral)  sind  in  Folge  der  neunten  Auf- 
gabe der  zweiten  Abtheilimg  von  1746  auf  Rectificationen  von  Kegel- 

r  dx 

schnitten  zurückzuführen.  Eine  Zurückführung  von  1  — ;===^ 

J  xya-\-bx-\-ex^-\-fx^ 

auf  Kegelschnittbögen   fehle,   und   doch  führe  auf  dieses   Integral  in 

//*                    dx 
letzter    Linie'')    nicht    bloss  I  — ,     sondern    jedes 
J  x-ya  -\-  bx -\-  ex'  +  fx^ 
,                                 mit  ganzzalilig  positivem  ;*.     In  besonderen 
x''ya  +  bx  +  ex*+fx'            ^               ^   ^ 

Fällen,  welche  mit  ziemlichem  Aufwände  von  Rechnung  namhaft  se- 

P  dx 

macht  werden,  erfolgt  das  Zurückführen  von/ ==^^== 

°  J  x"ya-\-bx+ex'  +  fx^ 

auf  Kegelschnittbögen,   im  Allgemeinen   aber,  gesteht  D'Alembert  in 

einer  Anmerkung")  zu,  .sei  ihm  solches  nicht  gelungen.    Alsdann  hilft 

er  sich  durch  die  Einsetzung  von  x  =  — ,  welche  /  —  = 

y«.rfw  "  J  xya+bx  +  ex'  +  fx' 

=  I  '  —  hervorbringt.    Das  neue  Integral  hängt  aber 


')  Histoirc  de  l'Äcademie  de  Berlin.  Annee  1746.  T.  U,  219.  -)  Ebenda 
T.  II,  222.  ^)  Ebenda  AnnOc  1748.  T.  IV,  249—291.  *)  Ebenda  T.  IV,  250. 
')  Ebenda  T.  IV,  257,  llemai-ciue  11. 
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.,  /  rf«]/fc+ Zm  +  »lU'  +«m'  t     j.    i.  •    j.  "11 

iit      (  — '- — ■ — ■ zusammen.      Letzteres    ist     namlicli 

J*      (hijk  +  lu  +  mu^+nu')         ^   /' IduYu , 
yü  ■  yiTi^lu  +  TOM»~+^ü?     ~J   yic  +   lu  +   nm^  +   nu" 

-^ —  '    —   und   das    zweite   der   rechts   vom  Gleich- 

■j/u  ■  yk  +  hi  +  mu-  +  Mu' 

heitszeichen  befindlichen  Intesfrale  weiss  D'Alembert  durch  Kegelschnitt- 


J 


bögen  darzustellen ' ),  folglich  gelangt  man  von  /  - 

fj  yti 

zu    I  — -         oder  umgekehrt,  welches  von  beiden  man 

vorziehen    möge.      Das    Litegral    l  — '- ;= — stellt    die 

J  yu 

Quadratur  der  Curve  dritten  Grades  fu  =  Ic  -{-  lu  -\-  mu'^  -\-  nu^  dar, 
und  somit  ist  erzielt,  was  die  Ueberschrift  der  dritten  Abtheilung 
erwarten  liess,  eine  Zurückführung  von  mit  Irrationalitäten  behafteten 
Integralen  auf  durch  Curveu  dritten  Grades  begrenzte  Flächenräume, 
insofei-u  Kegelschnittbögen  zur  Auswerthung  nicht  ausreichen,  während 
allerdings  das  Hauptgewicht  auf  die  Ermittelung  solcher  Beziehungen 
zwischen  den  innerhalb  der  Irrationalgrösse  vorkommenden  Coeffi- 
cienten  gelegt  ist,  welche  von  jenen  Quadraturen  abzusehen  gestatten 
und  ausschliesslich  von  Kegelschnittbögen  Gebrauch  machen.  D'Alem- 
bert  hat  unter  dem  21.  Juni  1752  noch  eine  dritte  Abhandlung  über 
Integrab-echnung  veröffentlicht"),  welche  bezüglich  der  Auswerthung 
mit  Irrationalitäten  behafteter  Integrale  mittels  Kegelschnittbögen  nur 
einen  Irrthum  verbessert,  der  sich  in  den  vorhergehenden  Aufsatz 
eingeschlichen  hatte.  Auf  die  vierte  Abtheilung,  beziehungsweise  die 
zweite  von  1748,  kommen  wir  weiter  unten  zurück. 

Schon  im  vorigen  Abschnitte  erwies  sich  die  Nothweudigkeit, 
das  100.  Kapitel  für  die  Differentialgleichungen  in  Anspruch  zu 
nehmen,  d.  h.  die  Mathematiker  begnügten  sich  nicht  mehr  damit 
Differentialgleichungen,  zu  welchen  die  Behandlung  irgend  einer  Auf 
gäbe  geführt  hatte,  um  der  betreffenden  Aufgabe  willen  zu  integriren, 
das  Integriren  der  Differentialgleichungen  wurde  ihnen  aUmälig  an 
und  für  sich  erforschungswürdig,  und  die  frühere  Hauptaufgabe  sank 
zum  Range  eines  Beispiels  herab,  bei  welchem  eine  Differentialgleichung 
von  einer  vorbestimmten  Form  auftrat.  Diese  Verschiebung  vrurde 
nachgerade  zu  einer  bleibenden,  und  gleich  im  I.  Bande  der  Ver- 
öffentlichungen der  Petersburger  Akademie  für  1726  finden  sich  Ab- 
handlungen von  .Jacob  Hermann,  Johann  Bernoulli,  Christian 

')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.  Annüe  1748.  T.  IV,  254 — 255. 
')  Ebenda  Annee  1750.    T.  VI,  361—378. 
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Goldbach,  Niclaus  II  Bernoulli   in   unmittelbarer  Folge,  welche 
der  Wahrheit  unserer  Behauptung  als  Stütze  dienen. 

Jacob  Hermann  reichte  im  Mai  1726  eine  Abhandlung  De 
calado  integrali^)  ein.  Nicht  jedes  Differential,  sagt  er,  besitze  ein 
algebraisches  Integral,  weit  häufiger  trete  ein  trauscendentes  Integral 
auf,  dessen  Werth  sich  nur  mittels  der  Quadratur  einer  Curve  ergebe. 
Daher  sei  es  die  eigentliche  Aufgabe  der  Integralrechnung,  Mittel  an 
die  Hand  zu  geben,  welche  sicher  entscheiden  lassen,  ob  eine  vor- 
gelegte Differentialgleichung  integrirbar  sei  oder  nicht,  und  wenn 
integiürbar  ob  algebraisch  oder  nur  durch  eine  Quadratur,  beziehungs- 
weise welche  Curve  alsdann  die  einfachste  sei,  deren  Quadratur  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  hinreiche.  Hermann  schlägt  vor, 
jede  Differentialgleichung  auf  eine  canonische  Gleichung-)  zurück- 
zuführen, eine  Benennung,  welche  er  Hari'iot  (Bd.  II,  S.  721)  nach- 
gebildet haben  dürfte.  Ist  z.  B.  du  =  B'dK,  wo  B,  K,  aber  auch 
in  anderen  Aufgaben  etwa  erscheinende  Ausdrücke  S,  T  u.  s.  w.  Func- 
tionen beliebig  vieler  Veränderlichen  darstellen,  so  möge  u  =  MR'-  +  ^ 
das  gesuchte  Integral  sein.  Dessen  Differentiation  führt  zu  du  = 
i/l  +  l)MB'dB  +  R'+'d3I  und  die  Vergleichung  mit  da  =  R'dK 
zu  dK  =  (A  +  1)  MdR  -j-  RdM,  welches  die  canonische  Gleichung 
ist.  Ganz  entsprechend  wird  als  Integral  von  du  =  R'S"dK  die 
u  =  MR'-+'S"  +  \  als  Integral  von  du  =  R''S"TdK  die  «  = 
Jif2?'+^<S'"  +  ^T'+^  angenommen,  und  die  entsprechenden  canonischen 
Gleichungen  sind  dK  =  (A  -f- 1)  MSdR  +  (,u  +  1)  MRdS  -f  RSdM 
und  dK  =  (A  -f  1)  MSTdR  +  C«  +  l) MRTdS  +  (v  +  1)  MRSdT 
-\-  RSTdM.  Alsdann  wird  folgende  allgemeine  Vorschrift^)  gegeben: 
Man  solle  in  dem  Elemente  dR  irgend  ein  Glied  auslesen,  welches 
bezüglich  der  Veränderlichen  von  höherer  Dimension  als  die  übrisfen 
Glieder  sei,  und  mit  diesem  Gliede  in  alle  Glieder  des  Elementes  dK 
dividiren,  bei  welchen  die  Division  möglich  sei;  Vorzeichen  und 
Zahlencoefficienten  der  Quotientenglieder  solle  man  durch  unbestimmte 
Coefficienten  A,  B,  C,  D  ■  ■  ■  ersetzen  und  für  die  Summe  der  so 
veränderten  Quotientenglieder  Z,  ferner  31  =  Z  -\-  N  schreiben;  die 
Substitution  dieses  Werthes  von  M  in  die  canonische  Gleichung  und 
die  Vergleichung  der  so  entstehenden  Glieder  mit  den  homologen 
Bestandtheilen  des  Elementes  dK  gestatte  die  Bestimmung  von  ^-1, 
B,  C,  D  •  ■  •;  was  aber  von  dR  gesagt  sei,  gelte  ähnlich  für  SdR, 
für  STdR  u.  s.  w.  Nach  mehreren  Beispielen,  in  welchen  nur  eine 
Veränderliche  vorkommt,    so   dass  die  Frage  ausschliesslich   auf  die 


')  Commentarii  Accidemiae  Petropolitanae  ad  annum   17iü.    T.  I,  149 — IUI. 
=)  Ebenda  I,  151.  ')  Ebenda  I,  152. 
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Auswerthuiig  uiiies  Integrals  gerichtet  ist,  legt  sich  llermfiuu  die 
Differentialgleichung    vor'):    du  ^da^i/dy  —  öa^x^ydy  -\-  'daa^dy 

—  üa'-xy-dx  +  12ax^ydx  —  6x-'dx  =  (ßa'^ur^y'dy  —  6a-x"''^ydy 
+  3ax  'dy  —  Ga-x-*y^-dx  +  12ax~-ydx  —  Ürf^)r'  =  dKE^. 
Er  nimmt  folglich  B=x,  A  =  5  und  dK=  3a^x~-'y-dy  —  6a'x~^y  dy 
+  iax~^dy  —  Q)a'x~^y-dx  -\-  12ax'~-ydx  —  Gdx.  Die  canonische 
Gleichung  ist:  dK  ^  6Mdx -\- xdM.  Die  in  dem  für  dK  ange- 
nommenen Ausdrucke  mit  dx  behafteten  Glieder  heissen  ( —  6a-a;~*?/' 
+  12ax~-y  —  G)  dx.  Ersetzung  der  Vorzeichen  und  Zahlencoefficienten 
durch  Ä,  B,  C  bringt  Äx~'^y^ -{- Bx~^y -{- C  hervor  und  M  = 
Äx-^y-  +  Bxr^y  +  C+N  nebst  d3I=  —  AAx-'^yhlx  —  2Bx--ydx 
-\-  2Ax~^ydy  +  Bx  -dy  -{-  dN,  und  die  canonische  Gleichung  wird: 
3a^x~^y-dy  —  Qa-x~^ydy  -\-  Sax^^dy  —  Qa^x~*y^dx  +  12ax^-ydx 

—  6(7.1-  =  2Ax~'ydy  +  Bx  'dy  +  2Ax-^yulx  +  ABx'-ydx  + 
GCdx  -\-  GNdx  -\-  xdN.  Homologe  und  folglich  einander  gleich  zu 
setzende  Glieder  sind  —  Ga^x~^y^dx  =  2Ax~^y^dx,  \2ax~^ydx  = 
4:Bx-ydx,  — 6dx  =  ijCdx,  woraus  A=  —  3a-,  B=Sa,  C=  —  1 
folgt.  Setzt  man  diese  Werthe  von  A,  B,  C  in  die  umgewandelte 
canonische  Gleichung  ein  und  streicht  Identisches  auf  beiden  Seiten  des 
Gleichheitszeichens  weg,  so  bleibt  oa^x~^y-dy  =  QNdx  -\-  xdN. 
Multiplicatiou  mit  .'■'  führt  zu  oahj-dy  =  GNx^dx  -\-  x^dN,  und  das 
Integral  dieser  letzten  Gleichung  ist  a^y'^  =  Nx^,  beziehungsweise 
K  =  a\c-^y\  Nun  folgt  weiter  31  =  Ax-*y-  +  Bx^-y  +  C  + 
N=  —  -da-x-^y-  +  3ax--y  —  1  +  a'x'^y''  und  u  =  M-  B/  +  '  =  3Ix^ 
=  — •  3a-x'y'-  -\-  'dax^'y  —  x^  -f-  a^y^  =  {ay  —  x-y.  In  weiteren  Bei- 
spielen treten  bald  drei  Veränderliche  x,  y,  z  neben  «t  auf,  bald 
zweite  Differentiale. 

Johann  Bernoulli  brachte  im  Juni  1726  seine  Abhandlung: 
De  inteynitioniLus  aeipiationnm  diff'crentialium,  uhi  fmditur  methodi 
alicuius  specimeti  inteyrandi  sine  praevia  separatione  indetermhiatarum^), 
von  der  Integration  der  Differentialgleichungen,  wo  ein  Muster  einer 
Integrationsmethode  ohne  vorherige  Trennung  der  Veränderlichen 
mitgetheilt  wird.  Es  ist  die  Abhandlung,  von  welcher  (S.  460)  vor- 
ankündigend  die  Rede  war,  in  welcher  der  Kunstausdruck  der  homo- 
genen Differentialgleichung  eingeführt')  und  deren  Integration 
durch  die  Annahme  y  =  xs,  dy  =  xdz  +  zdx  gelehrt  wurde,  indem 
letztere  Annahme  die  Trennung  der  Veränderlichen  in  der  umgewan- 
delten Differentialgleichung  leicht  gestatte.  Auch  Johann  Bernoulli 
spricht    dabei    von    canonischen    Gleichungen'),     versteht     aber 

')  Commentarn  Äcademiae  Vetropolitanae  ad  atmum  1726.  T.  I,  1G3 — 164. 
=)  Ebenda  1, 167—184.  (Vergl.  Joh.  Bernoulli  Ojjcm  lU,  108—124.)  ')  Ebenda 
I,  175.         ■•)  Ebenda  I,  175—176. 
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darunt(?r  ganz  Anderes  als  Hennann,  nämliela  diejenigen  homogenen 
Gleichungen  von  aufeinanderfolgenden  Dimensionen,  welche  alle  über- 
haupt mögliche  ganze  Glieder  enthalten,  also  (ax  -\-  by)(Lr -\- 
{cx  +  ey)  chj  =  0,  {a  x'  -j-hxy-}-  o/)  dx  +  {ex^  -\-  fxy  +  (Jif)dy  =  0, 
{ax^  -\-  hx^y  -\-  cxy^  -\-  ey^)dx  -j-  (fx^  -\-  gx^y  -\-  hxy-  -\-  iy^)dy  =0 
u.  s.  w.  Die  canouische  Form  der  homogenen  Differentialgleichung 
gestattet  aber  die  Integration  ohne  vorhergegangene  Trennung  der 
Veränderlichen^).  Ist  sowohl  (7./'  als  dy  mit  einer  homogenen  ganzen 
Function  ?j*^°  Grades,  die  aus  n  -\-  1  Gliedern  besteht,  vervielfacht,  so 
kommen  in  der  homogenen  Differentialgleichung  2n  -\-  2  Constante 
vor.  Ebensoviele  enthält  das  Product  von  n  -\-  1  Factoren  von  der 
Gestalt  (.T  +  (iy)",  und  setzt  man  dieses  n  -\-  1 -factorige  Product 
=  C  und  differentiirt  nach  vorhergehender  Logarithmirung,  so  er- 
scheint eine  homogene  Differentialgleichung  von  Art  der  vorgelegten. 
Man  erhält  so  nothwendigerweise  die  genügende  Anzahl  der  Be- 
dingungsgleichungen zur  Bestimmung  der  Constanten  a,  %  u.  s.  w. 
Sei  z.  B.  n=  1,  also  [x  -\-  ayy  •  {x  +  ^li)^  =  C  das  vorausgesetzte 
Integral  von  [ax  +  iy)dx  -\-  (ex  -\-  cy)dy  =  0.  Logarithmirung 
liefert  7t  log  {x  -\-  ay]  -\-  t  \og[x  -\-  ßy)  =  0.    Differentiirung  bringt  dann 

~    -4-    r-^ — -   =  0      hervor      oder      Un  +  %•■  x  ■4- 

x  +  ay  '  x  +  ßy  ^         '  ' 

[ßTC  -j-  ar)y)dx  -\-  {{an  -^  ßt)  x  -\-  ußji  -{-  aßx^y)  dy  =  0.     Die  Ver- 

gleichung    mit    der    canonischen    Form    erfolgt    mittels    .-r  -j-  t  =  a, 

ßTt  -{-  KT  =  h,    dTC  -^  ßt  ^  c,    aßjt  -\-  aßt  =  e,    d.   h.   man  erhält 

b  +  c  —  yb-  +  ihc  -\-c'-  —  iae 


ab—ae-\-ayb^-\-'ihe-\-c^ — iae 


ß- 

b  +  c  +  yb-  +  ibc-\-c-  —  iae 

■2  a 

_ 

—  a&-f  ac  +  (il/6'-f  2&c-f  c*— 4ae 

^         •2-[/b^-\-2bc  +  c^-  —  4:ae        '      ~~  2yb^ +  '2bc -j- c^- —  iac 

Ist,  setzt  Johann  Bernoulli  hinzu,  (x  -\-  uy)"  ■  (x  -\-  ßy'Y  mit  con- 
stantem     Werthe      versehen,      so     muss     das     Gleiche     auch     für 

(2ax  -\-  2aayY  ■  (2ax  -j-  2aßy)"  gelten,  und  das  gesuchte  Integral 
lässt  sich  unter  Anwendung  der  Abkürzung  Yh'''-\-2hc-\-c-  —  4:ae=m 
auch  schreiben  {2ax-\-iJ)-\-e — »ry )''—■+'"  ■  (2(tx -\-\h-\-c-\-ni)yy-''+"'  =  C. 
Bernoulli  geht  auf  beachtenswerthe  Einzelfälle  ein  und  schliesst  mit 
der  Bemerkung,  bei  höherer  Dimension  der  mit  dx  und  mit  dy  ver- 
vielfachten ganzen  homogenen  Function  sei  die  Arbeit  mühseliger, 
aber  nicht  schwieriger. 

Christian  Goldbach  schrieb^)  über  die  der  Riccati'scheu  Dif- 
ferentialgleichung   (S.    456—461)    unter    Einfügung    eines    weitereu 


')  Commentarii  Academiac  Petropolüanae  ad  annum  1726.    T.  1,   178 — 180. 
-)  Ebenda  I,  185—197. 
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Gliedes  ähnlich  gestaltete  Gleiehuiigsform  aaf'dx  -\-  bij.VtLr  -j-  cy-d.r 
=  rfi/  und  deren  lutegrirbarkeit,  sowie  einen  zweiten  kleinen  Auf- 
satz*) über  einige  besondere  DiflFerentialgleiehungen.  Er  zeigte  in 
diesem  letzteren  die  Ueberführung  von  (a.c"  -\-  h3'.i:''~'^  -\-  c2-'x"~- 
-\ '\(Lv  -\-  (w.r-'r'-i  +  in"-  'z-'-^  +  o.r''--^3'--'  -|-  ■■■)(h  =  0 

durch  z'  =  )/  in  eine  homogene  Differentialgleichung,  zeigte  auch 
wie    ebendasselbe     für    die    Gleichung    («  -(-  er  -j-  fy)  dx  -\-  {b  -\-  ex 

-4-  giAdii  =  0    durch    x  =  z  -\-      ~  "f ,     )/  =  u  4-  "^  ~"    ^    erzielt 
'    •'''      ''  '    cg  —  ef     •'  '    cg  —  ef 

werde.     Er  gab  ohne  weitere  Herleitung  das  Integral  der  Gleichung 

dy  =  dx{aif  +  hx"  -f  cx"-'^  +  cx"^-  -f-  ••■)    in    der    Gestalt    y  = 

a  '  a  '  a  '  a  '         ' 

yro  A,  B,  C  ■■■  die  Coefficienteu  der  jeweils  unmittelbar  vorher- 
gehenden Glieder  bedeuten. 

Zwischen  Goldbach's  beiden  Aufsätzen  steht  ein  solcher  von 
Niclaus  II  Beruoulli"),  die  letzte  Arbeit  des  im  Juli  1726  ver- 
storbenen geistvollen  jungen  Gelehrten.  Ihren  Hauptinhalt  bildet  die 
Eiccati"sche  Gleichung  und  deren  Integrabilitätsbediugungen,  in  der 
Einleitung  aber  stehen  einige  andere  Bemei'kuugen,  welche  der  Ver- 
gessenheit entrissen  zu  werden  verdienen.  Wir  haben  (S.  223 — 224) 
von  einem  Aufsatze  von  Johann  Bernoulli  von  1(397  gesprochen,  in 
welchem  ady  =  ypdx  -f-  hyqdx,  wo  ^)  und  q  irgend  welche  Functionen 
von  X  bedeuten,  durch  die  Substitution  y  =  iiiz,  d.  h.  y  gleich  einem 
Producte  zweier  Functionen  von  x,  integrirt  wird.  Wir  haben  gesagt, 
dass  diese  Methode  sich  bei  der  Integration  der  linearen  Differential 
gleichung  erster  Ordnuncf  erhalten  habe.  Wir  hätten  dort  auch  hervor- 
heben  können,  dass  Johann  Bernoulli  den  Uebergang  jener  sogeuannten 
BernouUischen  Differentialgleichung  in  die  lineare  Differential- 
gleichung :j dv  =  ipdx -\-hqdx  mittels  der  Substitution  y'^  —  "^v 

bemerkt   hat^).     Auf   diese  Dinge    bezieht   sich   die   Einleitung   des 

Aufsatzes  von  Niclaus  II  Bernoulli   von   1726.     Ist   eine    Gleichung 

ax'"y"dx  -\-  hxPydx  =  dy  gegeben,  und  setzt  man  xp+^  =  tt,  so  geht 

w— p  , 

sie  in  — r—  u''+^y''du  -\ r--  ydu  =  du  und  nach   Division    durch 

jj-f-i  •'  '   2'-\-  ^ 

'i'—p  , 

«'"  in   — i—r«''"'"'  -\ T—:')fi~'^du  =  ir^du  über.    Nun  sei  «'-"^  r 

m  — p  1 — n 

also  y-"dy=-^^,  so  entsteht  dv  =  '^^n^^+^du-\-^^^^v^'du 


')  Commentarii  Acadcmiae  Petropolitanae  ad  anmun  1726.    T.  I,   207 — 209. 
')  Ebenda  I,  198—207.         =)  Job.  Bernoulli  Opera  I,  175. 
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oder,  wenn  u  und  v  wieder  durch  x  und  «,  ferner  '^    T   -.         ~ 
'  ■^'  iJ  +  i   '     ^  +  1   ' 

1  ^  ,  a  —  n  *^"^'*^^  "j  ^7  '"j  9'  ersetzt  werden,  die  einfachere  Glei- 
chungsgestalt ax^dx  +  Ij-tfäx  =  dy.  Diese  sei  aber  unter  der 
Voraussetzung  q=  1  auch  dann  noch  integrirbar,  wenn  an  Stelle 
von  aa;'"  irgend  eine  Function  X  von  x  trete,  das  habe  Johannes 
Bernoulli  gezeigt.  Man  sieht  also,  dass  Niclaus  II  BeruouUi  hier 
gleichfalls  die  Integrirbarkeit  der  linearen  Diflereutialgleichung  Xdx 
-)-  hydx  =  dy  betont,  einen  Namen  hat  er  ihr  noch  nicht  beigelegt. 
Die  von  ihm  vorgeschlagene  lategrationsmethode  weicht  von  der 
seines  Vaters  ab.  Sein  Verfahren  ist  folgendes,  wobei  wir  uns  die 
einzige  Äenderung  gestatten,  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmen- 
systemes  durch  den  erst  1737  dafür  eingeführten  (S.  645)  Buch- 
staben c  zu  bezeichnen,  während  Niclaus  II  Bernoulli  172G  dafür  c 
schrieb.  Man  setze  y  allerdings  als  ein  Product,  aber  nicht  als  ein 
solches  zunächst  ganz  unbestimmter  Factoren  m  und  «,  sondern 
y  =  d'^ .  s.  Alsdann  ist  dy  ^hä^'sdx  -\-  d'^^dz,  und  die  Gleichung 
Xdx  -\-  hydx  =  dy  geht  über  in  Xdx  -\-  be''-'sdx  =  hd'-'sdx  -f- 
('"'ds,  beziehungsweise  in  dz  =  e'^^^Xdx  mit  getrennten  Ver- 
änderlichen. 

Bahubrechend  nach  den  verschiedensten  Richtungen  waren  zwei 
zusammenhängende  Abhandlungen  Euler's:  De  infhütis  curvis  ejusdem 
generis  ^)  und  Additamodmn  ad  dissertafioncm  de  infinitis  curvis  ejusdem 
generis^).    Da  finden  wir  zum  ersten  Male  den  Satz,  der  in  moderner 

Bezeichnung  -^ — ö-  ==  ^j -,  lautet^),  und  der  in  dem  7.  Kapitel  der 

Euler'schen  Differentialrechnung  von  1755  auch  auf  höhere  Ditferential- 
quotienten  ausgedehnt  erscheint  (S.  734).  Der  i^artielle  Differential- 
quotient wird  schon  im  Aufsatze  von  1734  als  ein  solcher  definirt, 
der  beispielsweise  sich  bilde,  indem  t  als  veränderlich,  u  dagegen  als 
constant  betrachtet,  beziehungsweise  behandelt  werde.  Euler's  da- 
maliger Beweis  für  den  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  par- 
tiellen Differentiationsfolge  ist  in  moderner  Bezeichnung  folgender. 
Sei  F{t,  u)  eine  Function  von  t  und  «.  Ihr  Differential  nach  t  ist 
F{t  -f-  dt,  u)  —  F(t,  u).  Das  nach  u  genommene  Differential  dieses  Aus- 
drucks ist  {F{t  +  dt, u  +  du)  —  Fit, u  +  du))  —  (Fd -f  dt, u)  —  F(t, w) 
=  F{t  -f  dt,  u  +  du)  —  F{t,  u  +  du)  —  F{t  +  dt,  u)  -f  F{t,  u)  = 
F{t  -f-  dt,  u  -f  du)  —  F{t  +  dt,  u)  —  F[t,  u  -f  dti)  -f  F{t,  u)  = 


')  Commentarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  annos  1734  et  1735.  T.  VII, 
174 — 183.  Diese  Abhandlung  füllt  nicht  9,  sondern  19  Seiten,  da  die  Pagina- 
tion    hinter    189    nochmals    mit    180    beginnt.  -)    Ebenda    VII,    184—200. 

■■')  Ebenda  VIT,  177. 
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(P,/  4-  dt,  n  +  du^  —  F.t  +  di,  nS)  —  (F^t,  u  +  du)  —  Fit,  «)) 
und  die  zuletzt  geschriebene  Form  ist  das  zweite  zuerst  nach  u  und 
dann  nach  t  genommene  Differential.  Da  linden  wir  gleichfalls  zum 
ersten  Male  ausgeführt,  wovon  wir  eine  Andeutung  in  einem  Auf- 
satze des  vorhergehenden  VI.  Bandes  der  Petersburger  Veröffent- 
lichungen  erkannt  haben   (S.  822),  nämlich   die  Benutzung  eines 

integrir enden    Factors.      Euler    sagt^)    dx werde    durch 


1     .            .                                                         .    X 
Vervielfachung  mit  —  iutegrirbar,  und  das  Integral  sei 1- 


c, 


dx — —  werde  durch  Vervielfachung  mit  —  integrirbar,  und  das 

a  a" 


eine  constante  von  a  imabhängige  Grösse  bedeute.     Er  sagt  ferner-) 
w 

Integral  sei  —  u.  s.  w.  Da  finden  wir  zum  ersten  Male  die  Be- 
zeichnung einer  Function  durch  den  Buchstaben  /",  hinter 
welchem  in  Klammern  die  Grösse  angegeben  ist,  welche 
der  Function  zu  Grunde  liegt-^),  die  eine  der  (S.  712)  angekün- 
digten Stellen. 

Man  darf  nie  ausser  Augen  lassen,  dass  der  Druck  der  akade- 
mischen Veröffentlichungen  im  18.  Jahrhunderte  längere  Zeit  in  An- 
spruch nahm,  und  dass  die  Zeit  der  Eiureichung  einer  Abhandlung 
zwar  das  Erfinderrecht  ihres  Verfassers  ausser  Zweifel,  die  Unab- 
hängigkeit eines  Nachei-finders  jedoch  durch  ihr  Datum  allein  keines- 
wegs in  Frage  stellt.  So  ist  der  VII.  Band  der  Petersburger  Ver- 
ötfentlichungen  für  die  Jahre  1734  und  1735  erst  17-10  erschienen 
und  zuverlässig  ohne  Einfluss  auf  Abhandlungen  gewesen,  welche 
Fontaine,  welche  Clairaut  am  4.  März  1739  der  Pariser  Akademie 
vorlegten. 

Fontaine's  Abhandlung  war  die  frühere.  Sie  kam  vermuthlich 
durch  Schuld  des  Verfassers,  der  sie  nicht  rechtzeitig  zum  Di'ucke 
fertig  gestaltete,  in  den  Veröfientlichungen  der  Pariser  Akademie 
überhaupt  nie  zum  Abdrucke,  sondei-u  bildet  einen  Bestandtheil  der 
1764  besonders  herausgegebenen  Me'moires  de  mathematiques  reaieillis 
et  pidAies  avec  quelques  pieees  ine'ditcs  von  Fontaine  (S.  567),  so  dass 
wir  berechtigt  sind,  die  Abhandlung  dem  Verfasser  eines  etwaigen 
IV.  Bandes  dieser  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  zum 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annos  1734  et   17.35.    T.  VII, 
186  (zweiter  Zählung).  =)  Ebenda  VH,  187  (zweiter  Zählung).  ')  Ebenda 

Vn,  187  (zweiter  Zählung) :   Si  /"(--{-  c)  denotet  functionem  quamcunque  ipsius 


^       1 

-  +  e. 
a 
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Berichte  zu  überlassen,  eine  Berechtigung,  von  welcher  wir  insbeson- 
dere mit  Rücksicht  auf  den  Umstand  Gebrauch  machen,  dass  Fontaine's 
sehr  seltener  Band  von  17(34  iins  nicht  zugänorlich  war. 

Clairaut's  Abhandlung  RechercJies  i/em'raJes  mir  Je  caicul  inhyraU) 
zeigt,  dass  der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  partiellen  DiflFeren- 
tiationsfolge  bei  Functionen  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
Clairaut  ebensowenig  als  Euler  entgangen  war.  Clairaut  beweist  ihn 
dadurch,  dass  er  sagt,  jede  solche  Function  müsse,  wenn  sie  in  eine 
Reihe  entwickelt  werde,  ans  Gliedern  rx^'y'^ifl  bestehen,  wo  p  einen 
Parameter  der  Function  bedeute.  Für  jedes  einzelne  dieser  Glieder 
finde  augenscheinlich  der  betrefleude  Satz  statt,  also  auch  für  deren 
Gesammtheit.  Aber  auch  der  Gedanke  des  integrirenden  Factors  war 
in  Clairaut's  Geiste  aufgetaucht.  Die  Gleichung  Mdx  -j-  Ndy  =  0 
ist,  sagt  er,  integrirbar  und  liefert,  so  oft  der  partielle  Differen- 
tialquotient   von    M  nach    y   dem  von  N  nach  x   gleich    ist 

(was  Clairaut  in   das   Symbol   -5 —  =  -3—   kleidet),    als   Integral   eine 

Cl  (f  OL  CC 

einer  Constanten  gleich  zu  setzende  Function  von  ,c  und  y,  welche 
er  (p  nennt.  Finde  aber  die  Bedingungsgleichung  nicht  statt, 
so  könne  man  sie  durch  Vervielfachung  der  Differential- 
gleichung 3IcLc-\-Kdy  =  0  mit  einem  Factor  ft  herbeiführen, 

welcher      '  ^     =  — ,  .      hervorbringen    müsse,    oder,    was    auf    das 

Gleiche  herauskomme,  welcher  die  Gleichung  u  -4 h  M  -. u  -^— 

'  °  ^    dy     '  dy        '    d.r 

—  iV-^  =  0    befriedige.      Ist   y^Mäx  -f-  (iNdy  =  dcp   und    dividirt 

man  durch  das  Integral  9,  so  entsteht  „ ~  =  —  =  d  log  cp, 

wobei  R  ^  —■  Nun  sei,  setzt  Clairaut  hinzu,  d  log  9  als  Differential 
eines  Logarithmen  von  der  Dimension  —  1.  Gleicher  Dimension 
müsse  p-  sein,  d.  h.  R  sei  von  einer  um  eine  Einheit  höhereu  Dimen- 
sion als  M.  Weiter  aber  sei  log  9  selbst  eine  Function  oder  mit 
Rücksicht  darauf  ^ das  vollständige  Integi'al  einer  Function, 

mithin   p  ein  integrirender  Factor,  der  gefunden  werde,  indem  man 

für  R  die  allgemeine  ganze  Function  von  x  und  y  setze,  deren  Di- 
mension die  von  M  um  eine  Einheit  übertreffe.  Als  Beispiel  wird 
die  Integration  von  (ix  -j-  ^ij)  (^^  +  (}^  +  "'2/  +  ^'P)  (^>f  =  0  ver- 
sucht, in  welcher  Differentialgleichung  das  Fehlen  eines  constanteu 
Bestaudtheiles  Aj)  in  dem  Factor  von  dx  die  Allgemeinheit  nicht  be- 


')  Hisfoire  de  VAcndemie  des  sciences  de  Paris.  Annee  1739.  pag.  425—436. 
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einträchtige,  da  es  keiner  Seliwierigkeit  unterworfen  sei,  einen  solchen, 
wenn  er  vorkomme,  durch  eine  einfache  Umformung  zu  beseitigen. 
Hierauf  wird,  da  31  vom  ersten  Grade  ist,  B  vom  zweiten  Grade 
gewählt,  a.  h.  J?  =  .r-  +  bxy  +  C2)X  +  ey"  +  fpij  +  gp^  gesetzt.    Ist 

^  (beziehungsweise    ^j  der  partielle  Diflferentialquotient  der  Integral- 

function  nach  .r  (nach  ?/\  so  muss,  indem  wir  von  hier  an  Clairaut's 

Schreibweise    durch    die   heutige    ersetzen,    -~^--  =     ■.^,      sein,   oder 

JliE  —  M^—Bl^+  N^  =  0,  d.  h.   unter   Einsetzung   von 
dy  dy  ex    ^         ex  '  ^ 

|f  =  ^'lf=^ll  =  2.  +  ^,  +  .,,,    ^  =  ^.  +  2.,  +  /),   es 

muss  sein:  {h  -\-l  —  hi)x-  +  2(/«  —  ei)xy  +  (l-c  —  fi  +  2n)p.)-  + 
{bm  —ek  —  el)y-  +  {hn  +  c«(  —  fl)py  +  (.'y/.-  —  //?  +  nc)2r  =  0. 
Aus  den  sechs  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  jeder  Coefficient 
für  sich  ^  0  gesetzt  wird,  findet  Clairaut  die  mit  einigen  Rechen- 
oder Druckfehlern  behafteten  Werthe  von  h,  c,  c,  /',  //,  mithin  B,  und 
dann  ergiebt  sich  ihm  die  vollständige  Differentialgleichung  und  deren 
Integral.  Will  man  Clairaut's  Gedanken  verstehen,  so  muss  man 
offenbar  davon  ausgehen,  dass  er  —  wenn  er  es  auch  nicht  aus- 
drücklich ausspricht  —  M  und  N  als  ganze  Functionen  von  x  und  y 
betrachtet,  die  überdies  unter  Zuziehung  des  constauteu  Parameters  p 
beide  homogen  von  der  gleichen  Dimension  sind. 

Im  darauf  folgenden  Jahrgange  hat  Clairaut  abermals  eine  Ab- 
handlung: Sur  V inti'gration  on  Ja  construdion  des  cquations  diffVrenfielles 
du  premier  ordre^)  der  Oeifentlichkeit  übergeben.  Ihr  erster  Ab- 
schnitt stimmt  in  der  Hauptsache  mit  der  Arbeit  von  1739  überein, 
deren  Form  nur  noch  klarer  und  durchsichtiger  geworden  ist.  So 
ist  z.  B.  der  Satz  von  der  Vertauschbai'keit  der  partiellen  Diiferen- 
tiationsfolge  in  ein  viel  helleres  Licht  gesetzt.  Clairaut  erörtert  die 
Sache  jetzt  folgendermassen,  wobei  wir  uns  wieder  als  einzige  Aen- 
derung  den  Gebrauch  der  geschwungenen  r  zum  Zeichen  partieller 
Differentiation  gestatten.  Sei  Adx  -j-  Bdy  das  vollständige  Differential 
einer  Function,  so  muss  diese  gefunden  werden,  indem  man  Adx 
ausschliesslich  nach  x,  oder  Bdy  ausschliesslich  nach  y  integrirt,  das 
erste  Mal  aber  die  Integrationsconstante  durch  F  bezeichnet,  weil  sie,  nur 
nach  .'■  constant,  y  enthalten  wird,  und  das  andere  Mal  aus  ähnlichem 
Grunde  die  Integrationsconstante  durch  X  bezeichnet.  Man  hat  also 
jAdx  -\-  Y  =  jBdy  +  X    Diese  Gleichung  partiell  nach  y  differen- 


')  HiMoire  de  VAcaäemie  des  sciences  de  Paris.  Annt'e  1740,  pag.  293 — 32.3. 

Caktob,  Geschieht©  der  Mathematik.    IH,  3.  Ö5 
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rfiA  c  Y 

—  (Lv  +  ^^—  ^  i?  und  differentiirt  man  neuerdings  j^ar- 

tiell  nach  x,   so   entsteht    -r—  =  - — ,    was    bewiesen    werden    sollte. 

Clairaut  erklärt  in  einer  Fussnote,  auch  Fontaine  sei,  wie  er  sich 
aus  einem  Manuscripte  habe  überzeugen  können,  im  Besitz  des  Satzes 

-:^— =  T^7  gewesen,  und  das  Gleiche  gelte  für  Euler,  dessen  hierher 

gehörige  Abhandlung  in  den  Veröffentlichungen  der  Petersburger 
Akademie  sich  zur  Zeit  unter  der  Presse  befinde.  Er  selbst  habe 
1739  noch  in  keiner  Verbindung  mit  Euler  srestauden  und  erst  ziem- 
lieh  viel  später  von  seinem  geistigen  Zusammentreffen  mit  jenem 
hervorragenden  Mathematiker  Kenntniss  erhalten.  In  Clairaut's  Be- 
weise   hatte    sich    als  Zwischenergebniss    /  -w—  dx  +  ^^—  =  B    oder 

°  t/    cy  cy 

^— ^  i? —  /  -TT— dx  herausgestellt,  und  diese  Gleichung  wird  dann 
Cy  ^    cy  ö  )  o 

zur  Auffindung  von  Y  beimtzt,  so  dass  damit  die  Integration  der 
vollständigen  Differentialgleichung  erledigt  ist.  Clairaut  geht 
hierauf  zur  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  u  für  den  Fall, 
dass  die  gegebene  Differentialgleichung  keine  vollständige  ist,  über 
und  benutzt  das  gleiche  Beispiel  wie  1739  mit  der  kleineu  Ver- 
änderung, dass  jj  ^  1  gewählt  ist,  dass  also  {ix  -\-  hy)  dx  -\- 
Qx -\- nnj -\- ii)dy  ^  0  integrirt  werden  soll.  Die  Rechnung  ist 
diesmal  richtig  geführt  oder  gedruckt. 

Ein  zweiter  selbst  in  drei  Kapitel  zerfallender  Abschnitt  ist  den 
Differentialgleichungen  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen  gewidmet. 
Das  1.  Kapitel  nimmt  drei  Veränderliche  x,  y,  z  an  oder  eine  Differen- 
tialgleichung Mdx  -f-  ^dy  -j-  Vdz  =  0.    Damit  chese  vollständig  sei, 

j.      ü  j.  c^        fN      cM         cP      cN        cP     _r..„, 

müssen    die  Bedingungen  -^ —  =  -tt—  ,    - —  =  - — ,    -5—  =  -^^-    eriullt 

°     °        cy         ex'     cz         ex'     Cz         cy 

werden.  Die  Integration  verlangt  alsdann  \Mdx  unter  ausschliess- 
licher Betrachtung  von  x  als  veränderlich  zu  berechnen,  die  hinzu- 
tretende Integrationsconstante  K.  wird  y  und  z  enthalten.  Nun  ist 
rückwärts  die  Gleichung  j 31  dx -\- K  =  coust.  nach  y  und  nach  z 
zu  differentiiren,  und  so  gewinnt  man  Mittel,  die  Grösse  K  nach  den 
im  ersten  Abschnitte  gelehrten  Regeln  aufzufinden.  Auch  hier  kann 
ein  integrirender  Factor  ^  die  unvollständige  Differentialgleichung 
Mdx  -j-  Ndy  -\-  Pdz  =  0  in  eine  vollständige  verwandeln,  und  dieses 
fi  wird  alsdann  drei  partielle  Differentialgleichungen  erfüllen  müssen, 
aber  es  giebt  auch  Differentialgleichungen  mit  drei  Veränderlichen, 
welche  der  Integration  überhaupt  widerstreben,  und  bei  welchen  also 
der  Versuch  (i  aufzufinden  ein  vergeblicher  sein  muss.  Eliminirt 
man,  .sagt  Clairaut,  zwischen  den  drei  partiellen  Differentialgleichungen 
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bleibt  nur  N^  —  P^^  +  31 '/ 

r.v  r.r     '  cz 


cM  |71/ 

c  s     '         dy 


M 


die  Grössen  z^,  ~,  '^ ,  so   fällt  u    von  selbst  mit  heraus,  und  es 
ex'  cy '  ez '  '  ' 

welcbe  Gleichung  mithin  für  sich  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  In- 
tegration von  Mdw  -\-  iV(///  +  F(h  =  Ü  möglich  sein  soll.  Die 
Meinung  ist  die,  dass  die  mehrerwähnten  drei  partiellen  Differential- 
gleichungen 


dy 

+f* 

dm 
dy 

ex 

+ 

oN 
f  dx 

cz 

+ft 

dM 

dz   ~" 

p  2f 

^  dx 

+ 

dP 

+f^ 

dN 

dz 

^y 

+ 

cP 

wenn  man  die  erste  mit  P,  die  zweite  mit  iV^  die  dritte  mit  31  ver- 
vielfacht und  dann  addirt,  als  Summe 

f,\Nl^-P'J'-^3d'^-N'^+p'J'-3lil]  =  0 
~  L      ex  ex     '  cz  cz     '  cy  Oy-i 

liefern,  womit  wir  aber  keineswegs  behauptet  haben  wollen,  Clairaut 
habe  sich  gerade  dieses  Eliminationsverfahrens  bedient.    Was  er  ana- 
lytisch   gezeigt    oder    doch    behauptet    hatte,     bestätigt    er    alsdann 
geometrisch.     Sei  (Fig.  145)  ver- 
sucht, die  Oberfläche  herzustellen, 
welche    der    Differentialgleichung 
dz  =  adx.  -\-  9dy    genügt,    und      ^' 
dabei  zu  ermitteln,  ob  es  immer 
eine    solche    geben    könne.     Man 
legt    durch    die    Oberfläche    zwei 
benachbarte    Schnitte    PNv    und 
pnl    senkrecht    zur    ./-Ase    und 
zwei    andere    gleichfalls    benach- 
barte  Schnitte    QNii,    qvl   senk- 
recht zur  y-Axe.    Ausgehend  von 

der  Oberflächengleichung  erkennt  man,  dass  QN  die  Gleichung 
d2  =  todx  und  PN  die  Gleichung  dz  =  &dij  besitzen  muss.  Nun 
sei  N3I  ==  z  eine  Ordinate  der  Curve  PNv.  Die  Nachbarordinate 
vft  ist  z  -\-  dz  =  z  -\-  ^dij.  Geht  man  von  n  auf  der  Curve  pnl 
nach  /,  so  findet  sich  //.',  indem  vorher  N3I  durch  nm  =  z -\-  adx 
ersetzt  wird  und  dann  9-  dui"ch  das,  was  es  wird,  wenn  x  in  x  -f-  dx 

und    Z   in    z  4- codx    übergeht,    d.    h.    durch    d- 4-        dx  4- ^r- codx. 

'  o       >  '    ex  '    dz 

z  -j-  "''■'■  +  ^i^y  +  ^—.fi^(ly-{-  —  adxdy. 


Man     hat     also     //.■ 
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Andererseits  kann  man  auch  auf  qvl  nach  l  gelangen.  Das  geschieht, 
indem  man  erst  JVJ/ durch  v^i^  s  -\-  ^dy  ersetzt  und  dann  mit  ra  die 
Veränderung  vornimmt,  welche  auf  dem  Uebergange  von  y  iu  y  -\-  dy, 
von  0   in   ä;  -[-  ^dy    beruht.      Man    erhält    Ik  =  s  -\-  &dy  -\-  codx  -\- 

ir—  dydx  +  T^  Q-diidx.    Damit  beide  Werthe  von  11;  übereinstimmen, 

was  nothwendig  der  Fall  sein  muss,  wenn  eine  Oberfläche  überhaupt 

vorhanden  sein  soll,  ist  erforderlich,  dass  t^ l-^^.o^;:^ 1___.^ 

'  '  ex    '    CS  cy        cz 

sei,  eine  Bedingung,  von  welcher  nach  einer  Fussnote  Clairaut's  auch 

Fontaine  Kenntniss  gehabt  haben  muss.     Früher  war  Mdx  -\-  Ndy 

-\-  Fdz  die  Form   der  gegebenen   DiiFerentialgleichung,  welche  auch 

M              N  . 

ds  = =p  dx p  dy  geschrieben  werden  kann,  d.  h.  die  Beziehungen 

a  ^ VT,    ■9'  = fj    nnden    statt,     nebst    t^  =  ^55- s  ^o— 

P'  P  '  Cy        P^   cy         P   cy 

u.  s.  w.  Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  nimmt  aber  die  Bedingungs- 
gleichung   die    frühere    Form    M P 1-  31  ^ N  ~ 1- 

ö  °  fx  ex     '  ez  cz      ' 

cM  cP 

P  ~ M  ^^—  =  0  an.    Das  2.  Kapitel  behandelt  die  Gleichung  mit 

cy  cy  '■  ° 

noch  mehr  Veränderlichen  0  =  Mdx  -(-  Ndy  ~\-  Fds  -\-  Qdu  -\- 
JFtds  -\-  ■  ■  ■.  Clairaut  zeigt,  dass  hier,  wenn  die  Integration  möglich 
sein  soll,  je  drei  Veränderliche  das  Dasein  einer  Bediugungsgleichung 
nöthig  machen,  n  Veränderliche   also   zunächst   so   viele,   als  Dreier- 

gruppeu    aus    ihnen    gebildet  werden    können,    d.  h.    — ^^ ^ • 

Aber  diese  Bedingungsgleichungen  sind  nicht  alle  von  einander  un- 
abhängig, die  Nothwendigkeit  einiger  derselben  fällt  somit  weg,  und 

schliesslich  müssen  bei  k  Veränderlichen  noch Bedingungs- 
gleichungen nach   dem  Wegfall  von   deren — - — übrig 

bleiben.  Das  3.  Kapitel  behandelt  die  Differentialgleichungen  von 
der  Gestalt  ra  =  3Idx  +  Ndy  -(-  Pdz  +  ■  ■  •  für  den  Fall,  dass  31, 
N,  P  ■■■  keine  Constanten  in  sich  schliessen.  Hier  sind  Clairaut's 
Worte  in  gleicher  Weise  zu  deuten,  wie  eine  Aeusserung  in  seinem 
Aufsatze  von  1739  (S.  857).  Er  meint  31,  N,  P  ■  ■  ■,  welche  von 
vornherein  als  homogen  gelten,  so  dass  ihre  Dimensionen  theils  durch 
Veränderliche  x,  y,  z  •■■,  theils  durch  einen  constanten  Parameter  p 
hergestellt  werden,  enthalten  diesen  Parameter  überhaupt  nicht,  sind 
also  homogene  Functionen  von  x,  y,  s  ■  ■  ■.  Beschränken  sich  die 
Veränderlichen  auf  x,  y,  s  und  setzt  man  y  =  xu,  s  =  xi,  ist  ferner 
m  der  Grad  der  Homogenität,  sodass  31  =  x"'F,  N  =  x'"G, 
P  =  :f"'H  wird,    wo  F,  G,  IT  nur    /   und  /(    enthalten,  erwägt   man 
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endlich  <///  =  .vilu  +  udj:,  (h  =  .rdf  +  tiLv,  so  geht  Mdx  +  Ndi/ 
+  Fds  =  0     über     in     x"'dx(jF  +  Gii  +  Et)  +  x"-+'Gdit  + 

a;™+'Ä^rf^  =  0  beziehungsweise  in  '7^  +  jrT7;„  jT/jj  =  *^  ^^i*  ^'^" 
weit  getrennten  Veränderlichen,  dass  die  Integration  bezüglich  x 
sofort  vollzogen  werden  kann,  ohne  dass  es  eines  weiteren  iutegriren- 
den  Factors  bedürfte.  Dabei  bleibt  aber  Clairaut  nicht  stehen.  Er 
fragt,   welcher   integrirende  Factor  ft  es  war,   der   die  Umwandlung 

von    Mdx  +  Ndij  +  Pdz  =  0    in    '^  +  /^et+gl  =  ^  bewirkt 

habe  ?   Unmittelbar  zeifft.  sich   u  =  — r- Aber  dafür 

lässt    sich    auch    schreiben    u 


X  ■  x"^  +  XU  •  x'"G  +  xt  ■  x"'H 


oder  die  neue  keines  integrierenden  Factors  mehr  be- 


xM+yN+sP 

dürftisre    Differentialgleichung    ist       -, '     ,  \! '  -7-^ — -  =  0.      Clairaut 

ist  damit  der  Ei-finder  der  in  spätere  Lehrbücher  übergegangenen 
Methode,  die  Integration  der  homogenen  Differential- 
gleichungen als  ein  Beispiel  für  die  Benutzung  eines  inte- 
grirenden  Factors  zu  behandeln.  Clairaut  zieht  noch  eine  letzte 
Folgerung.     Wenn    x"'dx  (F -\-  Gu -\-  Et)  +  x"'+'-  Gdii  +  x"'  +  ^Edt 

=  0  integrirbar  sein  soU,  so   muss        ,     (F  -\-  Gn  -\-  Et)  =  const. 

das  Integral  sein,  ohne  dass  weitere  Functionen  von  t  und  u  hinzu- 
träten, weil  sonst  bei  rückwärts  vollzogener  Differentiation  in  der 
Differentialgleichung  Glieder  vorkommen  müssten,  welche  keinerlei 
Factor  x  enthielten.     Wird  sowohl  in  der  Differentialgleichung   als 

in   ihrem    Integrale    u  ^  — ,    t  ==  ^    u.  s.  w.    gesetzt,    so    zeigt   sich 
'^"'"'',^' — -  =  9)   als  Integral  von  Mdx  +  Xdij  +  Pdz  =  0,  in- 
sofern M,  N,  P  homogene  Functionen  j«,'™  Grades  von  x,  y,  z  sind, 
q)  also  ebenfalls  homogene  Function  vom  Grade  m  -\-  1  ist.     Ist  aber 

Mdx -\- Ndy -\- Pdz  ^  d(p,    so    bedeutet    dieses,    es    sei    M==:^, 

cw    ,       cw    ,      cw 

-KT       ('f      T)        ?•)"      Mx-\-Ny-\-Pz          ex       "  cy           CS  , 

N=~,    P  =  ^,    ^   /^~ = p^; =  w     und 

mithin    (m  ■4-l)w=x^4-y~-\-s^-     Das   ist   aber   Euler's 
'      '  ^  ex    '    -^  cy    '        C3 

Satz    von   den   homogenen  Functionen.      Clairaut    erkennt,    wie 

wir  (S.  734)  gesagt  halien,  in  einer  Fussnote  Euler's  Erfinderrechte 

offen  an,  betont  aber  zugleich,  auch  Fontaine  habe  unabhängig  von 

Euler,    dessen    Arbeiten    über  diesen    Gegenstand    er    nicht    kennen 

konnte,  den  Satz  entdeckt. 


862  118.  Kapitel. 

Wir  müssen,  nachdem  wir  der  Entwicklung  der  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  so  weit  nachgegangen  sind, 
auf  einen  mehrere  Jahre  älteren  Aufsatz  Clairaut's  von  1734  zurück- 
greifen, auf  die  Sohifion  de  2>^>i-'^ieurs  problimes,  ou  ü  s'agit  de  froiiver 
des  couries  doiit  Ja  proprk'te'  consiste  dans  wie  certaine  relation  entre 
leurs  iranches,  exprinn'e  par  une  equation  donnee'^).  lu  ihm  ist  näm- 
lich ganz  gelegentlich  gezeigt,  wie  man  die  singulare  Lösung  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mittels  wiederholter  Differentiation 
erhalte"),  und  wie  die  so  erzielte  Lösung  in  der  That  durch  keinen 
der  willkürlichen  Constanten  beigelegten  besonderen  Werth  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  hervorgehe.  Eines  der  von  Clairaut  gewählten 
Beispiele  ist  dy^  —  (.r  -f-  1)  dy  dx  -\-  y  dx^  =  0 ,  dessen  allgemeines 
Integral  eine  gerade  Linie  bedeutet,  während  die  singulare  Lösung 
die  Gleichung  einer  Parabel  liefert,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn 
man     das     Ergebniss     wiederholter     Differentiation     in     der     Foi-m 

(2  y^  —  X  —  1)  -5-I  =  0  schreibt  und  entweder  aus  -=-^  =  0  durch 
\     dx  I  (Ix^  äx- 

Integration     die    Folgerung    -^  ^  «,     oder    aus    2  ^  —  x  —  1=0 

ohne  Integration   die   Folgerung  -^  =  ''';"     zieht.     In   diesem  Auf- 

satze  Clairaut's  von  1734  befindet  sich  die  zweite  (S.  712)  angekün- 
digte Stelle:  eine  Function  der  Veränderlichen  u  ist  durch  T\u  be- 
bezeichnet,   jedenfalls    in   gegenseitiger    Unabhängigkeit   von    Eiüer's 

/■( 1-  c)  (S.  855),  da  beide  Abhandlungen  gleichzeitig  geschrieben, 

beide  auch  nicht  sofort  gedruckt  wurden. 

Wir  wenden  uns  zu  den  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  Man  war  wiederholt  zu  solchen  gekommen  und  hatte 
bald  diesen,  bald  jenen  Kimstgriff  zu  Hilfe  gezogen,  um  sie  zu 
integriren.  Euler  war  der  Erste,  welcher  1728  in  der  Abhandlung 
Noia  methodus  innmnerabües  aequaüones  differentiales  secundi  (/radus 
reduceudi  ad  aequationes  differentiales  prinii  yradus^)  die  Zurück- 
führung  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung*)  auf  die  erste 
Ordnung  sich  als  eigentliche  Aufgabe  stellte,  und  welcher  als  Mittel 
zur  Lösung  dieser  Aufgabe  die  Einführung  neuer  Veränderlichen  in 
der  Art  erkannte,  dass  er,  wenn  x  die  unabhängige  Veränderliche, 
d.   h.    dx   constant    war,   x  ^  c""    und   y  ^  cH    setzte*).     So    wurde 


')  Histoire  de  l'Acadcmie  des  sciences  de  Paris.  Annee  1734,  pag.  196 — 215. 
')  Ebenda  pag.  209 — 213.  ^  Commeiitarü  Academiae  Petropolitanae  ad  ammm 
1727.    T.   m,    124—137.  *)  gradus   ist   hier   mit    Ordnung    zu    übersetzen. 

')  Euler  nannte   1727  die  Grundzahl    de.s  natürlichen  Exponentialsystems  noch 
nicht  c,  sondern  c.     Wir  gestatten  uns  die  kleine  Abänderung. 
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(Iv  =  KC"Uh-,  ihj  =  C  {dt  +  tdv),  (fx  =  c<c"'{(l'-v  +  adv'-),  d'-y  = 
v' {iPt -\- 2dtdv -\- tiPv -\- tdv^).  Aber  wegen  der  Annahme  dx  sei 
constant,  musste  (/-.<■  =  0  d.  h.  d-v  ^  —  adv-  genommen  werden, 
und  sü  ging  der  Werth  von  dry  in  die  Form  über  d'-y  =  c''  (d'-f  -\- 
2dtdc-\-{l  — c()tdv-).  Diese  Einsetzungen  erfüllen  z.  B.  ihren 
Zweck  bei  der  Gleichung  ax"'dx''  =  y"dyP~-d^y.  Sie  verwandeln 
dieselbe  in 

a(f"('"+p)aPdvi'  =  e("+''-')'-/"  {dt-\-fdry'--{(T-t-{-2dtdv  +  <l—a)tdv-). 

Die     Exponentialgrösse     hebt     sich     durch     Division     weg,     wenn 

av  (m  +  p)  =  («  +  P  —  1)  V,  d.  h.  «  :=  '-^;^       •    Mit  anderen  Wor- 

(B  +  p  — l)f 

ten,  die  Einsetzung  von  x  =  e    '"+''    ,  y  =  e"'  bringt 

hervor,  eine  Gleichung,  welche  der  ursprünglichen  gegenüber  so  weit 
vereinfacht  ist,  dass  v  selbst  nicht  mehr  in  ihr  vorkommt,  sondern 
nur  dv.  Sei  nun  neuerdings  dv  =  zdt  oder  v=j2di.  Wir  hatten 
oben  d'-v  =  udc'-  erkannt,  welches  jetzt  zu  d'v  =  —  as"dt"  wird. 
Andererseits  führt  die  Diflerentiatiou  von  dv  =  zdt  zu  d^v  =  zd't 
■\-dzdt,  und  da  beide  Werthe  von  d-v  übereinstimmen  müssen, 
also    — az-dt- ^  zdrt -{- dzdt  sich   zeigt,   so   ist  nothwendigerweise 

d^t  = 1 , — -  a  dt-    und    aus    der    DifFerentialffleichuns 

z        ^        m  -\-  p  o  o 

zweiter  Ordnung  zwischen  v  und  t  ist  mittels  v  =  jsdt  eine  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zwischen  s  und  t  hervorgegangen.  Ist 
a  =  m  =  II  '=  p  =  1,  also  xdxdy  ^=  yd-y  gegeben,  und  vollzieht 
man  die  nothwendigen  Einsetzungen  auf  einen  Schlag,  so  werden  sie 

X  =  e^'  \  y  ^  e'-''  t  heissen  müssen.  Aehnlich  werden  gewisse 
andere  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  behandelt.  Das  Ge- 
meinsame des  Verfahrens  liegt  wesentlich  in  der  Einführung  einer 
Exponentialgrösse  für  die  eine,  einer  mit  einer  Veränderlichen  ver- 
vielfachten Exponentialgrösse  für  die  andere  Veränderliche.  Zum 
Schluss  der  Abhandlung  gestattete  Euler  einen  Ausblick  auf  künftige 
Untersuchungen,  indem  er  bemerkte,  eine  Benutzung  von  Exponential- 
grössen  führe  auch  in  zahlreichen  Differentialgleichungen  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  zur  Integration. 

Es  dauerte  16  Jalire,  bis  Euler  seine  dahin  gerichteten  Arbeiten 
herausgab  und  unvermuthet  die  Lehre  von  den  linearen  Differen- 
tialgleichungen beliebig  hoher  Ordnung  als  einen  Gegenstand 
des  Nachdenkens  von   bisher  nicht  geahnter  Fruchtbarkeit  enthüllte. 
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Im  Stillen  war  Euler  schon  früher  dahin  gelaugt.  Wir  entnehmen 
einem  in  der  Bibliothek  der  Stockholmer  Akademie  aufbewahrten  und 
neuerdings  zum  Theil  veröffentlichten')  Briefe  Euler's  an  Johann 
BernouUi  vom   15.  September  1739,   das  Ersterer  damals   schon  mit 

der     Integration     der     Differentialgleichung    0  =  ?/-(-«  y-  -f-  ii  ^ 

+  c  -3-4,  +  d  -y-K  +  e  -3-4,  +  etc.,    also    mit    der   Intesrratiou    der   un- 

vollständigen  linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten 
im  Reinen  war,  und  dass  er  dieselbe  in  Beziehung  zu  der  algebrai- 
sehen  Gleichung  1  —  op  +  ^P^  —  cp^  +  dp'^  —  cp^  +  etc.  =  0  zu 
setzen  wusste.  Aus  Johann  Bernoulli's  Antworten")  vom  9.  De- 
cember  1739  und  vom  14.  April  1740  ist  zu  entnehmen,  dass  dieser 
Euler's  Methode  aus  dessen  Andeutung  nicht  ganz  vollständig  zu  er- 
rathen  vermochte,  sowie  dass  er  schon  vor  1700  die  Integration  einer 
anderen  linearen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  zu  vollziehen 

wusste,  nämlich  die  von  0  =  )/  +  ax  v   +  ^x"  -r4  +  cx^  -r4  +  etc. 

Bernoulli  versprach  Euler  die  Mittheilung  seines  Verfahrens  auf 
einem  besonderen  Blatte,  und  auch  dieses  ist  in  Stockholm  aufge- 
funden worden.  Nach  dem  über  dessen  Inhalt  Veröffentlichten^) 
ging  Bernoulli  folgendermassen    zu    Wege.      Er    vervielfachte    seine 

Gleichung  mit  x^,  so  dass  sie  zu  0  =  xfy  -|-  «i;''+^  ^  +  IjxP'^-  y-^ 

0/  oc  et  X 

-f-  cxP+^  -3~i  +  etc.  wurde.     Nun  setzte  er  z  =  — ^^~~ —  =  xPy  + 

et  x  et  00 

f.p-\- ^  du  d  v 

'—j—  y^  oder  a.r^+i  -~^^  ^  a [p  -\- 1) z  —  a{i)  +  l)xPy.     Fortgesetzte 

Differentiation  führt  zu  1)xp+^  ~f  =  —  2?-  Qj  +  1)^ .s  +  6  (p  +  1)  x ^ 

-{-'b{p-\-l){x>-\-2)x>'y  U.S.W.     Die   Gleichiiug  nimmt  folglich  die 

Gestalt  an  0  =  ax^u  -\-  a  s  -\-  h  x  ~  -\-  c  x-  -r^  +  etc.  und  erstreckt 
''''''     dx    '      '       dx-    ' 

sich  zu  einer  um  die  Einheit  niedrigeren  Ordnung  als  die  ursprüng- 
liche Gleichung.  Ausserdem  kommt  pi  in  a  vor  und  kann  so  ge- 
wählt werden,  dass  «  ^  0  wird.  Dann  ist  die  Form  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  unter  Erniedrigung  ihrer  Ordnung  wieder  vollständig 
vorhanden,  und  man  kann  das  einmal  erprobte  Verfahren  abermals 
anwenden,  so  oft  es  nöthig  ist. 


•)  Eneström,  Sur  la  decouverte  de  Vintegrate  compUte  des  cquations 
differenticUes  lincaires  ä  coefficients  constants.  Bibliotheca  mathemaiica  1897 
pag.  43—50.  -)  Corresp.  math.  (Fuss)  11,  28—29  und  oG.  '')  Eneström 

1.  c.  pag.  49  Note  1. 


Bestimmte  Integrale.    Differentialgleichungen.  865 

Wir  komuieu  zu  Euler 's  Aufsatz:  De  intajrationc  aequationuin 
lUff'ercntiaJium  altiorum  (iraduum^),  über  die  Integration  von  Diffei-en- 
tialgleichungcn  höherer  Ordnung,  in  welchem  er  1743  durch  den 
Dnick  bekannt  machte,  worüber  er  1739  nur  gegen  Johann  Bernoulli 
sich  geäussert  hatte,  die  Integration  der  unvollständigen 
linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten. 

Er    schrieb    sie    in    der    Form    0  =  Aii  -\ ~  -\ — ^,-  A t-t-  + 

-T- p  -f-  -4-y-  +  •••;  "nd  man  darf  wohl  die  Wahl  dieser  unbedingt 

weit  durchsichtigeren  Foim,  als  es  die  sonst  im  Drucke  übliche  unter 
Anwendung  von  Differentialen  war,  als  einen  Fortschritt  bezeichnen. 
Wesentlicher  sind  folgende  neue  Wahi-heiten,  welche  im  Drucke  zum 
ersten  Male  ausgesprochen  wurden.  Bei  der  Integration  der  Differential- 
gleich img  n-"  Ordnung  müssen  n  willkürliche  Constanten  auftreten-), 
denn  jede  Integration,  welche  eine  Constante  mit  sich  führt,  er- 
niedrigt die  Ordnung  der  Differentialgleichung  um  eine  Einheit  und 
n   solcher   Integrationen   sind   folglich    erforderlich.      Ist   y  =  p   ein 

Integral  von   0  =  Au  A — ~  A — j-v  -1 — j-V^  4-  ■  •  ■ ,     so     ist    auch 

y  =  up  ein  Integral,  wenn  «  eine  Constante  bedeutet").  Man  suche 
daher  n  particuläre  Integrale*)  y^p,  y^Q  etc.,  vervielfache  jedes 
mit  einer  Constanten  «,  ß  •■■  und  bilde  deren  Summe,  so  ist  y  ^  ccp 
-\-  ßi  -}-  ■••  die  gesuchte  vollständige  Integralgleichung.  Nach- 
dem diese  Sätze  vorausgeschickt  sind,  nimmt  Euler  die  Substitution 

y  =  c  ^  vor^),  durch  welche,  nachdem  jj  als  constant  angenommen, 
mithin  jpdx  =  px  gesetzt  ist,  die  gegebene  Gleichung  0  =  Ay  -\- 

?p.  _[_  9fl  _| ^    ^[^  sich  verwandelt  in  0  =  ^  +  Bp  -f  (7p° 

dx      '     dx-     '  '      dj;"  i       ±     \       c 

-\-  •■■  -\-  Np".  Sei  nun  pz  —  q  ein  Factor  von  A  +  Bz  -)-  Cz' 
-j-  ■  •  •+  Ns'  oder  s  =  —   eine  Wurzel   der  Gleichung  0  =  ^  -|-  Bz 

qx 

-(-  Cz-  -\-  ■■■  -\-  y^z",  so  muss  y  =  acP  ein  particuläres  Integral  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  sein.  Der  Zusammenhang  zwischen 
der  Differentialgleichung 

O^Ay  +  ^+^-f^  +  .-.  +  ^^ 
•^    '      dx      '      dx-      '  '      ^x" 

imd  der  algebraischen  Gleichung 

0  =  A  +  Bz  +  Cz-  -\ h  Xz" 

')  MisceUanea  BeroUnensia  T,  Vn,  193—242.  *)  Ebenda  Vü,  194—195. 
*)  Ebenda  Vü,  198.  *)  Ebenda  VII,  200:  valores  particuläres  im  Gegensatz 

zur  aequatio  iniegralis  completa.        *)  Ebenda  Yü,  201. 
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ist  also  folgender  M :  Erfüllt  die  Wurzel  s  =  ~  der  algebraischen 
Gleichung  q  —  ^;s  =  0  die  genannte  algebraische  Gleichung  jj'^"  Grades, 

qx 

SO  erfüllt  y  =  cce''    als  Integral   der  Differentialgleichung  qy — p—^ 

=  0  die  gegebene  Differentialgleichung  n*"  Ordnung,  und  ebensoviele 

von  einander  verschiedene  reelle  Factoren  A  -\-  Bz  +  Cz^  -| 1-  Ns" 

besitzt,    ebensoviele    particuläre    Integrale    der    Differentialgleichung 

0  =  Äy  -J ^^  4-  ~;'-  -\-  ■■■  -\ ^— ^   sind    ermittelt.      Eine    erste 

Schwierigkeit  besteht  in  dem  Auftreten  mehrfacher  Wurzeln  der 
Gleichung    in   s.     In    solchem   Falle  sehreibt   Euler   vor-),    die   Sub- 

stitution  2/  =  C  ^^  in  die  Differentialgleichung  vorzunehmen,  und  er 
findet  mittels  derselben,  dass  dem  Z;-fachen  Factor  (g  • —  ps)^  das  mit 

qx 

h  Constanten  behaftete  particuläre  Integral  y  =  e''(ci  -(-  ßx -\-  yx- 
-j-  •••  -f-;c.'/~M  entspricht.  Eine  zweite  Schwierigkeit  besteht  in  dem 
paarweisen  Auftreten  complexer  Wurzeln'')  der  Gleichung  in  z.  Ein 
solches  Paar  complexer  Wurzeln  vereinigt  sich  zu  j)  -\-  U~  +  ''■i'  oder 

zu   2^  —  2 zYpr  cos (p  -\-  rz-    mit    cosgj  =  — 7—,  und  diesem  Factor 

2  ypr 

entspricht  die  Difierentialgleichung  O^jjy  —  2ypr  cos  95  y;  -|-  r  -^^, 

zu  deren  Integration  die  Substitution  y  =  ef'"^''^'f  u  führt.  Auch  das 
wiederholte  Auftreten  eines  Factors  p  —  q^  -\-  t'S^  weiss  Euler  zu 
bewältigen*).  Elf  Aufgaben  zur  Einübung  der  allgemein  geschilderten 
Methode  beschliessen  die  Abhandlung. 

Euler  kam  1750  in  dem  Aufsatze:  Mcthodiis  aequationes  dif- 
ferentiales  cdUorum  graduum  integrandi  idterius  proinota^)  auf  die 
Untersuchung:  zurück  und  zeigte  hier  zunächst,  wie  man   die   Sache 

DO  ' 

nicht  machen  soUe,  d.  h.  er  zeigte,  zu  welchen  fast  unüberwindlichen 
Rechnungsschwierigkeiten  es  führe,  wenn  man  auch  nur  bei  der  un- 
vollständigen linearen  Differentialgleichung  mit  coustauten  Coefficienten 
versuchte  von  dem  1743  gezeigten  Wege  abzuweichen.  Dann  vollzog 
er  aber  den  Uebergang  zur  vollständigen  linearen  Differential- 
gleichung mit  Constanten  Coefficienten^)  X  =  Ay  -\-  -^ 
-|-  -T— 2^H-'"'     Die  von  Euler  benutzte  Methode  besteht  darin,  dass 


')  Miscellanca  BeroUnensia  T.  \ll,  203—204.         «)  Ebenda  VlI,  204—206. 
3)  Ebenda  VII,  206—207.  ■■)  Ebenda  Vn,  208—210.  '"■)  Nori  Commcntarii 

Academiae  Petropolitanae  ad  annum  1750  et  1751.    T.  III,  3—35.  ')  Ebenda 

T.  in,  13. 
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die  DiflFereutialsileichimijr   mit  ef^dx  veiTielfacht   und    d;mu  integriit 

CO  ~ 

wird,    so    dass    man    erhält   J'if^Xdx  =  J\ef^Aydx  -\-  &'^lidi/  -{- 

e"*C'-5-^  +  ■••!.     Die    versuchsweise    anzusetzende    Form    des    rechts 

vom  Gleichheitszeichen  sich  befindenden  Integrals  möge  (wenn  wir 
annehmen,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  sei  zweiter  Ordnung, 

schliesse  also   mit  -r— j-  ab)  etwa  e"-^  [-^  y  H — ä     )  heissen.     Durch 

Differentiation  der  angenommenen   Gleichung   f[e''^Äydx  +  e^'Bdy 

-f-  e«'C  ^]  =  e"^  (j.'y  +  ^)  erhalten  wir:  t>"  (Aydx  +  Bdy  + 

C^)  =  e-'  [aA'ydx  +  {Ä'  +  aB')  dy  +  B' g)  und  daraus:  B'=  C 

Ä  .  ■ 

Ä'  =  B  —  aC  =  — ,  mithin  A  —  Bk  -\-  Ca-  =  0,  woraus  a  und  dann 

A'  und  B'  sich  finden,  d.  h.  man  hat  Jef^Xdx  =  e"'^  (A'y  -\ j-^j 

heziehxmgsweise  e~'"' je"'' Xdx  ^  A'y -\ — ttt)  ^™d  das  ist  eine  Dif- 
ferentialgleichung von  ganz  ähnlicher  Gestalt  wie  die  ursprünglich 
gegebene,  nur  von  einer  um  die  Einheit  erniedrigten  Ordnung.     Man 

vervielfache  sie  weiter  mit  e-^^dx  u.  s.  f.    Dabei  zeigt  sich  «  -(-  (3  =  v^ , 

d.  h.  u  und  ß  sind  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
A  —  Bu  +  Ccc  =  0.  Bei  der  Differentialgleichung  «'"  Ordnung 
ti-eten  «  solcher  Exponentialgrössen  (^"^  auf,  in  welchen  jedes  a  eine 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  «**■"  Grades  ist.  Auch 
hier  treten  die  Schwierigkeiten  gleicher  reeller  Wurzeln  und  com 
plexer  Wurzeln  der  betreffenden  algebraischen  Gleichung  auf,  und 
Euler  weiss  sich  mit  ihnen  abzufinden. 

Wir  haben  (S.  705)  von  einem  Aufsatze  Euler 's  über  Reihen: 
De  serkrum  dcterminatione  sen  nova  metlwdus  inveniendi  teriidnos 
generales  serierum^),  gesprochen,  der  fast  ebensosehr  der  Lehi-e  von 
den  Differentialgleichungen,  als  der  von  den  Reihen  angehöre.  Er 
schliesst  sich  unmittelbar  an  den  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  constauten  Coefficienten  an,  über  welchen  wir  soeben  berichtet 
haben.  Wir  haben  bei  seiner  ersten  Erwähnung  nicht  metr  zuge- 
saart,  als  dass  wir  in  Kürze  darauf  zurückkommen  würden,  und  dem 
entsprechend  werden  wir  uns  damit  begnügen,  an  einer  Aufgabe  den 
Zusammenhang  zwischen  Reihenlehre  und  Differentialgleichungen  auf- 
zudecken. Euler  verlangt-),  das  allgemeine  Glied  einer  mit  1  be- 
ginnenden Reihe   aus   der  Bedingung   zu   ermitteln,   dass  jedes  Glied 

')  Novi  Commentarii  Äcademiae  Petropolitanae  ad  annum  1750  et  1751. 
T.  III,  36—85.         *)  Ebenda  m,  43. 
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demjenigen,  dessen  Stellenzeiger  um  die  Einheit  grösser  ist,  gleich 
sein  solle,  möge  man  den  Stellenzeiger  ganzzahlig  wählen  oder  nicht. 
Gehört  also  das  Glied  y  zum  Stellenzeiger  x,  das  Glied  ij'  zum  Stellen- 
zeiger x  -\-  1,  so  soll  y'  ^  y  sein.  Weil  y'  das  ist,  was  aus  y  wird, 
wenn  x   in  a;  -|-  1   tibergeht,  so   muss   (nach  Taylor's  Reihe)  y'  ^  y 

+  1^  +  i-V'dx'  +  1.2^-3. dx'  +  ■■■  ^^''''  ^""^  "^  Verbindung  mit 
y'  =  y    erhalten    wir    0  =  ^  +  ^-p^,  +  ^-^^L  _|.  . . .     als 

Differentialgleichung  des  allgemeinen  Gliedes  der  beti'effenden  Reihe. 
Sie  ist  von  i^nendlich  hoher  Ordnung,  und  die  ihr  nach  den  Vor- 
schriften   von   1743    entsprechende    algebraische   Gleichung   wird  un- 


endlichen  Grades  sein,  nämlich  0  =  -"-  -^  -^  -|-      '^      -[-••■  =  e"  —  1 

=  (l  -(-  ~j  —  1"   unter  der  Voraussetzung  n  =  oo.     Aber  «"  —  h" 

'ikn 
ist  durch   er  —  2ab  cos f-  h-   tlieilbar,    wo    k  irsend  eine  ganze 

Zahl   bedeutet.     Bedenkt    mau    nuu    erstens,    dass  z   ein  Factor   von 

Y  +  r^  +      T,      +  •  ■  •   ist,   und  zweitens  dass,  wenn  «  =  1  -j-  — , 

h  =  1    ist,   «2  _  2ah  cos  —  -f  ^y-'  =  (l  +  -)'  —  2  ( 1  +  ')  cos  — 

-H  =  2(1  +  i)  (l  -  cos  1^)  +  i!  =  «  (l  -  CO,  -l^)^ 

/  1  -I-  —  -| } — -^-r  \    wird,    und    dass    wegen    cos  - —  =  1 

:^,-   ebensowohl  2    1  —  cos 1  ^    -  ,-    als  2«-ll — cos 1 

=  4Jc'-n~    wird,    so    nimmt    jener    allgemeine    Factor    die     Gestalt 
i^^L'  (l  +  ^  +  -iL)  =  1  (4:}r7r  +  i^'  s  +  A  an.  Des  Weiteren 

ist  -^  sowohl  von  z  als   vou  /.•  uuabhängig  und  braucht   deshalb  bei 

der  Ermittelung  der  Factoren  von  e-  —  1   nicht  beachtet  zu  werden, 
und    mau  hat    als    solche    z   enthaltende  Factoren  nur  z  selbst   und 

4/i°n:-  -\ —  z  -\-  z-  mit  ganzzahligem  /■•.     Der  Factor  z  bringt  das 

particuläre    Integral   y  =  C  hervor.     Das    aus  Ak^x-  -) z  -^  z^ 

if-n-x 


entstehende  particuläre  Integral  heisst  e  "  («  sin2Jc7tx -\-  9( cos2]cn:x). 
Es  geht  durch  n  ^  oo  in  a  sin  2]i7cx  -j-  2t  cos  2Jcjtx  über.  Das  all- 
gemeine Glied  der  Reihe  heisst  also,  indem  /.■  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  k  ^  1  an  annimmt  und  die  Bedingung  zu  berücksichtigen  ist, 
dass  2/  =  1  sein  muss,  wenn  x  ^  0  ist: 
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.1/  =  1  +  «  sin 2nx  -\-  /3sin  Anx  +  y  sin  öjc.v  -\-  ••■ 

+  51  (cos  2jtx  —  1)  +  S8  (cos  43r.r  —  1)  +  ß  (cos  (lax-  —  1)  +  ••  •, 
wo  a,  3(,  /3,  S,  y,  (£••■  ganz  beliebige  constante  Werthe  besitzen. 
Zwischen  die  Abhandlungen  Euler's  von  174o  und  1750^  welche 
wir  ihres  inneren  Zusammenhanges  wegen  nicht  trennen  wollten,  fallen 
Untei-suchungen  von  D'Alembert.  Sie  bilden  den  vom  13.  April 
1747  datirten  4.  Abschnitt  seines  Aufsatzes  über  Integralrechnung'), 
dessen  Besprechung  wir  uns  ( S.  849)  aufgespart  haben.  Ungleich  mit 
unseren  Berichten  über  andere  Schriftsteller  halten  wir  uns  nicht  an 
die  Bezeichnungen    des  Verfassers.     Er    benutzt   nicht  .r,   sondern  y 

als    unabhängig  Veränderliche,    er  setzt  ~  =  z,  -^^ii,  j-^^k, 

er  benutzt  neben  q)  auch  A  als  Functionalzeichen  und  klammert  das 
Argument  der  Function  nicht  ein,  lauter  ungewohnte  Dinge,  welche 
das  Verständnis  nur  erschweren  und  deshalb    von  uns  in   die  heute 

übliche  Schreibweise  umgewandelt  werden.  Sei  y  ^  x(p  ( j^J  -|-  F\-j^] 
zur  Integration  vorgelegt.  D'Alembert  sagt,  aus  jeder  solchen  Gleichung 
lasse  sich  durch  Differentiation  .',  =  fpxj-)  +  ■''9''  (7^)  y;?  + 
F'  V-j^)  j-s  finden  und  behauptet,  ohne  an  einem  Beispiele  seine  Behaup- 
tung zu  bestätigen,  es  sei  leicht,  nunmehr  x  durch  -p  auszudrücken ;  ebenso 


In 


könne  auch  «/=/    ,    fZ.f  alsdann   durch  -^  ausgedrückt   werden. 
einem  Zusätze  ist  erklärt,  genau  das  gleiche  Verfahren  führe  zur  lu- 
tegration  von     -^  =  xcp  1 r4  )  +  i'  I r",  )  ■      In    einem    zweiten 

Zusätze  wird  der  besondere  Fall  y  =  x  y^.-\-  F  (-p J  erörtert.  Aus 
dieser  Gleichung  gehe  Ix  -\-  F'  \^) )  ,-4  =  0  hervor,  und  diese  wieder 

führe    entweder    mittels    -—^  =  0    zu    einer    Geraden ,    oder    mittels 

ax-  ' 

X  -\-  F'  (-p)  =  0  zu  einer  Curve.    Eine  Einwirkung  von  Clairaut's 

Abhandlung  von  1734  (S.  862)  ist  hier  ersichtlich.  In  anderen  in 
dieser  Veröffentlichung  von  1748  enthaltenen  Aufgaben")  sind  n 
Differentialgleichungen  zwischen  n  -\-  1  Veränderlichen,  von  denen 
eine  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wird,  gegeben,  und 
D'Alembert    verbindet    ein   Eliminationsproblem    mit    dem    der    lute- 


')  Histoire  de  l'Aeademie  de  Berlin.  Anneo  1748.  T.  IV,  275—291. 
»)  Ebenda  IV,  28.3  (Probleme  V)  und  IV,  286  (Probleme  VI,  wofür  durch  einen 
Druckfehler  Probleme  IV  stehtj. 
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gration.  Das  Erstere  führt  ihn  dazu,  die  Torgelegten  Gleichungen  zu 
addiren,  nachdem  jede  derselben  mit  Ausnahme  der  ersten  mit  einem 
zunächst  unbestimmten  Factor  vervielfacht  ist,  während  die  Factoren 
nachher  so  gewählt  werden,  dass  gewisse  Bedingungen  zur  Erfüllung 
kommen,  ein  Gedanke,  der  wenige  Jahrzehnte  später  sich  in  der  Lehre 
von  den  algebraischen  Gleichungen  als  ungemein  fruchtbar  erwies. 
In  zweiter  Beziehung  ist  D'Alembert  hier  als  Begründer  der  Lehre 
von  den  simultanen  Differentialgleichungen  aufgetreten.  Ein 
allerdings  ziemlich  dunkel  gehaltener  Zusatz')  macht  auf  die  Möglich- 
keit der  Zurückführung  einer  DifPerentialgleichung  höherer  Ordnung 
auf  mehrere  von  niedriiferer  Ordnung  aufmerksam. 

D'Alembert  ist  in  dem  zwei  Jahre  später  gedruckten  Schlüsse 
der  Abhandlung-)  darauf  zurückgekommen,  und  zwar  mit  Bezug  auf 
die  lineare  Diiferentialgleichung  n^"'  Ordnung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten.  Damals  war  der  VII.  Band  der  Miscellanea  Berolinensia 
längst  gedi'uckt,  der  III.  Band  der  Novi  Commentarii  Academiae  Pe- 
tropolitanae  kaum  geschrieben.  D'Alembert  kannte  also  nur  Euler's 
Behandlung  der  unvollständigen  linearen  Diiferentialgleichung,  und 
wenn  er  seine  Methode  auf  die  vollständigen  linearen  Differential- 
gleichungen anwandte,  so  war  das  ein  Fortschritt,  von  dem  er  noch 
nicht  wissen  konnte,  dass  Euler  ihn  gleichzeitig  ebenfalls  vollzog. 

Doch  wir  müssen  zu  den  simultanen  Gleichungen  des  Bandes  für 
das  Jahr  1748  zurückkehren,  welche,  wie  es  vielfach  bei  den  Anfängen 
einer  Lehre  sich  zeigt,  von  besonders  einfacher  Gestalt  sind.  Zuerst'') 
behandelt  D'Alembert  die  zwei  Gleichungen 

dx  -f  {Cx  +  Dy)  dt  =  0 
(Jy  -^  [Kx  +  Ly) dt  =  0 , 
wo    t    als    die    unabhängige    Veränderliche    gilt.      Multiplicatiou     der 
zweiten  Gleichung  mit  v  und  darauf  folgende  Addition  zur  ersten  liefert 
die  combinirte  Gleichung  dx  -\-vdy-\-  (( C'+  Kv)  x  -(-  [B-\-Lv)  y)dt=0. 
D'Alembert  will,  dass  (C  +  ^^^  ^  +  (-D  +  Lv)  y  ein  Vielfaches  von 

X -\- vy  sei,  mit  anderen  Worten,  er  will,  dass   C -\- Kv  =  — - — - 

T  n 

sei,  und  er  erkennt,  dass  dieses  der  Fall,  wenn  v  =  „  y  -f- 
^^yiL  —  Cf  -\-  ADK  ist,  zwei  Werthe  von  v,  welche  er  p  und  p' 

nennt.  Nun  setzt  er  x -\- vy  =  u,  dx -\- vdy  =  du,  (C  -\-  Kv)x 
+  {D  -\-  Lv)  y  =  (C  -i-  Kv)  {x  +  vy)  =  {C  +  Kv)u  und  erhält  für 
die  combinirte  Gleichung   die  neue  Gestalt  du  -{-  (C  -\-  Kv)ti  dt  =  0 , 


')    Histoire    de  l'Academic   de  Berlin.     Anne'e   1748.    T.  IV,  289,  Nr.  LIII. 
-)  Ebenda  Aiinee  1750.  T.  VI,  309—374.         »)  Ebenda  Annee  1748,    T.  IV,  283. 
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welche  sich  durch  u  =  7e~^''+*'''>'  integrirt.  In  ilieseni  Integrale  ist 
«/  eine  willkürliche  Coiistante,  während  eine  andere  willkürliche  Con- 
stante,  welche  wir  sogleich  auftreten  sehen  werden,  ;/'  heisst.  Setzen 
wir  nämlich  für  r  einmal  2>  und  einmal  j)',  nennen  ;*■  -\-  Pll  =  "  und 

^'  +  jP  y  ^  "  ?  ^0  *us  y  = ; ,  X  =  - — _    ,     lolgt,  so   hat  mau 

für  u  und  ii'  die  beiden  Gleichungen  u  =  96-"^'+*"^'',  u'=g'e-'-'^+''^''">'. 
Die  Constanteu  (j  und  r/'  werden  vermöge  der  Werthe  bestimmt, 
welche  .r  und  'y  bei  /  =  0  annehmen.  Eine  weitere  Aufgabe  be- 
handelt") die  drei  Gleichungen. 

dx  -\-  (ax  +  hy  -j-  cz)  dt  =  0 

dy-\r{ex  +  fy  +  9z)dt  =  Q 

dz  +  {hx  +  my  +  nz)  dt  =  0 . 
D'Alembert  multiplicirt  die  zweite  Gleichung  mit  v,  die  dritte  mit  a 
und    addirt    dami    zur    ersten.     Er    erhält    die    combinirte    Gleichung 
dx  -\-  vdy  -\-  fidz  -]-  (la  -\-  ev  -\-  hfL)x  +  (6  +  fv  +  Wft'.'/  +  (c  -|-  gv 

-4-  nu.i)  dt  =  0.  Dann  wird  a  +  ^"i/  +  /( w  =    ^'    ^    '^  =    ^'^    ^    ^ 

gesetzt,  damit  unter  der  weiteren  Abkürzung  x  -\-  vy  -{-  ^s  =  u  die 

combinirte  Gleichung  die  Gestalt  du -\-(a -\- ev -\- Ji^\ndt  annehme, 

welche    durch    x -\- vy -\- ^z  ^  ]ce~''"+"+''''^'    integrirt    wird").      Es 

handelt  sich  darum,  die  zweckentsprechenden  Werthe  von  ji  und  v  zu 

n    ^  \  I  17  b  +  fv4-mii         .  ,,     .  ,  b  +  {f—a)v  —  ev^ 

hnden.  Aus  o  +  cv  +  /*u  =  — ~ — ' — -  ergiebt  sich  a  =  — r^ , 

'  '      '  V  "  '  — m-\-hv      ' 

und   setzt   man   diesen  Werth   von  jn    in  n  -\-  ev  -{-  /(fi  =  - — 

ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  v,  welche  dadurch  vom 
4'™  auf  den  3**°  Grad  sich  erniedrigt,  dass  v*  in  ihr  den  Coefficienten 
c-h  —  c-h  =  0  erhält.  Es  giebt  also  drei  Werthe  von  v,  zu  deren 
jedem  ein  Werth  von  ft  gehört,  mithin  drei  Werthepaare  v  =  j), 
fi  =  »i-  V  =  p'^  u  =  Dl'-  y  =  2)",  ff  =  m".  Die  eine  Integralgleichung 
liefert  demnach  deren  drei,  und  aus  ihnen  lässt  sich  ./;,  y,  z  jedes 
einzeln  als  Function  von  t  darstellen.  DAlembert  übersieht  keines- 
wegs die  Schwierigkeiten,  welche  durch  das  Auftreten  gleicher  oder 
complexer  Wurzeln  in  den  algebraischen  Hilfsgleichungen  entstehen, 
wir  wollen  indessen  hier  auf  diese  Ergänzungsbemei-kungen  nicht 
näher  eingehen. 

Haben    wir  D'Alembert    als    denjenigen   Mathematiker   kennen 
gelernt,    der    sich   zuerst    mit    simultanen  Differentialgleichungen   be- 


')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1748.  T.  IV,  286.  *)  Bei 
D'Alembert  steht  g  statt  1c.  Wir  haben  h  vorgezogen,  weil  g  schon  innerhalb 
der  zweiten  .simultanen  Differentialgleichung  eine  bestimmte  Bedeutung  hatte. 
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schäftigte,  so  ist  sein  Verdienst  um  die  Lehre  von  den  partiellen 
Differentialgleichungen  kaum  geringer^).  Die  Aufgabe  von  der 
schwingenden  Saite  war  erstmalig  von  Brock  Taylor  (S.  369) 
iu  Augriff  genommen  worden.  Er  hatte  sie  sich  in  dem  Sinne  gestellt, 
dass  er  durch  mathematische  Erwägung  die  Geschwindigkeit  jedes 
einzelnen  Punktes  der  Saite  und  hierauf  die  Anzahl  der  Schwinanns'en 
innerhalb  einer  gegebeneu  Zeit  zu  finden  beabsichtigte.  Johann 
Bernoulli  lenkte  dann  1727  in  einem  im  IL  Bande  der  Commen- 
tarien  der  Petersburger  Akademie  veröffentlichten  ^j  Briefe  an  seinen 
Sohn  Daniel  Bernoulli  dessen  Aufmerksamkeit  auf  den  Gegenstand 
und  brachte  selbst  im  ILE.  Bande  jener  Veröffentlichungen  einen  Auf- 
satz De  chordis  vibrantibus^),  von  den  schwingenden  Saiten.  Johann 
Bernoulli  ging  ebenso  wie  Taylor  von  der  Voraussetzung  aus,  dass 
alle  Punkte  der  Saite  gleichzeitig  ihre  Gleichgewichtslage  verlassen, 
oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  Saite  stets  als  Ganzes  schwinge. 
Von  dieser  unrichtigen,  weil  zu  engen  Annahme  aus  kam  Johann 
Bernoulli  für  die  Gestalt  der  Saite,  welche  sich  durch  ihre  Schwingung 
ergebe,  zu  der  gleichen  Meinung,  welche  auch  Taylor  schon  besass, 
sie  sei  die  einer  compagne  de  la  cycloide,  d.  h.  also  (Bd.  II,  S.  803) 
einer  Sinuslinie.  D'Alembert  liess  in  dem  Aufsatze  Sur  la  courhe 
que  forme  tine  corde  tendue  mise  cn  Vibration^)  jene  einengende  An- 
nahme fallen  und  ersetzte  sie  durch  die  folgenden,  welche  in  der 
That  mit  den  Vorgängen  der  Natur  in  sehr  angenäherter  Ueberein- 
stimmung  sich  befinden.  Erstens  sollen  die  Schwingungen  unendlich 
klein  sein,  so  dass,  wenn  ein  Punkt  P  aus  seiner  Ruhelage  um  ein 
Stückchen  FM  =  y  entfernt  und  dadurch  nach  dem  senkrecht  über 
P  befindlichen  Punkte  M  gebracht  wird  und  A  der  eine  Befestigungs- 
punkt der  Saite  ist,  die  Gleichung  A3£  =^  AP  ^  s  gerechtfertigt 
erscheine.  Zweitens  soll  die  Saite  überall  gleich  dick  sein.  Drittens 
soll  die  spannende  Kraft  F  dem  Gewichte  der  Saite  proportional  oder 
F  =  mpl  sein,  wo  l  die  Länge  der  Saite,  p  das  Gewicht  ihrer  Längen- 
einheit, on  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet.  Viertens  endlich 
soll  die  Beschleunigung  des  Punktes  M  iu  der  Richtung  MF  sich 

durch  -{- F -r~  ausdrücken,    wo  das  Vorzeichen  davon   abhängt,  ob 

die  durch  die  Saite  gebildete  Curve  in  M  gegen  die  Ruhelage  concav 


')  Einen  vorzüglichen  Ueberblick  über  die  hier  in  Frage  kommenden  Ab- 
handlungen von  D'Alembert,  Euler  und  Daniel  Bernoulli  gab  Riemann 
in  der  Einleitung  zu  seiner  berühmten  Habilitationsschrift  von  1854:  lieber  die 
Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe.  *)  Johann 
Bernoulli,  Opera  Hl,  125.  ')  Ebenda  EI,  198—210.  *)  Histoire  de  VAca- 
(lemie  de  Berlin.     Annce  1747.  T.  III,  214—219. 
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oder  coiivex  ist.  D'Alembert  kommt')  von  diesen  Amialimen  aus 
durcli  der  Mechanik  angehörende  Betrachtungen  zu  einer  Gleichung 
a  ^  ß,  welche  wir  in  die  gegenwärtig  gebräuchliche  Form  umsetzen 
müssen.  Wenn  D'Alembert  AM  =  ÄP  =  s  schreibt  und  dabei  an 
den  Bogen  AM  denkt,  so  konnte  er  ebenso  gut  die  Abscisse  AP 
als  namengebend  betrachten  und  .<  schreiben.  Alsdann  ist  y  =  (p  (t,  x), 
\ind   die   übi-igen   bei   D'Alembert   auftretenden   Buchstaben   bedeuten: 

eil  cy  c-ij  r'ii        r,        d-rj  ,    ,.  .., 

»  =  V ,  U  ^  ^  ,  a  =  TT-i- ,  V  =  -. ,— Q— ,  P  =  — -. ,  und  die  erwähnte 
•'  et  '  ^         er'  et-'  ct-dx'  '^        e.i--' 

Differentialgleichung  a  =  ß  heisst  ^  =  ^f ,  unterscheidet  sich  also 

von  der  heute  gewöhnlichen  Schreibart  7^  =  a^  5-^  nur   durch  das 

o  et'  dx' 

Fehlen  des  positiven  Coefficienten  «^.  Wenn  y,  mithin  eine  Strecke, 
zu  der  Strecke  x  und  zugleich  zur  Zeit  t  in  einem  Abhängigkeits- 
verhältnisse steht,  so  wird  die  darin  enthaltene  begriifliche  Schwierig- 
keit dadurch  gehoben,  dass  auch  die  Zeit  durch  eine  Strecke  versinn- 
licht  wird").  Sei  «  der  Raum,  welcher  von  einem  unter  dem  Einflüsse 
des  Gewichtes  p  stehenden  Körjjers  in  einer  Zeit  0  durchlaufen  wird, 
und  lässt  man  0  durch  eine  an  sich  beliebig  lange  Strecke  dar- 
stellen, so  muss  auch  jedes  t  als  Strecke  gezeichnet  werden.  Nach 
der  oben  erläuterten,  den  einzelnen  Buchstaben  beigelegten  Bedeutung 
ist  dp  =  adf  -\-  vdx,  dq  =  vdf  -\-  ßdx  =  vdt  +  adx,  mithin 
dp  -\-  dq  ^  {a  -\-  v)  (dt  -\-  dx)  und  dp  —  deq^  [u  —  v)  (dt  —  dx)  . 
D'Alembert  zieht  daraus  den  Schluss^),  a  -\-  v  müsse  eine  Function 
von  t  -\-  X,  a  —  V  eine  Function  von  t  —  x  sein.  Er  begründet  ihn 
nicht  näher,  meint  aber  offenbar,  nur  wenn  die  in  seinem  Schlüsse 
ausgesprochenen  Abhängigkeiten  stattfinden,  sei  eine  Integration  der 
beiden  Differentialgleichungen  ausführbar.  Dann  folgt  aber  weiter 
bei  Vollziehung  der  Integration,  dass  p  -\-  q  eine  Function  von  t  -\-  x 
und  p  —  5  eine  Function  von  t  —  x  sein  muss,  etwa  p  -\-  q  =  (p(f  -\r  x), 
p-q  =  A(t-x),   ^_^(L+J-L+A(^-^)^    ^_^it  +  x)^^A\t-x)_ 

Ferner  soll  y^l(ßdt  -\-  qdx)  sein,  oder  y  =  ~k  /^(^  +  x)d(t  -f-  x") 
+  ^fA{t  —  x)  d(t  +  x)  =  ^'  (J:  +  .r)  +  \-{t  —  x),    wo    Y    und    T 

zunächst  ganz  unbestimmte  Functionalzeichen  sind.  Der  Natur  der 
Aufgabe  innewohnende  Bedingungen  lehren  Einiges  über  sie.  Bei 
^  =  0  ist  die  Ruhelage  noch  nicht  gestört,  mithin  y  =  0.  Ebenso 
ist  2/  =  0  in  den  beiden  Befestigungspunkten  der  Saite,  bei  o"  =  0 
und  bei  x  =  l.     Man  weiss  also : 

')  Ehtoire  de  VAcaäemie  de  Berlin.    Anm'e  1747.  T.  IIT,  21G.         -)  Ebenda 
T.  m,  215— 21G.         ">)  Ebenda  T.  III,  216. 
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1.  V(,,j  + r(— .<■)==  0 

2.  H'(o  +  r(o  =  o 

3.  ¥(/  +  /)  + r(<  — 0  =  0. 

Aus  2.  folgt  r(t)  =  —  ^'{t),  also  auch  r  (t  —  x)  =  —  f  (f  —  x), 
und  man  ist  schon  berechtigt  )/  =  V  (#  -)-  x)  —  W  {t  —  x)  zu  schreiben. 
Dui-ch  Vit  —  a-)  ^  —  ^'{t  —  x)  geht  aber  1.  über  in  H'ü)  — 
¥( — ;r)  =  0  oder  in  V  ( .r )  =  V  (— a;) .  Die  ^-Function  muss  also, 
damit  sie  bei  Ersetzung  ihrer  Argumentes  dui-ch  den  entgegengesetzten 
Werth  ungeändert  bleibe,  eine  solche  sein,  welche,  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt, nur  gi-ade  Potenzen  des  Argumentes  enthält^),  oder,  wie  es 
etwas  später  heisst"),  4<(a^  muss  eine  grade  Function  von  x  sein. 
Dazu  kommt  noch  mit  Rücksicht  auf  3.  die  Bedingung  V  (/  +  0 
=  M'(^ — ?),  wodurch  nachgewiesen  ist,  dass  die  Function  H'  ihren 
Wert  unverändert  wiedererhält,  wenn  das  Argument  sich  um  die 
Constante  21  vergrössert,  oder  dass  ^' (s)  = '^  [z -\- 21)  sein  muss. 
Wird  y  nach  t  partiell  differentiirt,   so   entsteht  die  Geschwindigkeit 

des    betreffenden    Punktes    der    schwingenden    Saite    -=y  = „ 

^  '  • ,  welche,  wenn  ^^0  gesetzt  wird,  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit ist  und  eine  ungrade  Function  sein  muss,  wenn 
die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  solP). 

Unmittelbar  hinter  diesem  an  den  fruchtbarsten  neuen  Wahr- 
heiten überreichen  Aufsatze  ist  eine  zweite  weit  umfangreichere,  auch 
inhaltlich  sich  anschliessende  und  deshalb  durch  Ziffern,  welche  die 
Paragraphennummerirung  der  ersten  Veröffentlichung  einfach  fort- 
setzen, in  kleinere  Absätze  abgetheilte  Arbeit  D'Alembert's  gedruckt*). 
Sie  will  der  eigentlichen  Gestalt  der  schwingenden  Saite  näher  kommen 
und  bedient  sich  zu  diesem  Zwecke  einer  erzeugenden  Curve,  cmirhe 
genemtricc,  OTK  (Fig.  146).  Ihre  Definition  liegt  in  der  Gleichung 
y  =  V  (.r).  Aus  den  ermittelten  Eigenschaften  der  Function  H*  folgt, 
dass  der  zu  0  symmetrisch  liegende  Punkt  K  von  0  um  21  entfernt 
sein  muss,  und  dass  OS  =  l,  wenn  T  der  senkrecht  über  S  gelegene 
Höhepunkt  der  Curve  ist.  Die  unter  einander  parallelen  Geraden  QP 
JF,  BA  sind  so  gezeichnet,  dass  die  erstere  mit  QN  einen  Winkel 
von  45"  bildet,  dann  wird,  wenn  QN  &\s  Maass  von  t  gewählt  ist, 
auch  PN=t  sein.  Q  ist  der  Anfangspunkt  der  Saite,  welche  zu- 
gleich auch  Abscissenaxe  ist,  QG  ^  Qil  ^=  ■''  und  QN  -{-  QG  =  PN 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.     Annee  1747.  T.  ÜI,  217.        -)  Ebenda 
T.  m,  218:   H>{s)  doit  etre  um  fmietion  paire  de  s.  ^)  Ebenda  T.  III,   219: 

si  Ja  fonction   de  s,  qui  exprime  cette   vitesse  initiale,  n'etuit  pas   une  fomtion 
inqxiirc  de  s,  7e  prohleme  serait  iiiipossible.         *)  Ebenda  T.  III,  220 — 249. 
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+  XA  =  QB=^t  +  .c  nebst  QN—  Qg  ^  NP  —  NF  =  QJ=f —  x. 
Wegen  der  Gleichung  der  erzeugenden  Curve  ist  demnach  BD  =  ^'(f-\-x), 
JE='V  [t  —  .r)  und  M'  ( /  +  .c)       ^'^  f  —  x)  =  BD  -JE=  CT)  —  BE. 


Fig.  14G. 


Wird  diese  Differenz  als  Gy  gezeichnet,  so  ist  y  der  Ort,  nach  welchem 
der  Punkt  tr  der  Saite  in  einer  Schwingung  gelangt.  D'Alembert 
nennt  nun  edi  den  Weg,  welchen  jeder  Punkt  der  Saite  im  ersten 
Augenblicke   der   Bewegung   (also   bei   t  =  0)   zurückzulegen   das  Be- 


streben   hat.      Alsdann 


ist    '}1^J^^-^ 


X) 


dx       '  dx 

=J6  dx .     Ferner    war    V  (r)  —  M'  (—  x)  = 

-~  J6dx-\-  Const.,  und  rückwärts  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  ö  jedes 


0 .     Mithin    ist    H'  (x)  = 


,  d'V  ix) 


Punktes  der  Saite  proportional  -^-^ ,  d.  h.  proportional  den  Differenzen 

von  Ordinaten  der  erzeugenden  Curve,  getheilt  durch  die  Differenzen  der 
zugehörigen  Abscissen.  Ganz  frei  ist  aber  die  Wahl  der  betreffenden 
Function  V(.r)  nicht.  Diese  muss  den  Gesetzen  gehorchen,  welche 
in  Bezug  auf  Gradheit  und  Ungradheit  der  Functionen  im  ersten 
Aufsatze  bekannt  geworden  waren.  Dabei  verändern  sich,  wenn  als 
Anfangslage  der  Saite  nicht  eine  Gerade,  sondern  eine  Curve  an- 
genommen wird,  die  Functionalbedingungen  so  sehr,  dass  in  diesem 
Falle  Vf./)  als  eine  ungrade  Function  erscheint ^j,  und  unter  ihrer 
Voraussetzung  werden  betreffende  Functionen  zu  ermitteln  gesucht. 
Die  Behauptung  D'Alembert's  von  den  die  freie  Wahl  von  H'  {x) 
hemmenden  Beschränkungen  sollte  einen  Streitpunkt  zwischen  ihm 
und  Euler  bilden.  Man  kann,  sagte  Euler  in  einer  im  nächstfolgenden 
Bande  der  Veröfi'entlichungen  der  Berliner  Academie  abgedruckten 
Abhandlung  Sar  la  vihrafion  defs  cordes-)  eine  Saite  von  gegebener 
Länge,  gegebenem  Gewichte  und  gegebener  Spannung  in  irgend  eine 
von  der  gi-aden  Gestalt  nur  unendlich  wenig  abweichende,  sonst  aber 


')    Uistoire    de    V Academie    de    BerJin.     .Xiiiu'e    1747 
»;  Ebenda  Annöe  1748.    T.  IV,  G9— 85. 


T.    III,    230—231. 
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ganz  beliebige  Form  bringen  und  sich  alsdann  die  Aufgabe  stellen, 
die  Schwingungen  der  plötzlich  losgelassenen  Saite  zu  bestimmen, 
welche  auch  durch  eine  geometrische  Constructiou  lösbar  wird.  Er 
erhielt  als  eine  Gleichung  der  Curve,  welche  die  Saite  bildet,  imd 
welche  für  sich  allein  genüge,  die  ganzen  Bewegungserscheinungen 
zu  begreifen,  dass  y  gleich  der  Summe  einer  endlichen  oder  unend- 
lichen  Anzahl   von   Gliedern   sein   müsse,   dereu  jedes    aus   einem  mit 

einem  Coefficienten  vervielfachten  Sinus  bestehe*),   also  ?/^«sin— ^ 

-f-  ^  sm  -^  +  y  .sm  -^  H • 

Nun  nahm  nach  weiteren  zwei  Jahren  D'Alembert  wieder  das 
Wort-).  Der  wesentliche  Punkt  seiner  Entaregnung  ist  darin  erkannt 
worden'),  dass  D'Alembert,  an  den  functionalen  Bedingungen  seiner 
früheren  Untersuchung  festhaltend,  verlangte,  dass  y  sich  durch  t 
und  X  derart  darstelle,  dass  die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die 
schwingende  Saite  zu  erhalten  vermöge,  sich  aus  einer  und  derselben 
Gleichung  herauslesen  lassen.  Neben  dieser  Verschiedenheit  zwischen 
den  Anschauungen  von  D'Alembert  und  Euler,  dass  Ersterer  eine  ana- 
h'tisch  erfassbare,  Letzterer  ii'gend  eine  empirisch  herzustellende  Au- 
fangsveränderung  der  schwingenden  Saite  beanspruchte,  blieb  zwischen 
Beiden  und  Taylor  der  Streitpunkt,  ob  eine  nicht  in  allen  Theilen 
regelmässige  Curve  oder  ausschlies.slich  eine  einfache  Sinuslinie  die 
Schwingungscurve  bilde. 

Daniel  Bernoulli  suchte  in  zwei  zusammenhängenden  Abhand- 
lungen*) Klarheit  darüber  zu  verbreiten.  Er  begann  mit  physikali- 
schen Betrachtungen,  aus  welchen  wir  nur  hervorheben,  dass  die 
Gehörsempfindung  der  sogenannten  Obertöue  als  eine  solche  bezeichnet 
wird,  über  welche  alle  Musiker  einig  seien"),  und  in  der  That  gehört 
die  Entdeckung  der  Obertöne  schon  dem  Pater  Merseune  an  (S.  309), 
deren  Bestätigung  zahlreichen  Phvsikem  und  Praktikern.  Wenn  aber 
eine  angestrichene  Saite  mehrere  Töne  gleichzeitig  vernehmen  lässt, 
wenn  jeder  Eüizelton  einer  in  eine  Sinuslinie  gekrümmten  Saite  ent- 
stammt, so  muss  bei  dem  Entstehen  mehrerer  Töne  die  Saite  gleich- 
zeitig in  mehreren  Sinuslinien  schwingen,  und  eine  Darstellung  von 
deren  Vereinigung  muss  geometrisch  möglich  sein.  Bernoulli  meint 
das  so  (Fig.  147).  Wenn  ein  Ton,  der  der  Cui-ve  AmanB  entspricht, 
sich  mit  einem  Tone  vereinigt,  dessen  ebenfalls  ganz  regelmässig  aus- 
schauende Curve  ihre  Axe  ausser  in  A  und  B  auch  in  der  Mitte 
zwischen  diesen  beiden  Punkten  schneidet,  so  kann  bei  der  uneudlicli 


')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Armee  1718.  T.  IV,  85.  *)  Ebenda 
Annee  1750.  T.  VI,  .S55 — 360.  ')  Riemann  1.  c.  ^)  Histoire  de  VAeademie 
de  Berlin.    Annee  1753.  T.  IX,  147—172  und  173—195.         '■)  Ebenda  T.  IX,  152. 


Bestinunto  IntoijiMli'.     I)itVi'rontial,>,'k'irhui]gen. 


S77 


kleineu  Weite  der  Schwiugiingoii  die  Aiiianli  selbst  als  genulliiiige 
Axe  gedacht  werden,  um  wolcho  sirli  ilio  zweite  Toncurve  scliläugelt, 
und  so  entsteht  die  Curvc 
ApaqB,  welche  den  beiden 
gemeinschaftlich  vernehm- 
baren Tönen  entspricht, 
und  welche  zugleich  den 
Bedingungen  der  Symme- 
trie lind  der  Periodicität 
genügt,  welche  für  solche 

Curven    gefordert    werden   müssen.     Aehnlich    verhält   es   sich,    wenn 
noch    mehr  Töne   gleichzeitig   vernommen   werden.      Die   allgemeinste 
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Fig.  147. 


31.»;    ,     „    .    iTT.i:     ,         .     3n',)' 
a  sm ha  sin \-  y  sm  


Gleichung  der  Curve  ist  ?/  =  a  sin  ^^^  +  /3  sin  ^^^^^  -(-  y  sin  "'- '   -(- 

also  genau  dieselbe  Gleichungsform,  welche  Euler  1748  erhalten  hatte  ^). 
Bernoulli  knüpfte  an  diese  synthetische  und  geometrische  Behandlung 
der  Aufgabe  auch  noch  analytische  Betrachtungen,  über  welche  wir 
ebenso  hinweggehen,  wie  über  den  ganzen  zweiten  Aufsatz,  dessen 
Hauptinhalt  dahin  zusammengefasst  woi'den  ist^),  dass  Daniel  Bernoulli 
in  ihm  die  Schwingungen  eines  masselosen  gespannten  Fadens  unter- 
suchte, der  in  einzelnen  Punkten  mit  endlichen  Massen  beschwert  ist, 
und  dabei  zeigte,  dass  die  Schwingungen  desselben  stets  in  eine  der 
Zahl  der  beschwerten  Punkte  gleicho  Anzahl  von  solchen  Schwingungen 

O  DO 

zerlegt  werden  kann,  deren  jede  für  alle  Massen  gleich  lange  dauert. 
An  den  zweiten  Aufsatz  Daniel  BernouUi's  schliesst  im  Drucke 
unmittelbar  eine  letzte  von  uns  zu  berücksichtigende  Abhandlung 
Euler's  an:  Remarques  sur  les  memoires  de  Daniel  Bernoulli^).  Euler 
drückt  seine  Bewunderung  über  Beraoulli's  theils  physikalische,  theils 
geometrisch  combinirende  Auffassung  der  Aufgabe  aus  und  würde  ihr 
einen  weit  höheren  Rang  zuweisen,  als  D'Alembert's  und  seine  eigenen 
Bemühungen  beanspruchen  dürften,  wenn  Bernoullis  Auflösung  in 
der  That  die  allgemeine  wäre,  was  aber  von  der  Gleichung  y  =  cc  sin  — 
+  ß  sin \-  y  sin -\-  ■  ■  ■  nicht  behauptet  werden  könne.    Denke 

man  sich  etwa  die  Coefficienten  «,  ß,  y  ■■■  als  eine  unendliche  geo- 
metrische Reihe  bildend,  so  könne  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
stehende  Reihe    summirt    werden,    und    man    gelange    zur   Gleichung 


c  sm 


If 


1  —  n  cos 


Letztere   sei   untiediugt   viel  durchsichtiger  als  die 


1)  Histoire  de  l'Acadcmie  de  Berlin.     Annee  1753.     T.  IX,  157.  *)  Rie- 

mann  1.  c.       =)  Histoire  de  l'Acadimie  de  Berlin.    Annöe  1753.    T.  IX,  196—222 
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erste  Form,  und  man  würde  sich  sehr  uneigentlich  ausdrücken^), 
wollte  man  sagen,  die  Curve  mit  dieser  Gleichung  sei  aus  unendlich 
vielen  Sinuslinien  combinirt.    Er  selbst  habe  seiner  Zeit  die  Gleichung 

II  =  «  sin  — ^  +  /?  sin  '^-^  -\-  y  sin  — f-  •  ■  •    nur    als  die    in    einem 

besonderen  Falle  zutreffende  aufgestellt,  und  die  Hauptfrage,  ob  alle 
durch  schwingende  Saiten  gebildete  Curven  in  jener  Gleichung  ent- 
halten seien  oder  nicht,  bleibe  zu  erörtern-).  Euler  leugnet  die  Mög- 
lichkeit. Es  sei  doch  sicher,  dass  man  zu  Anfang  die  Saite  in  irgend 
eine  Gestalt  bringen  könne,  bevor  sie  losgelassen  ihi-e  Schwingungen 
beginne,  und  dass,  selbst  wenn  man  behaupten  wolle,  die  Gestalt  der 
Saite  werde  allgemach  in  eine  aus  Sinuslinien  combinirte  übergehen, 
dieses  doch  immer  eine  grössere  Zeit  beanspruchen  müsse,  und  dass 
die  Anfangssehwingungen  sich  keiner  solchen  Combiuation  unterordnen 

würden.  Bestimmte  Eigenschaften  von  sin ,  z.  B.  diejenige,  zu- 
gleich mit  j:  in  den  entgegengesetzten  Werth  überzugehen,  bei  Zu- 
nahme des  X  um  a  eine  Periodicität  au  den  Tag  zu  legen,  müssen 
sich  auf  y  übertragen,  und  keine  Curve,  welcher  derartige  Eigen- 
schaften abgehen,  z.  B.  keine  algebraische  Curve,  könne  in  der  mehr- 
erwähnten Gleichungsform  enthalten  sein').  Nur  soviel  sei  an  der 
Bernoulli'schen  Darstellung  zweifellos,  dass,  wenn  P,  Q,  B  Functionen 
von  X  und  t  seien,  welche  ;/  =  P,  ij  =  Q,   >/  =  R  als  Integrale  von 

%-^  =  —^  ~  erscheinen   lassen,   auch  ■ii=^aP4-ßQ-\-yR  ein  In- 

tegral  sein  müsse*). 

Man  sieht  hier  die  Frage  nach  der  Darstellbarkeit  irgend 
eines  Werthes,  z.  B.  einer  algebraischen  Function,  durch 
eine  Sinusreihe  verstohlen  auftauchen,  aber  nur  um  um  so  rascher 
wieder  zu  verschwinden.  Die  Zeit  ihrer  Beantwortung  war  noch  nicht 
gekommen.  Fourier,  der  Mathematiker,  welcher  in  überraschender 
Weise  leisten  sollte,  was  Euler,  ohne  Widerspruch  zu  befürchten,  für 
unmöglich  erklärte,  war  noch  nicht  geboren.  Lagrange,  den  man 
freilich  irrigerweise  ehedem  als  Vorgänger  Fourier's  auf  diesem  Ge- 
biete zu  rühmen  liebte,  schrieb  erst  an  seiner  ersten  Abhandlung, 
welche  1759  in  einer  neuen  Abhandlungssammlung,  in  den  Turiner 
Veröffentlichungen,  erscheinen  sollte. 

')  Histoire  de  l'Äcadeviie  de  Berlin.  Annee  1753.  T.  IX,  197:  ce  serait  parier 
fort  impropretnent.  -)  Ebenda  T.  IX ,  198 :    La  guestimi  principale  que  j'ai  ä 

developer  est  donc  si  touies  les  courbes  d'une  corde  mise  en  mouvement  sont  coin- 
prises    dans    Veg^iiatian    rapportee,    on    non?  ^)   Ebenda  T.  IX,    200 — 201. 

*)  Ebenda  T.  IX,  208—209. 
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durch)  533.  605—607. 
Biametralehenc  791. 
Biametralzahl  256. 
Biderot  490. 

BifferentialcalciV,  das  Wort  187. 
Bifferentialgleichioig,  das  Wort  182. 
Biffereniialgleiclmngen     zu      integriren 

166—167.    206.    207.    218.    223—224. 

243.  244.  429—472.  849—878. 
Biff'erentialgJeichungeii  zweiter  Ordnung 

862—863. 
Biff'erentialgleichung    höherer    Ordnung 

als  nothwendig  279,  445. 
BifferentiaJgJeichung  der  Brachistochrone 

226—228. 
Bifferentialgleichung  der  Isochrone  210. 
BifferentialgleichiDig  der  kürzesten  Linie 

234—235. 
Bifferentialgleicliung  der  Segelcurve  212. 

225. 
Bifferentialgleicliung  einer  Reihe  628. 
Bifferentialwerth  der  Formel,  das  Wort 

833. 
Di^erewf/oh'oHeinerDifferentialgleichung 

206.  207.  442.  445.   862.  869. 
Bifferentiation  mit  gebrochenem  Indes 

221.   633—634. 
Bifferentiation    mit     negativem     Index 

221. 


Bifferentiation   nach    einem    Parameter 

204.   208.   221.  222.   447. 
Bifferentiatio  de  curva  in  curvani  222. 
Bifferentiation  unendlicher  Reihen  670. 

707. 
Biff'erentiiren  163—164.  658—659.    715. 

720.   732—733. 
Bifferentiiren    von     Exponentialgrössen 

223.   245.   246. 
Biff'erentiiren  trigonometrischer  Functio- 
nen 396. 
Biff'erenzenrechniinrj    73 — 74.    358 — 361. 

364.  365.  367.  370—375.  725—727.  736. 
Biff'eremenzeiclxen  358.  439.  725. 
Bimension,  das  Wort  548. 
Binostratus  16. 

Bionis  du  Sejour  (Achille  Pierre)  816. 
Biophant  15.  16. 
Bivergente  Beihe  355.  356. 
Bivisorensumme  595 — 596.  601.  602. 
Bivulsiones  317, 

Boppelmaijr  (Joh.  Gabriel)  482—483. 
Bopipcl integral  828. 
Boppelpiinh  407.  408,  412,  415,  421  bi.s 

422,  423—424,  766, 
Breiecl-  18,  19,  20,  530.  533. 
Bualität  in  der  Geometrie  527. 
Bufay  (Charles  Fran^ois   de   Cistemey) 

528—529. 
Buliamcl  (Jean  Baptiste)  7. 
Bidire  (Anders  Gabriel)  619. 
Burchmesser  405.  416—417.  779.  803.  804. 
BurclischnitigpunMe  von  Curven  113.  114. 

115.  119. 
Burchschnittspunlcte    von    Curven    (ihre 

Anzahl)  426. 
Butens  338. 
Byadik  347. 

E. 

e  als  Basis  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems 615,  665,  683,  854,  862, 

Ebene  32, 

Edleston  162,  175,  188,  192,  195,  197, 
201,  267,  268,  272,  283,  284,  289,  295, 
300.  304.  306.   308.   312.   363. 

Eggenberger  335. 

Eitdiüllende  204.  208.  237. 

Elastische  Ciirve  212. 

Elementares  Beclmen  13.  494—496.  499 
bis  503.  560. 

Eliminationsproblem  106.  107,  109, 
383-384,  557,  569—570,  575—579, 
586—588,  768,  772,  788.  859.  870. 

Elliptische  Integrale  462,  843—849, 

Endo  647, 

Eneström  255,  590,  619,  637,  725,  864. 

Engel  515—521. 

Englisch-hannövrische  Tlironfolge  29  bis 
30.  63, 

Englische  Zeitschriften  533, 

Enneper  463,  465,  471. 

Epicijcloide  124.  125. 
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Emö  Wada  647. 

Episcopius  s.  Bischof  (Joh.  Jac.V 

Eratosihenes  12. 

Enrartunei,  mathematische  610. 

Ericartung,  moralische  610. 

Erzeugende    Differenzen     72 — 74.     298. 

337" 
Esperance  =  moralische  Erwartung  338. 
Estere  536.   5.S9. 
Eudemux  6.  476. 
Euklid  6.  11.  12.  13.  257.  489. 
Eulh'dische  Oeomeirie  520. 
Euler   (Leonhardi    346.    357.    488.    489. 

530—533.534.  535. 537—539.  540—542. 

554— 556.  564— .565.  577—579.  580  bi'^ 

584.  588.  589.  590—595.  596.  597-602. 

603—607.    617.     630—646.    650—655. 

656.    665—676.    680.    682.     686.    689. 

69.8—702.    704 — 711.    712.    738.     739. 

760.  773.  793—796.  800.  807.  816-823. 

824.  826—828.  829.  830.  832.  840-842. 

843.  854—855.  858.  861.  862—869.  870. 

872.  875—878. 
Euler'sche  ConstanU  640—643. 
Euler's  Differentidlreehnung  712.  724  bis 

748. 
Euler's  Formeln   der  Raumcoordinaten- 

veränderung  789. 
Euler'sches   Integral,    erstes,    s.    Beta- 

ftmction. 
Euler'sches  Integral,  zweites,  s.  Gamma- 
function. 
Euler's  Introductio  Bd.  I  488.  489.  575. 

581.  597.  621.  676—698.  705.  712.  793. 

797.  798. 
Euler's  Introductio  Bd.  n  488.  489.  575 

bis  577.  776—792.  793.  797.  798.  799. 

811.  813.  814.  815.  826. 
Euler's  Mechanica  676.  734.  824—826. 
Euler's    Methodus   inveniendi   676.    830 

bis  840. 
Euler-Cramer'sches  Paradoxon,  das  Wort 

800. 
Euler's  Polyedersatz  537-538. 
Euler's  Satz  Ton  den  homogenen  Func- 
tionen 733—734.  861. 
Euler's    Summenformel    635.    641—643. 

653.  655.  656.   661—663.   739—742. 
Euler  (Paul    530. 
EutoJcius  258. 
Evolute    125.    134—138.    143.    171.    183. 

204.  219.  237—239. 
Evolution  =  Wurzelansziehung  569. 
Evolrenie  134. 

Exponens  =  Combinationsklasse  329. 
Exponent,  das  Wort  15. 
Exponentialgrösse  223.  245.  246.  247.  318. 

319. 
Exponentialgrösse   als  Grenz werth   665. 

683.  684.  687. 
Exponetitinlreihe    52.    70.   82.   327.    682 

bis  683. 
Exterminatio  383.  569. 


F. 

Fahri  (Honor.)  27.  74.  155.  281.  282. 

Fahricius  476. 

Factorenfolge    630.   631.   632.   645—646. 

653.  665.  667.  672.  673.  675.  686—690. 

694—697. 
Fagnano,  Graf  465 — 472. 
Fagnano's  Theorem  468. 
Fatio    de   Duillier   fNicolas")    148—149. 

201.    247—251.     274—280.    283.    286. 

287.    288.    306.    311.    319.    321.     430. 

445. 
Faulhaher  (Johann"i  74.  330.  374. 
Fermat  (Pierre)  17.  94.  95.  96.  98.  125. 

130.   139.   141.  155.  157.  164.  168.  187. 

323.   329.  341.  384.  385.  409.  534.  558. 

591.  593.  595.   60O.  614.   796.   797. 
Fertnaf scher  Lehrsatz  319.  591.  592.  603. 
Fermat's  Unmöglichkeitssatz  592 — 593. 
Fiel-  (L.)  609. 
Figurirte  Zahlen  330.  337. 
Flamsteed  'John)  257.  296. 
Fliessen  127. 
Florentiner  Aufgabe  205. 
Fluens,  das  Wort  163.  179. 
Fluxion,  das  Wort   163.  179.  196.  316. 
Fluxionspiinhichen    163.   179.    192.    201. 

270.  302. 
Fnlium  Cartesii  s.  Cartesisches  Blatt. 
Folkes  (Martin)  542.  548.  568.  609. 
Fontaine    (Alexis)    567—568.    572.    734. 

85.5.  858.  861. 
Fontenelle   (Bemard  Le  Bovier  de)  31. 

444. 
Form,  das  Wort  318. 
Form  602. 
Form    des    Maximum    oder   Minimum, 

das  Wort  831. 
Foster  (Samuel)  10. 
Fourier  875. 

Fractio  continua  (der  Xame)  670. 
Francke  (Aug.  Herrm.)  492. 
Fremde     Gleichungswurzeln     577 — 578. 

587—588. 
Frenicle  94. 
Frezier  767—768. 
Fn'si  (Antonio  Francesco)  796. 
Frist  (Paolo)  796. 
Fritz  87. 

Frobes  (Joh.  Nicol.)  479. 
Frobesius  479.  483. 
Function,  das  Wort  438—439. 
Functionalzeichen    438.    712.    832.    855. 

862.  869. 
Functionen  (gerade)  677.  874. 
Functionen  (ungerade)  677.  874. 
Functionslinie  233.  438. 
Fundamentaltheorem    der    Algebra    564 

bis  567.  582—583.  677.  846. 
Fuss  (Nicolans)  531. 
Fuss  (P.  H.)  456. 
Fusspuriktcurven  419.  426. 
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Kegister. 


G. 

Gabelmig  von  Reihen  807.  808. 
Galande  =  Cartesisches  Blatt  131. 
Galilei  (Galileo^  12.  205.  211. 
Gallois  (Jean)  7.  8. 
Gammafunction  629.  633—634.  673. 
Gauss  565.  567.  582.  583.  590. 
Gegendurchmesser  803.  804. 
Gemeintheiler  von  Gleichungspolynomen 

119.  383.  557. 
Geminus  von  Ehoclos  5. 
Generateur,  das  Woi-t  337. 
Generateur  374. 
Gener atrices  73.  337.  374. 
Genita  =  Function  195. 
Geodätische    Linien    s.    Kürzeste    Linie 

auf  Oberflächen. 
Geometria  situs  34.  532.  603—604. 
Geometrische  Behandbing  vonGleichungen 

113.  114.  115.  119.  391.  392.  405.  745. 

788.   800—802. 
Gerade  32. 

Gerade  Functionen  s.  Functionen  (gerade). 
Gerqmme  123. 
Gerhardt  (C.  J.)   27.    28.  31.  35.  39.  40. 

74.   126.   155.   156.   157.   158.  159.   160. 

176.  177.  185.  219.  308. 
Geschichte    der    Mathematik    4—6.    16. 

255—256.  475—486.   561. 
Geschlechtsverschiedenheit   bei    Geburten 

294.  324. 
Gesetz  der  gi-ossen  Zahlen  335.  339—340. 

346. 
Geicicht  von    algebraischen  Functionen 

588. 
Gewicht  von  Beobachtungswerthen  398. 

619. 
Giesel  (F.)   20.    155.    192.  224.  274.  304. 

430.  816. 
Giordani  (Vitale  Giordano)  13.  515.  517. 
Girard  (Albert)  390.   540.  564. 
Girard's    Satz    von    den    Summen    der 

Wurzelpotenzen    390.    571.    572.    578. 

584.   63i;.   690. 
Gleichunqen    (zweiten    Grades)    15 — 16. 

555.  568.  745. 
Gleichungen  i  dritten  Grades)  4.  109 — 110. 

114—115.  376.  377.  378.  391.  392.  555. 

568.  580.  745. 
Gleichungen   (vierten   Grades)   110.    114. 

115.  119.  377.  390.  555.  745. 
Gleichungen   (fünften  Grades)    107.   110 

bis  112.  113.  556. 
Gleichungen  (höherer  Grade)  108 — 109. 
Gleichungen  (reciproke)  556. 
Gleichungen  (binäre)  394 — 395. 
Gleichungen  (trinomischei  745. 
Gleichungen  (numerische)   15.  100 — 102. 

104.    114.    116—118.     150.    162.    174. 

376.  390.  391.  393—394.  548.  621—622. 

678.  697.  742—743. 
Gleichungen  (transcendente)  788. 


Gleichunqen  (unbestimmte,  ersten  Gra- 
des) 98—99.  115.  591. 

Gleichungen  (unbestimmte,  zweiten  Gra- 
des) 16.  97.  591. 

Gleichunqen  (unbestimmte,  höheren  Gra- 
des)  100.   101—102.   152.   162.   174. 

Gleichungen  (unbestimmte,  zwischen  Es- 
ponentialgrössen)  589. 

G.  L.  J.  =  Giornale  de'  letterati  d'Italia 
465. 

Goesius  (Wilhelm)  9. 

Goldhach  (Christian)  456.  460—461.  531. 
533.  564.  589.  590.  591.  605.607.  619  bis 
620.  622.  643.  644.  668.  669.  670.  673. 
684.   694.  850.   852—853. 

Goldhach's  Erfahrungssatz  590. 

Gordon  (Georg)  762. 

Gottignier  (GiJles  Fran9ois)  13. 

Goudin  (Mathieu  Bernard)  816. 

Gouraud  613.  617. 

Gouye  (Pater)  265. 

Graefenhahn  (Wolfgang  Ludmg)  483. 

Graf  (J.  H.)  579. 

Grandi  (Guido)  351—355.  356.  748—749. 

Grandi's  Meihe  1  —  1  +  1  —  1-f--- 
92.  351.   352.  355.   700.   708.   709. 

Graunt  (John)  324.  616. 

Gregon/  (David  d.  ä.)  299. 

Gregur}/  (David)  257.  258.  277.  278. 

Gregon/  (Jamesi  53.  59 — 60.  71 — 72.  75. 
76.  79.  80.  257.  298.  299.  315.  349. 
350.  686. 

Grube  (F.)  723. 

Gua  de  Slalves  fJean  Paul  de)  480.  485. 
490.  557—562.  563.  568.  574.  585.  586. 
589.  768—772.  776.  794.  795.  798.  799. 
802.  804.  806.  808.  816. 

Gua's  Dreieclc  557.  585 — 586.  768.  770. 
799.  805.  806.  811.   812. 

Guarini  (Camillo  Guarino)  13. 

Günther  (S.)  10.  93.  102.  477.  485.  503. 
536.   562.   702. 

guisa  (ad  majorem  und  ad  minorem)  501. 

Guldin  (Paul)  159. 


Hagen  (Johann  G.)  532. 

Halbconvergente  Beihoi,  650.  652. 

Halhimaqinäres  809. 

HalcU  (Paul)  395. 

Halley    (Edmund)    45—49.    51.    80—82. 

114—115.    119.    188.    257—258.    294. 

296.  297.   325.  343.  344.  363.  378.  393. 

616.   682.   714. 
Hamherger  (Georg  Albrecht)  4.  588. 
Hambcrger  (Georg  Erhard  i  588. 
Hammer  (E.)  541. 

Hansch  (Michael  Gofctlieb)  258—259. 
Harmonikeden  121. 
Harmonische  Beihe  56.  89—90.  638—640. 

643.  645. 
Harmonische  Theilung  121 — 123. 
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Harriot  (Thomas)  4.  104.  558.  562.  563. 

588.  850. 
Harscher  87. 
Hartmaiin  i,.I.)  485. 

Hartmaiiii  vöigismimd  Ferdinand)  19.  20. 
Hasegaica  047. 

Hausen  i Christian  Aug.)  556. 
Head  or  tail  s.  Bild  oder  Schrift. 
Hecker  (.Joh.  .Tul.)  492.  493. 
HedouriUe  8. 

HeiWronner  (Joh.  Christ.)  475— 47G.  489. 
Heller  138.  369.  528. 
Hentie^il  (ü.)  528. 
Henry  ^Ch.)  96. 
Herigone  (Pierre)  130. 
Hennann    (Jacob")    87.     247.     264—265. 

285—287.  348.  448.  449.  450.  451.487. 

504.   531.  579.  761.  801.  802.  824.  849. 

850-851.  862. 
Heran  535. 

Heuraet  (Heinrich  van)  133.  136.  463. 
Hevelius  259. 

HilfstcinM  in  der  Trigonometrie  515. 
Hill  (Abraham)  294    296. 
Hippokrates  von  Cliios  483.  484. 
Hirsch  (Th.)  258. 
m^toriola  299.  315. 
Hoadly  (Benjamin^  765. 
Hoche  338. 
Hodie    (das    weggelassene   Wort)    276. 

291.  299.  309. 
Höhere  Differentiation  187.  206.  209.  220. 

245.  246—247.  272.  274.  302.  304.  357. 

398.  714.  715.  718.  721—722.  731—732. 

854.  856. 
Höhere  Differentiation   eines  Productes 

221.  357.  358.  398. 
Höicelcke  (Johann;  s.  HeveUus. 
Hoff'mann  (Gottfried  Aug.)  498.  499.  505. 
Hofmann  (Heinrich)  36. 
Homogene  Differenlialgleichiinq  460.  851. 

852.  860.  861. 
Homogene  Function  681.  733 — 734. 
Hooke  (Robert)  138. 
Hörn  (Caspar  fleinr.)  498. 
Horsley  (Samuel)  162. 
Hudde  (Johann)   28.   45.   168.   173.  174. 

177.   198.  226.  341.  572.  588.  810. 
Hübner  (Johann)  478. 
Hühscli  .'.loh.  Georg  Gotthold)  501—502. 
Hume  (A.)  6. 
Huygens  (Christian)   28.   33.  34.  59.  65. 

74.   92—94.    105.    124.    132.    143.    154. 

156.   170.   18.3.  199.  203.  207.  208.  209. 

211.  212.  223.  226.  247—251.  259.  265. 

275.   293.  321.  323.  324.  327.  328.  340. 

341.  402.  443.  614.  671. 
Huygens,  Horologium  oscillatorium    74. 

125.   133—139.   143.   171—172. 
Hyginus  41. 
Hyperbolischer    ('urvenziceig    406.    808. 

809.  810. 
Hyperbolismus  409. 


Hyperboloid  401. 

Hypothese  des  rechten  Winkels  519. 
Hypothese  des  spitzen  Winkels  519. 
Hypothese  des  stumpfen  Winkels  519. 
Hypothesen  =  versuchsweise   angenom- 
mene Gleichungswur/.eln  HO. 
Hypsikles  476. 


Hm  lünus  515. 

Imaginäre  Ellipse  846. 

Imaginäre   Gleichungsicurzeln   103.   378. 

387—390.    542—554.     560.    562.    574. 

589.   665.   678.   745. 
Imaginäre  Punkte  413.  415.  565. 
Imaginäres  105.  262.  348.  349.  353—354. 

355.  566.  571.  580.  624.  6.il.  655.  665. 

666.  684—687.  698—704.  731.  795.  807. 
Implicite  Functionen  735. 
Increment  365. 
Indivisibilien  14.  16.  128. 
Inflcrionspunkte  125.  168—169.  187.222. 

237.  384.  385.  749—750.  770.  771.  776. 

810.  812. 
Instrument  508. 

Instrumentum  transportatorium  509. 
Integral,  das  Wort  211. 
Integration   von   Differentialgleichungen 

durch    Annahmen    mit    willkürlichen 

Buchstaben  223.  435.  441. 
Integration       totaler      Differentialglei- 
chungen 734.  856.  858. 
Integration  unendlicher  Reihen  670.  707. 
Integriren   164—165.   217.   218.  222.  262. 

264.  274.  368.  398—399. 
Integrirender  Factor  218.  734.  822.  855. 

856.   858.  861. 
Interpolation  361.369.372.  373.628—629. 

669.  670.   704—705.   728.   747. 
Interusurium  50.  498—499.  501.  505. 
Involution  =  Potenzerhebung  569. 
Irrationale  Gleichungsicurzeln  377. 
Irreductible  Gleichung,  das  Wort  799. 
Irreductibler  Fall  der  kubischen   Glei- 
chung 4.  105.  392.  580. 
Isochrone   134.  203.  208.  210—211.  225. 

286.  824. 
Isolirter  Punkt  810. 
Isoperimetrische  Aufgabe  228—232.  369. 

429—440.  513.  819—823. 


Jaeobi  (C.  F.  A.)  511. 

■Jacquier  iFran(,'ois)  815. 

J(i]janische  Mathematik  646 — 650. 

Jaqucnut  (Claude)  96 — 97. 

John  (V.)  615. 

Jonas  (F.)  491. 

Jones  (William)  268.  291.  294.  295.  296. 

297.  298.  350.  358.  615. 
Jonquieres  i^E.  de;  773. 
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Register. 


Journal  des  Sgavans  gegründet  7 — 8. 
Journal  Uteraire  301. 


Kästner    (Abraham    Gotthelf)    22.    102. 

556.  562—564.  660. 
Kalender  29. 

Kaufmann  (Nicolaus)  s.  Mercator  53. 
Kegelfläche  756. 
Kegelschnitte   14.   16—17.   ly.    114.    115. 

120—124.    14y.    194.    200.     208.    215. 

386—387.    392.    403—404.    405.     407. 

410.    417.    424—425.    469—470.     575. 

749.  750—751.  762—767.770.778—782. 

809.  815.   843—840. 
Kegelschnitte  durch   Winkeldrehung  er- 
zeugt 386.  407.  410.  419—421. 
Kein  (John)    272.    287.    288.    289.    290. 

291.   292.   293.  296.  297.  301.  304.  305. 

306.  307.  308.  311.  312.  313.  304.  370. 

478. 
Kepler  (Johannes)  125.  199.  259.  650. 
Kerseboom  (Wilhelm)  616. 
Kersey  (John)  9.  104. 
Kettenbrüche     92—94.     009.     670—672. 

673—676.  698.  711. 
Kettenlinie  211.  212.  219.  226.  278.  369. 

437.  826. 
Kettensatz  495.  499  —  500. 
Kielinannsegge  (Gräfin)  303. 
Kikuchi  645.  647. 
Kinckhuysen  (Gerhard)  104.  161. 
Klingenstierna  235.  816.  829. 
Klügel  35.  207.   295.  438.   455.  499.  536. 

748.   761. 
Knutzen  (Martin)  500. 
Kochansly  (Adam  Adamandus)  20.  21. 
Koenersma  772. 

König  (Job.  Samuel)  579 — 580. 
Körper    geringsten   Widerstandes    279. 

830.  835. 
Kopfrechnen  495.  501.  502. 
Kraff't  (Georg  Wolfgang)  485.  535.  536. 

539.  595.   590.   723.   815. 
Krammel  (H.)  492. 
Kreis  21.  22.  32. 
Kreisconchoide  392. 
Kreistheilung  21—23. 
Kriegsschriftsteller  9. 
Krümmung  24.  169.   189.   784—780. 
Krämmuiiyshalbmesser     169 — 170.     213. 

219.  222.   237.  238.  279.  451.  780.  795. 

796.  813.  814. 
Krämmtoigshalbmesser  in  Wendepunkten 

222.  237—238.   786. 
Krümmungsmittelpunkt  109. 
Kua  der  Chinesen  347. 
Kubatur  152.  154.  508.  758. 
Kubikwurzel  aus  einem  Binomium  4. 
Kubische  Form  602. 
Kühn  (Heinrich)  702—704. 


Kürzeste    Linie    auf    Oberflächen    229. 

232—235.     540—541.    761.    817—819. 

825—826.  829.  835.   837.  840—842. 
Kunstausdrücke   11.    14.    15.    17.  31.  99. 

116.   118.   121.  123.  128.  134.  142.  144. 

205.  212.  213.  219.  222.  223.  225.  226. 

228.  233.  237.  239.  241.  242. 


L. 

Labbe  (P.)  39. 

Lacroix  (Sylvestre  Franvois)  485. 

ia^jij/ (Thomas Fantet  de)  115.  255 — 256. 

350.  351.  374.  375—377.  394.  415.  599. 
Lagrange  878. 
Lalande  (Joseph  Jerome  le  Franij'ois  de) 

480.  481.  512. 
La  Moyitre  23. 
Lantz  (Johann)  38. 
La  Eogue  8. 

Lebensdauer,  mittlere  616. 
Lebensdauer,  wahrscheinliche  47. 
I^e  Blond  (Auguste  Savinien)  480.  481. 
Le  Blond  (Guillaume)  480.  481. 
Lefort  (F.)  64.  300.  306. 
Lehmann  (Ernst)  120. 
Leibniz   3.    20—31.   37.   60.    66.  72—80. 

84.  90.   91.  95.   96.    102.  104.  105.  107. 

108.  110.  111.  146.  154—160.  161.  165. 

176.  177.  189--191.  196. 198.201— 208. 

211.  212.   213.  215.  220.  225.  226.  229. 

230.  231.  232.  237.  241.  244.245—247. 

248.    260.     261—267.    273.    316—322. 

329.     330.    337.    338—342.    347.    348. 

351—358.  374.  375.  381."  396.  398.  409. 

429.  430.  438.  443.  444.  445.  440.  447. 

449.  450.  462.  478.  503.  537.  545.  556. 

570.  586.  592.  698—700.  708.  709.715. 

724.   772. 
Leibniz,     politische     Beziehungen     27. 

29—31.  63—64.  288.  292.  295.  301.  308. 
Leibniz.  erster  Londoner  Aufenthalt  28. 

72—74.  154. 
I^eibtiiz ,   zweiter    Londoner   Aufenthalt 

28.   80.   159.   175.   307. 
Lribniz'scher  Auszug  aus   der  Analysis 

per  aequationes  80.  175.  184. 
Jjeibniz ,  ItaHenisehe  Reise  13.  28.  201. 

202.  210. 
Leibniz,  Datumsveräuderung  176.  308. 
Leibniz,   das  Flugblatt  Yon    1713     301. 

302.  303. 
Leibniz,  Briefwechsel  13.  20.  27.  37.  38. 

63—64.  72.  73.  75.  70.  78.  83.  105—107. 

111  —  113.  124.  143.  144.  145.  155.156. 

157. 161. 172—175. 180—184.  208—209. 

210.  214.  219.  220.  221—223.  234.  235. 

241.  244.  249—251.  262.  263.  265.  260. 

282.    283.    297.    301.     307.    309—310. 

338—342.     347.    352—353.    355—350. 

357.  374.  402.  438.  447.  448.  487—488. 

573.   633.  666.   698—700.  825.   826. 


Register. 


887 


Leihniz ,   de    arte   combinatoria  27.   38. 

41—4-2.   72.  325. 
Leihniz,  Scientia  generalis  38 — 40.  72. 
Leihniz.  C'haracteristica  geometrica  31 

bis  34.  40.  532. 
Leihniz,  Erfindung  des  Integralzeichens 

157.  159.  190. 
Leihniz,     Erfindung     des     Diö'erential- 

zeicheus  159.  lud.  ISC. 
Leihniz.  Abhandlung  von  1G84  18G— ISs. 

209.  210.  214.  210.  241.  282.   310. 
Leihniz,  Stetigkeitsgesetz  200—207.  303. 
Leihniz,  Historia  et  origo  30« — 309. 
Leihniz.  Kechenmaschine  3ö.  38.  72.  292. 
Leihniz,  de  interusurio  50 — 51.  53.  185. 

498.  499.   505. 
Leihniz  über  Partialbrücbe  261 — 264. 

TT 

J^eibnizische  Jieilie  für  —  72.  75.  76.  79. 
4 

349.  350.  637.  646.  680. 
Leihrenten  42—48.  49.  51. 
Lemniscate  212.  465.  471—472. 
Lense  (Jacob)  43. 
Leonardo  von  Pisa  47G.  501. 
Leotaud  (Vincent)  23.  24. 
Le  Poivre  (Jacob)  402—404. 
Leurechon  98. 

L'Höpital  Tergl.  L'Hospital. 
L'Hospilal  (Guillaume  Franfois,  Marquis 

dej   105.   106.   155.  156.  157.  214—217. 

222.  225.  220.  231.  232.  234.  235-24(1. 

241.   244.   2IJ4.  276.  277.  279.  281.  339. 

396.  403.  410.  411.  430.  451.  570.  713. 

719.   748.   771.   772.   794.   796.  802. 
Lhuilier  (Simon'i  368. 
Liehtscheidf  (Ferdinand  Helfreich)  278. 
Linea  concursuum  =  Einhüllende  204. 
Lineare    Di/ferentialgleichung    224.   454 

bis  455.  853—854.   863—867.  870. 
Linienrechnen  14. 
Logarithme   als    Integral    54.    152.    166. 

218.  221.  246. 
Logarithme  iiiiaginaire  348. 
Logarithmen  14.  80—82.  188.  348.    303. 

497.   681.  691.  698—702. 
Logarithmen  negativer  Zahlen  353 — 354. 

356—357.  698  —  702. 
Logarithmus    der    Gammafunction    629 

bis  630. 
Logarithmi.sche   Eeihen    54.   55.    58 — 59. 

60.   69.  82.   84.  682—683.   685. 
Logarithmi.iche  Curce  223.  233.  357. 
Logarithmische  Spirale  212. 
Loria  (Gino)  489.  796. 
Luttospiel  324. 
Lucas  (Henry)  10. 
Ludolphische  Zahl  340. 

U. 

Machin  (John)  294.  295.  296.  297.  350. 

364.   686. 
Mackay  (John  S.)  522.  523.  533.  540. 


Maclaurin    (Colin)   418—427.    522.    542 

bis  544.   548 — 554.   556.   558.    502.    568 

bis  575.  584.   586.   616.  655—659.   660 

bis  663.  720—723.  739.  750.  751.  761. 

763.   765—767.   773—776.  806.  843  bis 

845.  846.  847. 
Maclaitrin's  Eeihe  600. 
Maclaurin's  Satz   von    der    .\uziehuug 

confocaler  EUipsoide  723. 
Magaloiti  (Lorenzoj  6. 
3Iaier  (F.  C.)  539.  540. 
Mairan     (Jean    Jacques     d'Ortous    de) 

607—608.   753.   796. 
Majuskel  320. 
Malezieii  (Nicolas  de)  517. 
Mallebranche  (Nicolas)  96.  97.  214.  215. 

216.  206.  465.   545.   752. 
Mamerkits  5. 
3IamertinHs  5. 
Mangilhafte  Zahlen  596. 
Marchctti  351. 

Marie  (Maxim.)  133.  191.  49(1. 
Mariotte  154. 
Marre  (Ar.)  96. 
Martin  (George)  761. 
Maser  (,H.)  676. 
Maseres  (Francis)  53. 
Mathesis  hihlica  503.  504. 
Mathesis  Jorensiji  504. 
Matsunya  647. 
Matthie'ssen  109. 
Mauperttiis   (Pierre    Louis    Moreau    de) 

579.   749—750.   760. 
Maximal-  und  Miiiimalaufyahen  139  bis 

141.    146.     167—168.    185.    186—187. 

208.  214.  225—235.  237.  513.  545.  561. 

722—723.743—744.745—746.813.  816. 

819—824.  826—828.  830—842. 
Ma.rimum   von  Minimum   unterschieden 

186—187. 
Maxima    und    Minima    bei    mehreren 

Veränderlichen  551 — 552.  744. 
Mayer  (Johann  Tobias)  536.  537. 
Mazzuchelli      iGraf     Maruli     Giovanni 

Maria)  483. 
Medici  (Leopold  von;  6. 
Mencke  lOtto.i  8.  146.  201.  280. 
Mercator  (Nicolausj  53 — 55.  58.  59.  67. 

74.   77.  80.  191.  330. 
3Iere,  De  341. 
Merlan  85. 

Mersenne  (Pater  Marini  138.  369.  876. 
Methode  der  Cascaden  117 — 118. 
Methode  der  Reihen  804.  807.  812. 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten, 

das  Wort  807. 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 

83.    84.    167.    178.   179.   206.  2ü7.  242. 

243.  271.  274.  281.  318.  320.  329.  336. 

460—461.  6.54.  092.   742. 
Methode  der  unendlichen  Abnahme  592. 
Methode     der    vollständigen    luduction 

329.  660. 
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Michelsen  (Joli.  Andr.  Christ.)  676.  724. 

Middleton  (Conyers)  718. 

MinusM  320. 

Mittelpunkt  405.  783.  791.  803.  804. 

Modiilus  von  Curven  ii\l. 

3Iodulus,  das  Wort  bei  Logarithmen  363. 

Mohr  (Georg)  172. 

Moivre  (Abraham  de)  82—84.   97.  294. 

295.  296.  310.  319.  320.  321.  325—327. 

336.  342—346.  375.  377.  378.  398.  571. 

608—609.     613—614.     620.    622—625. 

658.  664.  680.  698.  702. 
Moiwe's  Binomialtheorem.624.  684 — 687. 

706. 
Molieres  (Josef  Privat  de)  753.  758.  768. 
Moment  =  Augenblicksveränderung  153. 

195. 
Moment  (mechanisches)  159. 
Monade  41. 

Mondchen  (Quadratur  von)  484. 
Montague  (Karl)  62. 
Montfaucon  (Bernhard  von)  476. 
Montigny  796. 
MontmoH  (Pierre  Bemond  de)  255.  309. 

311.    322—323.    325.    327.    336—338. 

340.  341—342.  370.  450.  608.  609. 
Montucla   45.    115.    265.   350.  480—482. 

485—486. 
Moor  (James)  523. 
Mormj  (Robert)  65. 
Moser  (L.)  615.  616. 
Mouton  (Gabriel)  72.  73.  298.  374. 
Moxon  (Joseph)  489. 
MüUer  (Felix)  843. 
Müller  (Max)  493. 
MidtipUcatiottsverfahren      bei     Winkel- 

messungeu  536. 
Murdoch  (Patrick)  775. 
Miither  49. 
Mutzenbecher  8. 
Mydorge  (Claude)  17. 

N. 

Nadelproblem  613. 

Naoinaru  Ajima  647. 

Kasir  Eddin  25—26. 

Naude  (Philipp  der  Aeltere)  529. 

Naude  (Philipp   der  Jüngere)   529.  530. 

597.  695. 
NecJcer  617. 
Negatives  gi'össer  als  unendlich  353.  354. 

709.  730. 
Negatives  kleiner  als  Xull  379.  503.  569. 

730. 
Neil  (William)  132.  136. 
Neil'sche  Parabel  405. 
Nelkenbrecher  (Job.  Christ.)  500. 
Neper  (John)  34.  80.  81.  163.  722. 
Nesselmann  5.  479.  482.  484. 
Newton  (John)  480. 
Newton  (Isaac)  3.  4.  10.  27.  60—64.  82. 

84.   114.   llö.    126.   129.   156.   158.   160. 


176.  182.  183.  184.   185.  226.   231.  232. 

250.  251.  267.  322.  329.  363.  364.  372. 
393.  413.  418.  430.  444.  445.  446.  447. 
450.  478.  480.  486.  488.  .542.  545.  649. 
663.   664.  680.   712.   713.   724. 

Newton,  politische  Beziehungen  61 — 63. 

267—268.   284—285.   288. 
Newtons  Krankheit  62. 
Newton's    Mitarbeit    am    Commercium 

epistolicum    300.    301.    308.    312.    314 

bis  315. 
Newton's  Tangentenbrief  an  Collins  vom 

10.  Xn.  1672   161.  173—174.  198.  289. 

299.   315.   385. 
Neicton's  erster  Brief  an  Leibniz    vom 

13.  \l.   1676    75.    174.    177.    250.  267. 

299.  302.  315. 
Newton's  zweiter  Brief  an  Leibniz  vom 

24.  X.  1676  66—67.  68.  102.   104.  174. 

177-180.  241.  242.  250.  267.  272.  299. 

302.   307.  358.  361. 
Newton's    Briefe   an   Wallis    241 — 244. 

251.  270.  274.  290.  316. 

Newton,   Analysis  per   aequationes    64. 

65.    68—71.    80.    100—102.    104.    114. 

150—154.     160.    162.    163.     175.    176. 

184.  200.  268.  269.  290.  295.  298. 
Newton's  3Iethodus  fhixionum   104.   161 

bis  172.  183.  187.  189.  198.  199.  273. 

384.  385. 
Newton's  Geometria  analytica  =  Metho- 

dus  fluxionuni  162. 
Newton's  Princijyien  188—189.  191—200. 

201.  202.  244.  257.   267.  273.  279.  281. 

282.   291.  300.  302.  304.  312.  314.  316. 

358.  361.  362.  387.  656.  663.  715.  719. 

723.  766.  830.  835. 
Newton's  Quadratura curvarum  268 — 274. 

281.  282.  283.  290.  291.  365.   719. 
Newton's     Quadratura    curvarum     (das 

darin    vorkommende   Versehen)    272. 

274.   302.  304—305.  307.  312. 
Newton's    Arithmetica     universalis     378 

bis  392.  546.  547.  551.  554.  558.  562. 

564.  568.   569.  573.  575.   745. 
Neirton's  Parallelogramm  102 — 103.  104. 

162.  178.  414.  557.  562.  573—574.  584. 

768.  799. 
Newton's     Methodm    differentialis    358 

bis  362.  625. 
Newton's  Enumeratio  268.  281.  404—409. 

410.  411.  415.  416.  417.  418.  419.  421. 

422.  424.  750.  751.  763.  771.   772.  773. 

774.  783.   797.   802.  804.  806.  808.  809. 
Nichteuklidische  Geometrie  520. 
Nichts  durch  0  dargestellt  116. 
Nicole  (Franfois)  322.  370-372.  608.  657. 

750—751.   753.   771.   798.  808. 
Nicomedes  16. 
Nicostratus  16. 

Nieuwentijt  (Bernhard)  244—247.  264. 
Nöther  (M.)  438.  588. 
Normaleyiproblem  der  Kegelschnitte  121. 
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Xormahtflleii  bei  Permutationen  343.  PartieUe  Differentialgleichungen  166.  858 

NourelUs  Uteruires  303.  bis  859.  87-2—878. 

XulUo  329.  Partieller  Differentialquotient    733.    734. 

854.  856. 

"•  Pascal  (Blaise)  17.  35.  38.  74.  125.  128. 

Oherfläcliengleichung  235.  399—402.  447.  156.  157.  158.  191.  200.  322.  323.  329. 

Oberflächen  754.  756.  757.  758.  759.  768.  340.  341.  353.  660.  776. 

788—792.    817—819.     823—824.    859  Pascals  Secii^eck  776. 

bis  !<60.  Pell  (John)  9.  72.  73.  298. 

Oberflächen  zweiten  Grades  790 — 791.  Pemberton  (Henry)  198.  455. 

Obertöne  876.  Pendellänge  als  Maasseinheit  138. 

Oinopides  484.  Penther  (Joh.  Friedr.)  508. 

Oldenburg   (Heinrich)   6.   27.  28.  64.  66.  Percurrente  Grösse  222—223. 

72.  73.  75.  76.  108.  154.  161.  172.  173.  Periodische  Keüeiibrüche  671.  672. 

174.  175.  177.  178.  185.  275.  291.  298.  Permanenz  =  Zeichenfolge  559. 

299.  307.  315.  374.  Permtitatiotien.  das  Wort  328. 

Ordnung  von  Buchstabenausdrücken  bei  Perrault  (Claude)  9.  207. 

der  Division  379.  Perspective  815. 

Ordnung  von  Curven,  das  Wort  404.  Pescheck  (Christian)  494. 

Ordnunghalten  beim  schriftlichen  Rech-  Petersburger  Aufgabe  S3S.  61-2.617 — 618. 

nen  502.  Pfautz  (Christoph)  189.  201. 

Oscillationsmittelpunkt  138.  Philalethe-s  Cantabrigiensis  718.  719. 

Osculation  189.  213.  237.  Philosophische  Grundlage  der  Infinitesi- 

Osculirende  Ebene,  das  AVort  829.  malrechnung  245.  264—267.  268 — 269. 

Oughtred  (William)  10.  81.  540.  593.  273.  283.  351.  354.  714—722.  729—730. 

Ouvertüre  de  l'angle  =  Cotangente  759.  746. 

Ozanam  (Jacques)  98.  350.  489.  Pitot  (Henri)  427—428.  753.  754.  755. 

Placcius  338. 

■p  Plakke  (Vincent)  338. 
Plume  (Thomas)  363. 

:r  zur  Bezeichnung  des  Verhältnisses  des  Pocock  (Edward)  25. 

Kreisumfangs   zum  Durchmesser   295.  Poggendorff  4.   10.    11.   13.    18.    19.   20. 

645.  25.  27.  36.  38.  45.  72.  74.  82.  134. 
:r  =  3,1415  21.  244.  255.  259.  278.  281.  287.  295.  309. 
ZI  auf  2  Decimalstellen  genau  350.  313.  351.  427.  471.  480.  481.  483.  484. 
:t  auf  100  Decimalstellen  genau  350.  485.  489.  494.  498.  500.  503.  508.  511. 
n  auf  127  Decimalstellen  genau  351.  684.  517.  522.  537.  556.  558.  567.  588.  607. 
a  als  Reihe  72.  75.  76.  79.  349.  350.  637.  612.    712.    749.     760.    762.    765.    766. 

646.  649—650.   652.   686.  773.  816. 

^  durch   eine  Factorenfolge   dargestellt  Point  de  rebroitssement  237. 

631.  690.  Pol  123. 

71  durch  einen  Kettenbruch  dargestellt  Polack  (Joh.  Friedrich)  504.  505. 

674.  676.  Polarcoordinaten  in  der  Ebene  462.  787. 

rr-  als  Reihe  627.  649.  667.  690.  708.  Polarcoordinaten  im  Räume  754.  755. 

Paciuolo  (Luca)  6.  Polare  123 

Pappus  258.  391.  511.  523.  Polynomialcoefficient  318.  319.  337. 

Parabolischer  Curvenziceig  406.  808.  809.  Polynomischer  Lehrsatz  83— Si.  318.  334. 

.    810.  658.  681. 

Parabolische  Spirale  461—463.  Poncelet  523. 

Paradoxon  von  den  bestimmenden  Cur-  Potential  für  einen  inneren  Kugelpunkt 

venpunkten  427.  800.  199—200. 

Parallelcurren  205.  237.  Pothenot  (Laurent)  23. 

Parallellinien    24—26.    200.     205.     512.  Potenzreste  599.  602. 

516—521.  Potenzsummen  331—333.  727.  729. 

Parameter,  das  Wort  190.  204.  PraHik  501. 

Parameterdarstellung   einer   Curvenglei-  Praktische  Geometrie  23.  346.  396 — 398. 

chung  679.  798—799.  507.  508.  .509.  510—511.  536. 

Pardies  (Ignace  Gaston)  134.  203.  Prantl  26. 

Parent  :  Antoine)  399—402.  755.  Pressland  (A.  J.)  22. 

Partialbriiche    s.   Zerlegung   in   Partial-  Prestet  (Jean)  97—98.  329.  330.  558. 

brüche.  Princip  der  kleinsten  Actiou  579. 

Partialreihen  79 — 80.  Primzahlenformel  591.  753. 

Partikuläres  Integral  865.  Pringsheim  (A.)  609. 

Cajitob,  Geschichte  der  Mathematik    III,  3.  57 
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Prioritätsstreit    zwischen    Newton    und 

Leibniz  250—251.  261.  274—316.  364. 

444.  478.  579.  712.  830. 
Probe  beim  Rechnen  495. 
Product  s.  Factorenfolge. 
Projective  Geometrie  120—121.  386.  402 

bis    404.     407-409.     419.    421—427. 

762—767. 
ProJclus  5.  6. 
Protol-olle  der  Royal  Society  65.  71.  289. 

294.   297.   298.  '306. 
P.  T.  =  Philosophical  Transactions  47. 


Q. 

Quadratische  Form  602. 
Quadratische  Beste  599—600. 
Quadratocuhus  (von  Dechales  vei-worfen') 
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